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CARAPACES
(Exposé de H. CARTAN, le 21.5.,1951)

1,- Définition d'une carapace.

L'espace topologique ¢ et l'anneau de base XK étant donnés, une carapace
est définie par lo donnée d'un K-module A , ot, pour chaque point x ¢ &L

d’ug homomorphisme ¢« et A sur un module-quotient A_ ; on suppose vérifiés

x
lesifaxiomes suivants s
(Car I) i un élément « ¢ A et un point x sont tcls que ¢ (x) =0,

alors <ﬁy@%) = 0 pour tout point y assez volsin doc x j

(Car II) Si un élément .x est tel que \fkéx) = 0 pour tout point x ,
alors o =20,

Si seul le premier axiome est vdrifié, on a une précarapocc. A toute préca-
rapace A est canoniquement associée une carapace, obtenuc en faisant le quo-

tient de 4 par le sous-module des 4« tcls que fx@x) = 0 pour tout point x .

Supports : soit A une précarapace ; pour tout x ¢ A , définissons le
support (%) de 1'élément ¢ , comme étant 1'cnsemble des points x ¢ J, tols
que &fx(w) #0 . L'axiome (Car I) exprime que le support de chaquc élément
est un gous-ensemble fermé de U . L'axiome (Car II) exprimc que le support

d'un élément (r ne peut &étre vide que si o = 0.

La connaissance des supports des éléments de A détermine la structure de
précarapace (recp. de carapace) de A ., D'une fagon précise : supposons attaché,
& chaquc élément & d'un K-module A , une partic fermée 7 () de 1l'espace

. , de manidre que 3
7)) =8, e-(x=-5)c =) vr(p) , o (k) < o7 (x) pouwr kéK,

Pour chaque point x , soit A% le sous-module des o tels que x T(x) .
Prenons pour Ax le module-quotient A/A% s ¢t pour by 1'homomorphisme cano-
nique de A sur ca quotient. Alors l'axiome (Car I) est vérifié ; et 1l'axiome

9
(Car II; 1l'est si o (%) = ¢ entraine =0 .

Carapace graduée : on supposec A muni d'une structure graduée telle que

le noyau de chaque homomorphisme g soit somme directe de ses composantes de

chaque dcgré (et alors A cst aussi gradué). Cotte condition s'exprime comme
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suit en termes de supports :

o (x+p) = 7 (x) v o (f) si o et s sont homogénes et de degrés

distincts.

Carapace. avee cobord ¢ on suppose A muni d'un cobord § tel que le noyau

de chaquc qk soit stable pour S (et alors ) est défini dans chaque Ax s

par passage au quotient). En termes de supports, la condition est :
F(Ou) o o (x) .

2.~ Relations entre carapaces ot faisceauX.

Toutc carapace A définit un faiscecau F) = F , défini comme suit :
F,= AX en tout point x , et, sur la réunion des AX ; on met la topologie
suivante : pour tout ouvert X de l'espace .. , ot tout élément o« de A ,
on considéro 1l'cnsgemble des ?kéx) oli x parcourt X ; on posc que c'est un
ensemble ouvert du faisceau F , et qu'on obtient par cec procédé un systéme

fondamental d'ouverts dc la topologie & définir sur F .

Inversement, tout faisceau F définit unc carapace, & savoir le module
des sections "(F) . En offct, dans 1l'exposé 14 (numéro 1) on a défini des sup-
ports dans ("(F) ; ot on vérifie aussitdt que les axiomes d'une carapace sont

remplis. Pour tout faisceau F et toute famille <> , . (F) est une carapace.

+

3.~ Homomorphisme de carapaces (sur un méme cspace).

Scient. A et B deux carapaces (ou méme deux précarapaces) sur l'espace
‘L . On dit qu'un homomorphisme h du K-module A dans le K-module B est

un homomorphisme de carapaces si, pour tout point x , h applique le noyau A%

de i dans le noyau B% de kpx (on note Py et W les homomorphismes qui

définissent les structures de carapace de A ¢t B ). Il s'ensuit que h défi-
nit, par passage aux quotients, un homomorphisme hX de AX = A/A; dans

Bx = B/B% . En termes de supports, la condition pour h est la sulvante :
o-(h(x)) ¢ -+ (») pour tout « €A ,

En d'autres termes, l'homomorphisme h diminue les supports. Cette condition

est nécessaire et suffisante.

En particulier, on a la notion d'endomorphisme d'une carapace A . Par

exemple, pour une carapace graduée, les projecteurs de graduation sont des endo-
morphismes dc 1o carapace. Bour une carapece avee cobord, le cobord S est un

endomorphisme de la carapace.
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Soit A une carapace. Pour tout sous-module B de A , munissons les
éléments de B des supports qu'ils ont dans A ; alors l'injection B —s A
est un homomorphisme (biunivoque) de carapaces. B s'appelle une sous-carapace
de A,

Tout homomorphisme de carapaces A —-3» B définit canoniquement un homo-

morphisme § (A) -=> %(B) des foisceaux associés. Car les homomorphismes

hx : AX —_— BX définis par 1'homomorphisme h ¢ A —> B , définissent visi-
blement un homomorphisme du faisceau F (&) des A, dans le faisceau F (B)

des BX .

D'autre pagt, on a vu (14, 3) que tout homomorphisme de faisceaux
F-—> G définit un homomorphisme {(F) ~> [ (G) dos modules de scetions.
C'ost évidemment un homomorphisme de carapaces. Il en est de méme de 1'homomor-—
phisme iiF(F) —_— ﬁ? (G) , pour toute famille %, .

4.- Garapace compléte.

Soit A wune carapace : considérons le faisceau associé 3ﬁ(A) , puis le
module de ses sections (% (4)) . On 2 un homomorphisme canonique évident de
A dans ((F(1)) s car si xcA , X définit une section de 'FT(A) , & savoir
celle qui, & chaque point x , associe 1'é1lément ?kﬁx) € A_ . Cet homomorphisme
est biunivogue : c'est ce qu'exprime 1'axiome (Car II) . Il permet d'identifier
(ce que nous ferons toujours) la carapace donnée A A une sous-carapace de

F(%(4)) . Cette dernidre s'appellera la carapace complétée de la carapace A .

Si A s M(%(A)) est un isomorphisme sur, la carapace A est ditc compldte.
On voit immédiatement que, pour tout faisceau F s [(F) est une carapace com-

plétc. En particulicr, la complétée d'unc carapace est complébe,

Soit A une carapace., On dit qu'une famille d'éléments de A est légglg—
ment finie si la famille de leurs supports est localement finie. Il est évident
que 1'on peut définir la somme d'une famille localement finie d'él¥ ments de
T(F) , qui est une scction de F s donc un élément de I (F) . On peut done,
étant donnéc une carspace A » définir la somme d'une famille localemeit finie

d'éléments de A , qui cst un élément de I (¥(4)) 5 si cet élément est dans A ,

on dira que la somme considérée gonverge dans A .

Pour toute famille §> et toute carapace 4 , on notera Agj la sous-cara-
pace des éléments dont le support appartient a ?P . L'homomorphisme
A5 T(F () appliquc A(}_ﬂ dans ré:;({‘?(A)) . On dit que A est <f>-compls-
te si & ©st appliqué gur T&i(ﬁf(A)) . Il cst clair que toute carapace
i

-
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compléte est é’—compléte, sans que la réciproque soit nécessairement vraie.
Si on a deux familles ¢ et ' telles que ¢§J<Z 43 , toute carapace %ﬁ—com—
pldte est <p'-compléte.

Soient maintenant deux carapaces A et B , et un homomorphisme de cara-
paces h ¢ A —s. B, On a vu (numéro 3) qu'il définit un homomorphisme de
€(4) dens 5 (B) : celui-ci définit 3 son tour un homomorphisme des carapaces
complétées (7 (A)) —s T (F(B)) . Il est clair que le diagramme suivant est

commutatif :

A » B
J §
F (% (h)) ——mmee T(57(B))
En particulier : tout endomorphisme d'une carapace A se prolonge canonique-~

ment en un endomorphisme de la carapace complétée (7 (A)) .

5.—- Généralisation de la notion d'homomorphisme de carapages.

Nous considéfons ici deux espaces A et Gg , et une application continue
f de L dans % . Soit B une carapace sur X , et A une carapace sur
@% . On dit qu'un homomorphisme h du K-module A dans le K-module B
est compatible avec f si, pour tout x de { , h applique le noyau de

A s Af(x) dans le noyau de B ——a- B? . Alors h définit un homomorphisme

(S

hX de Af(x) dans Bx , donnant lieu & la commutation ¢

A > B
~L‘ ¥

En termes de supports, h doit satisfaire & la condition 3
a (h(x)) f‘l(c‘éx)) pour tout K A ,

Exemple : soient X et | deux variétés différentiables, et f une

application différentiable de ., dans “YJ . On sait que f définit un homo-
morphisme h de l'espace vectoriel des form.s différentielles de 5% dans celui
des formes différentielles de <, . On vérifie aussitdt que c'est un homomor-

phisme de carapaces, compatible avee l'application f .

D'une manidre générale, si F est un faisceau sur ‘U , et G un faisceau
sur %C , tout homomorphisme F ——s G compatible avec f (Exp.14) définit un
homomorphisme des carapaces I (F) ~—> ((G) , compatibls avee f . Réciproque -

ment, si h : A —s B est un homomorphisme de carapaces compatible avec f ,
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h définit un homomorphisme * (A) —» ¥ (B) compatible avec f .

6.~ Opérations sur les carapaces.

Carapace induite : soit [ un sous-espace de ‘5 , et soit A une cara-

pace sur 5% . Les homomorphismes A ___ AX relatifs aux points x de K
définissent A comme précarapace sur l'espace ‘A . En termes de supports :
le support de « ¢ A , considéré comme carapace sur i , est l'intersection de
‘L et du support de «x . L'axiome (Car II) n'est pas rempli en général ; mais
on obtient une carapace sur . , en faisant le quotient de A par le sous-

module des ix dont le support ne rencontre pas . . Cette nouvelle carapace

s'appelle la carapace induite par A sgsur le sous-espace <& . L'application

canonique de A sur son quotient est un homomorphisme de la carapace A sur

la carapace induite, compatible avec 1'injection de 5. dans "4 .
b 4

Produit tensoriel de 2 carapaces sur 2 espaces distincts : soient b et
“
AS

%5 deux espaces, A une carapace sur X , B une carapace sur . Soient

%& t A > AX les homomorphismes définissant la structure de carapace de A ,
et ¢ ¢ B — By les homomorphismes définissant la structure de carapace de
B . Les homomorphismes qk'xzq;y applignent le produit tensoriel A & B sur

A g By , pour tout point (x , y) de 1l'espace-produit X x U . Ils définis-

sent A % B comme précarapace sur k. x [ , car on vérifie facilement 1'axiome
brecar: i

(Car I). Il n'est pas certein que l'axiome (Car II) soit satisfait ; il 1'est,

par exemple, lorsque l'une au moing des carapaces, A par exemple, est basigue.

Une carapace A est basique lorsqu'est donnée une K-base du module A ,
telle que le support d'une combinaison linéaire d'éléments de la base soit la
réunion des supports de ceux des éléments de la base dont le coefficient n'est

pas nul.

Notons ceci : si les faisceaux 7 (A) et (B) sont sans torsiom, le

support d'un élément « % ; de A ® B est 1'ensemble-produit o-(x) x =(3) .
En effet, pour que cfx(ﬁ)’x’\yy(ﬁ) soit nul, il faut alors que Qxﬁx) =0 ou
QJy(Q) = 0 . Dans le cas général, on peut seulement affirmer que le support de

% & 5 est contenu dans le produit - (x) x = (5) .

Produit tensoriel de deux carapaces sur le mére espace : on considére

A % B comme précarapace sur . x :{. , puis on passe i la diagonale de

A ox 2 : on trouve une carapace_indulte, que nous noterons A ¢ B .

A ¢ B est donc défini comme précarapace sur

[ 9

, par les homomorphismes
A% B s Ax:& Bk s 6 AC B est le quotient de A = B par le sous-module
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des éléments qui induisent O en tout point x , c'est-a-dire dont le support
est vide. Lorsque ¥ (&) et #(B) sont sans torsion, le support de x © f

(image de « % .5 dans A ™ B ) est 1l'intersection des supports de = et de 3.

Dans le cas général, le support de o ¢ 3 est contenu dans l'intersection des

supports de « et de A

7.~ Carapace fing.

Définition : une carapace A est fine si, pour tout recouvrement locale-
ment fini de l'espace J. par des ouverts L&i s 11 existe des endomorphismes

H)

Li de la carapace A tels que :
. N . ’ Q)i
1° pour chaque i , Li est nul en dehors d'un fermé contenu dans Yy s
2° la somme des bi est 1l'endomorphisme identique, dans le gens suivant ¢

pour tout « ¢ A , la somme localement finie {iéx) converge dans A
i
(cf. numéro 4 ci-dessus) et 2 pour somme <X .
N.B. : cette définition n'a de sens que pour une vraie carapace, et non
pour une précarapace ° il est essentiel que la carapace A soit plongée

biunivoguement dans le module des sections du faisceau & (A4) .

Si A est une carapace fine, le faisceau % (A) est fin s évident.
Inversement, si un faisceau F est fin, la carapace [ (F) est fine. En parti-

culier, si A est une carapace fine, la complétde [ (F(A)) est fine.

Exemples @ soit C le faisceau d'Alexander-Spanier (Exp.l15) ; la carapace
rr(C) est fine. On a vu que c'est le quotient de la précarapace des cochaines

d'Alexander-Spanier, par le sous-module des cochaines de support vide.

. * . . .
De méme : soit S 1le faisceau des cochaines singulidres ; la carapace
~ * . . :
7(8") est fine ; c'est la carapace, quotient de la précarapace des cochaines

singuliéres par le sous-module des cochaines de support vide.

Sur une variété différentiable, la carapace des formes différentielles

est fine,

Théoréme ¢ soit A une carapace fine. Si toute somme localement finie
d'éléments de A , dont la réunion des supports appartient & . , converge
dans A , alors A ggb Qég_ompléte (cf. numéro 4 ci-dessus).

Démonstration : soit ¥ une scetion de A , & support dans .gw : on veut
montrer que Y est dans A ; pour cela, on observe que, pour un recouvrement
du support X de Y par des @Li , on a ;’:_EZ %i(X) . Il suffit donc de

: ’ |
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montrer que l'on peut s'arranger pour que chacun des ei(j) soit non seulement
dans [ (%(A)) , mais dans la carapace A elle-méme, Or cela résulte du fait
que, au voisinagé de chaque point de X , ¥ induit la méme chose qu'un é1lément
de A . Nous laissons les détails au lecteur.

Qgggl;aire ¢ soitb ﬂ; la famille des parties compactes d'un espace locale-

ment compact L . Toute carapacc fine est <§?—compléte.

i

(En offet, toute somme localement finic dont la réunion des supports est

compacte, est nécessairement finie).

8.~ Carapace homotopiguement fine ; faigsceau homotopiquement fin.

I1 s'agit ici d'un affaiblissement de la notion de "fin". Les carapaces et

e,
Y

les faiscecaux considérés seront supposés munis d'un opérateur cobord &

(de carré nul).

Définition : une carapace A est homotopiquement fine si, pour tout

recouvrement localement fini de l'espace . par des ouverts “ibi , 11 existe
des endomorphismes Qi et un endomorphisme k de la carapace A , tels que.:

1° pour chaque i , ti est nul en dehors d'un fermé contenu dans “di H

20 la gomme des vﬂi est égale & 1'identité augmentée de 1'endomorphisme

kS + Sk s autrement dit, pour tout « ¢ A , la somme localement finie

i@) converge dans A et est égale & o+ kS + Skx .
i o

N A\ . .
Dans le cas ou - = O , on retrouve la notion de carapace fine.
Définition analogue d'un faigceau homotopiquement fin.

Dans 1'exposé suivant, on établira un théoréme fondamental, relativement
aux faisceaux et aux carapaces homotopiquement fins (et valable, a fortiori,
pour les carapaces et faisceaux fins). Bornons-nous ici & donner un exemple

important :

Carapace des chaines singulidres. Dans un espace quelconque 'A, , on a la

notion classique de "simplexe singulier". Nous considérons le K-module des
combinaison linéaires "localement finies® de simplexes singuliers & coefficients
dans l'anneau de base K ; "localement fini" s'explique comme suit : le support
d'un simplexe singulier étant défini d'unc manidre évidente (c'est un ensemble.
compact), on considére les combinaisons linéaires telles que tout point de
1'espace {j, posséde un voisinage qui rencontre seulement un nombre fini de

supports dec simplexes a coefficient non nul, Le support d'une telle combinaison
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est défini COmmé étént la réunion des supports des simplexes & coefficient non
nul ; c'est bien un ensemble fermé., Muni de ces supports, le K-module en ques-
tion S a une structure de carapace. Nous l'appelons la carapacc des chaines
singuliéres.

La carapace des chafnes singulidres est homotopiquement fine. Cela résulte
facilement des propriétés de l'operateur d'homotopie : "subdivision barycentri-
que mixte" (cf. Séminairc 1948—449X£ 63) I1 en résulte que, pour tout faisceau
de coefficients F , le faisceau ¥ (S) G F est homotopiquement fin ; par
suite, la carapace [ (F(8) & F) est homotopiguement fine, et d'ailleurs
complste.

Proposons-nous d'interpréter I (F(8) 3 F) ; c'est le module des sommes

localement finies dc simplexes, chacun étant affecté d'une gection de F au-
dessus de son support : l'opérateur "bord" s'interpréte facilement. Lorsque le

faisceau F est localement constant,une section de F au-dessus du support d'un

simplexe singulier (défini par un simplexe euclidien s et une application
continue f de s dans ¥,) définit sur s un faisceau localement constant,
image réciproque de F par f , donc un faisceau corstant (puisque s est con-
tractile). Autrement dit, soit G un module isomorphe aux modules FX du fais-
ceau constant F; lo module [ (F(8) o F) s'identifie au module des combi-
naisons localement finies de simplexes singuliers & coefficients dans G ,
1'opérateur "bord" se calculant & la manidre du "bord" dans les chafnes singu-

liéres & "coefficients locaux" de Steenrod.

En particulier, si F est un faisceau congtant G, (¥ (S) ¢ G) n'est
autre que le module des chaines singuliéres ordinaires & coefficients dans le
module G (& cela prés qu'on considére des sommes éventuellement infinies, mais
localement finies). Ainsi :les chafnes singuliéres & valeurs dans G forment

une carapace homotopigquement fine et compléte. C'est notamment le cas de la

carapace S elle-méme (prendre = K) : elle est compléte.

Appendice : gohomologie & supports compacts d'un espace-produit.

Soient f et 4% deux espaces localement compacts ; notons indifféremment
¢ la famille des compacts de X , oude 4 , ou de I x Q{ . Soient A

et B deux carapaces & supports compacts, sur %L et J resp. Supposons que

A soit fine, et que B soit fine. Nous nous proposons de montrer que

la précarapace A % B , sur 1'espace-produit 7 x*lg, est une carapace fire.

Il n'est pas évident que A x B satisfasse & 1l'axiome (Car 1I) qui impli-

querait que A % B est unc carapace, Nous allons montrer que si un élément
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¥= Z-’xk & Ay, & un support vide, il est nul. Prenons dang 2, un compact X
k

&
qui conticnne les supports des X, , ot dens ol

un compact Y qui contienne
les supports des /3”k . Pour tout recouvrement ouvert du compact X x Y de
l'espace J, x "‘7),{ , 11 existe un recouvrement fini plus fin, de la forme

(ﬂi x'&f’j) , ol les '-'U,-i rocouvrent X , et les 'y 3 recouvrent Y . Soient

51 les endomorphismes de A associés aux u,l , €t 41 les endomorphismes de
B associés aux 53 . Pour chaque k , on a % = _>I_ Biln) SR = }J: g,s () 3
done

3, iz’% 13(.:) b4

en désignant par 4'13 1'endomorphisme }"i ) 45 du produit tensoriel A & B .
Or si le support de Y est vide, on pourra s'arranger pour que chacun des
'{'ij(é{) soit nul (en prenant un recouvrement ouvert assez fin du compact

X xY). Il s'ensuit bicn que ¥ =0.

Ainsi, il est prouvé que A & B cst une véritable carapace. Il est immé-

diat que A % B est -fine. Elle est donec <P -compléte.

En particulier, soit Cp un faisceau fondamental de AL, et C, un
faisceau fondamental de %

Lo Alors C1 R 02 est un faisceau fondamental de
ltespace-produit & x a . <f1 désignant toujours la famille des compacts, il
résulte de ce qui précéde que la carapace i"%-i;}(Cl) 5 \";t-’(Cz) , sur 1'espace-

produit, s'identifie & 7, ,(Cl @Cz) . Plus généralemenf‘,, si F; et F, sont
Y

des faisceaux de coefficients, sur f, et ‘,j respectivement,

F&)(Cl & Fl) % l';})(cz . FZ) s'identifie au module t"§((clax. 02) e (Fl 8 F2)),

dont la cohomologie est la cohomologic & supports compacts de L x % , &

coefficients dans Iy ®F, . On peut donc appliquer la "formule de Kiinneth",
qui reliera cette cohomologie aux cohomologies & supports compacts des espaces

{X et C{j , & coefficients dans Fl et F2 respectivement.




