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Séminaire H. CARTAN, E.N.S., 1949/50.

GROUPES D'HOMOTOPIE RELATIFS
APPLICATION AUX ESPACES FIBRES
(Exposé de J-P. SERRE, le 23.1.1950)

[N

1.- Définition des groupes d'homotopie relatifs.

Notations ¢ Soient x € A CE , E espace topologique,

Soit d'autre part I le segment [o - 1). On identifiera ™1 au sous-
espace de I" formé des points dont la derniére coordonnée est nulle. On
posera P! - frontitre de I® et ¢

1 ("couvercle').

L Fn~1 diminué de 1'intérieur de

Nous allons définir 17n(E s A , x) , n-&me groupe d'homologie de E
modulo A en x .

Premiére définition.

‘ SprE , A , x) 1l'espace des applications
’ I’ dans x , A, E (ceci signifie que l'on con-

Pour tout entier p=> 1 , soit
. p-1 p-1
continues de C s F
sidére les applications continues de 1° dans E qui envoient Fp"I dans
A et Cp"1 en x ). Nous noterons xp 1'application de I en x . Mumis-
sons F_ de la topologie de la convergence compacte (c'est-a-dire de la

p
convergenze uniforme, quand E est un espace uniforme). Nous poserons alors

Définition 1. Pour n32 , v (E, 4, x) = M(S (B, 4, x),x ;).

1

Deuxiéme définition.

Définissons sur Ein (n > 2) 1la loi de composition suivante :

£(2x; 5 o005 %) si x; £ 1/2
ng(xl 9 oco 9 Xn) =
g(2x1—1 9 ©oa 0 9 Xn) Si Xl >/ 1/2

Cette loi est visiblement compatible avec la relation d'équivalence définie
par la connexion par arc sur i?n et définit par passage au quotient le
groupe 7Tn(E , A, x) .

Equivalence des deux définitions.

Elle résulte de l'homéomorphisme canonique entre i?L(E , A, x) et

3‘1({3‘11-1(E 9 A 9 X) 9 Xn—l) défini par f(Xl 9 oo 9 Xn) = fxl(XZ gocoy XI'L)

et de la vérification que les deux lois de composition sont bien transformées
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1'une de l'autre.

Nous conviendrons de désigner par ﬂl(E , A, x) 1'ensemble des compo-

santes connexes par arc de ‘yl(E , A, x) . Cé n'est pag un groupe en général,

Cependant, nous dirons que la classe de x; est son élément unité.

Autres définitions.

Le triplet (¢!, 1, 1%)

plement la loi de composition de T, et les relations récurrentes entre les

a été utilisé pour pouvoir définir sim-

{Fn . On peut en prendre d'autres, par exemple (a , Fn_l R ™) ou

(a, gh-t , BY) avec a ¢ Pl ot a8l . 11 est souvent commode de

"voir" un élément de 7, comme une famille & 1 parametre de spheres de dimen-—
sion n-1 , commencent par une sphére réduite & un point et se terminant par

une sphére de A ,

Remarques.

1) 8i A= {x} , ona: T(E, x, x) :TTn(E , X) , on retrouve les
groupes d'homotopie absolus. D'ailleurs les définitions que nous venons de

donner sont des généralisations directes de celles de l'exposé 2 .

2) Un élément de an(E s, A, x) qui envoie 1" tout entier dans A

définit 1'élément neutre de m, » Cela résulte de ce que Cn—1 est un rétrac-

. n fps
te de déformation de I  , comme on s'en assure par homothétie de centre

n
"gu-dessus"™ de I .,

Ceci justifie dans une certaine mesure le terme d'homotopie relative a

A, .
3) Il ne faudrait cependant pas croire que 'ﬁn(E , A, x) ne dépend que
de l'espace différence E - A . C'est faux, méme pour des polyédres finis,

contrairement & ce qui se passe pour l'homologie.

4) Il existe une correspondance canonique entre JTn(E , A, x) et

PR 7
"l(j‘n—l

(E, %), ?;_1(A , X) Xn—I) qui est biunivoque sur. Cette corres-

pondance provient d'un homéomorphisme entre {?ﬁ(E , A, x) et

) .

Théoréme 1.- Les groupes d'homotopie relatifs sont abéliens pour n >3 .

@ fos
0 f;_l ... ete) défini par £(x, 5 oee sy xn) = fxn(x1 s Xy s oo s Fy g

La démonstration est la méme que celle du théoréme 2 de lfexposé 2. On
utilise le fait que TTn(E ; A, x) est le groupe fondamental de
f?n_I(E s A, x) espace qui est muni d'une loi de composition, & savoir celle
(E,A,x) .

t(,:

que L'on obtient en le considérant comme espace des lacets de Y h-2
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On peut également se ramener au théoréme en question en remarquant que
Vonas: T (E,A,x) =T(F (BE,4,%,x ).

Systeéme local des groupes d'homotopie relatifs.

On peut montrer que les groupes iTn(E s A X) ou E et A sont fixes

et ol x parcourt A , forment un systéme local au sens de Steenrod sur A4 ,

2.- La suite exacte de 1l'homotopie relative,

Soient tout d'abord deux espaces topologiques X et Y et une applica-
tion continue de X dans Y , soit f . Si x et x'¢ X sont dans une
méme composante connexe par arc, il en est de méme de f(x) et de f(x') .
Autrement dit, f définit par passage au quotient une application de 1'ensem-

ble ﬂb(X) des composantes connexes par arc de X dans TTO(Y) .

Soit maintenant f :une application de l'espace E dans l'espace F
envoyant la partie A de E dans B et le point x €A en y € B.
En appliquant aux espaces fﬁn(E , A, x) et f?n(F y, B, y) ce qui précide,
on voit que 1l'on obtient une application f£° de iTn(E A , x) dans
m(F,B,y).Deplus, si n>2 ousi nzl et A<fx} et B={y} , f°
est_un homomorphisme, comme il résulte immédiatement de la définition du pro-

duit dans les an .

En particulier les applications canoniques suivantes :
(x , x,4) —> (x,x,E) —= (x, A, E) R
définissent des homomorphismes canoniques :
n

Tl , %) —=> T (B, x) —> 7 (B, 4, % .

L'homomorphisme canonique de TTn(E s A, x) dans iTn_l(A ; X) .

Si f est unc application ¢ j:n(E s A, x) , faisons-lui correspondre

1'élément g ¢ ?rn_I(A , X) tel que glx; 5 von xh—l) = £(x; 5e00%, 450) &

On a une application continue respectant la loi de composition, d'ou, par

passage au quotient 1'homomorphisme en question.

Théoréme 2.- La suite d'homomorphismes canoniques s

o (B) <= T7_(4) &= T (E,A) & T (B) & 71, (A) & T (EA) &= ... T (E) <« T (4)

est une suite exacte. (on a supprimé le point x des différents groupes

écrits, pour des raisons typographiques).
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Avant de démontrer ce théorsme, remarquons que les trois derniers termes de la
suite ne sont pas des groupes. Cependant, ils possddent tous un élément neutre,

et les noyaux des applications sont de ce fait bien définis.

Nous allons d'ailleurs ramener la démonstration du théoréme 2 & 1'exacti-
tude de la suite fcrmée des cing premiers termes. Pour cela, rappelons
(t, Remarque 4) que le groupe }Tn(E , A) est isomorphe &
ﬁi(f?n_I(E , X) ,:?n_l(A , X)) . On a donc un homomorphisme de suites
A\, . Vd i 7 - ' :‘71’ — ] "
(ol 1'on a posé ‘Fn—I(E , x) = B' et ~)n_I(A , X) = A') s
T Sa—) G T — 77
M _(E) «— ”na,-l(A) & n(\E , A) €— \'Ln(E) < J/n(A)
4 R
() e T(4) == T (E, A') <= T (B) e T, (a1)
Les applications verticales sont biunivoques sur et les compatibilités voulues

sont remplies. Si 1'on démontre 1l'exactitude de la deuxiéme suite, celle de la

premiére suivra,
Nous devons faire 3 verifications : noyau = image.
a) Noyau = image pour 7T (4) .
) Noyau = image pour 7T (A4)

Le noyau est formé des classes de points de A qui peuvent étre joints

s

& x dans E ., L'image est l'enscmble des classes de points de A obtenus

comme extrémité d'un chemin de E issu de x . L'identité est évidente.

b) Noyau = image pour 'ﬁi(E , A) .

Le noyau est formé des classes de chemins joignant x & un point de A
qui peut &tre joint & x dans A (condition 1).

L'image est formée des lacets de E (condition 2) .

L'identité des deux s'obtient en remarquant qu'un chemin vérifiant la
condition 1 peut étre déformé en un chemin vérifiant 2 .

c) Noyau = image pour T, (E) .

L'image est formée des lacets tracés dans A ,

Le noyau est formé des lacets de E pouvant étre déformés en le lacet
0 , lorsque l'on permet & leur extiémité de se déplacer dans A . Cette
extrémité décrit alors un lacet de A visiblement homotope au lacet donné,

ce qui établit 1'identité dans ce cas, et achdve la démonstration du théoreme
2.
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Rapport avec 1l'homologie.

On sait que les groupes d'homologie singuliers de E , A , (E , A)
forment une suite exacte analogue & celle de 1l'homotopie. De fagon précise,

on a un homomorphisme de suitesexactes:

vor M (B) &— T (M) &= (B, A) «—T (B) <=7 (4)

n-l(

\

J/ .
oo B ,(E) «— H _,(4) <= H (B, &) « H (E) «— H (4) ...
Ltexistence de cet homomorphisme et la démonstration des compatibilités qu'il
suppose se font trés facilement, & condition d'opérer en homologie cubique.

Remarque : On a mieux qu'une simple suite exacte de groupes : on peut

voir que 1l'on a une suite exacte de systéme locaux sur A , ou, ce qui revient

au méme pour A connexe par arc, iTl(A) opere sur la suite exacte des

groupes d'homotopie.

3.- La suite exacte d'homotopie des espaces fibrés.

Soit E un espace fibré localement trivial, de base B , et de fibre F .

Notons p 1la projection de E sur B .,

Théoréme de relévement des homotopies.

Soit X un espace localement compact et paracompact et f(x , t) une

application continue de X x I dans B et g_  une application continue de
—_—= == %o

X dans E tellegue : pog/(x)=f(x, 0).

Il existe une application g(x , t) de X x I dans E telle que :

pog(x,t)=~Ff(x,t) et que g(x, o) = go(x) . En outre si f{x , t)
est indépendante t pour un certain x , on peut choisir g de telle sorte

qu'il en soit de méme.

Ce théoréme ne suppose pas que E soit un espace fibré & groupe struc-

tural. Pour sa démonstration, voir Exposé 8,

En utilisant ce théoréme, nous allons montrer des relations remarquables

entre les groupes d'homotopie de E , F , B,

Théoreme 3.- La projection de E gur B définit un_isomorphisme de
- —
m (B, F) sur m (B) .

a) sur ¢ Interprétons les éléments de TTn(B) comme des lacets de sphé—
res de dim. n-1 , commengant et finissant & la sphére ponctuelle. Remontons la

sphére ponctuelle en une sphére ponctuelle de E et appliquons le reldvement
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™

des homotopies. On obtient un chemin de Sn“1 dans E , commencant & la
sphére ponctuelle et finissant par une sphére dont on sait seulement qu'elle
se projette suivant une sphére ponctuelle , c'est-a-dire qu'elle est dans une

fibre, On a bien obtenu un élément de Trn(E , F) .

b) biunivoque : Si une sphére de E (mod F) & une projection homotope
4 un point dans B , on remonte 1l'homotopie et elle est homotope & o dans

E modulo F .,

donné plus haut au théoreme de relévement des homotopies (la constance de

g(x, t) quand f (x, t) a la méme propriété).

Si nous remplagons 'Wn(E , F) par ﬂn(B) dans la suite exacte d'homoto-

pie relative de E modulo F , nous obtenons :

Théoréme 4.~ La suite des homomorphismes canoniques ¢

0 & ﬂO(B) “— ﬂo(E) “ 'ﬁO(F) < TTI(B) “~ TTl(E), ..‘TTn_l.(F) “« 'T(n(B) <

é?-TTﬁ(E) é—'ﬁh(F)a-- est une suite exacte.

(On remarquera que 1'on a ajouté au début de la suite les termes 0 ot
TTO(B) , ce qui est licite, comme on le voit immédiatement). Le théoréme 4 a
été démontré de fagon & peu prés simultanée par Eckmann, Ehresmann-Feldbau
et Hurewlcz-Steenrod sous des hypothéses légérement différentes de celles qui

sont énoncées ici.

4.- Application aux revétements.

On dit que l'espace E est un revetement de B si E est un espace
fibré de base B et de fibre discréte. Un tel espace peut toujours &tre
considéré comme un espace fibré & groupe structural totalement discontinu, et,

dans les cas les plus importants, & groupe structural discret.

En appliquant la suite exacte du théoréme 4, on voit que , T (F) étent

nul pour n> 1, on a :

Théoréme 5.- (Hurewicz) Les_groupes d'homotopie supérieurs d'un revéte-

ment_sont isomorphes & ceux de la base.

Corollaire 1 : Trn(Sl) =0 pour n>2,.

Corollaire 2 : Les groupes d'homotopie supérieure d'une surface compacte

autre que la sphére sont nuls. (En effet, leur revétement est R? ) .
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Soit toujours E un revétement de B que nous supposons connexe. On a
alors :
0 & Ti'o(F) =F é—TTl(B) & wl(E) -0, D'ou :

Théoréme 6.- Si E est un revétement connexe de B , le groupe fonda-

mental de E est un sous~groupe de celui de B et la fibre est isomorphe a

1'espace quotient.

5.- Application aux espaces homogénes.

Signalons d'abord le résultat suivant, indépendant de la théorie des

espaces fibrés :

Proposition 1 (Hu) - Soit G un groune topologique et g un sous-groupe

fermé de G . Le groupe T,(G , g) est abélien.

. —— s ne

On supposera que le point de base est 1'élément neutre du groupe G ,
soit e . Cela n'a aucune impcrtance, vu que les translations & gauche sont

des homéomorphismes.
Rappelons ‘que TTZ(G 58, X) = TTl(S:I(G , 85 €) , el) . Or, l'espace

@Z(G , &, €) peut &tre muni d'une structure de groupe topologique en posant:
f.g(t) = £(t).g(t) , ce dernier produit étant pris dans G . On applique dlors
le théoréme 1 de 1'Exposé 2 .

Soit encore G et g et supposons que G soit fibré par g de fagon

localement triviale. On peut alors appliquer le théoréme 4 . Supposons en

particulier que g soit connexe par arc, on a 0 & ﬂi(B) é—-7Tl(G) .
Comme TTl(G) est abélien, TTl(B) aussi. C'est le théoréme de Hu :

Proposition 2 (Hu) - Soit G un_groupe topologique fibré localement

trivial par un sous-groupe fermé connexe g . Le groupe fondamental de 1'espace

homogéne G/g est abélien,

On peut montrer (E, Cartan - Borel) que le second groupe d'homotopie de
tout groupe de Lie est nul. Soit alors G un groupe de Lie simplement connexe

et g un sous-groupe connexe invariant fermé de G .

Proposition 3 (Iwasawa) - Dans les conditions précédentes, les_groupes

g et G/g sont simplement connexes.

Ecrivons en effet, le morceau de suite exacte s

oo Molg) &= T,(6/g) &= T (G) « T (g) & T5(G/e) ...
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Les premier, troisidme et cinquiéme termes sont nuls. Il en est donc de méme

des deux autres; ce qui constitue justement la proposition & démontrer.
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