H. CARTAN
Opérateurs d’homotopie

Séminaire Henri Cartan, tome 1 (1948-1949), exp.n°7, p. 1-10
<http://www.numdam.org/item?id=SHC_1948-1949 1__A7_0>

© Séminaire Henri Cartan
(Secrétariat mathématique, Paris), 1948-1949, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Henri Cartan » implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SHC_1948-1949__1__A7_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminsire H. CARTsN 7-01
£.i1.S., 1948/49. Topologie slgébrique.

OPERATEURS D'HONCTOPIE.
(Exposés faits par H. CARTAN, les 10 et 17.1.194S),

1.~ Définition.

Soit G wun groupe gradué & dérivetion (exposé 2, paragraphe 4), T
(r = %1) 1e degré de l'opérateur de dérivation d . Un opérateur d'homotopie

dans G est un en&omorphisme h du groupe abélien G , tel qu'il existe un

endomorphisme k , de degré -r (i.e: en—r =k en) setisfaisant a la rela-
tion
(1) e -—h=dk + kd .,

( e désigne 1l'automorphisme identique de G . Cn omet le o dans la notation
du composé de deux endomorphismes). La relation (1) signifie que, pour tout é1é-
ment of d¢ G, ona

o - h@) = d(k)) + k(d) .

Si on part d'un endomorphisme k de degré -r , (1) définit un endomor-

phisme h , qu'on appelle 1l'opérateur d'homotopie agsocié & k .

Un opérateur d'homotopie est un endomorphisme permis. En effet, il est de

degré O : Gnh =h Gn ;s de plus, on a bien hd = dh , comme on le voit en com-

parant les deux membres de (1) avec d , successivement & gauche et & droite.

2.~ Propriétés fondementales d'un opératecur d'homotopie.

Théoréme l.~ Si h est un opérateur d'homotopie dans G , l'endomorphisme
h du groupe dérivé H(G) , défini par h , est 1'automorphisme identique de
H(G) .

En effet, si o est un cvele de G (da= 0) , alors h(d) est un cycle
homologue & o , puisque ol - hia) = d(k()) .

Soit maintensnt h un projecteur de G ; si on pose F = h(G) , on 2
h=fg, ob g est un homomorphisme de G sur F , et f 1'homomorphisme ca-

nonique de F dans G .

Théoréme 2.~ Si le projecteur h est un opéresteur d'homotonie, les homo-
morphismes g : H(G) = H(F) et F : H(F) —> H(G) , définis par g et f rTes-

pectivement, sont des isomorohismes sur, réciproques 1l'un de 1l'autre.
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Démonstration : le composé g f est associé & gf , qui est 1l'cutororphis-
me identique de F ; c'est donc 1l'automorphisre identique de H(F) . Quant &

fg, il est associ¢ & fg=h ; puisque h est opérateur d'horotopie, h est
1'cutomorphisme identique, d'aprés le thécréme 1.

3.- Opérateurs d'homotopic dens un sous-groupe, dens un groupe quotient.

Soit un couple d'homomorphismes h,k satisfaisant & (1), k étont de de-

gré -r , Si un sous-groupe permis F du groupe G est gtable pour k , il est
stable pour h , d'aprds (1) ; les restrictions de h et k¥ & F satisfont

a4 (1), et par suite la restriction de h est un opérateur d'homotopie dans F .

Dans los mémes hypothéses, k et h définissent des endomorphismes du

groupe quotient G/F ; donc h définit un opérateur d'homotopie dans le grou-
pe G/F .

4.~ Opérateurs d'homotopic et dualité.

Soit G wun groupe gradué & dérivation, et y un groupe abélien.
G~ = Hom(G,Y) est un groupe gradué & dérivetion, dont 1'opérateur de dérivation
a* est de degré -r . Soit un‘couple d'endomorphismes h,k de G satisfaisant
a (1) , k détent de degré -r . Soient n* et k* 1les endomorphismes trans-
posés, qui sont des endomorphismes de G~ . L'endomorphisme k* est de degré

+r , et, en transposant la rclation (1), on obtient

O P [ S o L

ce qui prouve que n* est un onireteur d'homotopie dans G~

Supposons en perticulier que h soit un projecteur de G . Désignons com-
me ci-dessus par g 1'homomorphisme corresvondent de G sur F = h(G) , per
f 1l'homomornhisme ccnonique de F dans G . On szit (exposé 4, paragraphe 1)
que g aoplique biunivoguement Hom(F,y) = F* deons Hom(G, y) = G* , ce qui
identifie F* 3 un sous-groupe de G . L'opérateur h* = g% £* est opérateur
d'honotopie dans G* » 6t c'est un projecteur qui cpplique ¢ sur F*. Ilen
résulte (théordme 2) que les homomorphismes H(GX) = H(F*) et H(FY) = u(G¥)
définis par 5 ot g* respactivement, sont des isomorphismes sur, réciproques
1'un de 1l'autre.

5.~ Composé de deux opérateurs d'homotopie.

Soit, sur G , un couplc d'endomornhismes h1 s kl setisfeisant &

e - h1 = dkl + kld , et, sur le méme grecupe G , un couplc d'endomorphismes
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atisfeisant & e - = e a 2 ). &
h, , k, satisfeisont & e - h, = dk, + k,d (k1 et k, de degré -r ). Alors
1'endomorphisme composé h2h1 est un opdrateur d'homotopic, gssocié & 1'endo-
morphisme k, + kyh, (qui est bien de degré -r ). EZn effct

e - hyh = (e-h)) + (e=hy)h, = dk; + k;d + dkyh

1K oy + kydhy

¢t, puisque dh; = h,d , donc k,dh; = k,h,d , le dernier membre est bien égal

a d(k1+k2hl) + (kl+k2h1)d .

Remerque : le conclusion reste valable si 1l'on suppose sceulement que h2
et k, sont définis sur le sous-groupe stable hl(G) , et aopliquent hl(G)

dens G , tout en satisfaisant, dans hl(G) y & e - h2 = dk2 + k2d .

Conséquence : soit, dans G , un opérateur d'homotopie h associé & k .
‘s ‘s n ) . s
Alors le n-iéme itéré h~ est un opérateur d'homotopie, associé i 1'endomor-
. n-1
phisme k(e+h+,..+h" ) «

6.—~ Excmple : opératecur conigue.

Placons-nous dans le groupe S(E) des chaines singulitres de l'espace nu-
mérique E = R® , A chaque simplexe singulier x (de dimension p ), associons
le "cbne" cyent pour "sommet" l'origine O et pour "bese" le simplexe x 3 ce
sere, por définition, le simplexe singulicr y , de dimension p+l1 , défini por

°e

I

y()\o’}\l"'°’>\p+1), 0 si )\O =1

1

(1-Ao_)x(/\1/(1—)\o),...,/\p+l/(1—/\o)) si )\o;é 1

(roppelons que les vaeriables %i sont » 0 et lcur somme dgole & un). Dans la
formule précédente, la multiplication par le scalaire (l~)b) s'entend au bens

. n . -
de 1'homothétie dans l'espace R~ , par rapport & 1l'origine O .

Désignons par k(x) 1le¢ cbne défini par x ; on obticnt ainsi un endomor-
phisme k , de degré +1 , du groupe S(Z) . L'opératcur d'homotopie h associé
& k étint défini par la formule (1) du varagr.l, on vérifie aisément que
h(x) est nul pour tout simplexe singulicr x de dimension >1 ;81 x estun
point (simplexe singulicr de dimension 0), h(x) est lc point O (simplexe de

~dimcnsion O ), Ainsi h est un projecteur qui epplique S(E) sur le sous-grou-
pe formé des muiltiples enticrs de l'unique simplexe de dimension 0O , constitué
par l'origine, Ceci entraine que le gréupe d'tomologie singuliére et les greupes
de cohorologic singuliere e 1l'esncce R" sont trivisux (dans le scns de 1'ex-

posé 6, peregraphe 1). Le méme résultat vaut pour tout espace E homéomorvhe &
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n . .
R" , pur exemple pour unc baile ouverte., Il vimut cussi pour une boule fermee,
car 1l'opéreteur conique k d&fini plus hzut vcut pour tout sous-cspoce convexe

n , : )
dc R, O étont alors un point quelconque de ce sous—espace.

s

Généralisetion : soit E un csprce topologique homotope & un point, c'est-
d-dire dons lequel existe une awplicetion continue M —> CF(M,t) de ExI dans
E (I désignent le segment [0, 1] de la droite numérique), tclle que
@G, 1) =M, G, 0) =4 (point ind{pendent du point 2 ). Nous définis-

sons un opérateur k , de degré +1 , dens le groupc S(E) , en associant a cha-

que simplexe singulier x , de dimension p , le simplexe singulier y , de di-

mension p+l , défini par

Y= A si N =1

y(?\o, 7\1,...,>\p+1 o

N

Q(X(Al/t,...,>b+l/t),t) si hg £1 (zn~alposf )
= - o .

L'opérateur d'homotopic h associé & k trinsforme en zéro toute chalne sing.
de dimension p > 1 , et transforme tout point M (simplexe de dim. O ) en le

point A . Donc le groupe d'homologic singuliére et les groupes de cohomologie
singuliére d'un cspace homotope & un point sont triviaux. Ce sont les mdmes que

ceux d'un espace réduit & un voint.

7.~ Autre exemple : opérateur conigue dens 1'annccu des formes différentielles

. n
extérieures de R .

Parmi les formes différentielles extérieures de R° , a coefficients con*ti-
nus, on distinguc celles <o qui ont une "dirfférentielle extéricure" dw & coef-
ficients continus (il n'est pes nécesscire, pour cela, que les coefficients de
w soient continfment différentiables). Elles forment un anneau gradué & dérive-

tion (cf. exposé 4, peragraphc 8), soit A .

L'existence et le définition de do> peuvent &tre données en utilisant 1'in-
tégration d'vne forme <o (de degré p ) sur un "simplexe singulier diffé-
rentiable" de dimension p , c'ecst-a-dire un simplexe singulier X(AO,...,Ap)
tel que x soit fonction cmontinment différertiable des veriables Ai . Une
forme w , de degré p , cpoertient & 4 s'il exisie unc forme @ , de derrd

p+l , teclle que 1'on ait

o o

pour tout simplexe sing., diff., x de dimension p+l . Si une telle forme

&3 existe (pour une co donnde), ellc cst unique, ¢t on le hote alors dcv.
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Ainsi dw est définie pour toute w de 4 , et d'eillsurs dw appartient &
A4, ct dldw) =

Soit x wun simplexe singulicr différentieble de dimension p-1 ; le cdn
k(x) , de dimension p , n'est pus, en général, un simplexe différentiable (il

v a une singul.rité au sommet du céne), meis ccla n'empéche pes de prendre 1'in-

@

tégrale ( )oo pour toutc forme différ. o de degré . (Il y 2 12 unc
k(x

petite difficulté qu'on pourrzit évitcr en considérant, au licu 4! 1mag»s conti-
niment différentiables de gimplexcs cuelidicns, des imeges cont. différentiables
dc cubes euclidicns). Or on montre qu'il existe une forme k" (w)
tellc que l'on ait

J w = fk’*(w)
f(x) x

quel que soit le simplexe différentiable x de dimension p-1 . Le calcul mon-

tre que si w= a(g)dzl...df (ol gl""’gn désignent les coordonnées d'un
point £ de R" ), ona

et une scule

(@) = b(Z)E (-0 E aF . dE.ag) , aves
1

1
b(E) = f a(tg)tp”ldt ( t¢ désigne 1'homothétique du
o]

point g de R par raprort A l'origine dans le¢ rapvort t ). De plus, si
wWEL , alors k*(w)€ A, ot 1'opéreteur d'homotopic h* associé & X' , dd-
fini par

n*(w) = w~ ak™(w) - Ka(w) ,

¢st nul 51 le degré p de < est > 1 ;3 pour p=0, w cst unc fonction
contin, différentiable f , ¢t alors n*(w) est 1z fonction constente égalc 2

lo veleur d¢ £ & l'originc.

Pour prouver ces affirmetions, plagons-nous par ex.mple dens lc cas d'une
forme <o de degré p > 1, ot soit x wun simplexe sing. différ. de dimen-
sion p . L'opérateur coniquc k satisfeit 2 x = Jk(x) + ko(x) , d'olh

r

o —_ (@)

J?axco JXQ” J;kx

J K* () = (w—f K*d(w)
ox .}x X

Ceci prouve bien que k*(cw) posséde unc différenticlle extéricure égele

clest-a-dire
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2

3 w - k*d(o)) .

, * .. s .
En résumé, 1l'opératcur Xk montrc que le groupe dlrivé du groupe a dériva-
tion 4 est trivial. En particulicr, si une forme différentielle w , dans
n . . .
R™, est tclle que dw =0, w est la différenticlle extéricure d'une forme

différentiellc, A sevoir la forme K (w) .

Ltopérateur k* opére aussi dansle groupc des formes différenticlles de
tout cnsemblc ouvert convexe de RE , contenant 1l'origine. De plus, soit B 1le
sous—-groupe stablc des formes de A qui sont nulles dans un voilsinage ouvert de
l'origine O (voisinage qui dépend dc la forme considérée) 3 B est non scule-
ment stable pour d , mais pour k™ 3 donc K™ opére dans le groupe quotient

A4/B , groupe qu'on peut avpeler le greupe des formes différenticlles 3 1'originc.

Le groupe dérivé de ce groupe est donc trivial ; c'est 13 un fait qui jouera
un réle czpital dens la démonstration du "théoreéme de DE RHAM" relatif & la co-

homologie des variétés différentiables.

8.~ Opérateurs d'homotopie dans le groupe des chalnes d'un complexe simplicial,

Soit E wun ensemble abstrait ; désignons par lo méme lettre E 1lc com—
plexe gimple qu'il définit (cf. exposé 6, paragrephc 1). Un sormet b de E
définit un endomorphisme k , de degré +1 , du groupe C(E) des chalnes de
E ; on définit k e¢n associent, & chaque simplexe ordonné (ao,...,ap) , le
simplexe ordqnné (b,ao,.e.,ap) . L'opérateur d'homotopie h associé & k so
détermine immédiatement : h(x) est nul pour tout simplexe ordonné de dimen-—
sion > 1, et, si x est un simplexe ds dimension O (sormect de E ), h(x)
est le sommct b . Donc h est un projecteur de C(E) sur le sous-groupe for-
mé des multiples entiers de l'unique simplexe (b) de dim. O . Par suite le
groupe d'homologic de E et ses groupes de cohomologie sont triviaux.

Application : dens le groupe des cochaines d'Alexender C(E) d'un espace
topologique E (cf. exposé 6, paragraphe 3), cheque poiht b de 1l'espace défi-
nit le sous-groupe des cochalnes dont le "support" ne contient pas b . Le grou-

pe quotient s'appelle le groupe des cocheainces d'Alexender au point b . Comre le

sous-groupe per lequel on & fiit lc quoticnt cst steble pour 1'ovirateur kX
défini par b dans C (E) , ¢t per suitc dens E(E) , on voit que le groupe dé-
rivé du groupe des cochaines au point b (groupe de cohomologie au point b )
est trivial.

Scit meintenant K une structure de complexc simplicial sur ll'enscmblc E

Le groupe decs che®nes C(XK) s'identifie & un sous-groupe de C(E) , stablc pour

1'opérateur d (nous notons provisoirement d 1'opérateur "bord" O , pour des
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reisons typogrephiques) ; meis, en gfnércl, C(K) n'est pes steble pour 1'opé-
rcteur k  défini. plus haut.

Toutefois, soit u un endomorphismc de C(E) tel que, pour toute partic

finie L de E , le sous-groupe C(L) soit gtoble pour u ; un tcl endomor-

phisme prendr.. le nom d'cndomorphisme simplicigl du groupe C(Z) . ilors, pour
toute structurec de complex¢ simplicicl K sur ® , lc groupe C(K) serc sto-
ble pour u , et u opérera dgilement sur les groupes de choines relatives 5 le
transposé ™ operera dans tous les groupes de cochaines, ¢t aussi (lorsque E
ost un espace topologique) dans le groupe des cochaines d'Alexander. Cette défi-

nition étant posde, nous allons établir le

Théoréme 3.- Soit, @cns le groupe C(E) , un gndomorphisme simplicial u

qui soit aussi un endom. permis pour lz structure de groupe gradud & dérivation.

Si en outre u laisse invariant chaque simplexe de dimension O , il existe un

endomorphisme simplicial v , de degré +1 , tel que AR N
"’ %"A: L~ ‘:’;'t’,..
(2) e-u=vd +dv (e ddsigne toujours 14 om.;idégz}iggw.

I1 en rdsultera que, si K et X' sont deux sous-compl

* 2 . * » . - N
w  comme opérateur d'homotopie dans C (K mod K') . De m£n1.<€1*, ; runi
. b3 by ’ .
d'une structure topologique, u  opere comme opérateur é'homotopie dens le

groupe des cochalnes d'Alexander.

Démonstration ¢ introduisons les notations suivantes. Pour tout simplexe

ordonné o de E , soit I, 1'ensemble des éléments de ~ (qui est une partie
finie de E ) ; soit k, 1'opérateur (de degré +1 ) défini dans C(Ly) par
le "premier sommet" de o . Rappelons que, pour toute chaine £ de C(L) , de

dimension p >1, on a
(3) B =k, d(@) + dgi(ﬁ) .

On va définir, par récurrence sur l'entier p , la valeur de v{d) pour
les chaines of de dimension p , et cela de m.niere que :

condition (p') : pour toute psrtie finie L de E , v apolique Cp(L)
dans Cp+1(L) ;

condition (p") s pour toute cheire < de dimension p , on ait
(4) S —ull) = vd() + av(x) (il suffire d'exprimer cette rela-
tion lorsque A est un simplexe ordonné de dimension p ).

Une fois v(&) défini pour tous les cdegrés p , et les deux conditions
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setisfaites, on aure obtenu un endomorphisme simplicial v satisfaisant & (2),

et le théoréme sera démontré.

Cormengons par la dim-nrion O . Posons v(d) = O pour toute chaine &
de dimension O ; les conditions (0') et (0") sont bien satisfaites. Suppo-
sons v(d) déja défini pour les d de dimension <« p-1 , et soit < un sim~
plexe ordonné de dimension p ; alors vd(*) est déja défini. La chaine de di-

mension p

@ =d - u(d) - vd()

appartient & C(Ly) parce que u est un endom. simplicial et que v satisfait
3 la condition ((p-1)') . De plus d@ est nul, car la condition ((p-1)") ap-
pliquée & la chaine do domne d&v-ud(@) = dvd(s) , et d'autre part ud@) =

du(®) puisque u est un endom. permis, par hypothése. Appliquons alors (3)
la chaine (@ et & 1l'endomorphisme k, de C(Ly) : il vient @ = dgi(@) .
Nous poserons

joslg

vl) =k (p) = kBuE) - vak))

Ona v(d) e C(L,) 5 ce qui prouve la condition (p') ; et la relation

3

B = dk,(B) donne la relation (4) de (p") . Ceci achéve la démonstration du
théoreme 3,

9.~ Applications & 1'homologie et & la cohomologie simpliciales.

Rappelons (cf. exposé 2, paragraphe 1) que le groupe des "chaines orien-
tées" - c(K) a été défini comme un quotient du groupe des "chaines ordonnées"
C(K) , pour toute structure de compiexe simolicial K sur un ensemble E , Nous
Sommes maintenant en mesure de démontrer que 1'homomorphisme canonique de H(K)

(ou de H(K mod K') ) dans h(K) (ou h(XK mod X') ) est un isomorphisme sur,

Pour cela, nous allons définir dans le groupe C(E) des chafnes "ordonnées"
de E un projecteur u qui soit un endomorphisme permis, qui soit un endom,
simplicial (au sens du numéro précédent). et dont le noyau [ soit précisément
le sous-grouve de C(E) défini exposé 2, paragraphe 1, tel que c(E) soit
C(E)/T « Alors 1'image de u s'identifiera au groupe c(E) , et conme u sera
opérateur d'homotopie d'aprés le théordme 3 (car u laissera invariantes les
chatnes de dimension O ), 1'isomorphisme de H(K) sur h(K) résultera du

théorsme 2 (paragraphe 2 de cet exposé).
Rappelons que [ est le sous-groupe engendré par s

1°) les simplexes ordonnés & sormets non tous distincts ;

2°) les chalnes de la forme o - £ _o (k) , ol o est un simplexe ordonné
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2 sommets distincts (de dimension p > 1 ), et O une permutation de 1'ensemble

de ses sommets,

Pour définir le projecteur u , fixons un ordre sur l'ensemble E , qui

fasse d¢ E un ensemble totalement ordonné ; appelons désormais cet ordre 1'or-

dre "canonique", Si 4 est un simplexe ordonné 3 sommets non tous distincts, on
posera ufk) =C . Si X est un simplexe ordonné 2 sommets distincts, soit

o la permutation qui range les sommets de * dans l'ordre "canonique" ; on po-
sera u@®) =& S ) . On vérifie aisément que u est un endom. permis, et il
est clair que u est un endom. simplicial (au sens du paragraphe 8). C'est bien

un projecteur dont le noyau est [ .

Nous obtenons ainsi 1l'isomorphisme des groupes d'homologie "ordonnée' ot
'orientée" pour les complexes K mod K' , et, par transposition, des groupes de
cohomologie fournis respectivement par toutes les cochaines et par les cochai--
nes alternées, D'une fagon précise, le projecteur u permet d'identifier c(E)
3 un sous-groupe de C(E) , autrement dit, définit un isoroprhisme u, de c(E)
dans C(E) . Le transposé uT applique C*(E) sur le sous-groupe c*(E) -

. * *
cochaines alternées ; comme endomorphisme de C (E) , u

1 est un projecteur,

et un opérateur d'homotopie.

uf définit aussi un projecteur dans le groupe E(E) des cochaines d'A-
v
lexander d'un espace topologique E : il projette C(E) sur le sous-groupe des
"cochaines d'Alexander alternédes" ; le groupe dérivé de ce sous—groupe s'idenbi-

fie donc au groupe de cohomologie de éech—Alexander de l'espace E .

Le projecteur u , ainsi que 1'endomorphisme v qui lul est attaché {rara—
graphe 8) se prolongent évidemment au groupe des "chalnes infinies" de E
on ne change donc pas le "groupe d'homologie de deuxieme espéce" d'un com—
plexe simplicial K , en substituant aux chaines infinies "ordonnées" les
chaines infinies 'orientées®. Remarque analogue pour le groupe de cohomologic
des Ycochaines finies" : on ne le change pas en se limitant aux cochafnes

finies alternées.

Remargue sur la structure multiplicative des cochalnes.— Si X' et R°

sont deux cochalnes alternées, leur produit (défini dans 1'exposé 4, paragraphe
8) n'est pas, en général, une cochaine alternde. Mais si on a totalement ordon-
’1‘ de C*(E) sur c*(E)
on définit une multiplication dans le groupe c (E) des cochaines alternées en

né 1l'ensemble E , on vient de définir un projecteur u

posant

~o
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Cette multiplication dépend de l'ordre choisi sur E ¢ c'est la multiplication
d'Alexander-Whitney. Si o' et @

sont des cocycles pour une structure de
complexe simplicial K sur E, ut@i' ') est un cocycle de la méme classe de
cohomologie que o' @' ; donc, quand on passe & 1l'anneau de cohomologie, la mul-
tiplication d'Alexander-Whitney redonne la multiplication de cet anneau, multi-
plication qui, elle, est indépendante de 1l'ordre choisi. Remarque analogue pour

la multiplication des cochalnes alterndes d'Alexander d'un espace topologique.



