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S¢minaire d. CARTAM
E.N.S., 1948/49. Topologie algébrique.
GRCUPES ABZLIENS DISCRETS.
CERF, le 25.11.1948).
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(R¢sumé d'un exposé fzit par

Z

Un groupe abdlien serz toujours noté additivement, et considéré comme module
sur 1l'anneau Z des entiers. Les notions de sous-groupe et de sous-module se con-
sont les

en particulier, les sous-groupes du groupe additif de

fondent

idéaux de l'snneau 2 .
I.- Notions et propridtés valables pour tous les modules (Cf. BOURBALKI, Alg.,

Sous-groupe, groupe quotient. Sémme directe de sous-groupes {(en nombre fini
s dont G est somme di-

chap. II).
ou infini). Paire de sous-groupes supplémenteires de G
G est facteur direct si H posséde un supplémen-—
endomerphisme f +tel que
G en 2 sous-grou-

f.

recte, Un sous-groupe H de

teire, Notion de "projecteur" dans un groupe G

fof = £ . Paire de projecteurs attachés & une dlcomposition de
tout projectour f définit 2 sous-groupes sup-

réciproque s
et 1'image de

J
; coordonnées

pes supplémentaires
plémentaires, & savoir le noyau de f
Combinaisons linéaires (finies). Famille libre (finie ou infinie) d'éléments
amille libre engendrant G

(s'il en existe) :

de G , Base de G

relatives 4 une base (ce sont des enticrs).

Un groupe cbllien est libre s'il posséde unc base. Pour un groupe abélien
G définit un groupe libre (dont

G ) et G est isomorphe & un

G , tout systéme de générateurs de
la base est en correspondance biunivoque avec
G & n &14-

quelconque
&1léments, toute cutre base de
i)

groupe guotient de ce groupe libre.
n
ments, (Cette propriété s'dtend zux modules libres sur un annezu cormutatif guel-
G tels

Si G a une base finie de
reng d'un groupc libre (de base f-niec).
: ensenble des x de
(é1¢ment d'ordre fini). Un groupe cst

0 . Tout groupe

a
groupe des nombres ra-—

conque eyant un élément unité). D'ou
G par son sous—-groupe

Sous-groupe de torsion d'un grrupe abllien G
evee nx =0

3 lae
G : le quotient de
propriltl se gindrelise & un module sur un an-

qu'il exists un entier n £ O
dit "sans torsion" si soncosous-groupe de torsion est riduit
; riciproque est incxccte (ex.

libre est sans torsion
tionnels). Pour un groupe quslconque
de torsion est sans torsion (cetts

neau d'intégrité).
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.— Propriétés plus pcrticuliéres tonont cu fiit gque 1'annecu des centicrs
1T Pro t

est un anncau principsl (i.e: tout idfal cst principel).

1.~ Un groupec monogzne G (cngendré var un scul C1lément) cst isomorphe au quo-—
tient du groupc (cnnecu) Z par un sous-groupe (idéel) H de 2 , Si H est
nul, G est isomorphe & Z ; sinon, H o lo forme nZ (multiples de l'entier

n#0 ), et G est isomornhc au groupc des enticrs modulo n (n# 1 si G

n'est pas réduit & 0 ) ; groupe cycligue d'ordre n .

Annulateur d'un groupe G : 1'idéal des cnticrs p tels que px = O pour
tout x de G se compose des multiples d'un enticr n > 0 (annulcteur de G ) 3

si G est sans torsion, n =0 (riciproquc inexacte).

2.~ Sous-groupcs d'un groupe libre.

Théoréme 1.- Tout sous-groupe d'un groupe librc cst un groupe libre. = . -

La démonstrotion utilise 1'axiome de choix lorsque le base du groupe libre
G est infinie, Bien-ordonnons 1l'enscmble I des findices de la base (ei) de
G . Notons Gi le sous-groupc cngendré per les ej pour j<1i, et Gi 1le
sous-groupe engendré par les ej pour j < i ., Posons Hi =HAN Gi ’ Hi = HrwGi .
Le groupe Hi/Hi est isomorphc au groupe des coeff, de ey dens 1'expression
des é1éments de Hy 4 1'aidec de 1o base. Ce groupe est donc nul ou isomorphe &
Z . S'il est isomorphe & Z , choisissons un ¢élément hi de Hi dont 1l'image

dans Hi/Hi engendre Hi/Hi ; si cu contreire H, = H! , premons h; =0 . Cn

we
o
ct
2]
[¢]
i

montre que H est somme directe des sous-groupes engendri3s par les hi

ment dit, l'ensemble des hi Z 0 est unc base de H .

Remergue ¢ si G est libre de reng fini n , tout sous-groupe H dec G est

libre, de reng < n (le rang peut &tre n sans que H soit identique & G ).

Corollaire : si H est facteur direct d'un groupe libre G , le eroupe quo-
tient G/H est libre (puisqu'il s'idcntifie & un sous-groupe de G ). Rappelons
la réciproque (qui, elle, st valable pour *out module sur un anneeu commutotif
avec élément unité) : si G/H est libre, H est facteur direct de G (prendre

une basc d'un sous-groupe supolémentaire de H ).

3.~ Contenu d'un €1lément d'un groupec libre : c'est le p.g.c.d. des coordonnies ro-
latives & une base : ce p.g.c.d. est indépendant dc 1z base. Pour toute décompo-
sition dirccte de G en 2 sous-groupes (supplémentaires) G1 et G2 , le contenu
d'un élément x de G est le p.g.c.d. dcs contenus dc scs composantes suivant

Gl et G2 .
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Pour que le quoticnt de G 1libre par le scus—groupc H cngendré per un X
de G soit sans torsion, il faut ot il suffit que le contenu de x soit égol 2

un (évident). Yais i1 y a plus :

Lemme.- Si lc contenu d'un 41ément x d'un groupc libre G est égal & un,
le sous-groupe H ongendré par x est focteur dircet de G (¢t par suite il

existe une basc de G dont x fosse partie).

En effet, soit x = E:i n.e. 1l'expression de x & l'aide d'une base (ei)
de¢ G . Puisque les entiers n, (nuls- scuf un nombre fini) sont premicrs entre
eux, il oxiste des onticrs ay tels que 2: a;n; = 1 . A chaque vy = 2: VILH
associons 1'861¢ment (2 ai\7i)x de H . Ceei définit un projecteur de G sur

H, ¢t par suite H est facteur direct de G .

4.~ Position d'un sous—-groupc de rung fini dons un groupe libre.

Soit H wun sous-groupc qucleconque G'un groupe libre G ., L'ensomble des
contenus des é1léments de H posséde au moins un 41ément minimal n, , dans le
sens suivant : si le contenu d'un élément de H divise ny o il est égal & ny .
On verra tout & 1l'heure que ceci implique que n, divise (au sens large) lec con~
tenu de tout élément de H .

Prenons un ¢lément h, de H, de contenu n, ;one h, =nje, , ol
ey € G, et 11 existe un projccteur £ de G sur le sous-groupe G1 engendré
par e; . Je dis que f apnlique H sur le sous-groupe H1 = H F\Gl engendré
par h, . En cffet, f(H) cst un sous-groupe de G, , donc est engendré par un
é1lément ne, , et comme f(H) contient H; , n divise n, . Soit x un é1é-
ment de H tel que f(x) = ne, ; le contenu de x divisc cclul de sa composen—
te f(x) dans Gl , donc divise n , et a fortiori divise ny . Mais puisque n;

est un contenu minimal, ceci implique que n = nyo; ainsi f(H) = H1 .

Le projecteur f définit une décomposition de G suivant Gl ct le novau
G' de f ; dans cette décomposition, H est décomposé suivant Hl et
H' = HN G' . Je dis que le contenu de tout élément de H' est un multiple (au

sens large) de n, . En effet, si x ost dans H' , le contenu de x+nje (qui

171
est dans H ) divise le contenu de x et divise n, d'eprés lo propriété mi-

nimale de n; il est €gal a n, , ce qui precuve que ny divise le contenu de
X o
Si mcintenent H  est supposé de reng fini r , il vient aussitdt, par ré-

currence sur r 3

Thiforéme 2.- Si_H gst un sous—groupe de rang fini r d'un groupe libre
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G, il cxiste un factcur direct K de G , unc base finic (el,‘..,er) de K,
gt _une suite d'entiers

LTPRPRES (dont chocun divise le suivant), tels gque les
‘1¢ments n.c, constitucnt une bose de H

Une teclle décomposition de G (rclative & H ) n'est pas unique ; meis il

résulterc du thiordme 4 ci-dessous que la suite des enticrs Nyseeesll, est dé-

terminde scns ambigliité par le groupe G ¢t son sous-groupe H dc rocng r o On

1l'avpelle lc suite des diviscurs é1¢mentcires du couple (G,H) .

Corollzire ¢ si G est libre et si H ost un sous-grcupe dc rong fini tel

que G/H soit sans torsion, H est factour dircet et G/H

cst libre (géndro-
lisation du lerme du n° 3).

5.~ Structure des groupes abdlicns de type fini (i.e: cngondrés par un nombre fini
d'$1éments).

Un tel groupe M est quotient d'un groupe libre G de rang fini p , per
un sous-groupe H de rang r < p . Le théoréme 2 montre que M

te de r groupes Z/eiZ et de p-r groupes isomorphes a

est somme dirce=-

Z o Parmi les greu-

pes 2/¢,Z , ccux pour lesquels e, = 1 sont réduits & 0 ; on peut les lais-
i i
rd

ser de cbté, D'ol :

Théoréme 3.~ Tout grcupe ebélien M dc type fini est somme directc d'un

grouve librc de rang fini et de groupes cvecligues (en nombre fini) dont les or-

dres ey # 1 sont tels cuc chacun d'eux divise lo suivent. *

Une telle décomposition d'un groupe M sera dite canonigue. Il existe en

général plusieurs décompositions canoniques d'un groupe donné M ., Cependant la

somme directe des sous-groupes cycliques d'une décomposition est éviderment le

sous-groupe de torsion T de M ; quant au groupe libre de la décomposition, il

est isomorphe au groupe quotient /T ; son rang s'appelle parfois le nombre de

Betti du groupe M ; c'est un invariant du groupe M .

Corollaires.- Tout groupe sans torsion, engzndré par un nombre fini 4'#£1é-

ments, est libre. Dans un groupe de type fini, le sous-groupe e torsion est fac-
teur direct, le quotient est libre.

Théoreme 4.- Pour toute décomposition canonique d'un groupe abélien M de
type fini, le nombre des sous-groupes cvcligues et leurs ordres sont toujours les
méres.

Les ordres des groupes crcligues s'aprpellent les '"coefficients de torsion™

de 1l ; avec le nombre de Betti de 1, ils déterminent enti®rement le groupe

¥ (& une isomorphie pres).
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Une démonstration simple du théoréme 4 fzit appel & la notion d'algdbre ex-
térioure d'un module (Voir BOURBAKI, Alg.,. chap. III), Elle se généraliserait
3 des modules sur un anneau commutatif quelconque (avec é1ément unité). En
voici le principe dans le cas des groupes abéliens. Pour tout groupe abélien
en M, on désigne par E (M) 1le sous—groupe de 1'algdbre extérieure E(M)
formé des €1léments de degré n El(M) est identifié &4 M . Supposons alors
que M soit somme directe de p groupes monogénes isomorphes respectivement
a des Z/eiZ , ou la suite des entiers e # 1 (dont les derniers peuvent
&tre nuls) est telle que chacun d'eux divise le suivant, Alors E-(M) est
nul pour n > p , non nul pour n € p ; de plus, chaque e est l'annulateur
du groupe Ep—l+l(M) ; en particulier, le dernier des e, (qui peut &tre
nul) est 1l'annulateur de M lui-méme,

6.~ Application & la topologie algébrigue.

Si on a un complexe simpdicial fini K , le groupe des chalnes orientées
(exposé 2) est un groupe libre de rang fini. Il en est donc de méme du sous—
groupe des cycles j; par suite le groune d'homologie de K est de type fini,

Pour chaque dimension n , on peut donc parler du pnombre de Betti de X pour la

dimension n , et des coefficients de torsion de K pour la dimension n , La

connaissance des nombres de Betti et des coefficients de torsion détermine les

groupes d'homologie de toutes dimensions de X . ;



