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CAHIERS Vol. VI
de
TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
1965

ESPECES DE STRUCTURES SOUS-INDUCTIVES

par Charles Ebresmann

Préface.

Comme le texte de mon cours d'été de Montréal (1961), intitulé «Catégories
différentiables et géométrie différentielle», devait etre multigraphié d'avance, j'avais
commencé une rédaction, avec l'intention de la transformer ultérieurement en livre. La
rédaction était divisée en trois chapitres : le premier sur la théorie algébrique des caté-
gories, le second sur les especes de structures locales; le troisiéeme sur les catégories
différentiables et la géométrie différentielle. Mais seuls le premier chapitre et une
partie du second ont été achevés a temps pour &étre inclus dans le cours multigraphié
[1]. Dés que le texte complet du chapitre 2 fut écrit (et partiellement multigraphié a
P aris), nous en avons publié les résultats dans [0] . Cependant l'obtention de nouveaux
résultats, a savoir la théorie des catégories structurées et des espéces de structutes
structutées [10 a], nous a conduit 3 modifier le projet initial de livre. Pour donner
quand méme les démonstrations des théorémes énoncés dans [0] , nous avons condensé
les parties II et IIl du chapitre 2 dans l'article [2] Le ptésent mémoire représente la
partie IV (la derniére) de ce chapitre 2 rédigé en 1961 ; il fait donc suite a [2] dont les
notations sont utilisées. Signalons toutefois les différences de notations suivantes entre
[2] et le texte actuel :

1) Les lettres de ronde ont été remplacées par des majuscules italiques, pour
simplifier la composition.

2) La relation d'ordre sur le groupoide H(S) (resp. sur A(S)) notée << dans
[2] est ici désignée par L.

Cet article est consacré a l'étude des foncteurs sous-inductifs et des espeéeces
de structutes sous-préinductives au-dessus d'un groupoide sous-préinductif. Les princi-
paux résultats sont contenus dans le n°3; en particulier, les théorémes de complétion et
d'élargissement complet d'une espece de structures locales, utilisés dans tant de cons -
tructions mathématiques (variétés différentiables, espaces fibrés,structures feuilletées. .).
Dans un prochain travail, nous généraliserons ces résultats au cas des foncteurs sous-
prélocaux, a l'aide des fusées [9] .

Au texte de 1961, nous ajoutons en Appendice un «guides» de nos récentes publi-

cations sur la théorie des catégories ordonnées.
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1. Groupoide inductif au-dessus d'un groupoide inductif.

DEFINITION 1. Soient 0 et (' deux classes sous-préinductives, Une application p de

Q@' dans @ est dite sous-inductive si, pour tout a €X', b €@’ et c e@R’ tels que
a<cet b<c,ona:

p(anb)=p(a)np(b).
L'application p est dite inductive si elle est sous-inductive et si, pour toute sous-

classe B de Q', p applique la congrégation de B dans la congrégation de p(B) :
p( U B)C Up(B).

- Si [‘)- est application sous-inductive, p est compatible avec les structures
d'ordre, c'est-a-dire que, si a<b, oh a€@'et be®@', on a p(a)<p(b).- Inverse-
ment si p est une application de (@' dans (@ compatible avec les structures d' ordre,

on a toujours pour tout 2 €X' et b €}, a et b majorés par c €@’

p(c) c
planb)<p(a)np(b) et (J p(B)<p( | B),

pour toute sous-classe B de (' admettant un c -agrégat et telle que p( B) admette un
p(c)- agrégat,

Si p est une application inductive d'une classe préinductive (@' dans une
classe préinductive (@ et si B est une sous-classe de (' admettant un agrégat dans

@', alors p(B) admet p( U B) pour agrégat dans (.

DEFINITION 2. Soient @ et @' deux classes sous-préinductives. Une application p
de @' dans @ est dite (sous)-inductive stricte si p est une application (Eousf-inductive

et si les relations a< b et p(a)=p(b), oa a €l et b €', entrainent a = b.

PROPOSITION 1. Soient @ et @' des classes sous-préinductives et p une application
sous-inductive stricte de @' dans @, alors, pour tout ¢ € @', la restriction de p & la

classe @'(c) des éléments inférieurs a c, est un isomorphisme de $'(c) sur p(o'(c)).

DEMONSTRATION. Soient @ et b deux éléments de ' majorés par c. Comme p est
sous-inductive, on a : p(anb) = p(a)np(b). Si p(a) = p(b), on en déduit
planb)=p(a)=p(b), d'ot anb=a=b, puisque anb<a et anb< b. Donc la
restriction de p a4 ¢'(c) est une injection.- De la relation p(a)< p(b), il résulte

que p(a)=p(a)np(b)=p(ansb), dodt a=anb eta<b.

PROPOSITION 2. Soient @ et @' des classes sous-préinductives.Pour qu'une appli-
cation p sous-inductive stricte de ' dans (A soit inductive, il faut et il suffit que,

a
pour toute sous-classe B de (' admettant un a -agrégat, il existe s < |J B tel que
a

pla)
p(s)= \J p(B); dans ce cas, ona : s = U B.
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En effet, montrons que les conditions sont suffisantes. Pour tout b € B, on a
a
p(b)< p(s) etil résulte de la proposition 1 que l'on a b < s ; par suite |J B = G B<s.
a

Donc s = |J B et p est une application inductive,

PROPOSITION 3. Soit p un foncteur d'un groupoide sous-préinductif S' vers un grou-
poide sous-préinductif S, compatible avec les ordres de §' et S. Ona p(gf)<p(glv(f).
pour tout [ €S', g €5’ tel que gf soit défini. Pour que p soit sous-inductif, il faut et
il suffit que, pour tout f €S' et tout s €S! tels que s et a(f)soient majorés, on ait :

p(fs)=p(flp(s).

DEMONSTRATION. Puisque gf =(ge).(ef), od e=B(f)Nna(g), onap(ge)<p(g)
et a(p(ge))=p(a(ge))=p(e), d'onp(ge)=p(g)p(e); de méme p(ef)=p(e)p (/).
I en résulte p(gf)=p(ge)p(ef)=p(glp(e)p(f)<p(glp(f).- Si p est sous-
inductif, on a p(a(f))p(s) =p(a(f)s) et par suite p(fs)=p(f)p(a(f))p(s)=
=p(f)p(s).- Inversement montrons que la condition est suffisante pour que p soit
sous-inductif. Soient f et f' deux éléments de S’ majorés par f"; ona fNf'=f(a(f)a(f))

comme p(f) et p(f) sont majorés par p(f”), il en résulte p(fNf )=p(f)np(f).

PROPOSITION 4. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs, p un foncteur de
§' vers S compatible avec les ordres et b, sa restriction @ S, . Pour que p soit fsous’)-
inductif, il faut et il suffit que p  soit (sous)-inductif; pour que p soit sous-inductif

strict, il faut et il suffit que p  le soit.

DEMONSTRATION. Supposons que p_  soit sous-inductif strict. Soient f€S§' et
g €S' tels que g<r/ et p(g) =p(f); les relations p(a(g)=p(a(f)) et a(g)< a(f)
entrafnent a(g)= a(f) et par suite g = f.- Soit e €S/ tel que ena(f) soit défini;
on a p(fe)<p(f) et a(p(fe)) =plea(f)) =p(e)p(a(f)), dod p(fe)=
=p(f)p(a(f))p(e)=p(f)p(e).-Supposons que p_ soit inductif et soit B une sous-
classe de s’ admettant un a-agrégat; a(B) admet un a(a)-agrégat dans Sy, etl'on
a:p( U a.(B)) = U (p(B)), o s=p(a(a). Comme la classe p(B) est majorée
par p(a) et que a(p(B)) admet un s-agregat la ptoposxtmn 7-1-[2] montre que p(B)
admet un p ( a J-agrégat pour lequel a( U p(B)) =a(p( U B)). Donc p( U B)e U p(B).
PROPOSITION 5. Soient S’ un groupoide sous-inductif et S un groupoide sous-prélocal,

p un foncteur inductif strict de S' vers S; alors §' est un groupoide sous-local.

DEMONSTRATION. Soit B une sous-classe de S admettant d €S pour c -agrégat et
soit a € S tels que and soit défini; p étant inductif, on a:p((and)nd) =
=pland)n U p(B) et, en utilisant l'axiome (D) : p(and) = [jp(and)p(B) Par

ailleurs la classe des éléments an b, ol b € B, étant majorée par c¢,admet un sous-
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agrégat d' qui est majoré par and et d'= U(af\d)f\b ; on en déduit: p(d') =
U(p(and)p(B)), d'od p(d')=p(d) et, puisque p est inductif strict, d'=d .

Donc §' est sous-local.

DEFINITION 3. Soient S et .; deux groupoides sous-préinductifs. On dit que E est un
groupoide quotient (sous)- inductif de § si ; est un groupoide quotient de S et si les
conditions suivantes sont vérifides :

1) Le foncteur canomque q de S sur S est (sous)-inductif.

2) Soient | €S /' ES g GS /<g /'<g, alors il existe [ €g* (/) 7 qu(/'
et g €3 g) tels que [< g et f'<g

Ces conditions entrainent : /ﬂ/' =q(fnf"), ou /< g, f' <g.

THEOREME 1. Soit S un groupoide quotient d'un groupoide sous-préinductif S et q le
foncteur canonique de S sur 5; si les conditions 1 et 2 suivantes sont vérifiées, alors
il existe une relation d'ordre canonique sur 5 pour laquelle § est un groupoide sous-
préinductif, quotient inductif de §. :

1) Soient g €S,f €S avec g< {; alors pour tout ' tel que q(f')=q(f), il
existe un et un seul g' < [' avec q(g')=q(f).

2) Deux éléments différents de G'(e), on e €S,, ne sont pas comparables.

DEMONSTRATION. Dans 5 considérons la relation :
g</ si, et seulement si, il existe g € 7(g) et /eq’(/) avec g< f.

Si l'on a §<f<§, il existe gét}l(é'),gletf (E),]’et}'l(/) et /1621'1(f) avec
8,<f, et f<g; d'aprés la condition 1, il existe g'<£ avec q(g')~= 9(84); par

suite g'< f< g, d'on g’ = g d'aprés la condition 2 et g = f.- Supposons f< g et g<h;

il existe b 661(;),g er‘(é') et feé‘(;) avec f< g<h, c'est—é—dire /".<I; Donc
la relation considérée est une relation d'ordre.-Soit e 65 et [< e; comme 11 existe
[<e, q(f)= /"., q(e) = E,c}l(/) contient une unité, donc /eS Soient / et / deux
éléments de .; majorés par g et tels que a(;) = a(;); pour tout g 661(;),i1 existe
f<g.f<g.a()=[.g(f)=[; comme a([)<a(g)a(f)<alg), (el =
= q(a(f' )) entrainent a(/) = a(/') d'aprés la condmon 1, on en déduit [ = /’ ol

f=f -Soient a(g) = A1),z <g /</,a(g )= B(['). g €GYF) et /eq‘m avec
a(g) = B(f); il existe [* € g (f') fr<f et g €Glg), g < g; des relations
B(r)<B(f)=al(g), alg)<alg) e q(B(f))= - q(a(g')= a(g ) résulte
a(g')=PB(f) et g'.f'<gf, dou §:/'<g/ -Soit lz<g.f, on a a.(le)( a(;)

et il existe e< a(f) avec g(e) = a(k); des relations fe< f, g,B(/e)<g, Blq(fe))=
= B(k), on tire :
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q((gB(fe)).(fe)) = q(gB(fe)).q(fe)=(g.fla(k)=k.
Ceci montre que la relation d'ordre dans ; est définie par un foncteur généralisé § .-
Soient f €S et /~'< q([); puisqu'il existe [\ <[, avec q([}) =~/~', q(fy)=4(f), la
condition 1 montre qu'il existe un et un seul f' < [ avec g(f')= f’;~d0ﬂC la restriction
de g & @(f) est un isomorphisme sur c'é(q(/)). Par conséquent § estun groupoide
sous-préinductif, l'mtersectlon de deux éléments / et g majorés par b étant q(fng),

ol g<h, f<h, q(/)'/ q(g)=¢g etq(b)sb

COROLLAIRE. Si S est sous-inductif, alors S est sous-inductif. Si S est sous-local,
S est sous-local,

~

Remarquons que S peut étre inductif sans que § le soit.

DEFINITION 4. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs; on dit que §' est
un groupoide sous-préinductif (’presquer) au-dessus de § ou que § est une espéce de
structures sous-préinductive (ﬂptesque") au-dessus de S, si l'on s'est donné un foncteur
p de S' vers S vérifiant les axiomes suivants :

1) p est (sous)-inductif strict.

2)(S,p,S') est une espéce de structures.

L'espéce de structures sous-préinductive S’ presque au-dessus de S sera désignée par
(s, p.S') . Side plus S et S' sont des groupoides (’pre’?-inducti/s,on dira que <S,p,$'>
est une espéce de structures Fpre’)-inductives.

Il résulte de cette définition que p(S’') est un sous-groupoide de §; en identi-
fiant f € S' avec le couple (p(f), a(f)) on identifie S’ avec I'extension du groupoide
d'opérateurs p(S'); le composé de (p(f),s), ou s eS;,est ,B(g), en désignant par
g l'élément de S’ tel que a(g)==s et p(g)=p(f).

D'aprés ce qui précéde, pour que (S,p, S') soit une espéce de structures
sous-préinductive (resp. sous-préinductive presque au-dessus de §), il faut et il suffit
que les conditions a,b,c,d,e (resp. a, b, ¢, d) suivantes soient vérifiées :

a) Soient f €S’ et s €5, tels que p(s)=p(a(f)); alors il existe un et un
seul g €5’ tel que a(g)=s et p(g)=p(f).

b) p est compatible avec les structures d'ordre de § et §*.

c)Si s'<s, s"<s,s €S'o,s' ES; et s" ES:), ona:p(s'Ns”)=p(s')Np(s”).

d)s'<s et p(s’)=p(s), on s €S’ et s’ €S, entrainent s = s’.

e) Pour toute sous-classe B de s admettant un e-agrégat, on e €S, il existe

s<6 B tel que p(s)EgP(B)-

PROPOSITION 6. Soit {§,p,S’ ) une espéce de structures sous-préinductive; la condi-
tion g<f, on ge€S' et [€S', est équivalente aux conditions : a(g)<a(f) et
pl(gl<p(f).
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En effet, montrons que ces conditions sont suffisantes, D'aprés la proposition
4, onap(fa(g))=p(flp(a(g))=p(g). Les éléments fa(g) et g ont méme pro-

jection et méme unité A droite; par suite ils sont égaux. Donc g< f.

CAS PARTICULIER. Si §’ est un sous-groupoide de S et si p est le foncteur injection

canonique Id de S’ dans §, pour que l'on ait {s,I1d,s") il faut et il suffit que S’
. . . ; /e s . .

soit un sous-groupoide sous-préinductif de S. Pour que \ S, id,S', soit une espéce

de structures sous-préinductives, il faut et il suffit que, de plus : 3) Pour toute sous-

classe B de §’_, la congrégation de B dans S’ est contenue dans sa congrégation dans S.

DEFINITION 5. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs et (S,p,S') une
espéce de structures; on dit que S' est étalé dans S par p ou que p est un étalement

de S’ dans § si la restrictionde p a ¢'(f), pour tout [ €S', est un isomorphisme sur

P(p(1)).

PROPOSITION 7. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs; pour qu'un foncteur
p de S' dans S soit un étalement, il faut et il suffit que l'une des conditions équiva-

lentes suivantes soit vérifiée :

1) <S, b, S'>’ est une espéce de structures sous-préinductive au-dessus de S
et p(9'(f))=(p(f)), pour tout { €S’
2)(S,p,S') est une espéce de structures, p est un foncteur compatible avec

les ordres et la restriction b, de p a S estun étalement de S, dans S .

DEMONSTRATION. Si p est un étalement, p est un foncteur inductif strict et la condi-
tion 1 est vérifiée. Supposons 2 vérifiée; pour que p =~ soit un étalement, il faut et il
suffit que la restriction de p, & ¢'(e), pour tout e €S, soit un isomorphisme sur
@(p(e)); alors p est un {oncteur inductif strict d'aprés la proposition 4; soit a < p(f),
ou f €S" il existe :

e€S , e<a(f), p(e)=a(a)<pl(alf)
et I'élément fe est tel que p(fe)=p(f)p(e)=a, donc p(P'(f)) = P(p(f)).

COROLLAIRE. Si S est un groupoide sous-inductif, alors S' est un groupoide sous-
inductif.
Si p est un étalement de §’' dans §, nous dirons aussi que (S. p.,S') estune

espéce de structures sous-préinductive étalée au-dessus de §S.

. \ /
DEFINITION 6. Soient < S,p,8"/ et \S,p L S'1 > deux espéces de structures sous-
préinductives (presque) au-dessus de S; on dit que (s, ., S'1> est une sous-espéce

sous-préinductive de (S,p,S') (presque) au-dessus de S si elle vérifie les condi-
tions :
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(s, p,, §')) est une sous-espéce de structures de (S,p,S’).

2) §', est muni de la structure d'ordre induite par celle de §'.

PROPOSITION 8. Soit < S,p, S’ ) une espéce de structures sous-préinductive (?Jresque’)\
au-dessus de S, pour qu'une sous-espéce de structures (S, p 1 S'l) de (5,p,S5') soit
une sous-espéce sous-préinductive (presque) au-dessus de S, il faut et il suffit que

(s, 1d, s Y soit (presque) au-dessus de S'.

DEMONSTRATION. Montrons que la condition est nécessaire. Soient e’ et e” des
unités de S majorées par e; alors dans S, on a:p(e'ne”)=p(e')Np(e”); de
plus les éléments e’ et e” ont une intersection e, dans §'| telle que:e, < e'Ne”
et
pyleg)=p(e)np (e”)=p(e'tre”).

Comme p, est la restriction a §', de l'application sous-inductive stricte p, il en résulte
e,=e'Nne”, dod e'Ne” €5',.-Soit €S et e €S avec e<a(f); dans §', il
existe un élément induit par f sur e et cet élément doit étre identique & fe. Donc \

est un sous-groupoide sous-préinductif de S’.

PROPOSITION 9. Soit <S, v, S’ > une espéce de structures sous-préinductive et S" un
sous-groupoide sous-préinductif de S' tel que tout élément de S' soit majoré par un
élément de S". Alors <S, p,S" > est une sous-espéce de structures sous-préinductive
de < S,p, S’ > .

En effet, soient f €S” et e ES;' avec p(e)=p(a(f)); il existe g €S’ et

[ €S" tels que
p(g)=p(f), a(g)=e et g<f;
il en résulte g = f'e € §”, donc (S, p,S"”) est une espéce de structures.

COROLLAIRE. Si S" est un sous-groupoide saturé par induction dans S', qui est une

base faible de S', on a (S,p,S") .

THEOREME 2 (transitivité). Soient §,S' et S" trois groupoides sous-préinductifs, p
A . . .
un foncteur (sous)-inductif de S’ vers S et p' un foncteur (sous)-inductif de S" vers
NP ) .
S'; alors pp’ est un foncteur (’sous)—mductz/ de S" vers S. Si p et p' sont sous-

inductifs stricts, alors pp' est sous-inductif strict.

DEMONSTRATION. Le foncteur composé pp' est compatible avec les ordres de §” et

S. Soient s eS;,s' €S;,S" eS;,s'<s et s"<s ona:
p'(s')r\p’(s".)= pr(srnsn)
et pr(s')<p'(s),p'(s")<p'(s);
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puisque p est sous-inductif, il en résulte :

b’ (s")Npp'(s™) = p(p'(s')Np’(s"))=pp'(s'Ns"),
et pp’ est sous-inductif.- Si p et p' sont sous-inductifs stricts, les relations f< [’ et
pp'(f)=pp'(f), o f€S" et ' €S", entrainent p’'(f)<p'(f ), d'otr p'(f)=p'([")
et f=/f.Donc pp’ est sous-inductif strict.- Supposons p et p’ inductifs et soit A

une sous-classe de S} admettant un e-agrégat; on a : p'([j A) =pL(Jeg)7(A) et
'(e) ‘(e)
oo ( G 4)=pf 02 A0 ="U Pprca) ey o7 4);

par suite pp’ est inductif.

COROLLAIRE. Soient < S,p, S’ > et ( s, p',S” ) deux espéces de structures sous-
préinductives telles que (S',p',S") soit une espéce de superstructures au-dessus de
(S,p,S8"); alors < S,pp',S" > est une espéce de structures sous-préinductive. Si p et

p' sont inductifs, pp' l'est également. Si p et p' sont des étalements, alors pp' est
un étalement,

PROPOSITION 10. Soient §,S' et S$" des groupoides sous-préinductifs, p un foncteur
sous-inductif strict de S’ dans S et p' un foncteur de S" dans S' compatible avec les

ordres. Si pp' est un foncteur sous-inductif, alors p' est sous-inductif. Si de plus

S' est sous-inductif, p et pp' inductifs, alors p' est inductif.
DEMONSTRATION. Soient e €57, e’ €57, e” €S” tels que e'<e et e"<e; on a:

p'(e’ne”)<p'(e')<p'(e) et p'(e'Ne”)<p'(e).

Il en résulte :

pp'(e’ me”)=pp'(e')npp'(e”)) =p(p'(e’)np'(e”)),
d'ot, puisque p est sous-inductif strict, p'(e'MNe”) =p'(e')Np'(e”).-Si p est
inductif strict et pp’ inductif, soit B une seous-classe de S admettant un e- agrégat;
on a p'(|UB)<p'(e) et la classe p’( ) B) admet un p'(e)-agrégat b dans le

. . pp'(e) e e
groupoide sous-inductif S’ tel que:p(b) = ﬁ pp'(B)=pp'( J B). Donc b=p'(|J B) et
p' estun foncteur inductif.

DEFINITION 7. Soient < S,p,8' > et <S 1Py S'1> deux espéces de structures sous-
préinductives (presque) au-dessus de S et S ,; on appelle application covariante (sous)-
inductive de < S,p,§' > dans < Sty S'1> et on note (yo, tl/) une application cova-
riante ()(o, Jy) de (S,p,S') dans (Sl' b, S'x) telle que Y et y , Soient (Tsous'j-
inductifs. Si l'espéce de structures (S 1,p’_,S')‘) est sous-jacente a (S, p,S') par une

application covariante z;ous'}-inductiue, on dit que I'espéce de structures sous-préinduc-

tive <Sl,p1, S'1> est sous-jacente a (S,p,S'> .
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PROPOSITION 11. §i <XO,L[J> est une application covariante (sous)-inductive de
I'espéce de structures sous-préinductive <S, P, S'> dans l'espéce de structures sous-
. . A .
préinductive (s 2y S'1> , le foncteur y correspondant est (sous)-inductif.
En effet, puisque Y et X , sont compatibles avec les ordres le foncteur y

(proposition 1-3-1I[ 1])est aussi compatible avec les ordres et par suite Csous)-inductif
d'aprés la proposition 4 .

PROPOSITION 12. Soit R  une classe d'espéces de structures sous-préinductives et R
. . . N . 7 2.
la classe des applications covariantes (sous)-inductives d'un élément de R, dans un

élément de R . Alors R est une catégorie pour la loi de composition :

Cxss Py < X oo WD Cx Uxg, WD), si, et seulement si, les foncteurs

Y et Y' sont composables ainsi que les applications X, € X o

Cette proposition résulte de la proposition 3-3-II[ 1]et du théoréme 2.

DEFINITION 8. Soit S, b, $') une espéce de structures sous-préinductive fpresque')
-

au-dessus de S; une espéce de structures sous-préinductive (S',p',S"} (presque?
. . h)

au-dessus de S' sera appelée espéce de superstructures sous-préinductive (presques

au-dessus de < s,p., S8 > si < S,p, p'(S')) est une sous -espéce de structures sous-

préinductive dé ( s.p S ).

PROPOSITION 13. Si {§',p’, $") est une espéce de superstructures sous-préinductive

(};resque’ au-dessus de K S, p,S' Y, alors {5, pp', S" ) est une espéce de structures
N .

sous-préinductive f’presque) au-dessus de S, a laquelle (s. P, §') est sous-jacente,

Cette proposition résulte du théoréme 1-3-1II[ 1]et du théoréme 2.

DEFINITION 9. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs, \y et ' deux
foncteurs (’sous'):inducti/s de § vers S'; on appelle transformation naturelle ("sous’i-
inductive de Y vers ', et on note (Y, T, W), une transformation naturelle (V', T,y )
telle que T soit une application f‘sous'}-inductive de S, dans la classe sous-préinduc-
tive S'.

PROPOSITION 14. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs, \ et ' deux
foncteurs de S vers S' et (', T, ) une transformation naturelle de \) vers Y'; si
Y ou Y’ est (sous)-inductif et si T est une application (sous)-inductive, alors (Y LTY)

est une transformation naturelle (-'sousi-inductive.
DEMONSTRATION. Soient f'< f, f€S et [* €S; si Y et T sont sous- inductifs :
) =T(B DY IT(al(f ) < TBUINY(ITCalf N =Y (f).

Soient e’ et e" deux unités de S majorées par e € S, les relations 7T(e')< T(e) et
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T(e” )< T(e) entrainent:
Yr(ee)=B(T(ee))=B(T(e)nT(e')=L(T(e)NPB(T(e' )= (e)P’(e’)

donc ' est sous-inductif.- Supposons et T inductifs; soit B une sous-classe de §_

admettant un e- agrégat; on a:
e T(e) T(e) r(e)
Y (0B)=BTCOBN=BCU T(b)=U B(T(b)= U ¥'(B);
beB beB
donc Y’ est inductif. La proposition s'en déduit.

PROPOSITION 15. La classe N (S', S> des transformations naturelles (sous)-induc-
tives entre foncteurs (sous)-inductifs du groupoide sous-préinductif S vers le groupoide

sous-préinductif S' est une catégorie pour la multiplication longitudinale (proposition

7-2-1-[1]).

DEMONSTRATION. Soient (\,b“,'r',\./:'> eN(S',S) et (\,l/','r,lj;) eN s',8);
si e’ et e” sont deux unités de § majorées par e €S, ,ona:

(17" T)(e'e”")=T'(e'e").T(e'e")=(T'(e')NT'(e”)).(T(e')NnT(e")).
Comme 7(e') et T(e”), T7'(e') et T'(e") sont compatibles, on a aussi :

T'(e')NT'(e")=T'(e)a(T'(e"))=T'(e')B(T(e’)nT(e")),

et 7(e')NT(e”)=T(e')a(T(e")) d'ou:

(T".T)(e'e")=T'(e")T(e' )a(T(e")=(T'.T)(e')N(T'.T)(e").
Par suite 7',7 est une application sous-inductive.-Supposons 7 et 7' inductives et
soit E une sous-classe de S, admettant un a-agrégat, ot a € S, Posons :

a T '(a) r(a)

b=(7".T)(U E)= JT'(E).U T(E)LT'.T(a);
pour tout e €EE, on a T'(e)7(e)< b; la classe (7'.7T)(E) admettant pour unité a
droite a(7(E)), a((7'.7)(E)) admet a(b) pour a(T'.7T(a))-agrégat; il résulte de
la proposition 5S-1-[ 2lque (7'.7)(E) admet b pour (7T'.T)(a)-agrégat, donc 7', T
est une application inductive.La proposition s'en déduit.

2. Groupoides inductifs induits et élargissements inductifs.

THEOREME 1. Soient S,S' et S trois groupoides sous-préinductifs, p un foncteur
sous-inductif de S' vers S et K un foncteur sous-inductif de S vers S; alors le grou-
poide induit «*(S',p) (définition 1-1-111-[11]) est un sous-groupoide sous-préinductif
de $'XS etles foncteurs canoniques ; et 1) de K*(S',p) vers S et S' sont sous-

inductifs. Si p et K sont inductifs, K*(S',p) est une partie sous-inductive faible de

S'XS etles foncteurs ; et 7 sont inductifs.
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DEMONSTRATION. Soient (e’, ') et (e”, €") deux unités de k*(S',p) majorées
par (e, €)€ K*(S',_P)o; elles admettent pour intersection a =(e'Nne”, &' Ne")
dans §' X 3‘.; comme :

ple'ne”)=p(e')Np(e”)= k(&' )NK(E")=K(E' NE"),

a appartient & k*(S',p) et ;(a) = e'Ne" -Soient (bh,[f) ex*(S',p) et(e, €)a(h,f);
on a:

p(he)=p(hk)p(e)=k(f)x(e)=kK(fe),
d'od (he,f®) € k*(S',p). Donc K*(S',p) est un sous-groupoide sous-préinductif de
§' X S,p et Ksont sous-inductifs.- Supposons p et « inductifs; soit B une sous-classe
de K*(S',p) majorée dans K*(S',p) et admettant un (e, €)-agrégat (c,’y) dans
§' X S; comme ¢ = Lej Mm(B) et y = lj;(B), on trouve :
p(e) K(E) —
p(c)=U pn(B)= U Kp(B)=k(y) et (c,y) €K¥(S", p).

COROLLAIRE 1. Soit §" un groupoide sous-préinductif, m' et p' des foncteurs de
S" vers S' et S tels que pmM' = Kp'. Si p,K, N et p' sont ('sous’j-inductifs, alors
le foncteur canonique .’r-;" de S" vers k*(S',p) (théoréme 1-1-11I[1]) est (—'sous')\-

inductif. Si de plus, p' ov 7' est un foncteur sous-inductif strict, alors m' est sous-

inductif strict.

DEMONSTRATION. Par définition 7'(k)=(n'(k),p'(k)), od k €S”. Soient k' et

k" des éléments de S” majorés par k; on a :
NIRRT = (R ) O (k") p (R ORT) = pr (k') np?(k”),
d'ott R AR") =T (R)AT(R").
-Supposons p' et 7' inductifs; soit A une sous-classe de §” admettant un k- agrégat;

on a:

k n (k) k p'(k)
70 a)="0"nca) e oG a)="Gprea)
. — & n'(k) p'(k) | -,
par suite : nCYUA)=CU m(A), U p'(A)eUm(A).
COROLLAIRE 2. Si §' et S sont (-'sous/)\-inducti/s (resp. ﬂsousi-pre’locaux) et p et K
inductifs, alors K*(S',p) est un groupoide (-.'sous’)\-inducti[ (resp. ("sousj-pre’local) pour
I'ordre produit.
Remarquons que, si §,S' et S sont des groupoides préinductifs, il n'en résulte
pas que K*(S’,p) est préinductif; pour cela, il suffirait que p et «x appliquent toute

intersection finie sur l'intersection des images.

COROLLAIRE 3. St < S,p., 8 ) est une espéce de structures sous-préinductive ("presquel)\
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au-dessus de S et si K est fsous’}-inducti/, alors ( S,p, K¥(S', p)> est une espéce de
o ry . ’

structures sous-préinductive (’presque) au-dessus de S. Si p est un étalement et K un

foncteur sous-inductif, p est un étalement.

En effet, si p est un étalement et si K est sous-inductif, des relations
(B, f )< (b, f) et p(b,f)=p(b,]),
ot (b,f) ex*(S',p)et (b, f)ex*S, p), tésulte f* = f, d'on p(b')=p(h)=k(f)

Par suite b = b’ et ; est un étalement. Le reste du corollaire se déduit du corollaire 3
du théoréme 1-1-IIT1-[1].

. . A
COROLLAIRE 4. Si (S, r.,S' ) est une espéce de structures sous-pre’mductwe(1presque)
au-dessus de S et si q est une application (Sous)-inductive d'une classe sous-préinduc-
tive A dans S I'espéce de structures (q*(S),p',q*(S')) induite de S est une

espéce de structures sous-préinductive ("presque') au-dessus de q*(S )(déf. -1-1I-[1]).

PROPOSITION 1. Soient <S, P, S'> une espéce de structures sous-préinductive, 3_ un
groupoide sous-préinductif et (k',0,k) €N ($,5) une transformation naturelle
sous-inductive telle que 5(50) soit contenu dans p(S'). Alors il existe un foncteur
sous-inductif w de K¥(S',p) vers K'*(S',p) et une transformation naturelle sous-
inductive (77'7T, T, 77> ,oa T et Mm' sont les foncteurs canoniques de K¥*(S',p) et

K'*(S',p) vers S, tels que : pT=6p. Si p,Kk, K’ et O' sont inductifs, alors T et T
le sont aussi.

DEMONSTRATION. Soient 77 et T les applications construites & la proposition 6-1-ITI-[ 1] ;
soient (b, f) e kK¥(S',p) et (b, f))e€ K*(S',p ), la relation (b, [)<(h,f) entraine
f<fo &k (f)<K (), O(alf )< B(al])),
d'on (b, f)<7(h,f).-Soient (e,, ) et (e,,e,) deux unités de K*(S', p)
majorées par une unité (e, €); les éléments
T(eye,, e, 8,)=(0(e e,),ee,)et(b(e) e, )n(b(e,),e,)
de §' sont induits par (8(€),e) et ont e 1€, pour unité 3 droite; ils sont donc égaux
et T est sous-inductif, comme 77(e, €)= (B(T(e, €))s &), il en résulte que 77 est
sous-inductif.- Supposons p et ( k' ,0 ,K> inductifs; soit (C,[") une sous-classe de
(&*(S',p)), admettant un a-agrégat, ot @ = (e, €);ona:
a e € 1] e a a
rcycc.Ty=7cyc,uM=cécuT), uc)=uUcé(r)cy=ymc,r).
Donc T, et par suite 77, sont inductifs.
DEFINITION 1. Soit S un groupoide sous-préinductif et S une partie sous-inductive

faible de S, on dit que S est une extension inessentielle (sous)-inductive («k, S) de

S s'il existe une extension inessentielle (K,S') de S telle que S' soit un sous-
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groupoide sous-préinductif de S et une base de S et que K soit un foncteur (sous)-

inductif.

PROPOSITION 2. Soit { K,S) une extension inessentielle sous-inductive d'un grou-
poide sous-local S et S" le sous-pseudogroupe faible engendré dans S par la source
S' de k; alors kK peut étre prolongé en un foncteur sous-inductif k' de S" sur S, dont
la restriction a §' est K. Si S' est un groupoide sous-local et si K est inductif, '

est inductif.

DEMONSTRATION. Pour tout f” € S”, il existe f' €S' tel que f" soit un f'-agrégat
d'une sous-classe de §'; par suite la classe f"> des éléments f €S’ tels que f< [
admet f" pour f'-agrégat dans .S.; la classe k(") étant majorée par K(f') €S

admet un «(f')-agrégat dans S, que nous désignerons par K'(f"). Comme,sie €S’

e<a(f"), 1'élément f'e appartient a3 ', on a (a(f")) = a(f>), d'ou k'(a(f")) =
=a(K'(f")).-Si f* et g" < g' sont deux éléments composables de $”, alors k’(g”).'(f")
est défini et appartient & |J (K(g"”)k(f">)). Pour tout g € g"” et tout f€f, ona
a(g)<B(f) et B(f)<B([); donc e=a(g)NB(f) €S et gf = (g'e).(ef') €S’

Il en résulte

K(e)=a(k(g)NB(kr(f)) et k(g)k(f)=kr(g)k(e)r(f)=kK(gf),
d'on :
K(g)K(/)GK((g"/")>) et K'(g").K'([")=K'(g".f").

Par conséquent k' est un foncteur de §” vers § .- Soient e’ et e deux unités de S”

majorées par e’ €S ; pour tout e, < e’} ettout e, < ey, ona K(el)K(e2)=K(e1e2);

on en déduit :

K(e') K(e') K(e')
K'(ef)k'(ey)=U k(e U K(ey?) = U «((efe’ )2)= K'(efe?
et K' est sous-inductif.-Si « est inductif, soit E" une sous-classe de S adm.ettant
un e’-agrégat q”; pour tout 4 € a””, on trouve, si §' est sous-local, a = aa” = Lej E"a,
d'on :
krian) = (ke (e ) G ecen),

c'est-a-dire que ' est inductif,

COROLLAIRE. Si S est un groupoide local complet, alors k peut étre prolongé en un
foncteur inductif K tel que (;, 3‘-) soit une extension inessentielle de §.

Démonstration analogue 4 celle de la proposition.

THEOREME 2. Soient S,S' et S des groupoides sous-préinductifs, (K,S) une exten-
sion inessentielle inductive de S, K un foncteur inductif de S sur S dont la restriction

a la source de Kk est K et p un étalement de S' dans S. Alors <7},7<.*(S',p)> est
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une extension inessentielle inductive de S', T désignant le foncteur canonique de
—/;*(S', p) sur S'.

DEMONSTRATION. Soit § 1 le sous-groupoide sous-préinductif de E source de K;
d'aprés le théoreme 2-1-II-[1], (m,«*(S',p)) et (7m,«*(S',p)), od 7 estla
projection canonique de ;*(S',p) sur §', sont des extensions inessentielles de §'
(on identifie f' €S' avec (f',p(f')) € k*(S',p)); d'aprés la proposition 1-1-II-[1],
K¥(S',p) s'identifie au groupoide induit Id*( ;*(S', p),-p_‘ ), ot Id est le foncteur
injection de §, dans S et 'p_‘ le foncteur canonique de K*(S", p) vers 3‘-; de la relation
<§., 1d, S 1) et du corollaire 3 du théoréme 1, on déduit que k*(S’,p) s'identifie &4 un

sous-groupoide sous-préinductif de ;*(S',p).-Soient e, et e, deux unités de §’

majorées par e €S, ;ona:
pleje,)=pleg)ple,);
si E est une sous-classe de S’ majorée par e et admettant un e- agrégat dans S', on a:
e p(e)
p(UE)=U?p(E);
§ ; étant une partie sous-inductive faible de 3—, il en résulte que S’ est une partie sous-
inductive faible de ;*( S§',p).-Soit (b,f) e;*( S',p); il existe une sous-classe F
- - K(f)
de S, telle que f € 9_ F; k étant inductif, on a p(h) = k(f) = LG K(F). Puisque p
est un étalement de §' dans S, pour tout f* € F, il existe b’ < b tel que :
p(B' )= K(f)<K(f)=p(h);
la classe K des éléments (b', f') est majorée par (b, [); soit (b,,f,) un majorant
de K dans ;*(S’, p ) vérifiant (bz' /1) < (b, [); on trouve :
f
F<f,<f, dou f= UF=/,,
p(h)=rK(f)=p(h) b <h.
Donc b =h, et (b, f)€ g K. Ceci prouve que k*(S',p) est une base de ;*(S',p)..
DEFINITION 2. Soient S et S deux groupoides sous-préinductifs; on dit que S est un

élargissement inductif de S et on note S <S, si les conditions suivantes sont vérifiées:

1) S est saturé par induction dans S.

2)S admet pour base un sous-groupoide sous-préinductif S, qui est un élargis-
sement de S (définition §2-11- [in.

Remarquons que si S, est un élargissement d'un groupoide §, alors S"l' est un

élargissement inductif de §*oy S‘; =S, +1{0} et S* =5+1{0},muni de la relation d'ordre

f' < [ si, et seulement si, f' = fou f* = 0.
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PROPOSITION 3. Soient S et S deux groupoides sous-préinductifs tels que SE-S_;
alors I'élargissement S| de S base de S est saturé par induction dans S etsS estla
composante inductive de S dans §.

En effet, soit g €5, et g' < g; il existe f €S, tel que a(f)=B(g)etB(f)€ES;
S étant saturé par induction dans S, ona B(fB(g')) €S,; comme S, 6 est un sous-

groupoide sous-préinductif de S, on trouve

fB(g)=PB(fB(gNfesS, Bl(g)eS, et g'=PL(g')geSs,.
PROPOSITION 4. Pour qu'un groupoide sous-préinductif S soit un élargissement induc-

tif d'un sous-pseudogroupe S, il faut et il suffit que S soit un sous-groupoide plein

saturé par induction et que la composante inductive de S dans S soit s.

DEMONSTRATION. Si la composante inductive (définition 10 - 2-[2]) de § dans s
est E, la composante inductive faible §’ de § dans S estun élargissement de § et
une base de § .- Inversement, soit S€S et S, l'élargissement de § base de S . Soit
g €S tel que a(g) €S et B(g) €S, par hypothése, il existe une sous-classe F de
§, admettant g pour sous-agrégat; pour tout f € F, ona a(f)<a(g) et B(f)< B(g)
comme § est plein dans §, et saturé par sous-agrégation dans S, il en résulte FCS
et g €S.Donc S est un sous-groupoide plein de S. La composante inductive faible de

S dans § contenant 51 est une base de S.

PROPOSITION 5. Pour qu'un groupoide sous-préinductif S soit un élargissement inductif
d'un sous-groupoide S, il faut et il suffit qu'il existe un atlas faible complet F de S tel
que ;(F) = :ST et b(F)=S, oa ;(F) est le sous-pseudogroupe de 5 engendré par

a(F); dans ce cas, F est saturé par induction,

DEMONSTRATION. S'il existe un atlas faible complet F vérifiant ces conditions,
d'aprés la proposition 6-3-[2], a(F) est un élargissement de b(F) et b( F) est

saturé par induction dans g( F); comme a( F) est un sous-pseudogroupe faible de s
base de E, a( F), et par suite aussi b( F), est saturé par induction dans S. Donc on
aS<S.- Inversement, supposons §<S. Soit S, l'élargissement de S base de SetF

la classe des éléments f €S, tels que B(f)€S; comme §, et S sont saturés par
induction dans §, F est aussi saturé par induction; si f”f™1f" est défini, od f € F,
[ €F,f"€F, ona f'ff eS et B(f"ff)<B(f"), dou f7ff €F.1l en résulte
que F est un atlas faible complet de S tel que a( F) soit contenu dans S .- Pour tout
g €S, il existe [ € F avec a(f) = B(g);ilenrésulte g=f2 (f.g) e F'F=a(F)
et a(F)=S.-Comme B(F)CF la proposition 6-3-[2] montre que b(F) est le

sous-groupoide plein de a( F) ayant B( F) pour classe de ses unités, donc b(F) = S.
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COROLLAIRE 1. Pour que l'on ait S<S,on S estun sous-pseudogroupe de s, il
faut et il suffit qu'il existe un atlas complet F deS avec a(F)=S et b(F)=S5S.
En effet, la condition est évidemment suffisante.-Si on a S< S, l'atlas complet

F engendré par l'atlas F construit dans la proposition est tel que B(_F_) =S§,; comme

,B(-}—’)CF, on a -b_(F) =b(F) et b(-I;) est le sous-groupoide plein de S ayant S,
pour classe de ses unités, d'od b(?) =S,

COROLLAIRE 2. Soit § < §; alors S s'identifie & la classe des atlas faibles complets

H de S tels que H<F ( th. 2-4[2]oa¥< estnoté K)etque |Ja(H)* @ .

DEMONSTRATION. Soit s e?o et H la classe des éléments b €S, tels que a(h)<s
et B(h)€S; puisque H est saturé par induction, H est un atlas faible contenu dans
F; a(F) étant une base de §, la classe a(H) admet s pour sous-agrégat dans Set
b(H) est une composante inductive faible de S. Donc H X F .-Inversement si H' est
un atlas tel que H' < F et que a(H') admette un sous-agrégat s, alors H' est saturé
par induction dans F, donc s'identifie & l'atlas H construit ci-dessus A partir de s.

THEOREME 3. Dans une classe K de groupoides sous-préinductifs la relation S < s
est une relation d'ordre.

DEMONSTRATION. La relation S< S est évidemment réflexive et propre. Soient S <5
et S< S, il existe un atlas faible complet de § tel que a(F)=5,b(F)=S5, etun
atlas faible complet G de s pour lequel ;(G) =5 et b(G)=S,; comme F et G sont

saturés par induction, G est un atlas faible complet de § et GF est saturé par induc-
tion. On a :

(GF)™Y(GF)CF G GFCF™'b(F)F = a(F).
et

GF((GF)™ GF)C GFa(F) = GF;

donc GF est un atlas faible complet de § et a(GF)C a(F).-Soient [E€EF, " €F et
fr.f €a(F); il existe une sous-classe E de a(G) avec B(f) € |J E; par suite

| f.f €U fTEf, d'on a(F)Ca(GF).
1l en résulte a(GF)=a(F) =3 .-Pour tout gf € GF, ona B(gf)< B(g), c'est-a-dire
B(gf) €S, ; par ailleurs, soit e €S _; alors e EGCS et e € F; il s'ensuite = ee € GF
Des relations [(GF) = So et GFC -a_( GF ) et de la proposition 6-3- [ 2] on déduit
b(GF)=S. Par conséquent § ¢ § et < est une relation d'ordre.
DEFINITION 3. Soient {S,p,S') et <S; $') deux espéces de structures sous-
préinductives (presque) au-dessus de S; on dit que <S,;, §'> est un élargissement

inductif de <S,p,S'> (presqué au-dessus de S, et on note <S,p,S’> < (S,;,?')d
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si les conditions suivantes sont vérifiées :

1) S* est saturé par induction dans 5. S f i‘é\

2) 1l existe un élargissement (S, p‘,S') de (S,p,S') tel que <S pl,S' >
soit une sous-espéce sous-préinductive de (s, b, S'> fpresque) au-dessus de S et S'
une base de S’

Ces conditions entrainent que (S, .S’ > est une sous-espéce sous-préinductive

(1presquer) au-dessus de § de ( S, ;, 5 ) et de < S, by S'1> .

PROPOSITION 6. Soient < S,p,S' ,\ et <S, ;,.S_' > deux espéces de structures sous-
préinductives; si l'on a < S,p,S' > < < S,;,?’ > ,onaS' < ..-S"—'.
COROLLAIRE. Si S' est un sous-pseudogroupe de :S:', si §'€ S et si (S,p,5') est
une sous-espéce de (S,;,E'),-ulors on a <S,p,S'> < < S,;J-,:ST'> .

En effet, soit §', la composante inductive faible de S’ dans s et p, larestric-
tion de ; 4 §'|; comme §', est le sous-groupoide plein saturé de -.ST" engendré par §',
(S,t,,$')) est une espéce de structures, sous-espéce de (S, ;,:S‘_'), d'aprés la propo-

sition 1-2-11-[1] et $', estun élargissement de §’, base de 5.

THEOREME 4. Soit (S,p,S') une espéce de structures et (S,p,S') son élargissement
maximal au-dessus de S; si S et S' sont des groupoides sous-préinductifs et p un
foncteur sous-inductif de S vers S', alors il existe une relation d'ordre sur S' pour

laquelle S' est un élargissement inductif de S' et p un foncteur sous-inductif.
q 8

DEMONSTRATION. D'aprés le théoreme 2-2-MI-[1], S’est un groupoide quotient du
groupoide a*(S') induit de §', ot o désigne l'application f-» a(f) de la classe |
des éléments f €S tels que a(f) €p(S') dans So- Ecrivons un élément de S’ sous
la forme d'un couple (f,s), ot f€S,s €S ,p(s)=oa(f). D'apres le théoreme 1,
a*(S') est canoniquement muni d'une structure de groupoide sous-préinductif. Soit g le
foncteur canonique de a*(S$') sur 5 ; pour que l'on ait gq(b,f',f)=q(h,,f{.f,), i

faut et il suffit qu'il existe g €S et g’ €S’ tels que:
by=g'hog™ fi=fp(g)™ fr=1.008)7
dans ce cas, la relatior.
(b fyf)<(h,f,[) dans a*(S")
entraine
b <h, fi<f, [y<[f, doa (by,fy,f)=(h,[.]).
Par suite deux éléments de a*(§’') ayant méme image par ¢ ne sont pas comparables .-

Soient (k,m',m)< (b, ,f), ou (k,m',m)€a*(S); si (b, [\, f,) €q (q(h, I, )

posons :
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vy=ga(k), y' =g B(k) k= Yk m,= m.p(y)™, m'y =m'.p(y")7
on trouve :
(ky,my,m)€a*(S) et q(ky,m',m)=q(k,m, m).
Les conditions 1 et 2 du théoréme 1-1 sont ainsi vérifiées; par suite on peut définir sur
S’ une structure de groupoide sous-préinductif, quotient inductif de a*(S'),telle que §”
s'identifie 2 un sous-groupoide ordonné de -S_' - Soit g(k,m', m)< b, ou h€S'; il existe
-1
(ky,m'y,m)€q (q(k,m', m))
avec
k,<bh, my<pla(h), m<p(B(h)),
d'ou q(k,,m',m ) €S et §' est saturé par induction dans §'.-Nous désignerons
désormais par (f,s)S" l'élément ¢(s, f.f1) 6?8 et nous écrirons ;(q(b, f.f) =
=f .p(b)./'l. Si(f,s)S' et(f',s'}S' sont deux unités de s majorées par (f", s")S’ e.S:',,

on a:
p(( f,s)S'A(f,s)S)=pfnf,sns')S)=B(Inf)=BHINB(f)
=0((f,s)S)NB((f.s')S").

COROLLAIRE 1. §i § et S' sont sous-inductifs et p inductif alors S' est sous-inductif,

Si de plus S et S' sont inductifs et si p(S' ) est-saturé dans S, alors S' est inductif.

DEMONSTRATION. Soit 4 =((g,, 5;)8"); ¢ une classe d'éléments de S’ majorée par
(f,s)S', oh (g!.,si)<(/,s) pour tout 7 €[; la classe A admet mS' pour (f,s)S’-

sous-agrégat, ot m =(|J Igi, LSJ s;). Supposons de plus § et S’ inductifs et p(S’)
i€ i

saturé par agrégation dans t?e.I'Soit (f,s')S ,un autre majorant de A et m'S’' le
(f',s')S'-sous-agrégat de A; on a:m'= ('U g;.,_[j s;.), ol (g:., s;.)< (f',s') et
(g, s}) S' €A. Les éléments gi'l.g’i € p(S'I)“étan!tem[ajorés par [~/ ils admettent un
agrégat k € p(S') tel que :

€1t

= 4 = . Tl oot sty = t)) = .;
a(k) "ﬂ%’,st)'ﬁ”” p(Y si) et ,3(iL€JI(g, g s})) /B((k,iyls,» Nose
il en résulte mS’' = m’S’ et §' est inductif. ‘

COROLLAIRE 2. §i < S,p. S8 ) est une espéce de structures sous-préinductive (}Jresque'j
au-dessus de S, alors (S,;;’) est une espéce de structures sous-préinductive
(presque'}~ au-dessus de S, élargissement inductif de ( S,p. 8 > . Si p est un étalement
de §' dans S, ; est un étalement de ?’ dans §.

En effet, soient (f,s)S' €S et (f',s')S'<(f,s)S' tels que B(f)=B([);

il en résulte

[f=f,s"<s,p(s'")=p(s)=a(f),
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d'ot s’ =s et ; est ('sous'&inductif strict.- Si p est un étalement, soit e < ;({f, s)S')=

= B(f); il existe s"< s tel que p(s")=a(ef)<p(s);onasif"=e¢f:
(f",s")s'<(/'s) S' et -p-.((/l"s")sl)z e.
Donc ;estun étalement,

COROLLAIRE 3. Si (S,p, S'> est une espéce de structures sous-préinductive au-
dessus de S telle que p(S') soit une partie sous-inductive de S, alors S' est un sous-
pseudogroupe de 5.

En effet, soit E une sous-classe de S admettant (f,s)S’ pour sous-agrégat
dans S'. 1l existe g;<[ tel que (g;, s;)8" €E; si s'<s estun élément tel que s,< s’,
ona:

(fp(s'),s")S'<(f,s)S" et E<(fp(s'),s’)S’,

S
d'ot s = |J s;.Puisque p est inductif,
i€l

{
pisr=a() =" ate)
ie]

et la classe des éléments g, étant majorée par [ admet un f-agrégat g dans §, tel que
a(g)=p(s) et g €p(S'); parsuite E<(g,s)S'<(f,s)S'".Donc f=g, (f,s)S' €S’
et §' estun sous-pseudogroupe de 5.

3. Atlas complets compatibles avec un foncteur.

&
Etant donnés deux groupoides sous-préinductifs S et §', nous désignerons leurs

foncteurs d'induction par ¢ et ¢' respectivement,

PROPOSITION 1. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs, p un foncteur
sous-inductif de S' dans S et E une sous-classe compatible de S! telle que la restric-
tion de p a E soit compatible avec l'intersection finie (c'est-a-dire, pour tout e €E et
tout e' €EE, p(e')Np(e) est défini et égal a p(e'e)). Alors la restriction de p a
@'(E) est compatible avec l'intersection finie. Si p est sous-inductif strict, sa res-
triction a E est un isomorphisme sur p(E).

DEMONSTRATION. Soient e,e et e'e’| deux éléments de @'(E), o e €E, e’ €E,
e, €S, ete' €5 ; les éléments ee'e, et ee’e’| étant majorés par ee’, on a

p(( eel)(e'e'l))z p(e,ee’)p(e’ee’ )= (p(e,e)p(ee’))(p(ee')p( e'e'l))
=(p(ese)p(e’))(p(e)p(e'e)) =p(e,e)p(e'e’),
et la restriction de p a4 ¢'(E) est compatible avec I'intersection finie.- Supposons p

sous-inductif strict. Soient e € E et e’ €E tels que p(e) =p(e’); les relations :

ple'e)=p(e)p(e’')=p(e)=p(e'), e'e<e et e'e< e’
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entrafnent e'e = e = e'; ainsi la restriction de p & E est une injection. Enfin soit
e” €E, p(e")< ple); des égalités

ple"e) =p(e”)p(e)=p(e”),

on déduit e”e = e”, d'ol e” < e, de sorte que la restriction de p & E est un isomor-
phisme sur p(E). Il en résulte aussi que la restriction de p a ¢'(E) est un isomor.

phisme sur p( ¢'(E)), puisque cette restriction est compatible avec l'intersection finie
d'aprés ce qui précéde.

DEFINITION 1. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs, p un foncteur sous-
inductif de S' vers S; un atlas (faible] complet F de S' est dit compatible avec p si

les conditions suivantes sont vérifiées, on f €F, [* €F :

1°) Si a(f)a(f) est défini, p(a(f)) et p(a(f)) admettent p(a(f)a(f))

pour intersection.

2°)Si B(fIB(f') est défini, p(B([)) et p(B(f)) ont b(B(f)B(f')) pour

intersection.

PROPOSITION 2. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs, p un foncteur sous-
inductif de S' vers S; pour qu'un atlas faible complet F de S' soit compatible avec
p, il faut et il suffit que I'une des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée :
1°) Soient [ €F et ' € F; si [} estdéfini, alors p([™2)p([") est défini et
égal a p([7}f1); si f/f™! est défini, on a de méme p(f )p(f™) =p(ff).
2°) La restriction de p a a(F) et b(F) est compatible avec la pseudomulti-
plication dans S' et dans S.

3°) Soient f€F, b €a(F) et k €eb(F); si fbh estdéfini,onap(f)p(h)=p(fh);
si kf est défini, ona p(kf)=p(k)p(f).

DEMONSTRATION. Soient f € F et f' € F. Supposons F compatible avec p. Si f'/™

est défini, e = a(f') a(f) est défini et p(e)=p(a(f)) a(p(f)); par suite
pOrf)=p(fe)p(fe)™ =(p(fIple))(pe)p([)=p([)p(f™).

De méme si ™" est défini, on a p(f™f")=p(f™)p(f ). de sorte que la condition 1

est vérifiée. Soient h €a(F) et b' €a(F) tels que e’ = B(h) a(h’') soit défini ;

puisque a(a(F))=a(F),ona p(e' )= B(p(h))a(p(h') et p(h'h)=p(b")p(h);

on en déduit que la condition 2 est remplie. Si fb est défini, ona fb =(fe"”).(e"h),

N

ot e"=a(f)B(b) et p(e”)=a(p(f)NB(p(h)), d'od
p(fb)=p(f)p(e”)p(h)=p(f)p(h).

- Inversement, supposons la condition 1 vérifiée. Soit h = [}, f* €a(F) et f" €F tels
que ["h soit défini. Les relations :
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o) = a1,
b T =p(f)p (1) ew plal/m ™)) = alo(f"[)e(f)
entrafnant
PO )=o) (f)p(f )= p(f")p(f7f),

la condition 3 est aussi remplie. Pour tout [y €F ettout [ € Ftelsquee=a(f )a(f/)

soit défini, on trouve :
ple)=p([F(fyalf )l =p(f1)o(falf)=p(fIp(f,)p(alf)=
=p(a(f))p(a(f)).

COROLLAIRE 1. La classe H(S',p) des atlas faibles complets de S' compatibles

avec p est un sous-groupoide plein saturé par induction de H(S') (th. 2- 4-[2])

COROLLAIRE 2. La sous-classe de H'(S') formée des atlas faibles compatibles avec
p est un sous-groupoide plein saturé par induction de H'(S') (respectivement de H'(S"))
que nous désignerons par H'(S'; p) (respectivement H'(S’', p)) (voir théorémes 1- 4-
[2] et2-4-T21).

En effet, soit F €H'(S',p) et F'< F, ou F' €H'(S); puisque F'.= Fa(F')
est contenu dans @'( F), il résulte de la proposition 1 que F' est compatible avec p.
1l s'ensuit que H'(S’,p) est un sous-groupoide plein saturé par induction de H'(S'),

et par suite de H'(S’) .

COROLLAIRE 3. La sous-classe intersection de If(S') (respectivement de I‘f(S'))
avec H'(S',p) (respectivement avec I:]'(S', p)) est un sous-groupoide saturé par
induction de l/( S') (respectivement de I./( $')), qui contient T(S') et que nous dési-
gnerons par I,( S',p) (respectivement I./(S', p)) (cor. th. 1et2. etth. 7 du S4-l 2]_)-

En effet, un F € 1/( S', p) est une sous- classe inductive faible compatible
telle que la restriction de p a4 F soit compatible avec l'intersection finie puisque, pour

tout f €F ettout f' €F,ona:
p(fnf) =p(fa(f))=p(flp(al(f))=p(fal(f))=p(f)o(a(f),
dlod  p(f'n i) =p([)nnp(]).

COROLLAIRE 4. La sous-classe des complexes de S' qui appartiennent a I(s",p)
est un groupoide local (S',p), dont S est une base, pour la relation F' C F (définition
1-4-121).

PROPOSITION 3. Soient S et S' deux groupoides sous-prélocaux, p un foncteur inductif
de S' vers S et F un atlas complet de S' compatible avec p. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :
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1) F est un atlas propre compatible avec p.

2) F admet pour base une sous-classe B telle que a(B) et B(B) soient com-
patibles et que les restrictions de p a a(B) et S(B) soient compatibles avec l'inter-
section finie.

3) F admet pour base un atlas faible complet F appartenant a H'(S',p).

4) ;(F) et b(F) sont des sous-pseudogroupes propres auxquels la restriction

de p est compatible avec la pseudomultiplication dans S et dans §'.

DEMONSTRATION. Supposons que la condition 2 soit vérifiée. Alors tout élément
ae a(a(F)) est le a-agrégat d'une sous-classe E de o(B); supposons b = aa’
défini, ot @’ est le a’'- agrégat d'une sous-classe E' de a(B); d'aprés la proposition
3-2-T12], ona:

b p(b)
a'a= |J(E'E) et p(a'a)="\J p(E'E);
pour tout e € E et tout e’ € E', e'e est défini et p(e’')p(e)=p(e’e), d'on

p(E'E)=p(E')p(E) et p(a'a) =p{Jb)(P(E)P(E')):
il résulte de la proposition 3- 2-[2] que
pia) L (Fber) e pear="(Poce)

admettentpL(]b)(p(E)p(E' )) pour intersection dans §, c'est-a-dire p(a'a)=p(a’')p(a);
ainsi a(F) est compatible avec p . Il s'ensuit, d'aprés la proposition 2, que la condi-
tion 4 est vérifiée.- Montrons que la condition 2 entraine la condition 3; soit F' € H'(S')
une base de F (cor.. 2, propo. 5-2-[2]) satutée par induction dans F; désignons par
A et A' les sous-classes de a(F') et S(F') formées des éléments induits des élé-
ments de a(B) et [3(B) respectivement. D'aprés la proposition 1, la restriction de p
a4 A et A’ est compatible avec l'intersection finie. La sous-classe F, des éléments
f€E€F" tels que a(f) €A et B(f) €A’ est une sous-classe saturée par induction dans
F', donc un atlas faible complet appartenant 3 H'(S',p). Comme A et A’ sont des

bases de a(F) et B(F), 1'atlas F1 est une base de F .-La proposition en résulte,

les autres implications étant évidentes,

COROLLAIRE 1. La classe A'(S',p) des atlas complets propres compatibles avec p
est un sous-groupoide plein saturé par induction de A(S') et de A(S') (théorémes 4-
4-[2)et5-4-[2]oa A(S') estnoté (A(S’), <<)).

DEMONSTRATION. Si F'< F, o F €A'(S",p), etsi F‘1 €H'(S',p) est une base de
F appartenant 3 H'(S', p) et saturée par induction, I'atlas complet F' admet pour base
la classe F’ des éléments {' € F' majorés par un élément de F, (voir théoréme 4-4-

[ 21); puisque F'| est contenu dans ¢’(F,), F', est un atlas faible complet compa-
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tible avec p, donc F' € A'(S',p).

COROLLAIRE 2. La classe I(S',p) intersection de A'(S',p) avec I1(S') (th.6-4-(2]
et cor.théoréme 4-4-[2]) est un sous-groupoide plein saturé par induction de I(S')

(resp. de I(S')) désigné par 1(S',p) (resp. [(S',p)).

THEOREME 1. Soient S un groupoide sous-prélocal et S’ un groupoide sous-préinductif,
p un foncteur sous-inductif de S’ vers S; l'application p’ qui associe a F €H'(S',p)
la partie sous-inductive faible engendrée par p(F) dans S est un foncteur sous-
inductif de H'(S',p) (respectivement I:I'(S', p)) vers H'(S) (respectivement [:1'(5)).
DEMONSTRATION. Soit H € H'(S',p) ; pour tout b € H, on a :
(p(b) =p(b™") €p(H);

soit b’ € H tel que p(h')p(h) soit défini; la restriction de p a H étant compatible
avec la pseudomultiplication, on a p(bh'h) =p(b")p(h) €p(H). Par suite p(H) est
un sous-groupoide de §, qui est de plus stable pour la pseudomultiplication et p’'(H)
est le sous-pseudogroupe faible qu'il engendre dans §.-Soit F € H'(S', p); pour tout
[ €F ettout ' € F, les éléments p(ft) et p(f) de p(F) admettent p(f"/') pour
pseudoproduit dans S; par suite a(p(F)) et B(p(F)) sont des sous-classes compa-
tibles de § ainsi que les sous-classes inductives faibles qu'elles engendrent dans §S.
Soit /" €F; on a:

U™ = 0" )p ([ )= p(["[f') €p(F),
d'od p(a(F))=p(F)p(F) et p(F)p(a(F))=p(F).
D'aprés le corollaire de la proposition 9-2-[ 2 ], p(F) est une base de p'(F); la
classe p(F)p'(a(F)) est un atlas faible complet admettant p(F)p(a(F))=p(F)
pour base, en vertu de la proposition 4- 3-[ 2] . Donc p(F)p'(a(F))=p'(F) et
p'(F) estun atlas faible complet de §.-Soit G € H'(S',p) avec a(G)=b(F). On a
p(G.F)Cp(G).p(F); soient g €G et f€F tels que a(p(g))=B(p(f)). La res-
triction de p a a (G) étant injective, on a a(g)=B(f), d'on p(g).p(f)=p(g.f)
et p(G).p(F)=p(G.F). Par conséquent les atlas faibles complets p’'(G.F) et
p'(G).p'(F) qui admettent p(G).p( F) pour base sont identiques et p’ est un fonc-
teur.- Soient F, F' et F” trois éléments de H'(S’,p ) tels que F'< F, F" < F; comme
F'C @'(F) et F"C @'(F), on a,pour tout f' € F' et tout " € F",

p(fa(f))=p(f)plal(f)alf"))=plf)al(p(f")),
d'ot p(F'a(F"))=p(F')a(p(F")).
Les atlas faibles complets p'(FNF') et p'(F’')np'( F") admettant p(F')a(p(F"))

pour base sont identiques et p’ est un foncteur sous-inductif de H'(S',p) vers H'(S).-
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Supposons maintenant F'X F; ona p'(F')Cp'(F) et p’'(F')<p'(F) d'aprés ce qui
précede, c'est-a-dire p'(F')< p'(F). Soient H' XH et H" X H, oh H',H" et H

appartiennent 3 H'(S’, p)o .Ona:

H' AH" =Ha(H') a(H") et p'(H'AH")=p(H)p(a(H ))p(a(H")).
Comme
P (H' )ADP (H") =p"(H)p' (a(H' Np'(a(H"))
admet p(H)p(a(H'))p(a(H")) pour base, on a p(H' \H")=p(H')Ab(H"). Ceci

achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. S§i p est un foncteur sous-inductif strict, alors p' est un foncteur
sous-inductif strict de H'(S',p) vers H'(S) (resp. de (¢S, p) vers H'(S)).

DEMONSTRATION. Soit F' < F, ol F et F' appartiennent 3 H'(S',p) etp'(F)=p'(F’).

Pour tout f' € F', il existe une sous-classe A de F et f € F tels que
p(f)
p(f)= L(P(A)=P(/)Cl a(p(A)), ob e=a(p(f)).

D'aprés la proposition 1, la restriction de p a4 ¢'(a(F)) est un isomorphisme sur
p( ' (a(F))); comme a(f')€ ¢ (a(F)), ona:

arf)="aca)ecarr) e pr=1arr)er,
d'ot F' X F. Etant donné que F' est saturé par induction dans F,p(a( F')) est saturé
par induction dans p(a(F)) et p(F')=p(F)p(a(F')) est saturé par induction dans
p(F). Comme p(F') est une base de la partie sous-inductive faible p’( F'), on en
déduit p(F')=p(F). La restriction de p aa(F) eta'a(F')étant une bijection sur
(a(F))et sur(a (F'))respectivement, on a donca(F)=a(F'), F=Fa(F')=F".

COROLLAIRE 2. La restriction de p' a I/(S',p) est un foncteur sous-inductif de
1/( S§',p) vers I/(S), qui applique T(S') dans T(S) (corollaire 3 proposition 2 ).

En effet, pour tout F € I/(S', p) la classe p(F) est compatible dans § et la
sous-classe inductive faible p’'( F) qu'elle engendre appartient & II(S).- Si F estune

paratopologie sur f €S’, alors p(F), et par suite p'(F), admettent p(f) pour plus
grand élément, donc p'(F) € T(S).

THEOREME 2. Soit <S. P, S') une espéce de structures sous-préinductive au-dessus
de S, o S' est un groupoide sous-inductif; soit encore p l'application qui associe a
F €eH'(S',p) la classe p(F); alors <H'(S), p, H' (S, p)) est une espéce de struc-
tures sous-préinductive et p est un étalement de H'( S',p) dans H'(S).

DEMONSTRATION. Soit A une sous-classe de F telle que p(A) admette un p(f)-
agrégat g dans §, oi f € F. Comme p définit un isomorphisme de a(F) sur p(a(F)),

la classe A est majorée par [ et admet un f-agrégat b dans F tel que p(b) = g, d'on
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g €Ep(F) et p(F) €H'(S). La démonstration du théoréme 1 montre que p est un fonc-
teur sous-inductif strict de H'(S',p) vers H'(S), l'axiome (D) dans S n'étant utilisé
que pour passer de p(F) & p'(F).-Soient f€F et f' €F tels que p(f)=p(f);
d'apres la proposition 1, ona a(f)=a(f'), d'ot f= f'; par suite la restriction de p
4 F est un isomorphisme sur p( F).-Soit H eH'(S',p)o tel que p(H)=a(p(F));
soit G la classe des éléments g €S’ tels que p(g) €p(F) et a(g) € a(H). Puisque
la restriction de p & H est une bijection 77 sur p(H) et qu'a tout couple (p(f), a(h)),
ot f€EF,bheH et a(p(f))=p(a(h)), correspond un et un seul g € G, la restriction
de p 4 G est un isomorphisme sur p( F) ainsi que I'application 7 qui associed g €G
I'élément f € F tel que p(f) = p(g). Pour tout e € B(G) et tout e' € S(G) 1'élément
e"=7"Y(m(e)m(e')) est l'intersection de e’ et de e dans [(G); comme e" < e’e,
on a

T(e”)<m(e'e)<m(e)m(e"),
d'od e"=¢e'e€fB(G) et GG=G.G=H;

on en déduit que GH = G est un atlas faible complet tel que a(G) = H. Cet atlas est
déterminé d'une maniére unique par la donnée de H et de p(F), et < H'(S),p, H'(S',p)>
est une espéce de structures sous-préinductive.-Soit K' X p(H), ot H €H'(S',p);
puisque la restriction de p 4 H est un isomorphisme sur p(H), la sous-classe de H
formée des éléments k' tels que p(k) € K' est saturée par induction dans H, donc

K €H'(S',p) et K X H. Ainsi p est un étalement de i{’(S',p) sur H'(S).

COROLLAIRE. La restriction de p a I‘/(.S",p) est un étalement de I./(S’,p) dans
lf(S), qui étale T(S') (resp. S') dans T(S).

En effet, comme I./(S', p ) est saturé par induction dans f{'(S', p), le théoréme
entraine que p étale I‘/(S'. p) dans I./(S).-Pour tout T €T(S'), ona T EI/(S’,p)
et p(T) est une paratopologie sur p(t); soit T* X p(T) une paratopologie sur ¢’ et
F' EI/(S', p) la sous-classe telle que T' = p'(F'). Alors F' est une paratopologie
sur f', si p(f')=1¢'.Puisque §’ est saturé par induction dans T(S'), p étale aussi
§’ dans T(S).

Remarquons que, si §' n'est pas sous-inductif, p’ peut ne pas étaler S’ dans

T(S) . On a toutefois :

THEOREME 3. Soient <S.P, S') une espéce de structures sous-préinductive étalée
au-dessus de S et p' ['application qui associe la classe p(F) a F €eH'(S',p), alors

p' est un étalement de H'(S',p ) (resp. de f{'(S',p)) dans H'(S) (resp. dans I:I'(S)).

DEMCNSTRATION. Soit g le p(f)-agrégat de p(A), oi A est une sous-classe de
F €H'(S',p) eton f € F.. Puisque p est un étalement, il existe f' € F tel que p(f")= g,
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et on a [ = (JA; donc g €p(F) et p(F) est identique & la partie sous-inductive

faible p’( F) engendrée par p( F). Ainsi p'(F) €H'(S). Une démonstration analogue
A celle du théoréme 2 et de son corollaire montre que CH'(S).p' H' (S, p)) est une
espéce de structures sous-préinductive et que p’ est un étalement de [:I'( §',p) dans
H'( S).-Soient H EH'(S',p), et K" €H'(S), tel que K' <p(H).Laclasse ¢'(H)
appartient 4 H'(S’, p)o et est isomorphe & p( P H)); comme on a p( Q' (b)) = Y p(h))
pour tout b € H, on aura aussi p'( 9'(H)) = ¢(p'(H)), et p' est un isomorphisme de

@'(H) sur ¢(p(H)). Il en résulte que la classe K formée des k € ¢'(H) vérifiant
p(k) € K' appartienta H'(S,p) et que I'on a

K=Ha(K)=B(K)H<H et p'(K)=K".

THEOREME 4. Soient S et §' deux groupoides sous-prélocaux et p un foncteur inductif
de S' vers S; alors l'application p qui associea F € A'(S',p) la partie sous-inductive

engendrée par p(F) dans S est un foncteur sous-inductif de A'(S',p) (resp. de
A'(S’,p)) vers A'(S) (resp. vers A'( S).

DEMONSTRATION. Pour tout atlas F € A'(S",p), soit F, €H'(S’,p) la base de F
construite dans la proposition 3. D'aprés le théoréme 1, p'(F,) est un atlas faible
complet de S et la partie sous-inductive p.'—(TTT) est un atlas complet contenant
p(F). Pour tout f €F, il existe une sous-classe A de F, telle que f€ |J A; par
suite p(f) € 9 p(A), et p(Fi) est une base de zTFl—) =;(F).-Soit H eA.'—(S',p)o;
alors H L EH(S",p) et p(Hl) € H'(S) ; la partie sous-inductive engendrée par le
sous-pseudogroupe faible p'(H ) est un sous-pseudogroupe de §.-Soit G € A’ (S',p)
tel que ;(G) = Z(F). La classe G,=G, a( Fl) étant une sous-classe saturée par
induction de G telle que a(G,) soit contenu dans cp'(ﬁ(Fl)), elle appartient a
H'(S',p) et c'est une base de G. Puisque G, F, estune base de G o F et que p est
inductif, on a ml—) = ;(G ® F ). Par ailleurs, ;(G) @F(F) admet p(62 )p(Fi)
pour base. Pour tout f € F, ettout g €G,, I'élément gf est défini; on a:
ple)=p(a(g)p(B([), one=a(g)B(])

d'ou p(gf) =p(g)p(f).1l en résulte p(G,)p(F,) = p(G, F,), etpar suite :

P(GoF)=p(G,F ) =p(G)op(F).
Ainsi p est un foncteur.-Soit F' < F, od F' € A'(S',p); d'aprés le théoréme 4-4-
[ 2], la classe F'| des éléments f' € F’ qui sont majorés par un élément de F, estun

atlas faible complet, saturé par induction dans F'; de plus F' est une base de F' et
F' < F,. Comme

a(F')C ' (a(F ) e B(F\)CQ(B(F)),
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la restriction de p a a (F')) et ,B(F’l) est compatible avec 1'intersection finie. Donc
F', €H'(S',p).-Supposons F" < F, et soit F{ la classe des éléments [” € F" majo-
rés par un élément de F ; l'atlas F'N F” admet pour base la classe F'|a(F'|)=F| NF"
et ;( F')n ;( F") admet p'(F')Nnp'( F'i) pour base. Puisque
P'(F' )Np'(F7)=p"(F NFY)
d'aprés le théoréme 1, on en déduit :
p(F' )N p(F")=p(F,AF}) =p(F' NF"). .
Ceci prouve que -p_ est un foncteur sous-inductif de A'(S',p) vers A'(S).- On montre

de méme que -[-J_ est un foncteur sous-inductif de A'(S’,p) vers A'(S).

COROLLAIRE 1. Si p est inductif strict, ; est un foncteur sous-inductif strict de
A'(S',p) vers A'(S) et un foncteur inductif strict de A'(S',p) vers A'(S), dontla

restriction a A'(S',p)  est un étalement.

DEMONSTRATION. Supposons

F'<F,Fe€A(S,p), F'eA( S, p) et p(F)=p(F');

soient F et F', les bases de F et F' considérées dans le théoréme. La restriction de
p a ' ( a(F’l)) (resp. a 9'( a(Fl))) est un isomorphisme sur p( ¢'( a(F’i))) (resp.

sur p( ¢'(a(F,))));comme P(F')=?9(F) admet p(F,) et p(F')) pour bases, il en
résulte

a(F')=a(F), dod F'=Fa(F')=Fa(F)=F,.
Donc ; est un foncteur sous-inductif strict.- Soit K < ;(H), ot HEA'(S',p), et
K € A'(S); désignons par K' la sous-classe de H formée des k € H tels que p(k) € K.
Comme K est saturé et saturé par induction dans ;(H), la classe K' est saturée,

saturée par induction dans H, c'est-a-dire K’ < H. De plus, K admettant pour base la

classe p(H)a(K), il admet aussi p( K') pour base, et par suite ;(K') = K.

COROLLAIRE 2. Si p est un étalement de S' dans S, alors -p— est un étalement de
A'(S",p)resp.deA’(S',p)) dans A'(S) (resp. dans A'(S)).

DEMONSTRATION. Soient H et H' deux sous-pseudogroupes propres compatibles avec
p tels que p(H)=p(H'), H, €H'(S',p) et H' €H'(S’,p) les bases de H et H'
saturées par induction dans H et H'. D'aprés le théoréme 3, p(H ) est un sous-pseudo-
groupe faible; par suite p(H ) est saturé par induction dans ;(H). Soit H, la sous-
classe de H, formée des b tels que p(h) €p(H'}) et H', la sous-classe de H', formée
des b’ tels que p(h') €p(H,); alors H, et H', sont des sous-groupoides saturés

par induction de H et H' respectivement, et p(H,) = p(H',) est saturé par induction
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dans -p_(H). Pour tout b € H, il existe une sous-classe A’ de H' telle que p(h) € |J p(A’);
p étant un étalement, il existe une sous-classe A de H admettant b pour sous-agrégat
et vérifiant p(A)=p(A’'). Comme A est contenu dans H

»» on en déduit que H, €H'(S*, p ),
est une base de H , et

H', €H'(S',p), une base de H'.-Soit F EA'(S',p) tel que
;( F)=H' etsoit F L €EH'(S',p) une base saturée par induction de F. La classe F,
formée des éléments f € F, tels que a(f) € H', est saturée par induction dans F, et

c'est une base de F; d'aprés le théoréme 3, il existe G € H'(S',p ) pour lequel on a:
p(G)=p(F,) eta(G)=H,.
La partie sous-inductive G engendrée par G est un atlas complet tel que
a(G)=H,=H et p(G)=p(F).
Donc (A'(S),;, A'(S',p)) est une espéce de structures et, d'aprés le corollaire 1 et
la proposition 7.1, ; est un étalement de A'(S’,p) dans A'(S).-Soit K< ZJ-(H); la
classe K, des éléments k € K qui sont majorés par un élément de p(H,) est un atlas
faible complet qui est une base de K saturée par induction dans K, etona K, <p(H,)

D'aprés le théoréme 3, il existe K'< H, avec p(K)=K'. Le sous-pseudogroupe

engendré par K’ dans §' admet H,a(K') pour base; par suite :
K'=Ha(K)=B(K')H<H et 5(K') = K.
Ainsi ; est un étalement de A'(S’',p) vers A'(S).

COROLLAIRE 3. Soit p un étalement; alors la restriction de 27_ al(S',p) étale I(S', p)
dans 1(S). Si de plus S est prélocal, la sous-classe C(S',p) de I(S',p) formée des
F tels que -p_( F) €T(S) est un sous-groupoide saturé par induction de I'(S', p) que ;
étale dans T(S).

En effet, la premiére affirmation résulte du théoréme. Si § est prélocal, T(S)

est un sous-groupoide saturé par induction de I( S ), le corollaire s'en déduit.

REMARQUE. La condition que § soit prélocal est nécessaire dans le corollaire 3 car,

si § est seulement sous-prélocal, T(S) n'est pas contenu dans I(S).

DEFINITION 2. Soient S et S’ deux groupoides sous-préinductifs et p un foncteur sous-

inductif de S' vers S; alors on appellera sous- classe compatible avec p une sous-

classe compatible B de S' telle que la restriction de p a a(B) et B(B) soit compa-
tible avec l'intersection finie.

PROPOSITION 4. Soient S et §' deux groupoides sous-préinductifs et p un foncteur
sous-inductif de S' vers S; si B est une sous-classe de S' compatible avec p, alors

p(B) est compatible dans S et la restriction de p a B est compatible avec l'inter-
section finie.
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DEMONSTRATION. Soient f € B et g € B; puisque B est compatible, on a :
fng=fa(fng)=gl(a(f)a(g)),
d'ot:p(frg)=p(f)(p(alf)p(alg)))=p(fIp(a(g)) et
p(fg)=p(gla(p(f));

il en résulte :

p(fla(p(gl)=p(glal(p(f))=p(f)np(g)=p(fng).
Donc: p( B) est compatible.

PROPOSITION 5. Soit (S, p,S') une espéce de structures sous-préinductive; pour
qu'une sous-classe B de S' soit compatible avec p, il faut et il suffit que a(B) soit

compatible avec p et que p( B) soit compatible.

DEMONSTRATION. Les conditions sont nécessaires d'aprés la proposition 4. Montrons
qu'elles sont suffisantes. Soient [ € B et g € B; les relations
p(falg) =p(fIp(a(g))=p(f)np(g)=p(gla(p(f)=p(galf)
et a(fa(g)) =a(ga(f))
entrainent
fa(g)=ga(f)=[ng et p(fng)=p(f)Np(g).
Puisque fng< B(g)f, on trouve :

p(fng)<p(Blg)f)<p(Blgho(f)=p(fInp(g)=p(frng),
c'est-a-dire p(B(g)f) =p(fng),; de méme p(B(flg) =p([ng), d'on
p(B(g)f)=1p(B(flg) et B(g)f=B(flg=/ng.

Donc B est compatible avec p.

COROLLAIRE 1. Pozz tout F€H'(S', p) tel que p( F) soit compatible, on a F GII(S',p);
si FeEA'(S',p) et p(F)€l(S), alors FeI(S',p).

En effet, la premiére affirmation est évidente. Si F € A'(S’, p) et ;(F) €IS),
il existe une base F, €H'(S',p) de F telle que p(F,) €1,(5); donc F, el (s")
et FEI(S',p).
COROLLAIRE 2. Supposons que S soit sous-prélocal et que les conditions g € p(S'),
e €p(S') et e<a(g) entrainent ge €p(S'). Alors <I/(S),p', I/(S',p)> (resp.

< I./(S), ', I./( S',p )> ) est une espéce de structures sous-préinductive (théoréme 1).

DEMONSTRATION. Soient E 61/(5’,;7)0 et F eI/(S',p) tels que p'(E) =p'(a(F)).
Soit G la classe des éléments g €5’ tels que p(g) €p’(F) et a(g) € E; d'aprés
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la proposition 5, G est alors une sous- classe compatible avec p. Pour tout e € E, il

existe [€F avec p(e)<a(p(f)); il en résulte p(f)p(e) €p(S"); donc il existe
g €G tel que

p(g)=p(fip(e) et a(g)=e,

c'est-a-dire a(G) = E. Pour tout g' € G, les relations

gng =gl(algla(g')) et p(gng')=p(g)np(g)ep'(F)
entrainent gng’' €G. Si A est une sous-classe de G admettant un g-agrégat a, on
trouve :

p(g)
p(a)= pr(A)ep'(F) et a(a) €E,

d'ot a €G et G € I/(S" p). De plus, pour tout k € p'( F), il existe une sous-classe
E' de E telle que a(k) € |J p(E'), soit M la sous-classe de G formée des m tels

que p(m)< k et a(m) € E'; puisque
p(a(M)) =p(E'") et p(M)<k,

on a ke |Jp(M), de sorte que p(G) est une base de p'(F). Ainsi G EI/(S',p),

a(G)=E et p'(G) =p'(F).Le corollaire se déduit alors du corollaire du théoréme 1.

DEFINITION 3. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs, p un foncteur induc-
tif de S' vers S; on dit que S' est complet relativement & p si la restriction de p a
U B est une bijection sur |J p(B), pour toute sous-classe B de §' compatible avec

p. On dira qu'une espéce de structures sous-préinductive <S, p.,S’ > telle que S' soit

complet relativement & p est compléte.

Il résulte de cette définition que si p(B) admet un agrégat dans S, alors B

admet un agrégat dans S’; en particulier, si § est préinductif et §' sous-inductif,
alors §' est inductif.

PROPOSITION 6. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs et p un foncteur

inductif strict de §' dans S. Si, pour tout complexe C €(S',p) (corol. 4, prop. 2),la

restriction de p a |J C est une bijection sur |J p(C), alors S' est complet relati-
vement a p. - B

En effet, soit B une sous-classe de §’' qui soit compatible avec p; alors le
complexe C obtenu en saturant par induction B est compatible avec p d'aprés la
proposition 1, et on a

QB= gC, Up(B)= gp(C);

comme p applique biunivoquement |J C sur |J p(C), p applique aussi biunivoquement

U B sur |Jp(B) et §' est complet relativement a p.
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COROLLAIRE. Si § ‘est préinductif et S' inductif et si | C est défini dans S'pour
toute sous-classe compléte C telle que |J p(E) soit défini, alors S' est complet
relativement a p.

En effet, soit C un complexe de §' et C la sous-classe compléte qu'il engendre,
Si f= |Jp(C), puisque p( C) est base de p(E), la classe p(E) admet aussi f pour
agrégat. Comme C est une sous-classe qui est compatible avec p d'aprés la propo-
sition 5, 7= U C est défini. C étant contenu dans C, il est majoré par }'—, et par suite

admet un agrégat dans le groupoide inductif §’.

PROPOSITION 7. Soient S,S' et S" des groupoides sous-préinductifs, p et p' des
foncteurs inductifs stricts de S' vers S et de S" vers S' respectivement. Si S' est

complet relativement & p et S" complet relativement & p', alors §" est complet rela-
tivement a pp'.

PROPOSITION 8. Soit S, p,S' ) une espéce de structures sous-préinductive telle que
p(S') soit un sous-groupoide saturé de S, si { Syt S;> est une espéce de structures
sous-préinductive compléte, < S,p, S’ > est compleéte.

En effet, soit C 6(5’,1)) et fe€ |Jp(C); puisque a(C) est un complexe et
que a(f)€e |Jpl(a(C)), il existe un et ;n seul e € |J a(C) tel que p(e)=a(f);
Comme p(S'j est saturé dans S et que (S,p,S') est une espéce de structures, il

existe f' €5’ tel que p(f')=/f et a(f )= e. La classe C admet f'pour sous-agrégat.

THEOREME 5. Soit S un groupoide sous-préinductif; soit 6 l'application de T(S)
dans S qui applique la paratopologie T sur son plus grand élément t. Alors <S, 6,1T(S)>

(th.7- 4-[2]) est une espéce de structures sous-préinductive compléte.

DEMONSTRATION. Si T est une paratopologie, nous désignons par ¢ son plus grand

élément. Soit (T)), ¢] €st une classe de paratopologies majorée par T € T(S). On a
O(TJ0O(T,)=0(T;nT;) sii,jel

Si (T;);¢; admetun T-agrégat T', etsiona t,<m<t pour tout i €1, la paratopo-
logie T'a(m) majore T, d'ou

t
T'<T'a(m) et t' = {J ¢t,.
ie]
Donc O est un foncteur inductif.-La relation T' X T entrafnant que T’ est saturé par

induction dans T,ona T'=T si O(T')=6(T).-Soient f€S et T, une paratopo-

logie sur a(f); laclasse fT  estl'unique paratopologie sur f telle que a(fT )=T,.

Par suite (S, e, 'i‘(S)) est une espéce de structures sous- préinductive sur § .-

Soit C une sous-classe compatible de T(S) telle qu'il existe t' = L/) 6(T); la sous-
€

TeC
classe inductive faible T’ engendrée dans ¢(f) par la classe réunion C' des sous-
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classes T € C est une paratopologie sur ¢’ dont C’ est une base. Soit T € C; pour

tout T1€C, on a
TﬂTl=Ta(T1) T,

soient g € T et g' € T'; puisque g' est le f- agrégat d'une sous-classe A de C’, on

obtient
g'a(g) =ga(g')= L/) ga(A) €T,
de sorte que T' est un majorant de C dans f.r(S). Pour tout majorant M de C, T'
est contenu dans M, par ailleurs, soit m € M, la relation
mo(g')= L/Jma,(A) eT'
entraine Ma(T')= T'; il en résulte que M majore T', d'od T' € |J C.
COROLLAIRE. Soit (S, b, S') une espéce de structures sous-inductive au-dessus de

S; alors p se décompose canoniquement sous la forme p = 6T, oa T désigne I'étale-

ment canonique de S' dans T(S ) (corollaire du théoréme 2 ).

THEOREME 6. Soit S un groupoide sous-(})re’?inductif et § la sous-classe du groupoide

produit S X S formée des couples (f', f) tels que [’ < f. Muni de la relation
(f'.f)<(g', g) si, et seulement si, f =g et f'<g" ou (f,f)=(0,0),

X est un groupoide (prélinductif. Soit S* le groupoide S auquel on a ajouté un élément

0*< 0; alors S* est un groupoide quotient inductif de §.le foncteur projection cano-
nique T étant défini par :
T )= si[¥0 et m(0,0)) =0%.
De plus 7 est un étalement de la classe préinductive § dans S*,
DEMONSTRATION. L'intersection de (f',f) et de (g’',g) est (0,0) si f$¢g et
('ng'.f) si [=g. Tout élément de § est contenu dans un élément maximal. Suppo-
sons g'.f' défini, o g' €5 et [ €S5; comme
(g.g)(f.f)=(g.f.g.f")
a g'.f" pour image par 7, $* est un groupoide quotient de § d'aprés la proposition
-1
12-2-1{1].-Si (f',f) et ({',[,) sont deux éléments de 77 (['), ces éléments ne sont
: -1
pas comparables dans §. Si ', <[’ dans §, pour tout (', g) €7(f'), ona
(fi,g)eg et (f,g)<(f, g).

Il en résulte,d'aprés le théoréme 1-1, que § admet $* pour groupoide quotient inductif;
de plus 77 est un étalement de la classe préinductive § dans S§*. Mais (S*,7T,;S:)

peut ne pas étre une espéce de structures.
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COROLLAIRE 1. Si § est sous-inductif, toute sous-classe de § compatible avec T
admet un agrégat dans §.

En effet, pour qu'une sous-classe B de § soit une classe compatible avec 77,
il faut et il suffit que B soit majorée par (b',b) €§. La classe B admettant un b-
agrégat b dans S, on a: UB= (b, b) dans S.
COROLLAIRE 2. Soit < S, p.S' ) une espéce de structures sous-préinductive (‘ﬁresque/)\
au-dessus de S; alors <§, PAD, ;S:'> , ou p ANp est une restriction de p X p, est
une espéce de structures préinductive (}')resque? au-dessus de §. Si §' est sous-inductif
et p inductif, ' est complet relativement a p Np. Si p est un étalement de S' dans

S (et si S’ est complet relativement & p9, p Np est un étalement de S dans ;S (et
' est complet relativement a p A 7.
DEMONSTRATION. La premiére affirmation est évidente. Soit p un étalement; pour
tout (b',h)<pXp(f,f) ona b=p(f) et b'’<p(f); par suite il existe [’ <[
tel que p(f'|)=h' et

(b Xp)LLfD=(h,p(f))=(h",b).
Ainsi p A p est un étalement.-Soit C une sous-classe de §' qui soit compatible avec

p A p etdontl'image par p A p admette un agrégat; soient (f}, f.) €C et (/;, /].) €C;
comme p(fi) = p(fj) et

(BB, 01 )= b NB(( [ [N 1)

on trouve

fi=1; et p(LIODL) = (i),
Si §’ est sous-inductif, la classe B-des f; tels que (f}, f;) € C admet un f - agrégat
b', d'ott (&', f,)= | C.Si p estun étalement et si S’ est complet relativement & p,
la classe B est une sous-classe qui est compatible avec p et dont la projection admet
un p(f;)-agrégat a, de sorte qu'il existe a’' € §' tel que
p(a’')=a et a' = /Li) B;

donc ;' est complet relativement 4 p A P.

PROPOSITION 9. Soit S un groupoide local, S’ un groupoide sous-préinductif et p un
foncteur sous-inductif de S' vers S. La classe C(S',p) des complexes C €(S',p)
tels qu'il existe |J p(C) dans S est un sous-groupoide saturé par induction de (S', p),

complet relativement au foncteur inductif K qui associe |Jp(C) a C.
DEMONSTRATION. Soit C € C(S§',p). Si C'.C est défini, o C' € C(S',p), on a

K(C').k(C)=Up(C). Up(C)=Up(C).p(C)= | p(C.C),
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d'ot C'.CeC(S',p) et K(C').K(C)=K(C".C). Soit C,€C(S",p) tel que
C,CC. La classe p(C ) étant majorée par x(C) admet un agrégat et par suite

C1 €C(S',p). Soit CQCC, ou C, eC(S',p);ona Clr'\C2 =C1a(C2), donc
K(ClﬁCz)’—‘K(Cl)a(K(CZ))=K(Cl)ﬁK(Cz)-
Ainsi Kk est un foncteur sous-inductif. Soit (Ci)isl une sous-classe de C(S',p)
qui est compatible avec Kk et telle que a = | K(Cz.) soit défini; d'aprés la propo-
i€]
sition 1, pour tout ¢ € C, et tout ¢’ st, ol i,j €], on a
K(c*)NK(c'?)=K(c>nc'?),

c'est-a-dire p(c)np(c')=p(cnNc'); la classe des éléments ¢ € Ci' ol 7 €1, étant
compatible; elle engendre un complexe C tel que x(C)=a. On a C :iyl Ci’ de
sorte que C(S', p) est complet relativement 3 « .
REMARQUE. Si de plus <S,4p, S'> est une espéce de structures sous-préinductive,
alors (S, «, E(S',P)) est une espéce de structures. Mais en général, K n'est pas
inductif strict; en effet, supposons p inductif et soient [ et g deux éléments de §
admettant un sous-agrégat b; le complexe F engendré par f et g appartient a E(S', p)
etona K(F)=p(h)=xr(h>).

THEOREME 7. (Théoréme de complétion). Soit (S,p, S') une espéce de structures
locale au-dessus de S; soit (?’,p) la sous-classe de C(S',p) formée des sous-
classes complétes (corollaire 3 du théoréme 4); alors < S, 9;, (E’, P )> est une espéce
de structures locale compléte, qui est un élargissement inductif de {s, p,S') déter-
miné a une équivalence prés par la condition ( A ) suivante :

(A ) Pour toute espéce de structures locale compléte <S, q,3 '> telle que S’
soit une base de X' et que la restriction de q a S' soit p, il existe une et une seule
application covariante inductive < IdS, o, > de < S, Q-p—, (t?_' ,b) > sur < $,q,%" )

telle que la restriction de O a S| soit I'identité et que qU, soit une restriction de @;:

DEMONSTRATION. Un élément de (E',p) est une sous-classe compléte C de S’
compatible avec p et telle que 27-( C)eT(S), c'est-a-dire que 9;(C) = | p(C)
soit défini. Le groupoide (E',p) est saturé par induction dans I.(S',p), car § est
inductif. On peut se ramener au cas o p est un étalement en appliquant, si besoin
est, la décomposition canonique du corollaire du théoréme 5, puisque (:“_', p)= (?’, T)
et que T(T(S)) est complet relativement & sa projection canonique sur T(S), et par
suite relativement & 60" .- Hl résulte du corollaire 3 du théoréme 4 que la restriction
de ; a (E—', p) est un étalement dans T(S) et que <T(S),;, (E’,p)) est une
espéce de structures locale; aussi (s, 9;,(?’, p)> est-elle une espéce de structures

locale. Comme §' est une base de (S', p) saturée par induction et que p est la res-
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triction de 9; a S, ona: <S,p,S’> € (s, 9;,(5'.13)) .-Soit A une sous-classe
de §' compatible relativement 3 ; telle que |J (9;(14 )) soit défini, D'aprés la propo-
sition 1, la classe des minorants dans (s, p) des éléments de A est compatible, de

sorte que, si c €C, c' €C',C€A et C' €A,on a
p(c>)Np(c'>) = p(c>nc’>);

c'est-j-dire la classe des éléments ¢ € C, C € A est compatible dans S’. Donc elle

engendre une sous-classe compléte A telle que
Op(A)=0p(A) et A= |J A dans (S',p).

Par conséquent < s, 0 ;,(E',p) > est une espéce de structures compléte .-Soit
<S, q,E') une espéce de structures locale compléte au-dessus de S telle que S’
soit une base de X'. Pour tout C 6(?’,17), la classe des éléments ¢ € C est une
classe compatible dans §' et |J p(C) existe; il en résulte que C est compléte rela-
tivement & ¢; par suite elle admet un agrégat [" dans ' tel que ¢(I") = Joe(C).

Soit o l'application C-1I" de (E’,p) dans X '. Pour tout [ €3', la sous-classe
compléte engendrée dans S’ par les éléments feS§’, f< [, est appliquée par o sur
[". Soient C 6(?’,[)) et C' 6(3.', p) tels que ;( C')= Z_(C); puisque C'e C admet

C'.C pour base et que ' est local, on a
o(C'eC)=0(C").0(C).

Ceci montre que O est un foncteur, dont la restriction &4 §' est l'identité; de plus o
est un étalement de la classe locale (S’ p) sur 3'. Autrement dit, < Ids, ao> vérifie
la condition (A), en désignant par 0, la restriction de o a E'o.- Inversement soit
<S, Py S'1> une espéce de structures locale compléte vérifiant la condition (A) rela-
tivement & une application covariante 4 ldg, O'o'> ; celle-ci détermine un unique foncteur
inductif o' de $', sur (:ST', p) se réduisant 3 l'identité sur §’ et admettant O’o' pour
restriction a (S')), (prop.11-1). Soit [ €S§'/; on a f :SU F, oo F est une sous-
classe de §'. Par hypothése o '( ) est une sous-classe co}hpléte contenant F et on a
o'(f')= Y o'(F) , de sorte que o'( f') est la sous-classe compléte engendrée par
F dans §' et, d'aprés ce qui précéde, o (o '(f')) = . De méme o'c = Id, donc o'
est une équivalence.- Remarquons que la condition (A) entraine que S§' est saturé par

induction dans 3'.

COROLLAIRE. X' est un groupoide quotient inductif de (s, p).

Démonstration analogue & celle du corollaire du théoréme 2-5-[2].

DEFINITION 4. Avec les notations du théoréme 7, l'espéce de structures < S, 9;,(5:;;)}

est appelée la complétion de (s, b, S ) ou la complétion de S’ relativement & p.
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THEOREME 8. (Théoréme d'élargissement complet). Soit ($,p,5") une espéce de
structures locale au-dessus de S et soit (S,p,,8") I'élargissement maximal ( thé.
2-2-11-[11) de (S,p,(S".p)). La complétion de I'espéce de structures locale
(s, by S'1> est un élargissement inductif (s, 91;1, (s, v,) Y de (s, p.S') . Une
structure s de cet élargissement s'identifie a un atlas faible complet F saturé par
induction tel que s = U B(F) et que a(F) soit une composante inductive faible de
s’.

Ce théoréme résulte des théorémes 7, 4.2 et du corollaire 2 de la proposition 5.

L'atlas F est la classe des couples (f,s) €S X S/ tels que

a(f)=p(s) et B(f,s)S$'<s.
DEFINITION 5. Avec les notations du théoréme 8, l'espéce de structures compléte

< S, 91;1, (:Y—' . by) > est appelée élargissement complet de < S,p,S§' > .

THEOREME 9. (Transitivité verticale), Soit <S, P, S'> et <S', P, S"> deux espéces
de structures locales on <S',p’, S" ) est une espéce de superstructures locale au-
dessus de <S,p, S') ; soient ((3‘_', b), q',(E", p")) et <S, q,(E’,p)> les complé-
tions de {(S', p).p',S") et de (S, p,S' Y . Alors la complétion de (s, pp', S" >
est identique a (s, qq9’, (s", p") ).

DEMONSTRATION. Soit C”" G(E",p"); la classe p'(C") admettant un agrégat C’
dans (S', p ), elle engendre la sous-classe compléte C' etona |J pp'(C")=1{J 9 (C’),
d'ou C" € (3'-", pp').-Inversement, soit C” € (3'_”, pp' ), pour tout ¢ € C" et tout ¢’ € C”,

les relations
pp'(CﬁC') = Ppr(c)npp'(cl)lpl(cnén) <pl(c)r‘p'(cl)

et p(p'(cnc')<p(p'(c)np(c))<pp'(c)npp'(c’)
entrafnent p(p'(c)np'(c')) =pp'(c)Opp'(c’)=pp'(cnc'),
d'on p'(C") €(§',p) . Comme p est inductif strict, il en résulte p'(c)np'(c’)=p'(c nc’),
de sorte que C” est aussi compatible avec p'; par suite C” €(§", p” ). Ceci montre
que (S",p") =(S", pp’).
COROLLAIRE. §i < S-'l, ;’1, E'x’> et < S, -p-l, ?’1> sont les élargissements complets de
(E’ , b, S"> et < S,p, S > , alors I'élargissement complet de < S,pp', S” > est équi-
valent a I'espéce de structures compléte (s, ;'-1;1, E;’) .

Ce corollaire résulte du théoréme 3- 2-III-[ 1] et admet des corollaires analogues.

Si F est un atlas faible complet d'un groupoide sous-préinductif §’, soit F le

sous-groupoide de §' X | X [, ou I est une classe, engendré par la classe (F,(2,1)),

ot 2 €] etl €] (cor. 2 prop. 3-3-[2]).
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PROPOSITION 10. Soient S et §' deux groupoides sous-préinductifs, F un atlas faible
complet de S' et q un foncteur inductif de a( F) vers S; si ; est une application de

F dans S telle que I'on ait, pour tout { € F et tout f' € F
(eI a(f) = a(ff), si [f est défini,

alors il existe un foncteur inductif q' de § vers S prolongeant ;X Id X 1d et dont la

restriction a (b(F),(2,2)) est un foncteur inductif. De plus (F,(2,1)) est compa-
tible avec q'.

DEMONSTRATION. Pour tout f € F, on a
a(a(f)=(q(/)q(f)=alq(]).
Soit e €a(F), e< a(f); larelation [™I(fe) = e entraine
(q(1)7Yq(fe) = q(e), d'ob q(f)q(e)=B(q(f)q(fe)=q(fe),

puisque g(fe)< q(f).-Soit h €a(F). Soit f.h défini; de I'égalité f(f.h)= b,
on déduit :

(q(f N q(f.h)=q(h) et B(q(fNa(f.h)=a({)q(h);
comme - a(g(f.h)=q(a(h) et alq(f)=q(a(f)=LB(q(h)),
il en résulte g(f.h) =q(f).q(b). Par ailleurs si B(h)a([) est défini, on a

a(fh)=a([B(h)).q(a(f)b)=a([)q(h),

d'aprés ce qui précéde. Soient f’, f, et f' des éléments de F tels que [’ 1= 11 !

ou encore f'f'lfl =fya(f);ona:

(D =q(f)a(f ) =9 ) (a1 alf)=7q(f) alq(f);

par suite al(f)(a(INBCa(f ) =a(f)alf )™
de méme : q(1') ([ D BCa(f N =q(f) (N,
donc : ) (a(f )™ =q(f)(a(fN™.

-1l s'ensuit qu'on définit une application g’ de ¥ dans S en posant :
a(g)  si(j.i)=(2,1),
q(g) si(7,i)=(1,1),
g'(g.(7.i)= | (a(g1)™ si(j,i)=(1,2),
G (T s (i) =(2,2) et
g=[[" o [€F, [ €F.
Soient (g',(k,7)) €F et (g,(j, i) € . La définition de ¢’ entraine

q' (g . (k,jq'(g.(j.i))=q'(g'g.(k,i))
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si(j,i)¥(2,2). Supposons (j,i)=(2,2), il existe [ € F et [* € F tels que g=/"{7*;
sik=1,ona g €F" et:
g (g ™1, 2) = (g™ g™ N = (q(a(f ) (g7 )
=q'(g,(1,2)4'(g.(2,2));
si k=2, c'esta-dire si g’ = {71 €b(F), on trouve g'g = (g'f')f, d'on
9'(g'8.(2,2)=q(g )N =q(f)a(f ) a(f)a(f)™
=q'(g',(2,2)q'(8,(2,2)).
Donc g’ est un foncteur sous-inductif, ainsi que sa restriction a (b( F),(2,2)) .- Soit

(A,(2,2)) une sous-classe de [B3(F) admettant un sous-agrégat c € (B(F),(2,2)).

Il existe f€F tel que ¢ =(8(f),(2,2)). La classe Af étant majorée par f, on a

f= Lﬂ Al f ="U’?(Af)<}z‘(/),

— (e) (e) — 4
al(q(fN=qla(f) =" aa(Af)="U a(q(Af) =a(f ),

o1l e = a(f), ce qui a pour conséquence

— - q(f) _
an=1 =" qca 220970

et par suite :
- "(c)
B(ai=a(c)="UB(a(A)(2,2).

D'aprés la proposition 4-1, g’ est donc un foncteur-inductif et, en vertu de la propo-
sition 2, (F,(2, 1)) est compatible avec q'.

COROLLAIRE 1. Si F €H(S) et si la restriction de q & a(a(F)) est une bijection
sur une sous-classe inductive faible 1—'0 de S, alors la restriction de q' & (B(F),(2,2))

est une injection et :]-(F) est un atlas faible complet tel que a(_q—(F)) =gq(a(F)).

DEMONSTRATION. Nous désignerons par §' le foncteur g- g'(g,(2,2)) de b(F)
vers S.-Soient f€F et e € 3(F) tels que ¢'(B(f)) =q'(e); on a
g'(ef,(2,1)=q(e)g(f)=a (B(fNa(]),

d'ot a(q'(ef,(2,1)=q(al(ef)=alq(f)=q(a(])),

ce qui entralne a(f)=a(ef) et e = B(f).-Soit E' une sous-classe de G'(B(F)
majorée par é' € §'( S(F)); il existe une sous-classe E' de B(F) et e € B(F) tels
que E'=4'(E'), é" = 4'(e) et E'<e, car F est propre et que la restriction de §'
a B(F) est une bijection compatible avec l'intersection finie. Soit e = B(f), ou
[ € F, et supposons que E’ admette un &' - agrégat b dans S. La classe l:";]-(/) admet

b;(f) = g pour §'(f)-agrégateton a

q(f) — (g)
atg)=alW e =" acacrryer,.
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Par suite il existe a € a( F) tel que g(a) = a(g), comme fa € F, on a :
q(fa)=1q(f)a(g)=g, dot B(q(fa))=4(B(fa))="b
et b€g'(B(F)). Donc §'(B(F)) est une sous-classe inductive faible.-Soit § le
sous-pseudogroupe faible de § X (I X I) engendré par (;(F), (2,1)); d'aprés ce qui
précede, QO est formé de (Fo,(l,l)) et de (q'(B(F)),(2,2)). L'application
(g.(7,i))»(q'(g), (7, 1))

de F dans § est un foncteur inductif, qui étale ¥ dans G; il résulte du théoréme 3

que (;( F),(2,1)) estun atlas faible complet de § tel que
a((g(F),(2,1) = (q(a(F)),(1,1)).
Par conséquent ;(F) est un atlas faible complet de § et a(;(F)) =gq(a(F)).

COROLLAIRE 2. Si S est un groupoide local complet et si q est un foncteur inductif
de a(F) vers S prolongeant q, le foncteur q' construit dans la proposition peut étre
prolongé en un foncteur inductif q', de % vers S, dont la restriction & (a(F),(1,1))

soit q, X Id X Id, en désignant par T le sous-pseudogroupe de S X 1 X | engendré par

F.

DEMONSTRATION. -3—: est la classe réunion de (F, (2,1)), (F'l, (1,2)), (;(F),(l, 1))
et (b(F),(2,2)). Soit (b,(j,i)) €TF et soit (A,(j,i)) la classe des (/,(j, i) €F
tels que f< h; la classe A admet b pour sous-agrégat; la classe -q_(A) étant compa-

tible dans §, elle admet un agrégat a; nous poserons ¢',(b,(j,i)) =a, ona:

a(a)= Y a(q(A)=q,(UalA)=q,(a(h)).

Si A’ est une sous-classe de A admettant b pour sous-agrégat, la classe g(A') est

h
majorée par a; comme a( |J A') = a(h), ona:
a(a)=gq,(a(b)= U q(a(A))=a(|q(A"),
b -
d'ou ¢" (U (A", (j,i))=q,(h,(j,i)), oa bh=(h,(j,i)).-Soient (b (ki) €F et
é:(B,(le,j)) la classe des (b,(k,7)) €F tels que 6< b'. La classe B admet b’

pour sous-agrégat et l;'l;:(b'b, (k,i)) €F est un sous-agrégat de é ;& oil A =(A,(7,1))
Par suite

g, (b'h)= U q(B.A)= Uq(B)g(A)=(U a(BI(U q(A)=a,(h')a\(h).
Donc ¢’| est un foncteur inductif de F vers § prolongeant q’.

COROLLAIRE 3. Soit F €H(S) et G un atlas complet de S contenant ;(F), tel que

g(a(F)) = -a—(G) et que la restriction de q a a(;(F)) soit une injection sur une
sous-classe inductive faible, base de a(G). Si B(G)= ﬁ(;(F)) (resp, si S est

sous-prélocal et si B(G) et ,B(;(F)) admettent un méme sous-agrégat), alors ;( F)
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est une base de G et §'(b( F))une base de Z—(G) .

DEMONSTRATION. :]_(F) est un atlas faible complet tel que a(;(F)) =gqg(a(F)),

d'apres le corollaire 2; soit F' l'atlas complet qu'il engendre dans §.On a:
a(F')=g(a(F))=a(G);
de plus B(F')GCF'(F'™G) CF'a(G)=F'C B(F')G,

d'or F' = B(F')G.-Supposons SB(G) = ,6(:]—(F)) = B(F'); soient g €G et f' € F'

tels que ga(f') soit défini. La relation

ga(f)=pB(ga(f)(ga([)) € B(F')GCF'

entraine F' = Ga(F’),; par suite F' < G et F' = G.-De plus, —b_(G) = -I;-(F') admet
b(;(Fl)) pour base, ou F, est une base de F appartenant 2 H(S'). Comme g est
une bijection de a(a(F)) sur une base de a(G), si b= q(f})q(f,)™" est défini, on
fi€F, et [  €F ,ona

h=4'(f[1') €§'(b(F)).
Il en résulte que §'(b(F)) est une base de .;(G).-Supposons § sous-prélocal et
[_c) B(G)= LCJ ,8(:1—(13)). Soit g € G, en appliquant I'axiome D, on obtient

c —_—

Blg)= U B(a(F)B(g).

Si B(q(f))g est défini, ot f € F, ona B(q(f))g € B(F')G = F'; par conséquent
B(g) €B(q(F)) et B(G)=B(q(F)).

On est ainsi ramené au cas précédent, ce qui achéve la démonstration,

DEFINITION 6. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs, F et G deux atlas
complets de S’ et S respectivement et q un foncteur inductif de a(F) vers a( G); on

dit que G est associé & F si l'on s'est donné une application ; de F sur une base
de G telle que, si { €F, [' € F et si [~ est défini, on ait :

(g™ q(f)=a(ff).

THEOREME 10. Soit §' un groupoide sous-préinductif et S un élargissement inductif
de S' qui soit aussi un élargissement de S'; soit q un foncteur inductif de S' vers un
groupoide so¥s-préinductif S dont la restriction a S, soit une bijection sur Soi alors

il existe un élargissement inductif Sdes qui est un groupoide quotient inductif de KX

relativement a un foncteur inductif q dont la restriction a S' est q.

DEMONSTRATION. Soit «' un foncteur inductif pour lequel S’ est une extension ines-
sentielle de §' (proposition 4-2-III-[ 1]) et posons p = g«'. D'aprés la proposition
8-1-TI-[ 1] et le corollaire de la proposition 4-2-1II-[ 1], I'image canonique de S’

dans p’;(S) est un élargissement de S (lequel est identifié a qz(S)) et g se prolonge
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en un foncteur g de S’ vers S tel que g soit une bijection. On a

q(k)=(p(k), B(k),a(k)).
De plus S estun groupoide sous-préinductif pour la relation d'ordre induite sur s par

la classe ordonnée produit E; x E; X §. Comme §' est saturé par induction dans S'

la classe § est saturée par induction dans E, de sorte que l'on a § €s. ;1. est évidem-

ment inductif.- Soit k < k’ dans S' et k" €S’ tel que g(k') = q(k"), i.e

p(k')=p(k"), a(k')=a(k") et B(k')=B(k").

Posons k1 =k"a(k'); ona:

k=ka(k),p(k)=p(k)q(a(k)
et P ky)=p(k")q(a(k'))=p(k)g(al(k'))=p(k).

Donc les conditions du théoréme 1.1 sont vérifiées et S est un groupoide quotient induc-
tif de S'.

THEOREME 11. Soient S et §' deux groupoides locaux. Soit q un foncteur inductif de

§' vers § dont la restriction a S soit une bijection sur S_. Si §' estun élargisse-

élargissement inductif S de S, défini a@ un isomor-
-~
phisme prés, qui soit un groupoide quotient inductif de S' relativement

inductif q prolongeant q et dont la restriction & S'. soit une bijection.

ment inductif de S',il existe un

a un foncteur

DEMONSTRATION. Il existe un élargissement S de $',base de S'.D'apres la prop.

3.2, ceS' estun groupoide local; on peut lui appliquer le théoréme 10, dont nous

reprenons les notations. D'aprés le corollaire de la proposition 2.1, k' se prolonge en

un foncteur inductif k' de S’ sur §'. Soit § I'image canonique de S' dans ;’:(S), ou

.[;= q;' . L'application g :
ko (pk) B(k) a(h), ot k es’,

defmlt un foncteur mducnf g de S' sur S prolongeant g . Puisque S est une base de

S', pour tout k' ES' il existe AC S’ tel que k' = {J A, de sorte que I'on trouve :

2(k')= U q(A), ot q(A)CS;

~ ~

ainsi S est une base de § et S €S. On voit comme dans la démonstration du théoréme
10 que g définit S comme groupoide quotient inductif de §’.-Soit §

~ ~

, un autre élargis-
sement inductif de § et q1 un foncteur inductif de §' sur §,

vérifiant les conditions
de l'énoncé. Soit k eS' et k' €5 tels que q (k)= ql(k ). On a:
a(k)=a(k') et B(k)=B(k'),

car la restriction de é" a S, est bijective. Par suite, il existe b €S tel que
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K'(k)=K'(k').b et g(h) €S
11 en résulte :
p(k)=p(k').q(h)=p(k),
d'on g(k)=gq(k'). Il s'ensuit que l'application gl(k) - g(k) définit une équiva-
lence de S, sur §.
COROLLAIRE. Si §' est un sous-pseudogroupe d'un groupoide local S", il existe un
élargissement inductif canonique S de S vérifiant la condition : si F est un atlas

complet de S" tel que a(F)XS' et qu'il existe |J B(F), alors il existe un atlas

complet de S associé a F par une application prolongeant q.

DEMONSTRATION. Soit §' I'élargissement complet de S’ au-dessus de S§”, qui est
(th. 8) la complétion au-dessus de §” du groupoide quotient de E*(S), ot a désigne la

restriction de a & .S?, par la relation d'équivalence p:

(k,m',m),\,(k ,ml,ml) si, et seulement si, il existe g €Sy et g' €5
tels que m, =m.g, m' | =m'.g" et k .g=g' k'
Soit j la projection canonique
(k,m', m)modp - m k.m™t

~

de E‘ vers §”. Soit F la classe des éléments
f=(a(f),f a(f))modpos [ €F.

Si f€F,f €F et B(f)=B(f),ona ft [ es, don ,8(;) = ﬁ(;’). L'application
f- /7 est une bijection de F sur I; et ;' est un atlas complet de E' tel que ;(;'): a(F).
Comme la restriction de j a ,B(I;) est une bijection sur S( F) et qu'il existe U B(F),
il existe aussi |J ,23(;') = ¢ dans l'élargissement complet E', de sorte que I; est
I'atlas qui détermine la structure e (corollaire th. 9). Soit E l"largissement inductif
de S construit dans le theoreme 11, et g le foncteur de S' vers § prolongeant g.
D'aprés le théoreme 4, g( F) est base d'un atlas complet G de S et, en vertu fie la
proposition 2 et de la définition 6, G est associé a I':“ par la rsstriction de 7 a I; Il

en résulte que G est aussi associé 2 F par l'application f> (/).

REMARQUE. Un atlas complet F peut étre considéré comme une structure sur B(F).

Le corollaire du theoreme 11 permet ainsi d'associer 3 la classe S' la classe des atlas

~

complets G = q(F) ou F désigne un des atlas déterminant une unité de §’, ou, ce

qui revient au méme, une classe de structures sur B(G); elle peut étre appelée la

classe de structures associée a S‘o .
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APPENDICE
«Guide des catégories ordonnées»

par Charles Ebresmann

Les catégories ordonnées et les espéces de structures ordonnées entrent comme
cas particulier dans la théorie générale des catégories structurées et des espéces de
structures structurées exposée dans [ 5],[7] et [ 10 a]. Plusieurs de nos travaux étant
consacrés partiellement ([ 1],[3]1,[51,061,[7]1,[12]) ou entiérement ([2],[ 41,
[8] et[9]) a I'étude des catégories ordonnées, il pourrait étre utile de guider le coura-
geux lecteur 3 travers ces quelque 700 pages. Nous allons donc donner : un bref som-
maire de chacun de ces travaux; un index des notions et des problémesqu'ils abordent
(avec les changements de terminologie que nous avons été conduits a faire); enfin quel-
ques remarques. L'article «Espéces de structures sous-inductives» précédant cet Appen-
dice sera désigné par ESS.

l. Sommaire.

Les articles précédemment cités peuvent étre groupés en trois classes :

1) Premiers articles sur les groupoides et catégories inductives, antérieurs a la notion
de catégorie structurée générale :

a) [ 3] est I'article le plus ancien (1957) et les mémoires [ 2],[ 4] et [ ESS] en
sont des développements ou des généralisations. Il contient la définition des groupoides
inductifs et des espéces de structures inductives et locales, pour lesquelles est énoncé
le théoréme d'élargissement complet; un cas particulier de catégories d'homomorphismes
inductives y est considéré.

b) [4] étudie les groupofdes inductifs, les catégories 4¢9 ,9")- structurées
(appelées inductives dans [ 4]) et les catégories inductives réguliéres. Les principaux
résultats sont les suivants: caractérisation d'un groupoide inductif par les propriétés de
la pseudomultiplication; catégories des filtres et des jets locaux associées & une caté-
gorie inductive supraréguliére au-dessus d'une autre.

c) [ 2] et [ ESS] étendent aux groupofdes sous-préinductifs et aux espéces de
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structures sous-préinductives au-dessus d'un groupofde sous-préinductif les théorémes
donnés dans [ 4] dans le cas inductif régulier. Ces articles, dont la fin de [0] estun
résumé, contiennent essentiellement 1'étude des groupoides des atlas faibles complets
et des atlas complets, notions qui généralisent les atlas ‘considérés dans [ 3] (lesquels
sont les atlas complets F d'un groupoide inductif S tels que a(F) soit saturé dans §
et que [3( F) admette un agrégat). Les théorémes de complétion et de complétion rela-

tive d'un groupoide prélocal sont obtenus & partir de sous-groupoides des groupoides des

atlas complets.

2) Articles contenant des résultats sur les catégories ordonnées obtenus en appliquant
la théorie générale des catégories structurées :

a) [ 5] définit les catégories ordonnées et inductives et discute la question des
groupoides fonctiorellement ordonnés et inductifs. A une catégorie ordonnée ou inductive
est associée la catégorie ordonnée des homomorphismes locaux et la catégorie ordonnée
ou inductive des quatuors.

b) Les catégories complétement réguliéres a gauche, sous-préinductives et sous-
inductives sont définies dans [6]; elles y sont appliquées au probléme de la recherche
des p-injections relatives & un foncteur fidéle p ordonné, sous-préinductif ou sous-
inductif.

c) Comme application de la théorie des structures quotient, nous étudions [ 7]
les structures quotient d'une classe ordonnée, sous-préinductive ou sous-inductive et
nous obtenons des théorémes de passage au quotient pour les catégories et groupoides
ordonnés, sous-préinductifs ou inductifs. De plus les théorémes de complétion des grou-

pofdes prélocaux obtenus dans [ 2] sont énoncés sous forme de solution d'un probléme

universel.

3 ) Mémoires récents sur les catégories ordonnées :

a) Dans [ 8] sont définies les catégories semi-réguliéres, assez réguliéres et
réguliéres (comme cas particuliers de catégories structurées), auxquelles sont associées
des catégories d'atlas. La notion d'espéce de morphismes ordonnée ou quasi-inductive
conduit au probléme de la cohomologie ordonnée (d'ordre 0 et 1), par !'intermédiaire des
homomorphismes croisés ordonnés. Ces résultats sont appliqués a la construction du
groupoide d'holonomie complet associé 4 une structure feuilletée (qui est un groupoide
quotient d'un sous-groupoide du groupoide des atlas associé au groupoide d'holonomie du
feuilletage), et a la définition de structures transverses A un feuilletage.

b) Dans [9], suite de [ 8], le probléme général de la complétion des catégories

ordonnées est abordé et résolu dans le cas des groupoides ordonnés; des catégories
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préinductives et des catégories sous-prélocales. L'outil utilisé est la notion de fusée

et ses raffinements : fusées réguliéres, fusées strictes, fusées maximales et superfusées,
généralisations de la notion d'atlas, adaptées a la structure des catégories ordonnées.

Les résultats de [ 9] ont été résumés dans [ 10 b].

4) Signalons enfin que nous avons utilisé les catégories sous-inductives dans diffé

rents problémes, en particulier en relation avec la théorie des espaces fibrés et des

structures feuilletées ([ 3], [11] et [ 12]).
1l. Index de la terminologie actuelle.
Catégories d'homomorphismes entre classes ordonnées :

Voir [2] (p. 2,3,9) pour la définition des notions:classe inductive, z.us-
inductive, préinductive, sous- préinductive, sous- prélocale (*).

Soit N une catégorie pleine d'applications contenant avec une application toutes
ses restrictions, avec deux applications leur produit. Qo désigne la classe des classes

ordonnées (M, <) telles que M € ?T(o. () désigne la catégorie des applications ordon-

nées, i.e, la catégorie dont les éléments sont les triplets
h=((M,<), b, (M, <))

tels que (M’, b, M) )l et que x < y dans (M, <) entraine h(x)< h(y) dans (M’,<). Le

foncteur pg =( M w,), on w(;) =(M', b, M), est un foncteur d'homomorphismes
saturé (déf. 20,11 [ 111).

) admet les sous-catégories suivantes :
1) ' = catégorie des applications ordonnées strictes :
79— €)' si, et seulement si, x' < x et h(x') = h(x) entralne x = x'.
Q'1 = catégorie des applications s - ordonnées :
b€ Q'l si, et seulement si, les conditions x’' < x, x" < x et h(x')=h(x") ont
pour conséquence x' = x”.
Q'2 = sous- catégorie de (] dont les éléments sont les b €Q tels que les conditions
x'<x, x"<x et h(x")< bh(x"') entralnent x" < x',
Q" = catégoriedes applications ordonnées étalées :
b eqQr si, et seulement si, pour tout x € M et tout y< h(x),il existe x' < x
tel que h(x') = y.
(1, = catégorie des applications ordonnées réguliéres C Qn .
ZEQ,‘, si, et seulement si, pour tout x € M et tout y< h(x) la classe des
x' < x tels que h(x') <y admet un plus grand élément x tel que b(x)= y.

QY = sous-catégorie de Q) dont les éléments sont les b € ( tels que pour toute sous-
classe C de M on ait
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b(uC)CQb(C),
ot |J C = congrégation de C (voir[2], p.4).
2) 0° = sous-catégorie pleine de () ayant pour unités les classes sous-inductives
(M, <) €.
v = catégorie des applications quasi- inductives = Q%Y n Q°,
§?s = catégorie des applications sous- préinductives :
b s si, et seulement si, (M,<) et (M’, <) sont des classes sous-pré-
inductives et si les conditions x’ < x et x” < x dans (M, <) entrainent
b(x'ryx")=b(x")nb(x").
§S = catégorie des applications sous-inductives = unges,
Q = catégorie des applications inductives = sous-catégorie pleine de 4 ayant pour
unités les classes inductives (M, <) € Qo .

3) Si H est I'une des catégories §*, §#° 95 ou §, nous posons :
Ho—HnQ, o =HAqn

et nous désignons par Hl la sous-catégorie pleine de } ayant pour unités les (M, <)6}(o

dans lesquelles est vérifié 'axiome de distributivité :

(D): St x=(J C)nx' est défini, ou ;EM, CCM et x' €M, alors la classe des
cnx', ot ¢ €C, admet x pour P agrégat.

Ainsi g;u (resp. ggs,g;,gl) = catégorie des applications quasi-locales (resp. sous-

prélocales, sous-locales, locales).

REMARQUES. 1) Dans les articles [5] 4[9], on utilise le symbole Q au lieu du symbole
Q) comme ci-dessus et, dans ces articles, {} désigne le groupoide des éléments inver-

sibles de la catégorie () (que nous notons maintenant Qy ).

2) Les applications sous- préinductives et sous-inductives sont respec-

tivement appelées application sous-inductives et inductives dans [0],[6],[7],[ ESS].

Catégories structurées par des relations d'ordre :
1) Catégorie (- structurée [5],[8] et[9],
catégorie ordonnée = Q(Q',{1)- structurée [S]a[9],
catégorie s - ordonnée = {)( Q'x’ Q)- structurée [ 6] et [ 8],
catégorie semi-réguliere = Q((Q",Q"),Q)- structurée [8] et [9].
catégorie assez réguliere = () (( Qz , 0‘2 Y, )- structurée [8] et [9],
catégorie reguliere = Q((Q,, Qz ), Q")- structurée [8] et [9],
catégorie complétement réguliére a droite = catégorie s- ordonnée (C*,<) telle que,

sie€C;,E€C; et e<E, il existe un pseudoproduit Ee €E.C.e.
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2) Catégorie quasi-inductive = §Y(JV" %) - structurée [8] et [9],

catégorie sous-préinductive = §25(905" 425y seructurge [6],[8] et [9],

catégorie préinductive = catégorie sous-préinductive (C*,< ) telle que (C, <) soit
une classe préinductive [ 8] et [9],

catégorie sous- inductive = §5¢( gs' 45)- structurée [6],[8]et[9],

catégorie inductive = §(9', 9)- structurée [ 3], [ 4], [5]1,[7] et [8].
3) Groupofide ordonné = groupoide ({2, "), Q)- structuré [ 51,

groupoide fonctoriellement ordonné = groupoide (Q (' N Q", X' A Q"), Q)-structuré
[s1,

groupofde sous- préinductif (resp. sous- inductif, préinductif, inductif) = groupoide
fonctoriellement ordonné qui est une catégorie sous- préinductive (resp. sous-inductive,
préinductive, inductive) [0],[2],[3], [4],[8].
4) Catégorie (resp. groupoide) sous-prélocale, prélocale, sous-locale ou locale =

catégorie (resp. groupoide) sous-préinductive, préinductive, sous-inductive ou induc-
tive (C*, <) telle que (C,<) soit une classe sous-prélocale.
5) Les foncteurs structurés correspondant 3 chacun des cas précédents sont appelés du

méme nom que la catégorie correspondante : ainsi foncteur {1- structuré, ordonné, s-ordon-

né, quasi-inductif,...

REMARQUE. Dans [4], catégorie inductive signifie catégorie §(¥',69")- structurée;

dans [ 3], catégorie inductive est pris dans un sens encore plus particulier.

Pseudoproduit dans une catégorie ordonnée :

On définit dans [ 4] le pseudoproduit de deux éléments d'un groupofde inductif.
Dans [0] et [ 2], cette notion est étendue au cas d'un groupoide sous-préinductif. Dans
[5], la pseudomultiplication est définie dans une catégorie inductive; dans [G], elle
est aussi définie dans une catégorie sous-préinductive. La définition générale du pseudo-
produit dans une catégorie ordonnée est donnée et utilisée dans [8], modifiant un peu
celle indiquée dans [ G].
Filtres :

Dans [ 4] est construite la catégorie inductive des filtres associée A une caté
gorie inductive. Dans [0] et [ 2], le groupoide sous-inductif des filtres correspondant a
un groupoide sous-préinductif est construit et comparé aux groupoides des atlas faibles
complets et complets. En liaison avec la catégorie des filtres, la catégorie des jets

locaux relatifs i une catégorie inductive supraréguliére au-dessus d'une autre est étudiée
dans [ 4].
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Atlas :

Un cas particulier d'atlas dans une catégorie d'homomorphismesinductive est
défini dans [ 3], en relation avec le théoréme d'élargissement complet d'une espace de
structures locales. La notion générale d'atlas faible, d'atlas faible complet, d'atlas
complet propre, est définie dans [0] et [2], ot sont construits les groupoides sous-
inductifs d'atlas complets associés a un groupoide sous-préinductif. Ces groupoides
admettent pour sous-groupoides sous-inductifs les groupoides des sous-classes compa-
tibles (faibles), des complexes et des sous- classes complétes. La notion d'atlas dans
une catégorie quelconque est introduite dans [8], o sont considérées les catégories

ordonnées d'atlas réguliers associées 3 un groupoide ordonné.

Fusées :

Les fusées, fusées maximales, fusées strictes, fusées maximales stricteset
superfusées sont définies dans [ 9] et appliquées a la construction de catégories ordon-
nées réguliéres ou quasi-inductives réguliéres associées 3 une catégorie ordonnée régu-

liere. Dans le cas des groupoides réguliers, la notion de fusée se réduit a celle d'atlas.

Espéces de structures ordonnées et catégories d'bhomomorphismes ordonnées :

Dans [ 3] sont définies les espéces de structures inductives ou locales et les
catégories d'homomorphismes inductives réguliéres.Dans [ ESS] est développée la théorie
des espéces de structures sous-préinductives au-dessus d'un groupoide sous-préinductif.
La notion d'espéce de morphismes ordonnée est appliquée dans [ 8] a 1'étude de la coho-
mologie ordonnée. Les catégories d'homomorphismes réguliéres inductives sont consi-
dérées dans [ 4], les catégories d*homomorphismes sous-préinductives, sous-inductives

et ordonnées dans [ G].

Théorémes de complétion :

Le théoréme d'élargissement complet d*une espéce de structures locales au-
dessus d'un groupoide est’énoncé dans [ 3] et [0] et démontré dans [ ESS], a 1'aide des
groupoides d'atlas compleis. Les théorémes de complétion d'un groupoide prélocal en
un groupoide inductif, inductif complet ou inductif relativement complet sont obtenus
dans [ 2], par l'intermédiaire des groupofdes d'atlas complets, et présentés sous forme
de solution d'un probléme universel dans [ 7]. Les théorémes de complétion d'une caté-
gorie préinductive ou sous-prélocale sont énoncés dans [ 10 b] et démontrés dans [9];
le théoréme de complétion d’une catégorie préinductive utilise la catégorie des fusées
strictes; le théoréme de comp.iétion d'une catégorie sous-prélocale, qui résoud un pro-
bléme universel, est la catégorie quotient d'une sous-catégorie de la catégoriedes

superfusées. Dans [8], se trouve le théoréme de complétion d'un groupoide ordonné,
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utilisé pour construire le groupofde d'holonomie complet d'une structure feuilletée.

Catégories ordonnées quotient :

Des théorémes de passage au quotient sont indiqués et démontrés dans [7].
D'autres résultats de la méme espéce viennent d'é&tre obtenus par Joubert [13], en
liaison avec le probléme de 1'extension ordonnée d'un foncteur ordonné.

Graphes multiplicatifs ordonnés :

La théorie des graphes structurés de [ 7] a été appliquée par S. Legrand a I'étude
des graphes multiplicatifs ordonnés; en particulier un graphe multiplicatif ordonné peut

étre «universellement» plongé dans une catégorie ordonnée [ 14].

11l. Compléments.

1) Certains résultats des n°l et 2 de [ ESS] peuvent actuellement se déduire de théo-
rémes généraux sur les espéces de structures structurées [ 10 a], les catégories struc-
turées quotient et les catégories induites structurées [7] (une catégorie «*(H,p)
induite de (H, p) par K, nous l'appelons maintenant catégorie produit fibré p y K, en
accord avec la‘terminologie générale des produits fibrés dans les catégories). Le théo-
réme 1 du no2 signifie que la catégorie des foncteurs sous-préinductifs est i produits
fibrés finis, ce qui peut aussi résulter du fait qu'elle est 3 produits finis et résolvante
a droite au-dessus de .

2) Les groupoides sous-inductifs d'atlas complets ou d'atlas complets propres pourraient
&tre obtenus 2 partir des groupofdes sous-inductifs des atlas faibles complets et faibles

complets propres, par passage au quotient relativement a la relation d'équivalence :

F ~ F' si, et seulement si, F = F’ (notation de [ 2]),
en appliquant le théoréme de passage au quotientde[7].
3) Nous étudierons dans un prochain article les questions suivantes :

a) Catégories de fusées, fusées strictes et superfusées compatibles avec un
foncteur ordonné. Nous montrerons que, par un procédé analogue A celui utilisé dans
[ ESS] et en utilisant les théorémes de complétion de [9], ces catégories permettent de
résoudre d'une fagon «universelle» le probléme de la complétion relative d'un foncteur

sous-prélocal, généralisant ainsi les résultats de [ ESS].

b) Catégories des jets locaux associées a un foncteur ordonné régulier, généra-
lisant les résultats de [ 4].

(*)Erratum : Dans [2 ].et[A], la définition d'une classe inductive (A ,<) doit 2tre lue
Toute partie non vide de A admet une intersection.
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