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ESPACES INFINITESIMAUX

UNE EXTENSION DU CALCUL DIFFERENTIEL EXTERIEUR D'ELIE CARTAN
ET DU CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU DE RICCI

par Constantino M. de Barros

Introduction.

l. La théorie des structures infinitésimales d'ordre arbitraire et des structures
locales a été établie sur une base précise et générale i partir de la Note (*) de M.
Ehresmann. Depuis 1951, M. Ehresmann s'est interessé aux fondements de la Géométrie
différentielle. Il a défini les éléments infinitésimaux et les structures infinitésimales
d'ordre quelconque qui forment I'objet de la Géométrie différentielle (*).

Les structures infinitésimales forment des espéces de structures (**) au-dessus
de la catégorie des isomorphismes entre variétés différentiables. Ces espéces de struc-
tures sont d'une fagon plus précise des espéces de structures locales (*) (**) au-
dessus de la catégorie des isomorphismes entre variétés différentiables ou entre espaces
topologiques. Leur théorie rentre ainsi dans celle des espéces de structures inductives
(***). Mais d'autre part les structures infinitésimales peuvent &tre considérées comme
des espéces de structures au-dessus de certaines catégories dont les objets sont des
ensembles munis de structures algébriques. Il s'agit de structures algébriques cano-

niquement associées aux structures de variétés différentiables. C'est ce point de vue

qui sera développé dans cette thése. On étudiera les objets qu'on appellera «pré-espaces

(*) EHRESMANN, C., a) Structures locales et structures infinitésimales, C.R. Acad.
Sc. Paris, t. 234 (1952), 587 -589; b) Structures locales, Ann. Mat. Pura Appl. (4)
vol. 36 (1954), 133 - 142 ; c¢) Introduction 3 la théorie des structures infinitésimales
et des pseudogroupes de Lie, Géométrie différentielle, Colloques internationaux du
C.N.R.S. Strasbourg 1953 (C.N. R. S.) Paris, 1953, pp. 97- 110.

(**) EHRESMANN, C., a) Gattungen von Lokalen Strukturen,]Jahresb. Deutsch. Math.,

Verein. vol. 60 (1957), 49-77; b) Espéces de structures locales,élargissements
de catégories, Séminaire de Topologie et de Géométrie Différentielle dirigé par C.
Ehtesmann, vol. 3 (1961), 73 pp.; c¢) Prolongements de catégories différentiables,
ibidem, vol. 6 (1964), 8 pp..

(***) EHRESMANN,C., Catégories inductives et pseudogroupes, Ann. Inst. Fourier,t.

10 (1960), 307 - 336-Espéces de structures sous- inductives, Séminaire de Topolo-

gie et de Géométrie différentielle, vol. 7.



II C. M. DE BARROS

d'Elie Cartan» et «espaces infinitésimaux», qui sont sous-jacents aux structures

infinitésimales pures de premiére ordre et qui forment des espéces de structures au-
dessus de la catégorie des modules.

Les structures d'espace infinitésimal sur des pré-espaces d'Elie Cartan donnent
naissance a des calculs infinitésimaux qui seront développés dans ce mémoire. Comme
cas particuliers d'un méme calcul infinitésimal on peut citer : le calcul différentiel
extérieur d'Elie Cartan, le calcul différentiel absolu de Ricci, le calcul des dérivées
de Lie, le calcul différentiel associé a4 des endomorphismes ( théorie de Frdlicher-
Nijenhuis). A

Ce travail est divisé en trois chapitres. Avant de décrire chacun d'eux,on donnera
les définitions clefs qui, en premiére approximation, peuvent donner une id¢e des sujets
traités. v

Il. Soit F une algébre graduée sur l'anneau commutatif K. Une structure d'es-
pace (K, F)-linéaire sur un ensemble A est définie par la donnée : d'une structure de

(K,F)-bimodule gradué par rapport & F telle que
a(fX)=(af)X pour a €K,f€F et X €X.

Une translation infinitésimale graduée (t.i.g. ) de degré t sur un espace (K, F)-
linéaire gradué V est un couple (T, D) constitué par un K- endomorphisme gradué T de

degré t de V et une K- dérivation graduée Dde degré ¢t de la K- algébre graduée F
tel que

(#) T(fv) =(Df)v+(J5 [)(Tv)
pour tout [ € F et tout v €V, ol ]‘Ff=(-1)'d°’gff.

On dit que T est un déplacement infinitésimal gradué (d.i.g.) de degré t s'il
existe D tel que (T,D ) soitune t.i. g. de degré # (*).

Supposons que I'anneau F.soit (0 )-commutatif, c'est-a-dire, fg =(~1)%¢8 /488, .
On dira que p=(p;,Pp) est une représentation infinitésimale graduée (r.i.g.) de
degré 7y de X vers V si p est une application K-linéaire graduée de degré 7y de X
dans l'espace (K, F)-linéaire gradué j"ng(V) des t.i.g. de V. Si de plus I'appli-
cation K - linéaire Pp (resp. pl) de X dans I'espace (K, F)- linéaire gradué ngrK(F)

(*) Quand K = F est un corps et que D,] g sont donnés d'avance, cette notion a déja

été considérée par les algébristes dans un but différent. Par exemple, elle se trouve

dans Jacobson, N., On pseudo-linear transformations, Proe. Nat. Acad. Sci., vol.

21 (1935), 667 -670; Annals of Math.,, vol. 38 (1937), 484-507. En topologie

algébrique les t.i.g. de degré £ 1 sont d'usage courant dans les structures de DGA -
modules, voir par exemple, MAC.LANE, S
1963, chap. 6.

., Homology (Springer-Verlag), Berlin,
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des K- dérivations graduées de F (resp. de X dans Endng(V)) est F-linéaire, on
dira que p est D-réguliere (resp. J - réguliére).

Un opérateur d'Elie Cartan de V vers X est un couple

(D*, d) € Hom (V, Homy (X, F)® o V) X Homy (F, Hom (X, F))

tel que
D*(fv)=(df)®v+ f(D*v) pour fEF et v €V
(d(fg)X =((df)X)g+ f((dg)X) pour f,g €F et X € X.

L'homomorphisme canonique

Hom (X, F) ® gV » Homp (X, V)

donne naissance i une application canonique de 1'ensemble FK(V, X) des opérateurs
d'Elie Cartan de V vers X dans I'ensemble HomK(x,er(V)) des r.i. de X vers V.

Dans le cas des variétés différentiables modelées sur des espaces numériques, cette
application canonique est bijective. Mais dans les situations générales les r.i. et les
opérateurs d'Elie Cartan conduisent i deux formalismes de calcul différentiels éven-
tuellement équivalents.

* Dans le premier chapitre on donne les résultats basiques qui gravitent autour des
notions de t.i.g., de r.i.g. et d'opérateurs d'Elie Cartan gradués, étudiées en elles-
mémes. On adopte ici des hypothéses trés générales, lesquelles permettent d'étudier
en détail les propriétés fondamentales de ces trois notions, en montrant la portée des
hypothéses admises.

Soit y€{ ...,=1,0,1,... }.On dira qu'une forme K- bi-linéaire p: X x X » X
est (Y )- commutative resp. (°Y)- anti-commutative si
(X, Y)=(=1)9e8 X dee Y+ Y (v x) resp. (X, Y)=(~1)%e8X de Y+ +1 ,(y x)
On note

3(X, Y, 2Z)= Czc<-1>“"8“’gz w((X, Y), Z).
y

On dira que i est (7)-jacobienne resp. pair-alternée si %“ =0 resp. u(X,X)=0 si
X est de degré pair.

Une structure de (K, F)- pré-espace d'Elie Cartan gradué sur un ensemble X
est définie par la donnée d'une structure d'espace (K, F)-linéaire gradué et d'une
représentation infinitésimale graduée de degré 0, notée Pc= (ad, Pp), de X vers X
telle que [,1:(X,Y) eX xXAs(adX)Y € X soit (0)- graduée, (0 )- anticommutative
et pair-alternée. Une telle structure est appellée réguliére, resp. structure de (K, F)-

espace d'Elie Cartan gradué si de plus p . est P- réguliere, resp. S‘[ 1= 0.
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Une structure d'espace infinitésimal gradué (J -régulier) sur un (K, F) - pré-
espace d'Elie Cartan gradué (X, (ad, Pp)) est définie par la donnée d'une r.i.g. de
degré 0 (T - réguliere), notée p= (pl,,O‘D) de X vers V telle que ,O'D =pPp- La forme

de courbure, notée Qp , d'un espace infinitésimal gradué (V, p) est l'application
sz(QPz’QPD) X x A s Ferp (V)

définie par les identités :

Q, (X, Y)v=p(X)py(Y)v=(=1)"pi(Y)p(X)v=p([X, Y ])v

QpD(X. Y)f=I( PD(X),PD(Y)] f-ppLX, Y1)/
ot r=degX,s=degY.

Dans le second chapitre on montre que chaque structure d'espace infinitésimal
conduit & un calcul différentiel qui contient par exemple en plus des calculs: déja
mentionnés le calcul sous-jacent aux connexions tensori‘elles de Bompiani [4], voir
aussi Cossu [ 13]. On analyse soigneusement la portée de certaines hypothéses addi-
tionnelles : l'influence de la J -régularité, de la nullité de la forme de courbure. La
théorie exposée couvre seulement le calcul différentiel de premier ordre, reste encore
hors du schéma donné le calcul différentiel des jets d'ordre supérieur de M. Ehresmann (*).

Dans le développement de ce chapitre on montre que les hypothéses admises
sont les plus générales, c'est-a-dire qu'elles sont nécessaires pour établir par exemple
le calcul différentiel extérieur d'Elie Cartan comme un calcul algébrique autonome; ceci
justifie la terminologie adoptée.

Le troisiéme chapitre est réservé a 1'étude de quelques applications nouvelles.
En dehors d'autres applications liées aux 2-formes alter. les et aux F - projecteurs,

on considére la suivante :

Soit (‘X,(aa’,pD )) un (K, F)- espace d'Elie Cartan régulier et sans courbure,
QPD = 0. Soit | € End(X). Si I'on pose
(ad]X)Y=[X,Y]]=[]X,Y]+[X,]Y]-][X,Y]
fnj(x, Y)=[JX,JY1-J0X, Y1y,

alors (X, (ad] »Ppol])) est un (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan et )‘(] A x A+ X
est F-bilinéaire alternée. Si de plus .‘)"(] =0, alors (X, (ad] yPpol] ))estun (K, F)-

(*) EHRESMANN, C., Les prolongements d'une variété différentiable I,..., V., C. R.

Acad. Sc. Paris, t. 233 (1951), Pp. 598,777 ,1081; sur les connexions d'ordre
supérieur, Atti del V Congresso dell'Unione Mat, Ital. Pavia-Torino 1955. ( Ctemo-

nese) Roma, 1956 pp. 326-328.
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espace d'Elie Cartan. La dérivation extérieure a’] et la r.i. de Lie 9] sous-jacentes
au (K, F)-pré espace d'Elie Cartan (X, (ad] yPpol)) jouent un rdle fondamental dans
beaucoup de questions géométriques. Ceci et d'autres exemples justifient i posteriori
I'étude de structures trés générales, les (K, F )- pré-espaces d'Elie Cartan, introduites
dans la présente thése. On verra que des résultats assez généraux (théoréme 11.2),
quand ils sont appliqués aux (K, F)- pré- espaces d'Elie Cartan (X, (ad] yPpoll),
donnent des conditions nécessaires et suffisantes de nullité du tenseur de torsion )'(]

associéa J.

Ill. Dans le §0 on donne un résultat (théoréme 0.1) assez général qui permet la
construction d'anneaux (Y )- gradués, (7Y )- anti- commutatifs et (¥ )-jacobiens. Dans ce
paragraphe on codifie quelques résultats qui font partie du folklore de la littérature sur
les dérivations graduées et I'on établit aussi les formules qui permettent de calculer les
puissances arbitraires d'une dérivation graduée de degré quelconque (théoréme 0.3).

Dans le §1 on fait une étude systématique des translations infinitésimales gra-
duées. On donne des formules qui permettent la construction des extensions d'une tran-
slation infinitésimale & 1'algébre tensorielle, en particulier 4 l'algébre extérieure, au
module des formes multilinéaires, en particulier au module des formes multilinéaires
alternées. Ces extensions sont la base méme du calcul ici exposé.

Dans le §2 sont présentées les propriétés basiques de la notion de représen-
tation infinitésimale (théorémes 2.1 et 2.2). La théorie présentée sera dominée par cette
notion; grosso modo on peut dire que l'objet du présent mémoire est l'étude de !'interac-
tion des r.i. avec certaines r.i. spéciales, par exemple avec la r.i. adjointe ad.

Dans le §3 on étudie par rapport au produit de Grassmann associé i une forme
bilinéaire quelconque les r.i. extensions de r.i.. Ce produit sera omniprésent dans le
reste de la thése.

Dans le §4 on introduit et on étudie les morphismes croisés et les opérateurs de
connexions gradués. Ces opérateurs correspondent i une autre formulation des tepfé-
sentations infinitésimales graduées (théoréme 4.1).

Dans le §5 a 1'aide des morphismes croisés on introduit les opérateurs d'Elie
Cartan et on donne le résultat fondamental qui établit le calcul différentiel absolu et
extérieur sous-jacent i ces opérateurs (théoréme 5.1 , comparer E. Cartan [ 9 ] chap. 8).

Dans le 96 on rappelle, sous la forme qui convient au présent travail, les régles
de calcul de la représentation infinitésimale graduée i de degré -1, laquelle est une

extension de la représentation infinitésimale i appellée produit intérieur (*).

(*) Ce produit sous le nom d'opération (E ) a été introduit par Goursat,E., a) Sur les in-

variants intégraux, J. Math. Pures Appl. (6),t. 4 (1908),331-3695; b) Sur quelques
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Le §7 a été écrit pour satisfaire le goidt de ceux des géométres qui aiment étudier
les objets géométriques au moyen de coordonnées locales. Dans ce paragraphe on expli-
cite les t.i. et les r.i. au moyen de bases (coordonnées). On établit des formules qui
donnent en particulier les formules classiques des connexions linéaires sur les variétés
différentiables modelées sur des espaces numériques.

Dans le §8 on introduit la notion de structure de pré-espace d'Elie Cartan gradué
et on donne les premiers exemples de ces structures. On établit (théoréme 8.1.) que
I'ensemble des t.i.g. sur un module gradué constitue un modéle naturel d'espace d'Elie
Cartan gradué régulier et sans courbure. On peut dire que c'est sur ce modéle qu'on peut
ériger (du point de vue algébrique évidemment) la Géométrie différentielle.

Dans le §9 on introduit la notion basique d'espace infinitésimal gradué laquelle
dominera le reste du travail. Le but méme de cette thése est de montrer que la partie
algébrique de la Géométrie différentielle peut étre fondée sur la théorie des espaces
infinitésimaux.

Dans le $10 on démontre que chaque couple constitué par un pré-espace d'Elie
Cartan (EX, (ad, Pp )) et par un espace infinitésimal (V, o) sur X donne naissance a
trois espéces d'objets : la représentation infinitésimale contravariante de Lie, notée O,
la représentation infinitésimale covariante de Lie, notée O, et la translation infinité-
simale extérieure, notée d. Les r.i. J et & sont les ri. associées a la r.i. (ad, ,OD)
d'aprés les $2.3. On donne la formule fondamentale (formule (10.8)) qui établit une
liaison entre les t.i. (X ), 0(X) et d.

Dans le §11 on établit des résultats fondamentaux (théorémes 11.2,11.3) sur la
forme de courbure associée i une structure d'espace infinitésimal. Les formulesobtenues,
qui donnent les relations précises entre la t.i. extérieure, la r.i. de Lie et la forme de
courbure sous-jacente & un espace infinitésimal, admettent des applications importantes
(voir §18) dans le cas de modeles de pré-espaces d'Elie Cartan qui ne sont pas néces-
sairement définis comme I'espace d'Elie Cartan canoniquement associé i une variété
différentiable.

Dans le $12 A I'aide des résultats obtenus dans les paragraphes antérieurs
on -indique la formule générale (théoréme 12.1) qui permet d'exprimer la t.i. extérieure
au moyen de la différentielle absolue associée 4 une connexion linéaire arbitraire.

Sous le nom de formalisme d'Elie Cartan on donne dans le §13 une autre formu-

lation des espaces infinitésimaux, plus en accord avec les exposés habituels qu'on

points de la théorie des invariants intégraux, ibidem (7)), t. 1 (1915), 241-250, ou est
établie la formule fondamentale (10.6), voirt aussi E. Cartan., Invariants intégraux,P aris
(Hermann) 1922 p. 84. Un exposé systématique et purement arithmétique de ce produit,
sous le nom de « substitution intégrale», apparait dans De Donder, T., Théorie des Inva-
riants intégraux, Paris (Gauthier- Villars) 1927, chap. VI. L‘'extension 1 est duea
Ft5licher- Nijenhuis [ 18 ] .
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trouve en Géométrie différentielle et on compléte les $4,5 (théoreme 13.1).

Le $14 est réservé a la construction d'exemples non explicitement apparus dans
la littérature, mais qui permettent mieux d'apprécier la portée de la théorie présentée.
Une étude plus détaillée d'un exemple donné ici sera faite dans le chap. III.

Dans le $15 dans le cadre des espaces infinitésimaux qui lui est propre, on
établit la théorie de Frdlicher-Nijenhuis [ 18 ] (a4 1'exception du théoréme de décompo-
sition, voir $16) pour les t.i.g. associées a des endomorphismes multilinéaires alternés
d'un espace d'Elie Cartan.

Dans le $16 on fait une analyse détaillée de la structure de l'espace d'Elie
Cartan fDK(F). Sous le nom de structures ( K, F )-différentiables on étudie les couples
(X, QK) qui sont stables pour certains opérateurs liés & la nature spéciale de I'espace
d'Elie Cartan fDK(F). Ces structures sont suffisamment riches pour qu'on puisse établir
des résultats précis (théoréemes 16.1, 16.2, 16.3) sur le comportement des dérivées gra-
duées de l'algebre différentielle Q.

Le §17 a été écrit pour servir de lien avec la littérature classique de l'analyse
tensorielle, notamment avec Schouten [ 40 ], Struick [ 41 ] et Kahler[21] .

Dans le §18 on étudie les objets géométriques qui sur des C® -variétés sont
réalisés par des C” - champs d'endomorphismes de rang constant. On donne des con-
ditions nécessaires et suffisantes pour la nullité de la forme de torsion T(] .

Le §19 concerne la géométrie différentielle des 2 - formes alternées {1 sur un
espace d'Elie Cartan X quand on suppose que Ker(sqg) posséde un F-supplémentaire
dans X, ot 5o X » X* est définie par s(X)Y = Q(X, Y). On appellera ces struc-
tures presque hor-symplectiques [1]; elles constituent une extension naturelle des
structures presque symplectiques (Ehresmann [14], [ 15]). On établit les relations
précises entre () et la parenthése de Poisson sous-jacente i de telles structures. On
analyse la portée des hypothéses additionelles : i <Ker(sQ)> dQl=0 et dQ1=0.
De telles structures interviennent dans beaucoup de questions de

Géométrie différen-
tielle; elles sont strictement liées aux F - endomorphismes | de X tels que ]3 +J]=0

lesquels définissent les structures presque hor-complexes [21].

Dans le $20 on étudie les structures hor-ehresmanniennes [ 2], c'est-a-dire les
structures géométriques qui sur des C” - variétés sont réalisées par la donnée d'un C® -
champ G de formes bilinéaires symétriques (non dégénérées) et d'un C%-champ |
a endomorphismes de rang constant tel que J° + ] = 0 et qui laisse invariant la métrique
G. Pour ces structures définies sur des espaces d'Elie Cartan on établit des formules
fondamentales liant G, T(J et la structure presque hor-symplectique définie par QQ(X,Y) =

= G(X, JY); on prouve un résultat (théoréme 20.4) bien connu dans le cas des structures
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kahlériennes.

IV .En cherchant & développer le calcul différentiel absolu en accord avec les idées
ébauchéespar E. Cartan,[6],[7],[8] et en d'autres travaux de cet auteur, on est
conduit de fagon naturelle aux notions de t.i., r.i. et d'opérateurs d'Elie Cartan. Bochner
[ 3] a mis en évidence un point de vue analogue & celui d'Elie Cartan. Mais l'idée méme
de fonder le calcul différentiel absolu et le calcul différentiel extérieur comme des calculs
algébriques autonomes au moyen de lois de dérivations formelles (r.i. dans la termino-
logie du texte) est en germe depuis les premiers travaux de Ricci [ 37] et E. Cartan [7];
on la trouve explicitement dans Schouten[ 39 ] chap. II, §$2 pp. 61-64, [40 ], Chap. III ,
&2, pp. 123 - 125 et dans Struik[ 41 ], chap. II, $2 p. 14. Les fondements de ces calculs
dans le cas des variétés différentiables modelées sur des espaces de Banach ont été
donnés par Michal [29],[301], qui utilise aussi des lois de dérivations formelles. A
partir des travaux de Chevalley- Eilenberg [12], Koszul [27], H. Cartan [10] et
Hochschild- Serre [ 23 ], la technique de construction des opérateurs de dérivations de
la théorie de la cohomologie des algébres de Lie, sous I'influence de Koszﬁl, a été
popularisée dans les exposés traitant des dérivées covariantes, de Lie et extérieures,
voir par exemple Koszul [ 28 ] et Kobayashi-Nomizu [ 26 ]. Ces trois demiers auteurs
se bornent, 3 cause méme des hypothéses restrictives qu'ils admettent, & présenter la
théorie des dérivées covariantes, de Lie et extérieure, d'une fagon intrinséque sans les
éléments parasitaires, mais non d'une fagon unifiée, générale permettant d'inclure
comme des cas particuliers tous les cas spéciaux déja mentionnés.

Pour rester dans la limite indiqﬁée dans le sous-titre de ce mémoire, on laisse
de c&té 1'étude de la cohomologie de De Rham, dont la théoi. peut &tre établie pour des
espaces infinitésimaux J -réguliers sans courbure définis sur un espace d'Elie Cartan
régulier et sans courbure, voir Palais [ 36 ]. Quant 4 la possibilité de réduire la coho-

mologie de De Rham par un procédé semblable & celui qui est utilisé par Eilenberg-
" Cartan [11] chap. 13 pour réduire la cohomologie des algébres de Lie a celle du fonc--
teur Ext, le lecteur pourra consulter les travaux récents de Hochschild- Kostant- Rosem-
berg [ 24 ] et Rinehart [ 38 ]. Dans le contexte de la théorie exposée on peut élaborer
la théorie des classes de Chern; pour cela on peut suivre Flanders [ 17 ] ou le travail
récent d'Oseki [ 35]. Un exposé d'ensemble de cette théorie ainsi que de la théorie des

formes harmoniques de Hodge- De Rham fera !'objet d'une autre publication.

V. Quand K=Z et F estun corps, Herz [ 22 ] sous le nom de pseudo-algébres
de Lie a déja considéré, dans un autre but, les structures définies par la donnée d'une
structure de F-espace vectoriel et d'une structure d'anneau de Lie sur X telles que

[X,fYl1=/X+f[X,Y], o f dépend seulement de f. On peut identifier ces struc-
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tures aux structures d'espace d'Elie Cartan sans courbure (proposition 8.1) et ces

structures sont nécessairement réguliéres si dimF?( >1. Les (K, F)-espaces d'Elie
Cartan réguliers et sans courbure correspondent aux «Lie d-ring over F» et les espaces

X - infinitésimaux J - réguliers et sans courbure correspondent aux « - modules» consi-
dérés par Palais [ 36].

Vl. Les résultats de ce mémoire ont fait l'objet de trois exposés en 1964, dans
le cadre du Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle dirigé par Monsieur C.
Ehresmann; un résumé d'une premiére rédaction, avec une terminologie un peu diffé-
rente, a paru dans trois Notes aux C.R. Acad. Sc. Paris, t. 258 (1964), pp. 3624- 3627,
3956-3959, 5330-5333.

Qu'il me soit permis d'exprimer ma profonde reconnaissance 3 Monsieur Charles
Ehresmann pour l'aide qu'il a bien voulu m'accorder dans mes recherches, par ses con-
seils et par son appui généreux pendant 1'élaboration de cette étude.

Je remercie Monsieur A. Lichnerowicz, qui a bien voulu me proposer un sujet de

seconde thése et je remercie aussi Monsieur M. Lazard d'avoir accepté de faire partie du
Jury de cette thése.

Ce travail a été rédigé alors que l'auteur bénéficiait d'une bourse du Conselho
Nacional de Pesquisas do Brasil.
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Conventions.

Les notations et la terminologie qui ne sont pas indiquées explicitement dans
le texte sont conformes a celles de N. Bourbaki. En principe il suffit de se reporteraux
chap. 2 et 3 du livre Algébre de cet auteur.

Pour p entier> 0 : on note Li,’,(fx, V) le F-module des formes p- multilinéaires
du F-module X dans le F-module V, ou le F-module Hom g ( ®%((X), V), on note
A?_.(f’x, V) le F-module des formes p - multilinéaires alternées du F-module X dans le F-
module V, ou le F-module Hom (A% (X), V).

On écrira
La(X,v)=A%(X,v)=Vv, Lp(X,v)=Ap(X,V)=Hom (X, V),
®%L(V) =A% (V)=F, BE(V)=AL(V) =V

GLp(X) ={]|] €Endp(V) et | estbijectif, A (X)=AL(X,X).

On note Z ={...,~1,0, 1,...} . Tous les groupes (commutatifs) gradués seront
toujours supposés de type Z et tous leurs éléments de degré <0 coincident avec leur
élément neutre noté 0.

SiweLR(X,V) et u €2(X), on pose

( . {w(u) si p>0,
\U,w, =

uw si p £0.
Soit 'application

f:G=H;

si WCG,UCH et {{W) CU, on appelle contraction (ou sous-application) de [ &
(W, U) I'application f' ;: W » U telle que f'(x) = f(x ) pour tout x € W.

Par abus de langage, on notera souvent par la méme lettre les contractions (donc
aussi les restrictions) d'une relation fonctionnelle dénotée par un signe spécifique,
par exemple ,51, i, 1,0,90,0,d,%,...

On omettra les définitions de quelques notations dont le sens est généralement
clair d'aprés le contexte. On omettra presque toujours les preuves de linéarité, qui se
font sans difficulté.

Pour abréger les définitions et les démonstrations, on fera la convention sui-
vante : les ensembles de symboles, en particulier les mots ou lettres ou membres de
phrases ou membres de formules, placés entre les signes 9, (’].SI. peuvent &tre lus ou
supprimés simultanément dans un énoncé ou dans une démonstration.

On note ], l'automorphisme canonique d'un groupe gradué G

Jg(g)=(~1)%%€& ¢, pour g €G.
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XI

Si G est un groupe additif gradué, dont la graduation est triviale, on identifiera
G a G° et J. al'application identité de G notée I..

On supprimera toujours le mot « gradué (‘e’» du nom des structures dont les
graduations sous-jacentes sont triviales.

Un A- module oi A n'a pas d'unité signifie un pseudomodule sur A dars le sens
de Bourbaki (Algebre, chap. II, Appendice).

Un groupe commutatif sera souvent appelé groupe additif et sa loi de composition
notée additivement.

Une famille d'éléments d'un ensemble sera notée souvent par (ei { i€el).






CHAPITRE 1

REPRESENTATIONS INFINITESIMALES GRADUEES

0. Dérivations sur les algebres graduées.
Etant donnés deux groupes gradués

(A, (AP |p€ezZ)) , (G.(GTlqeZ))
et Y€ Z, on dira que les graduations sous-jacentes A ces deux groupes gradués sont
(7Y)-compatibles avec la loi de composition externe (resp. interne), notée

*: AXG»G (resp. @: GX G~ G),
sil'on a la relation

AP xGICcGPt It (resp. GP eGIC GP T 911 7Y)

quels que soient p, g dans Z.

On dira que la loi intemne @ est (7Y )-commutative (resp. (7Y )-anti-commutative)

si
PeQ_(-1)?9tYQ eP (resp. P @Q =(-1)!111+*7Y0 op),
ol p =deg(P) et q=deg(Q).

Ona G~” €G~7Y C G~7. De plus s'il existe un élément neutre 1 pour e, alors
1€G™Y et G=(0) si y>0.

Une structure d'anneau jacobien (7Y )-gradué {(y )- commutatif (resp. (y)-anti-
commutatif)) sur un ensemble G est définie par la donnée d'une loi intermne sur G,
notée [ , ], et d'une structure de groupe commutatif gradué sur G, telles que la gradua-
tion soit (7 )- compatible avec [ , ],

[G?,G91cG?t 9% pour chaque p,q € Z,

que la loi [, ] soit bi-additive par rapport & la structure de groupe additif et que =0,
ot ¥ est l'application de G X G X G dans G multi-additive caractérisée au moyen de
I'identité suivante :
(0,1) S(P.Q.R)=C>:(-1)P'[[P.Q],R]

yc
ot PeG?,0eG9, R e€G” (et que [,] soit (7)-commutative (resp. (y)- anti-com-

mutative)?).

PROPOSITION 0.1. Soit G un groupe commutatif gradué dont la graduation soit (°y)

-compatible avec une loi interne [, ],(y)- anti-commutative (resp. (7Y )-commutative);
alors
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(0.1), J(P.o.R)= 3 (-1)P(r+Y)+ 14y p [0,R]],
yc

(resp. (0.1);  S(P.Q.R)= 3 (=1)P"*YI*Y P[0, RI]).
yec

COROLLAIRE 0.1. La donnée sur l'ensemble G d'une structure de groupe commutatif
gradué et d'une loi de composition interne bi-additive par rapport a la structure de
groupe additif, notée [, 1, définit une structure d'anneau jacobien (°y)-anti-commutatif
(resp. (7Y )-commutatif) si,et seulement si, l'application N} définie par (O.I)a (resp.
définie par (0.1).) est égale a 0.
Les anneaux jacobiens (0 )- gradués et (0 )- anti-commutatifs tels que
[P,P]1=0 pourtout P €G2? ettout p €Z,
sont appelés anneaux de Lie gradués.

Les anneaux jacobiens (-1 )-gradués (-1)-anti-commutatifs seront appelés
anneaux de Whitebhead.

THEOREMEO.1.50it X un groupe additif gradué dont la graduation soit (°y )-compatible

avec une application bi-additive ® de X x X dans X. Si pour X €X', Y €XS et Z €X?
on pose

(X, Y}=Xov—(=1)(T"7)(s=7) yex

et si

(0.2) Xo(YeZ)-(-1)(t"Y)(s=Y)x g(Z 0Y)=
=(XeY)eZ~(-1)t"7Y)(s"Y)(xe7Z)eY

alors

(0.3) (X, Y =(-D)(r~7)(sow)+ipy x|

(0.4) 5 (-0 (Y )x, v}z = 0.

Cyc

En particulier on a (0.3 ) et (0.4 ) si ® est associative. Si l'on pose Xr=9r"7,
alors les formules (0.3) et (0.4 ) assurent que A nguni de la loi de composition {, }
et de la nouvelle graduation (X’l r € Z) déduite de (X | s €Z) est un anneau de Lie
gradué: {7, X5y Tr+s

DEMONSTRATION. Dans la preuve on ne restreint pas la généralité si 1'on suppose

Y =0. La formule (0.3 ) est immédiate, Par suite il suffit de montrer I'identité

S (-1)"ix, v}, zi=o0.
Cyc

En effet, 4 cause de la définition de 1'accolade on peut écrire :
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(- X, YL ZY=(-1)""{XeY-(~-1)"YeX,Z}
=(—1)!(XeY)0Z-(=-1)(stt)(YeX)ezZ

—(=1)S'Z e(XeY)+(-1)S(rtt)z e(YOX)

Par conséquent on a aussi

(-1)'SHZ, XL Y =(-1)!S( ZeX)oY~(=1)!("*S)(xeZ)oY

—(-1)""Yo(ZeX)+(=1) (st ye(xeZ),
(-1)S" Y, ZL X =(-1)S(YeZ)eX~(-1)St*")(ZzaY)0 X

- (-1)'" Xe(yez)+(~1)!(s*") xa(ZoY).
Donc, en vertu de la définition de ¥ au moyen de (0.1), on a :
S(X.Y,Z)=Cz (-1)"(XeY)ez- 3 (-1)!"*)(xez)oY
ye ‘

Cyc
- S (=) Xe(YeZ)+ I (-1)(sT)xe(ZzeY).
Cyc Cyc

Or, d'aprés (0.2) on a:

(-1)'(XeY)eZ~(~1)t(TTs)(XeZ)oY =
(-1)"Xe(Y®Z)=(-1)(*") xe(ZeY),
donc §(X,Y,Z,=0.

Une structure d'anneau gradué ('(O)-commutati/ (resp. commutatif)’) sur un
ensemble A est définie par la donnée d'une loi de composition interne sur A, dite
produit, et d'une structure de groupe commutatif gradué sur A telles que la graduation

soit (0 )- compatible avec le produit et que le produit soit bi-additif, associatif ('et (0)-
commutatif (resp. commutatif )?.

Soit A un anneau gradué(possédant un élément unité). Une structure de A-
module gradué sur un ensemble X est définie par la donnée d'une structure de A-
module sur X et d'une graduation sur le groupe additif sous-jacent a la structure de
A - module telles que la graduation soit (0 )- compatible avec la loi externe sous-jacente
A la structure de A - module.

Soient X un A-module gradué et 7y € Z. Nous appellerons structure de A-
module gradué a fX~ope’rateurs (Y)- gradués sur un ensemble V une structure constituée
par une structure de A- module gradué sur V et par une application 0 : X » Endgr, (V)
qui est A- linéaire graduée de degré 7y (généralement P est de type Y, o0 Y est
un sous-A - module de EndgrA(V) tel que Im(P)CY).

On peut considérer une structure de A-module gradué a X-opérateurs (7y)-

gradués sur un ensemble V comme étant définie par la donnée d'une structure de A-
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module gradué sur V et d'une loi de composition externe
*x: A xVvavV, X*xv=p(X)v

telle que les graduations données soient (Y )- compatibles avec la loi externe * et de

plus

(X+Y),v=X»xv+Yxv, X x(ut+tv)=X»xut+X*v,

(aX)xv=X%x(av)=a(X %xv)

oun X,Y Ex, u,vEV et LEA.

Une structure de A-module gradué a X-opérateurs (0)-gradués sera appelée
structure de A -module gradué & X - opérateurs gradués.

‘Soient V un module gradué sur l'anneau gradué A et C(A) le centre de A. Si
I'on considére A comme C(A)-module, alors V est un C(A)-module gradué a A-
opérateurs gradués. Soit a € A; si I'homothétie de rapport a de V est A-linéaire et V
est A - fidele, alors a € C(A).

Soient V et V' deux modules gradués sur un anneau gradué A. Soient T : V» V'

une application A-linéaire et 7y € Z; on dit que T est gradué de degré 7y sil'on a
T(VP)YC v'?*7Y pour tout p €Z.

On désignera par HgmgrA(V, V') le groupe additif de toutes les applications
A-linéairesde degré oy de V dans V'. Le groupe additif HyomgrA(V, V') estun sous -
groupe du groupe additif Hom , (V, V') de toutes les applications A-linéaires de V
dans V'. On note HomgrA(V, V') le sous-groupe additif de HomA(V, V' )somme directe
de la famille (HgmgrA( V,V')| Yy €Z). Supposons que de plus V'’ soit un A-module
a A -opérateurs, par suite a(bv’' )=b(av') poura,b € A et v' € V', alors HomA (v,v')
est un A-module a A -opérateurs et Homgr,(V, V') est un sous-A-module & A -opéra-
teurs de HomA(V, V' ). D'une fagon plus précise HomgrA(V, V') est un A- module
gradué a A -opérateurs gradués. L'ensemble HomgrA( V', V') muni de la structure de

sous-anneau de End (V') est un anneau gradué, que I'on note Endgr, (V').
COROLLAIRE 0.2. Soit V un A-module gradué a A-opérateurs gradués. Si [, ] note
la loi de composition interne sur EndgrA(V) caractérisée au moyen de l'identité
. t t'
(T.T"1=To T ~(-1)* T'oT si T € Endgr, (V) et T' € Endgr,(V),

alors ce crochet et la structure de A - module sur EndgrA(V) définissent sur EndgrA(V)
une structure de A - algébre de Lie graduée.

Soit K un anneau gradué (commutatif) possédant un élément unité. Une struc-
ture de K-algébre graduée sur un ensemble F est définie par la donnée d'une structure

de K -module gradué et par une loi de composition interne associative sur F définie



ESPACES INFINITESIMAUX

par une structure de K - module gradué i F - opérateurs gradués.

Soient F et F' deux K- algébres graduées. Soit :peHgmng(F, F') tel que
P(fg)=9(f)p(g); on dit que D est une (K, ¢)-dérivation de degré t de F dans
F' si

D EHémng(F, F'),
D(fg)=(Df)(wg)+ J§.(®f)(Dg)

quels que soient f, g € F et o [, est l'automorphisme de la K- algébre F’ tel que
pour tout p € Z,

Jp(f)= (-=1)?f quel que soit f' € F'?.

Une (K, 1p)-dérivation de degré ¢, ou I est I'application identique de F, est dite
K - dérivation de degré t. On note

@;rK(F) (resp. @;,K' (P(F, F'))
le groupe additif des K- dérivations (resp. des (K, ¢)- dérivations) de degré ¢t de F
(resp. de F dans F'). Le groupe additif fD‘ng(F) est un sous-groupe du groupe additif
Endgr( F). On note ngrK(F) le sous-groupe additif de Endgry ( F) somme directe de
la famille (ngrK(F)l t € Z). On vérifie que .(Dng(F) est un sous- K - module gradué
4 K-opérateurs gradués de Endgr (F) .
Si l'on suppose que F est (0)- commutatif, alors @ng(F) est un sous-F -

module gradué a F-opérateurs gradués du F-module gradué a F-opérateurs gradués
Endgr (F).

THEOREME 0.2. Soient F, F',G et G' des K-algébres graduées. Soient

i r r i 1]
Defbg,K’cp(F,F).D ei)f,K’ ,(G,G")
] ’ ’ 1)
d eﬂ)g,K ¢(F,G), d Ei)g’x,xp'(F ,G');

si G' + G
Jrop=9'o Y d"\p' \/JIJ
Y'oD=D'oyY et do9=¢' od F' (-“CP— F

alors

D'od—-(-1)7d oD efD;fi

, (F.,G")
¢
DEMONSTRATION. En effet, soient f , [, € F, alors

(D od)(f,.f,) =D 4d(f f, )4 =D 8d(])b(f,)+ ]LcbefN-d(f,)}
=D Udf ) (Yf, )Y+ D Ly f ) (df, )}
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=(D'df ) (V) +(JE e df ) (DS, )+
+ (D' L) (9 df, )t (JL @ JEyf ) (Ddf,)
=(D'df ) (¢ Yf,)+(=1) (@ d]L.f)(y'Df,)
+ (=1 gL D) (d el )+ (JE  enif )(Ddf, ),
(doD)(fyfy)=ad{D(f . f,)}=d V(DI )P ,)+ (Jhef,)(Df,)}
=d'{(Df,) (e, )b+ dt(]h 9l )(Df,)}
=(d'Df) (P ef )+ (JLp'Df)(d wf,) |
(A JLpf ) (Y'Df, )+ (JLp Thef ) (d'D],)
=(d'Df ) (Y 9f,) +(JLb DI )(d %f,)
QAT f ) (YDl +(TEN 9 yf ) (d'Df,).
Par conséquent )
(D'od)(fyf,)=(=1)""1(d"oD)=
=(D'df ) (9Yf,)=(=1)""I(dDf) (9 Yf,)
+ (JET b ) (DS, )~ (=1) I JE T e yf ) (dD],)
=U(D'od=(=1)7doD)[ } ( ¢ f,)+(JE T oYf ) (D od=(-1)7d'o D), }.
Du corollaire 0.2, du théoréme 0.1 et de la définition du K-module Dgr, (F) il résulte:

COROLLAIRE 0.3. La structure de K -module sur .(Dng(F) et le crochet [, ] de deux

éléments de ngrK( F ) caractérisé au moyen de l'identité
[D.D'1f=(DoD'=(=1)"'D'oD,f

t e
oz D €.(Dng(F), D’ €ngrK(F) et [ € F, définissent une structure de K -algébre de
Lie graduée sur @ng(F). De plus

[D./D'1=(D/)D' +(J (/NI D,D'] .

Soit A une K- algébre graduée (0)- commutative. Soient r,s > 0. Si w € A et
D engrK(A), alors .

deg(D?7 w)=(2rdeg D + deg w )

deg(D?"'w)=((2r-1)deg D + degw).
Donc

(_I)degDzrw — (_I)degw ,

1 si degD est impair et deg w est impair
2r-1
(-1)%&D w={(-—1)deg“’ si deg D est pair

(-1)?€8D i deg w est pair,
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— 1 si degD est pair et degw est impair
(__1)(degD2'a))(degDz'-la))= p & 4
1 dans les autres cas.

THEOREME 0.3. Soient A une K-algébre graduée (0 )- commutative, D G.CDng(A),
w€EA et r,s>0. Alors :

1.Si D ou w est de degré pair, alors
(0.5) D(D%"w )25 =(2s-1)D?™ w (D 2w )22,
II. Si degD est impair et degw est impair, alors
(0.6) D(D27w )25 = p2rtly (p27y )25-2,
I1I. Si est de degré pair ou si w est de degré impair, alors
(0.7) D(D?"‘w)S=sD¥w (D% tw)s™,
1V. Si deg D est impair et deg w est pair, alors
(0.8) D(D“w)zs:2sD2’.+1a)(D2'w)“'1.
DEMONSTRATION. Les preuves de I, Il et III seront faites par induction sur s. Pour
s = 1 les formules (0.5),(0.6) et (0.7) sont vraies.
1. Avec les hypothéses de I supposons que (0.5) soit vrai pour s. Alors
D(D27w )2 ( s+1)-1 _ (D27*1e )(D2Tw )25 + (_I)deng2rw{D(D2rw(Dzrw)ZS-l}
= (D21 )(D2"w )2
+(=1)de8wp2r {p2r¥iy, D27y j2sly
+(=1)%€%(D2"w)D(D? w )? ™}
=(D2™'w )(D?Tw )2S
+ (_1)degw(_l)(degDz’w)(degDz’”w)(Dzrﬂw)(Dzrw)2s
+(2s=1)(D%7w )2 D21 (D27w)25"2
or en vertu des hypothéses de I,
(_1)degm(_l)(degD2'w)(degD2'+1w): 1,
donc

D(D2Tw )((s*1)t = 2(p2r*ly )(p2Tw)?2s + (23_1)(D2rw)2Dzr+1w(D2rw)2 s=2

I

2(D?""w )(D* w)?° +(2s-1)D* w(D?Tw)? ¢
={2(s+1)=1)} D2 w (D2 w)2 (s+ 1)-2
2. Avec les hypothéses de I supposons que (0.5) soit vrai€ pour s. Alors
D(Dz'cu)z(‘“' 1)-1 _ D(D?"w)? s+1= pjy (Dz'cu)(D""w)"”}

(D2’+10))(D2’OJ)2 s+(-1)deng2'(A)iD(D2'w)2S!
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=(D2™w)(D27w)25-D2"w{ D2 ™ tay(D2Tw)2st
—D2TwD(D2Tw)251}
=(D2"w)2{D(D% w)251}
=(D27w)?{ D2 (D2 w)25"2}
= (D2™1w)(D27w)2S = (D2 w) (D2Tw)2(st)-2
3. Avec les hypothéses de IIl supposons que (0.7) soit vraie pour s. Alors
D(D?" " w)**t = D{(D? T w) (D?  w)*)
___(Dzrw)(Dzrqw)s+(_I)degDz"lezr-lw{D(Dzr-1w)s}
__.(Der)(DZr-lw)s+(_1)a'egDzr—le2r-1w{SD2rw(D27-1w)s-1}
=(D%*w)(D?"w)*
+(—1)4egD? M@ _;(degD? T w)(degD? w) s par o, 2relsy s,
mais en vertu des hypothéses de III
(_1)deg(02"1w)+(degoz"lw)(degoz'w):
donc
DD w)S* = (s + 1)(D2"w) (D2 w)S.
4. Avec les hypothéses de IV et en utilisant (0.5) on a
D(D?* w)?* = D{(D? w) (D w)?°"1)}
= D2l p27g)25 4 p2Typ(p2Tw)2st
= D2’+1co(D2’w)2s'1+D""w{(23—-:1)1) "r+1w(D2rw)2s-2}
=D2'+1w(D2'w)25'1+(Zs-l)D““tz’w(Dz'w)zs'z
=2sD2™ ey (D2Tw)2S T,

COROLLAIRE 0.4. Soient A une K -algébre graduée (0)-commutative, D EngrK(A)
w €A et r,s>0. Alors

V. Si degD est impair et degw est impair, alors
(0.9) D(D*"w)?* =0,

VI. Si D est de degré pair ou si w est de degré impair, alors
(0.10) D(Dw)*=sD2w(Dw)*™.
DEMONSTRATION. (0.9) est une conséquence de (0.6), en effet

D(DZTw)Zsz D{D27w(D27w)2S"l}

— D27+1w(D27w)2S'1_D2er(D2 rw)25‘1
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- D2'+1w(D27w)25-1-'D2'OJD2'+1OJ(D2'0))2S-2 =0.

Un élément d de ngrK(A) de degré 1 tel que d? = 0 sera appelé K - différen-
tielle. Un élément & de @ng(A) de degré — 1 sera appelé K - co-différentielle.

Une structure de K -anneau polynomial sur un ensemble A est définie par lc
donnée d'une structure d'anneau gradué (A? | p € Z) telle que tout élément de A soit
combinaison linéaire de produits de familles finies d'éléments de A ! avec coefficients
en A°, c'est-a-dire, l'anneau A est engendré par les éléments de degrés O et 1, et A

estun ( K, A°)-bimodule, :

Par exemple, si V est un (K, F)-bi-module, alors ®F( V) et AF( V) sont
des K- anneaux polynomiaux.

r
Si A estun K- anneau polynomial,w € A et D € ngrK(A), alors

w=3a,; Lol wiv, a. €A° et wit,..., wiveAl,
1e0 By Ppeee 2y
Donc
Dw=3%{(Da; ,).@'1..@v+
Leee iy
S(-1)(**t)g, ; w@'.L (Dw'a) ... @],
o Leene By

Par conséquent

PROPOSITION 0.2. Soit A un K - anneau polynomial, Si D EED%(A) et D(A®)=D(A')=0,
alors D = 0.

r .
COROLLAIRE 0.5. Soit A un K-anneau polynomial. Si D, D’ eng' (A) coincident

sur A°® Al, alors D=D'. Par conséquent tout élément de ng’ (A) est compléte-
K

ment caractérisé par son comportement sur (A°, A').

On dira qu'un K-anneau polynomial A est d-coordonné si d GfD;'l (A) et
si d(A°) engendre le A°- module A 1,

7
PROPOSITION 0.3. Soit A un K -anneau d-coordonné, Si D éngrK(A) et
[D,d]=0,D(A°)=0,

alors D =0,

DEMONSTRATION. En effet, 3 cause de la proposition 0.2 il suffit de démontrer que
D(A*)=0. Soit w € A!, alors

w=3fldx,, [, x;€A°,
donc
Dw=3(Df)dx + fi(Ddx') =3(Dfi)dx’ + (=1)" [} (dDx?)

Par conséquent D(A') =0 si D(A°)=0.
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T
COROLLAIRE 0.6. Soit A un K-anneau d- coordonné. St D, D’ eﬁ)ng (A) et
[D,d]1=0=[D",d],D|A=D"| A,
I
alors D = D'. Donc toute dérivation D € ,(Dng(A) telle que [ D,d] = 0, est parfaite-
ment caractérisée par son comportement sur A°.

A r~1
PROPOSITION 0.4. Soit A un anneau d-coordonné tel que d? = 0. Si § EngrK(A)
et 82 =0, alors
D=[8,d]l=80d+(=-1)"do$
est l'unique dérivation de degré r de A telle que
[D,d]1 =0 et Df=(80d)f si f€A°.
1. Translations infinitésimales graduées.
Soit F une K- algébre graduée. On dit qu'un couple (V, P; ) est un espace
(K, F)-linéaire gradué si (V, /OL) est un K-module & F-opérateurs (0 )- gradués tel
que O, soit aussi un morphisme de l'anneau F dans l'anneau Endng(V) qui trans-
forme i'unité de F (si elle existe) en 1'unité de Endng(V), c'est-a-dire V est
un (K, F)-bimodule gradué vérifiant la condition supplémentaire suivante
(Mlv=N(fv), o fv= (P, (f)v et AeK.

Si F est (0)-commutatif, alors
p
Dery(F)= 0Dgry (F)
8Tk veZ K

est un espace (K, F )- linéaire gradué.
Les espaces (K, F )- linéaires gradués dont les graduations sous-jacentes sont

triviales seront appelés brievement espaces (K, F )-linéaires. La graduation sur K sers

toujours supposée triviale.

Si X et V sont deux espaces ( K, F)- linéaires (gradués), on peut munir d'une

facon naturelle les ensembles ci-dessous de structures d'espaces (K, F)- linéaires :
(Homng(f’x, V)
Xep v, (X), Ap(X),
Le(X,v) :prL%(%, V)
A (X, V) :P?ZAQ(SX, V)
Soit (V| (V9| g €Z)) un espace (K, F)-linéaire gradué, FPv9c yv?*9, On

dit qu'un couple (T,D) est une translation infinitésimale graduée (t.i.g.) de V (de

degré tY si (T, D) vérifie les conditions suivantes :
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(i) (T,D) €Endgr, (V)X Dgr, (F) (et deg(T)=1t=deg(Df),
(ii) T(fv)=(Df)v+ [ (Tv) on f eFW et v ev.
On note f}!g’r)\K( V) le K- module des t.i.g. (de degré ). On a
Fere(v) =t:azi‘jng(V).
Dans la suite on supposera toujours que F est un anneau gradué (0 )- commu-
tatif, ffng est un sous-espace (K, F)- linéaire de Endgr (V)X ngrK( F).On :notera

t
ffng(V) = jng(V) le sous-espace (K, F)-linéaire de Endng(V), image de
A teZ
3ng( V') par la premiére projection

pry: Endng(V) X ng'K(F)" Endng(V),
t t
jng(V) ={T|T € Endgr, (V) et il existe
t a
D EngrK(V) tel que (T,D) ijng(V)i.

t .
Un élément de Jgr (V) sera appelé déplacement infinitésimal gradué(d.i.g.)
de V de degrét. On a, si F a une unité,

t t !
Endgr (V) C Jgr (V) C Endgr (V).

THEOREME 1.1. Soient (T,D) et (T',D') deux t.i.g. de V de degrés t et t' respec-

tivement, alors

(LT, 71,00, 1) e Sare(v),
(adT,D) € Tgr (Tary (V).
># ad est la représentation adjointe de la K-algébre de Lie graduée Endng(V),
(adT)T'=1T,T'].

DEMONSTRATION. On doit démontrer les identités :

(1.1) [T, T 1(fv)=(ID,D'1f)v+ (-1)t*" el T T 10
(1.2) LT, fT' 1=(Df)T" +(-1)*%&/ [ T, T"].
En effet,

(T, T 1 (fo)=TT' (fv)=(=1)"'T'T(fv),
TT'(fv) = TH(D'fJv + (- 1) 481 (T )}
=(DD'fJv + (~1)'9€ P ) (D) (Tu) +
+(=1)V 28 {(Df) (T'w) "+ (=1)t98 ] {(TT™)
= (DD'f)v + (-1)"*"* €/ (D'f)(Tv) +

+(=1)2€81(Df) (Tw) + (=1)(t*")des] foTTry),
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Donc on a aussi
(=1 TT(fo) == (=) (D'Df)v (= 1) €/ (Df) (T'v)
(=t rdeg [ prp) (Ty )~ (=1 PRl ) (T T ).
En additionnant membre 2 membre les deux derniéres identités on obtient (1.1).
(T, /T 1o =(T(fT")v)~(=1)' 48T ) fT")T0
T(fT' w=T{{(Tv)}
= (Df3(Tw) + (1) 48l f(TT" )
(=118 T ) pT )Ty = = (=1 )48 (=) f(T'Tw).
Donc
[T, /T v =(Df)(T'v)+ (-1 € H(TT)v - (- 1) (T'T)v .
LEMME 1.1. Soient V et V, deux espaces (K, F)- linéaires gradués. Si
(T,.D) €Ferg(V). (T,.D,) e Fery(V,) b € Homgrp (V. V)
on définit Ty, : b+ Ty, b par
(Th)v, =T, (hv)=(~1)"4EPh(T v ) pour v, €V,
(si T,=T,=T, onpose T;;=T,,);
alors
(T, h)(fo)=1(D,~(~1)'%8*D )iYhv +(~1) 98T [{(Ty, b)v,}
Ty, (fh)=(D, )b+ (~1)' %8/ f(T ,b).
En particulier, si t est pairet D =D, =D,, alors
(T, D) €Fgry(Homgra (V. V).
DEMONSTRATION.
a)(T,b)(fv,)=
=T, (h(fv ) -(=1)" P h(T (fv )
=T, (f(hv )= (=1)"98P h{(D flv +(~1)' &/ (T v )}
={(D,f)(bv)=(=1)"4€>(D [)(hv )} +
+(=1)148 (T, (ho)) - (~1)'9°8P b(T v ,)]
BY(T, (fh)v, =
=T, ((fh)v,)-(=1) &P (fh) (T v,)
=T, (f(hv )= (~1) 48] (~1)t4&> {(bT v )
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=(D,f)(hv )+ (=1)' 9T LT (hv )= (~1)'98P h(T v )}.
LEMME 1.2. Si (T ,D),(T,,D) efférK(V), alors
T,o=0T,,,T,,1, 02T =[T, T,].
DEMONSTRATION. degT,, =degT,, et deg T =2t, donc
a) (Toohlv =T (bv)=h(T v)=[T, Tyl (bv)=h([T,, T, ]v).

b) ([ Ty Ty V0o =((Ty T,y )b)v=((T,, T, )b)v;

or deg(T22 b)=1t+ degh, d'ou :

(Tyy Ty )b)v =4 T (T, h)}v=
=T (T, b v}~ (-1)9€ (T2 P (T h)(T,v)
=T AT, (bv)=(=1)"98bh(T,v)} = (= 1) 98P { T (T v)~(~1)"98*b(T,T v)}
=(T,T,) (hv)=(~1)'98"T (h(T,v))=(~1)""€PT (b(T,v)+b((T,T,Iv).
Donc, on a aussi

~((T,, Ty )b)v =
= (T, T,)(bv)+(=1)'9FT (b(T v))+(~1)"C*T (b(T,v)~h((T,T,)v).
De ces deux derniéres identités et de a) on déduit l'identité cherchée.
A 2¢

COROLLAIRE 1.1. (T, ,[ D, D, 1) €Jgry (Endgrg(V)).

: 71 2 2 22 .
LEMME 1.3. Soit (T,D ) € Srng(V); alors (T°,D°) Effng(V). En particulier
T2 € Endgrp(V), si D? =0.

DEMONSTRATION.
D2(fg)=D1{(Df)g+(~1)%€l f(Dg)}
=(D?f)g +(-1)%&P1) (pf)(Dg)+(-1)%°8/ (Df)(Dg)+ {(D?g);
or, deg(Df) = 1 + degf, donc D? Enger(F).
T2(fo)= T(D)v+(~1)%8 [(Tv)}

(D2 f)v+(~1)%8PL) (pf)y(Tv) + (=1)%81(Df)(Tv) + [(T?v).
(D2 f)v+ f(T?v).

At

LEMME 1.4. Soient V et 'V, deux espaces (K, F)-linéaires gradués. Si (Tl,Dl)effng(Vl)
t

et T, € Endng(Vz) et si I'on pose

TS (v,@v,)=(Tw)®v, +(-1)"%€14, 8T,v,,

4t
alors (T?;,Dl) e.‘]'ng(V1®FV2).
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DEMONSTRATION.

T fv)®v,) =1 T (fv)]1®v, +(-1)" €TV (p)e(T,v,)=
(D, )vy+ (=11 (T v )Y @v, +(~1)t(de8 ]+ desv) () (T v )
= (D f)v,®v, +(=1)'BIf{(T v )®v, +(~1)"8" 10 &(Tv,)]}
= (D f)v,®v, +(~1)"8/ 18 ®v,).

Soit A un espace (K, F)-linéaire; on note brievement J (%) (resp. T, (X))

I'espace (K, F)-linéaire des t.i. (resp. d.i.). Soit (X].I 1 £7<r) une suite d'élé-
ments de X ; on note :

fx(r) le r- vecteur X1A .\ Xr si r> 1, le vecteur X1 si r=1 et le 0- vecteur 0
si r<A‘1.

fxl(.,)le (r=1)-vecteur X A ... AXj-lA X].“[\.../\ X, si r>1, le 0-vecteur I

sir=1,le O-vecteur0 si r<1.

De méme
X1®...®X’ si r>1,
ir=,X1 si r=1]
0 si r< 1,

X,®..0X,  ®X., ®..0X, sir>l,
X =21 sir=1,
0 sir<].
LEMME 1.5. Soit X un espace (K, F )- linéaire. Si T €End (X) et si I'on pose
(Xppy TN =217 (x, 1) fxm
=SX A CXLT) N LAX,
(X, 1®) =3x®.0(X,T) ®..®X,

alors TN € End (AF(fI)) et T® € End (®F(5’X)) Side plus (T, D)63 (X)), alors
(thp)ed, (Ap(X)) et (T® D)e.‘f (®p(X)).

DEMONSTRATION.

TACIX )= T(1X ) A 3(m+(/><) gzj( (-1 (x,, T )9((,)

=(DHX NX )+ f \xl.r> AL+ p <t
:(D/)fx(,)“}'f <?x('),T > .

(’)r >
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COROLLAIRE 1.2. §i (T, D) efK(i), (T,.D,) EfffK(V) si I'on pose
(L TA@Y =T, (Ko@) = TN @)
pour @ € AL(X, V),
® — . ®
(X, 120) =7, X w) - {TXXA ), @)
pour a)eL?_.(X.V),

alors (TN, D,) €T (Ap(X*) et (T8, D,) €T (@ (X*)).
Si(T'D)z(Ti'Di) =(T2,D2) on écrira TA,resp. T®,au lieu de TzAlaresp. T?l.

LEMME 1.6.57 T, T' € End(V), alors
[T,T']A(v'l/\.../\ v,) =1 T’\,T'A](viA...l\ vg)
(7.7 (v, ®...00 )= T2, T®](v,A.. A v ).

DEMONSTRATION.
(TN o A Av )=S0, A AL T T o A Ao =
= 21}1/\... A TT'vjA.../\ vq-:Evll\.../\ T'Tv]./\.../\ v,

= §{"1 AN TT0 Ao e + 1g2igqU1AmA Tv; A A T’V N oA vq}

ity
~Z{v, A T'Tv; Nl vy + 1<z2s q_ul/\.../\ Tv; Ao N T'0 A uq}
=rhs T FITAs T 2
= viA--A vilh- A v, ~-T'"! viAoA v,./\.../\ v,
=TArANw Ap v ) - T AT A h v ).
Du théoréme 1.1 et des lemmes 1.5 et 1.6 il résulte:
LEMME 1.7. 8¢ (T,D),(T',D") ef‘fK(V) , alors
(LT, 710D, D 1) eF (Ap(v))

(LT, 718,00, D' 1) €T (®p(V ).

LEMME 1.8. Soient (To ,Do) Eer(X) et (Ti' Do) ef"K(Vi). Si I'on pose

(1.3) (X TAPY =1, P ) = <LK, TN L P),
(1.4) (X, . 1%0) =7,4X 0> - (X, .1®) ,0),

oz P €AR(X,v,) et Q €LL(X,V,), alors
-~ 4.0

(Toi Do) €Ty (Ap(X,V,))et

(18,,D,) €Tgr (L (X, v,)).

~ o
COROLLAIRE 1.3. En particulier, (DA,DO) eﬂ'ng(AF(‘I, F)), ou



16 C. M. DE BARROS

/ ~A _ / _ A
(1-5) \%(p):Doo’n> —Do \%([7)'77> <<%(p)'To>’77> >

on me AL (X, F).
2. Représentations infinitésimales graduées.

Soient X et V deux espaces (K, F)-linéaires gradués. Une application o de
X dans ffng(V) donne naissance aux applications

I S ﬂ'ng(V), Pp: X - ngrK(F)

p(X)=pr,p(X) et pp(X)=pr,p(X); onécrira p=(p;,Pp).

On dira que P est une représentation infinitésimale graduée (r.i.g.) (de degré ¢
de X vers V si

) 8
P E Homng(fX,ngrK( V).
' Si de plus
Py eHomgrp(%,Endng(V)),resp. Pp éHomng(%,ngrK(F))

on dira que o est J -régulicre (r.i.8.Jr.) resp. D-régulicre (r.i.g.Dr.). Une r.i.g. p de X
vers V est appelée biréguliére ou J -réguliére (r.i.g.br.) si p est J-réguliere et D-

réguliére. Pour simplifier les énoncés, dorénavant on supposera toujours que toute applica-

tion F - linéaire et aussi K - linéaire. On écrira

) >}
ﬁng(fx V)= Hta(ngng(fX Fer (V)
(0

(1)
ﬁgr,,(% V) = Homgr . (X, ffng(V))
et on notera
() (t)
ﬁ{grj-(f'x V), resp. ﬁgr@(% V)
'ensemble des r.i.g.Jr., resp. des r.i.g.Dr. , (de degré ), de X vers V.

Par définition on a

Szg%(fx,w

RED (A, V)

43)

ng(fZ(i,V)c CRer (X, V).

LA

Chaque fois qu'on fixe d'avance un Pp EHg:r)zng(%,ngrK(F)), par abus de
langage, on dira encore qu'une application Py de X dans ﬂ'ng(V) est une r.i.g. resp.
J- réguliere, D- réguliere, biréguliere si o= (P, Pp) estune r.i.g. resp. J - réguliere,
P- réguliere, biréguliere. Quaand les graduations admises sont trivialeson dira briéve-
ment représentation infinitésimale (r.i.) au lieu de r.i.g. et on omettra gr dans les
formules.

Un couple (V, p) constitué d'un espace (K, F)-linéaire gradué V et d'une
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r.i.g. p (resp. J -réguliere, D-réguliere, biréguliere) (de degré t') de X vers V est
appelée espace (K, F)- linéaire gradué a X - opérateurs (resp. J - réguliers, D-réguliers,
biréguliers) (‘(t)-')\gfadués. On dira qu'un couple (X, ) est un systéme (resp. J-
régulier, fD-re’gulier, birégulier) d'opérateurs infinitésimaux (i(t)-‘jgradués sur V si
(V,p) est un espace (K, F)-linéaire gradué a fx-opérateurs (OB gradués ( resp.
J - régulier, D- régulier, birégulier).

Des lemmes 1.1, 1.5, 1.8 et corollaire 1.1 il -résulte

THEOREME 2.1. Soient (V,,O=(,01,,OD)) et (V',p'=(p[.Pp)) deux espaces

(K, F)- linéaires a X - opérateurs infinitésimaux(J - réguliers).Posons :
(P (X)h)v=py(X)(hv)=h(p(X)v), b €Homp(V.,V'),

(B(X))(v®v')=(p (X)v) @' +v ®(PI(X)v'),v €V et v €V".

0 si deg(v)<O0,
P(X)v={ pp(X)v si deg(v)=0,
,OI(X)Av si ":‘Ui/\"‘/\vq et deg(v)>0
pour v €A (V).
0 si deg(v)<O0,
/51(X)u= ,OD(X)v si deg(v) =0,
,OI(X)®1J si v=v1®...®uq et deg(v)> 0,
pour v €®F(V).
(2.1) (v, (X)) w) =pi(X) v, @) = (B (X)v, @),
pour v EA%(V) et w eA;?,(V. v').
(v, B (X)w) =pi(X) (v, @) - {F(X)v, @),
pour v €®§.(V) et weL;I_.(V,V').

Alors les couples p= (,51, p'D) caractérisés par les identités ci-dessus sont
des représentations in/inite’simalesfﬁ--re’gulz’éres)de X dans Hom o (V, V"), resp.
VegVv, AF(V). ®F(V), Ap(V, v'), Lp(v,Vv").

Si (pl,,OD) est une r.i. de X vers V et si (p;,pD) est une r.i. de X vers
V', lari. o, de X vers Ap(V,V') ouvers L (V,V') extension du couple (p/,Pp)
sera notée V et sera appelée représentation infinitésimale covariante sous-jacente a
(p,,p;). La r.i. '51 de X vers AF(V) ou vers ®F(V) sera notée ¢ et sera appelée

représentation infinitésimale contravariante sous-jacente a (P, P}).

PROPOSITION 2.1. On peut définir une r.i. D-réguliére (resp. J -réguliére) p= (P Pp)
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de X vers V par la donnée d'une application K -linéaire (resp. F -linéaire) ¢ de X

dans fD;rK(AF(%)) ou dans ﬂ)grx(t&F(V)) telle que-
O(fX)v=f0(X)v si deg(v)=0.

La proposition suivante est un cas particulier d'un résultat plus général (théo-

réme 4.1.).

PROPOSITION 2.2. On peut définir une r.i. D-réguliére (resp. S?-re’guliére) pP=(pp.Pp)
de X vers V par la donnée d'une application K- linéaire (resp. F -linéaire) V de X
dans ngrKc(AF(%*)) ou dans ®§rK(®F(V*)) telle que

V(fX)w=fV(X)w si degew = 0.

-On notera i I'application F-linéaire de AF( V) dans Endng(AF(V, V'),
définie par les identités

i(u)w=10 sideg(w)=p<r=deg(u)ousir<0
et
<v,i(u)w> = <u /\yv,w) si 0 Lrip etdeg(v)=p~r,

En particulier i(f)w = fw. On a
i(v ) (AL(V,V'))CAET(V, V")

THEOREME 2.2. Soit p=(p,, pp) une r.i.D-régulicre de X vers V. Alors
(2.2) [V(X),i(u)]1=i(X0v), u €A (V).

En particulier

(2.3) [V(X)i(v, Av,)1=i((X0v) Nvy)+i(v, N(XOv,)),
od v ,v, €V.

DEMONSTRATION. A cause de (2.1) on peut écrire

(ViX)w)(uhv)=X0u v, @) = X0(u p\v),w) ,

donc

Coi(u)[V(X)w]) =X 0 v, i(u)w) - (v,i(Xou)w)
(Xov,i(u)w)

(o, V(x)li(u)wl) = {v,i(Xou)w) ,

1}

c'est-a-dire
ifu)[VX)wl=V(X)li(u)w]-i(XOu)w.

REMARQUE 2.1. Si Vv désigne la r.i.9-réguliere covariante sous-jacente a (,DI.V),
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alors on peut écrire( 2,2 ) sous la forme

(2.2") i(u)V(X)= (Vg(X)i)(u), ou Vg est I'extension de(pJ,V).

PROPOSITION 2.3. Soit (V,p=(p,, p,)) un espace (K, F)-linéaire a X - opérateurs
infinitésimaux J - réguliers. Soit

pA=(pf,p3)EHomF(5K,jK(V))
défini par les identités
P (Xpgy X) = py(X) et pH(X(y) X)=pp(X)
PR (X gy Lov =0, (X ) L) ), PN gy, L)v=pp( (X L) Jv

pour 1> 1,

Alors (V,,OA =(,0f,pg)) est un espace (K, F)-linéaire a AF(SX)X AF(K)-ope’-

rateurs infinitésimaux J - réguliers.
DEMONSTRATION. En effet, soit / > 1, alors
X L) (fo) = o (X LY ) (fo)
=L op({X g L) M lv+ [Ep (KX (g L) v}
=0pp( Xy LY Yo+ fLpf (X L)wl

o
PROPOSITION 2.4. Soit X un espace (K, F) - linéaire gradué. Soit H EEndng(x)

tel que H® =H. Si (P, Pp) est une rig. (F - réguliere) de X vers X et si I'on
pose

PH(HX)HY)=H(p (HX)HY),

alors (,0;1', Pp) est une r.i.g. ('ff-réguliéreﬁ'de fXH =H(X) vers KH‘
DEMONSTRATION.
PHHX)(fHY)=H(p (HX)fHY)=HE pp(HX)fHY + [ (HX)H Y}
= pp(HX)[HY + [H(p,(HX)H)
CoM(IHX)HY =H(p(fHX)HY)=[H(p (HX)HY)]
3. Produit de Grassmann.
Soit (O’p) =(O’(z').\ 1 <i<p) une suite strictement croissante d entiers
de [1,n]. Désignons par (X].{ 1 < j<n) une suite d'éléments de X . On écrira
XU(“/\...AXG(P) si p>0
(o)~ 1 si p=0
0 si p<O.
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Pour indiquer qu'une suite (O) est de longueur p, on la désignera aussi
par (op) .Si (o) = (Up) et (1) = (‘Tq) sont deux suites strictement croissantes i
valeurs dans { 1,..., p+gq}, le signe €lor) indiquera zéro si (o) et (T) possé-

dent une valeur commune et en cas contraire il indiquera la signature de la permutation
(0T): (1,...,p+q)»(0(1),...,0(p), T(1),..., T(q)).

Soient V  ,V, et V, trois espaces (K, F)- linéaires. Si A est une forme
bilinéaire de V, x V, dans V,, on écrira aussi X AY au lieu de A (X,Y), on
appelle produit de Grassmann associé a |\, la forme bilinéaire de AF(X'Vl) XAF('%,VZ)
dans AF(K' V), notée aussi A , telle que

ACAE (X, V) x AL, v, nCcARY (X, v )
et caractérisée par l'identité

3.1 (Xjpy,pmhe) = (X oy AKX (py@) .

3
(0,70, (77
En particulier, pour TréHomF(i, Vi)etw eHomF(a‘.,Vz),
(3.2) <X/\’Y,7T/\w>=7T(X)/\w(Y)—7T(Y)/\CU(X),
pour weHomF(f’X,Vl) et w eA?,(X,VZ),
(3.3) X uypmAe) =S = Cx, m) AKX 4y,

Dans la suite on notera A le produit de Grassmann sur AF(i, F ) associé au
produit de l'anneau F (casou V, =V, =V ,=F). Le F - module AF(%, F ) muni de
ce produit de Grassmann est une F - algébre graduée (0 )- commutative appelée algébre
de Grassmann sous-jacente au F-module X . Dans ce travail chaque fois qu'on consi-
dere AF(fX, F) en tant qu'anneau, on admettra toujours qu'il s'agit de AF(fx, F) muni
du produit de Grassmann associé 3 F et on notera gF(fX) = AF(g(, F). La F-algebre
(0 )- commutative AF(fX*) est la sous-algebre de 5F(3X) engendrée par les éléments
de degrés 0 et ] de SF(X).

Le produit de Grassmann de AF(fX, F) X AF(i, V) dans AF(K, V) associé
A la loi externe du F-module V définitsur AF(i, V) une structure de 5F(fx)-module
gradué. Dans ce travail chaque fois qu'on considérera AF(ﬁ’X_, V) comme 5F(‘X)-
module "gradué, il sLagita de la structure du gF(fX)-module gradué défini ci-dessus
qu'on désignera par AF(a‘., V).

On dit que les t.i.g. (T;,D}) 63'érK(Vi), i=1,2,3, sont compatibles avec
une application bilinéaire A de V XV, dans V , si

To(uNv)=(Tu)Nv+(=1)%€W y AT, 0).
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Par exemple, soit I'application

*: Homgr(V,,V,) XV, > Vao
définie par *(b,v1)=b(v1), si deg(Tl)z deg(T2)=pair et D, =D, =D; alors
(T,,0),(T,,,D),(T,,D) sont compatibles avec « .
On dira que les r.i.g. (p;,pli)) de X vers V,, i1=1,2,3 sont compatibles

avec Ae LF(Vl‘Vz ;Vs) si pé =,O’2) =pg et si pour chaque X €X lest.i.g.

(p;(X), ,D;‘)(X)) sont de méme degré et compatibles avec A .

THEOREME 3.1. Soient (T, D, ) €9,(V,), o2 i=1,2,3, compatibles avec
/\GLF(Vl,V2,‘V3) et soit (T, ,D,) ech(‘x). Alors non seulement les t.i.g. de
degré 0, (T({\i, Do), i=1,2,3, définies par (1.3) sont compatibles avec le produit de
Grassmann de AF(f’X, Vl) X AF(fx, V2) dans AF(fx, V,) associé a A .c'est-a-dire
(3.4) TAPAQ)=(TMNP)NO+P ACTN 0),

mais de plus on a

A ZA T "
(T Doy) €Tgr (Ag (X, v,)),

c'est-a-dire Dvo € szrK(gF(fX)) et
(3.5) Té\z.(w/\P)=(D({\°7T)AP+7TA(T£\iP)-

On démontre la formule (3.4) en calculant son premier membre au moyen des
formules (1.3) et (3. 1).
COROLLAIRE 3.1. Soient (p;, p%) des r.i.Dr. (resp. j'- réguliére) de A vers V. oz
i=1,2,3, compatibles avec A€ LF(Vx' Vi, Va) et (p;’, ,0‘[’)) une r.i.Dr, (resp.
3"- réguliére) de X vers . Alors les r.i.9r. (resp. j'-réguliére) (,5;, p°D) de X wvers

V;, définies au moyen de la formule (2.1), sont compatibles avec le produit de Grass-

mann associé a |\ ; de plus (,5;', ,5°D) est une r.i.Dr. (resp. f?-re’guliére) de A vers
AF(fx, V. .
4. Morphismes croisés gradués.

Soit X un espace (K, F)-linéaire gradué. On dit que d est un K- morphisme
(resp. F-morphisme ) croisé gradué de F dans AK(ﬂ:, F) (resp. AF(i, F)) si

d € Hom (F, A (X, F)) (resp. d € Homy(F,Ap(X,F)),
d(F)C Homng(f(, F)C A:&(i, F)
(resp.d(F)C Homgr (X, F)CX*= AL(X,F)),

si la contraction

d: F~» Homng(g(, F)
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(resp.d : F » Homgr (X, F))
est graduée et si de plus
(4.1) d(f.g)=(df) Ng+Jg(f) N(dg).
On note
Cery (F, Ag(X,F)) (resp. Cgry (F, AL (X, F)))

I'espace (K, F)-linéaire des K- morphismes (tesp. F- morphismes) croisés gradués de
F dans A (X, F) (resp. dans A (X, F)).

LEMME 4.1. Soit X un espace (K, F) -linéaire gradué. On a des isomorphismes cano-

niques
Homgry (X, Der (F))x Cery (F, A (X, F))
Homegr (X, Dgr (F)) % Cer( (F, Ap(X, F))
définis au moyen de la formule
(4.2) Pp(X)f=(df)(X).
DEMONSTRATION. En effet, par exemple
pp (X)(f.g)=(d(f.g)(X)=1(df) Ng+]p(1) N(dg)} (X) =
=((df)X).g +Jp({)((dg)X)
=(Pp(X)f).g+Tp(f)(Pp(X)g).

On dira qu'un couple (D, d) est un opérateur de connexion i'fD-re’gulier‘) (7151'.

régulier}, gradué de V vers X si
(D,d) € Hom (V,Ap(X, V)X Cgrp (F,A (X, F)),
D(V)C:Homgr (X, V)CAR(X, V)
td €Cgry(F, Ap(X,F)))

1D €Homy(V,Ap(X,V)) et D(V)CHomgrg(X,V)CAL(X, V)],
si la contraction
D:Va Homng(fx, V)
le Vo HOmgTF(x ) V)’l

est graduée et si

(4.3) D(fv)=(df) Nv+]p(f) A(Dv).

Si (D, d) est un opérateur de connexion et si

(D, d) €eHom (V,Ag(X, V) x Cgry (F,Ap(X, F))
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on dira que (D, d) est un opérateur de connexion g-régulz’er ou birégulier de V vers
X . On notera

A ad A =
Sgre(V, X) Gesp. Cerp (V.85 (v, 1))

<, . L, . a L, .y .
les espaces (K, F)- linéaires des opérateurs de connexions (resp. P- réguliéres, bi-
i . A ,
réguliéres) graduées de V vers X.

THEOREME 4.1. Soient X et V deux espaces (K, F)-linéaires gradués. On a des
isomorphismes canoniques

Homgr (X, Tgr (V) x Cer (v, %)
Rergy (X, V) % Egr(v, %)
Homgr (X, Tgr (V) 2 Cgrp (v, %)
définis au moyen des formules (4.2) et
(4.4) Py(X)v=(Dv)(X).

DEMONSTRATION. En effet

P (X)(fv)={D(fv)}(X)={(df) Av+ ]p(f) N(Dv)}(X) =
=((df)X) v+ Jp(f)((Dv)X)
= (pp(X)Dv+ Tp(f)(p(X)v).
Les conditions de linéarité sont vérifiées par un calcul analogue.

Le théoréme 4.1 exprime d'une fagon précise que les notions de représen-

. e e e, s A L, . . .. X L s .
tations infinitésimales (resp. D-régulieres, birégulieres) sont équivalentes aux notions

d'opérateurs de connexion (resp. P-réguliers, birégulierss.
5. Opérateurs d'Elie Cartan.

Soient X et V deux espaces (K, F)- linéaires gradués. On dira que (D* d) est

un opérateur d'Elie Cartan gradué sur (V,X) si

(D*,d) € Hom (V,X*®,V)x Cgry (F,Ap(X,F))
et
(5.1) D¥(fv)=(df)®v+ J(f)(D*v).

On note I_‘ng(V, i ) I'espace (K, F)-linéaire constitué par les opérateurs
d'Elie Cartan gradués sur (V,X). Du théoréme 4.1 on déduit :

PROPOSITION 5.1. Soient X et V deux espaces (K, F) -linéaires gradués. Si v est
I'application canonique de X* ®pV dans HomF(f(, V),

(V(w@v)X=w(X) v,
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et si pour (D*,d) € rng(V.i) on pose
(5.2) (Dv)(X)=(v(D*v))(X),
alors (D, d) e@ng( V,X). Par conséquent il existe des homomorphismes
Tgr (v, X)
(5.3) e W
2 ~b
Hom (X, Sgr (V) —= GCgre(V,X)

définis au moyen des formules (4.2), (4.4) et (5.2).

Si D et D* vérifient la formule (5.2), on dira qu'ils sont associés.

Soient A et U deux espaces (K, F)-linéaires munis de structures de K - alge-
bres et graduations (A?|p €Z ) et (U?| q €Z) respectivement, (0)- compatibles

avec les structures d'anneaux et telles que F = A° = U°. On notera U(A,U) la F-

algebre bigraduée telle que
Ue(A,U) =47, U,
avec les identifications
‘u;(A, Uy=AT e UP(A,U)=UP,
le produit étant caractérisé par l'identité
(wQu) (TRv)=(wT)Q@(uv),w,TEA et u,veU.
Si I'anneau gradué A est (0 )- commutatif, alors
(5.4) w(M®v)=(-1)P(T@v).w siweAl et TeA?,
Si de plus U est aussi ( 0 )- commutatif, alors
L.Lr= (-1 4 L L si L eU(A,U) e L' €Ubi(A, U).
Si X et V sont deux espaces (K, F)- linéaires, on notera briévement
UX, V) =U(AR(X,F),®(V))
S(X,v)=WAR(X,F),Ap(V)).
THEOREME 5.1. Soient X et V deux espaces ( K, F)-linéaires et defDérK(AF(i.F)).Si
D*eHomy(V,AL(X,F)®.V)
et
D*(fv)=(df)®v+ f(D*v),f€F et veV,

donc

(D*,d) e[ (v, X),
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alors on a :

I. 1l existe un seul élément de EndK(i(i, V )) aussi noté D* tel que

DDpXSEX, vycSt (X, V),

2)D*(L.M)=(D*L).M+ (-1)7L .(D*M),
oz L €SE(X,v) et MeSL(A, V),

3) D* coincide avec d sur S°(X,v)= AF(SX, F) et la contraction de D* a
(V, A};(%, F) ®FV) coincide avec I'application K -linéaire D* sous-jacente a l'opé-
rateur d'Elie Cartan donné d'avance.

En particulier

D¥w.M)=(dw) M+ (-1)Tw.(D*M) , w € AL(X, F);

donc si I'on considére S(X,V) en tant que module bigradué sur AF(fx. F), alors

(D*, d) est une translation infinitésimale graduée de bidegré ((1)).
1. L'énoncé déduit de I en remplacant partout < %(ﬂ(, V) par 6%}(%, V).

DEMONSTRATION. Soit L € S%(%, V), alors L est une combinaison F- linéaire d'élé-
ments de la forme

M=owv, .. Uy ou w €Ag.(%,F) et vy, Y, EV,

puisque ®F(V) est polynomiale. S'il existe D* satisfaisant les conditions 1), 2) et
3), alors
D*M = (dw)v, ... v, +(~1)w(Zv...D*v, ... vp).
Cette identité et la F- linéarité assurent l'unicité de D* |
La preuve de l'existence de D* vérifiant les propriétés 1),2) et 3) sera faite

en deux étapes. La premiére sur $ ﬁ(f’x, V), la deuxiéme sur $ f;(%, V). En effet, soit
Pk 1 (Vg 5eeny vp)-» va .. D*v .. Vyi
alors @« est une application multiadditive du F- module V dans SPX(%. V) telle que

Ppx( [V rmes 0,) = Ppa (g eee s (050000, 0,), 16 <P,

Donc, (N. Bourbaki, algebre, chap. 2, 3% édition, §5) il existe une application additive

D* de ig(x, V) dans ﬁf;(i, V) telle que
D¥v;®...8v,)=Ppx(vy,. .., v,).

Pour que D* vérifie 2) pour L Eig(‘x, V), il suffit, 3 cause de la F-linéarité, de

considérer le cas L =u,;®... ®up et M=v,®..Qv, ou u;,v; € V. Dans ce cas

2) est une conséquence immédiate de la derniére formule.

Pour compléter la preuve, il faut considérer le deuxiéme cas. Soit



26 C. M. DE BARROS

Gpr:(w,v) €S2A, V)X TL(X, V)»(do)v+ (=1)w.(D*v) Sl (X, V),

alors Y px est biadditive et
SbD*(fw. v) =y px(w, fv),
donc il existe une application additive
p*: SE(XA, v)=S9X, V)X, v)» T, (X, V)
telle que
DX @ ®v) = pu(w,v) = (dw)v + (~1)7w(D*v)
pour tout @ €§;(K. V) et tout v eiﬁ(fx, V).
Pour vérifier la propriété 2) dans ce 2€ cas, il suffit en vertu de la F - linéarité

de considérer le cas spécial L=w ®u et M= N®v, o w 652(%. V),'f}sig(fx,V),
u 653(%, V) etv €§;(%, V). Dans ce cas on a

D¥L.M)=D*{(w®u).(m®v)}=D*{(0 A)®(2®v)}
={dlw A} u®v)+(~1)(w Am)D*(u®v)
={(dw)An+(-1)w A(d))}(u®v)+
+(-1)TS(w An){(D*u)v + u(D*v) }
={(dw)@ul(n@®v)+(-1)Nweu)l(dn)ev}+
+(-1)(w.D*u)(M®v) + (- 1) (w®u)(n.D*v)
={(dw)@u+(-1)w.D*u)} (N@v) +
+ (- wu)i(dn)®v+(-1)n.D*v}
=(D*L).M+(~1)IL .(D*M).

Dans ce calcul on fait usage de la relation n(D*u) = (~1)°(D*u)7, laquelle est con-
séquence de l'identité (S.4).

La propriété 3) est vraie a cause de la construction réalisée.
La démonstration de II est analogue a celle de I.

6. La représentation infinitésimale graduée 1 .

LEMME 6.1. Soit N€EL(V,V,;V). Alors pour X eX, PeA%(fI,Vl) et Q eA;{,(‘:X,Vz )on
a

(6.1) i(PANQ)=(i(X)P) AQ+(=1)PP A(i(X)Q).

Par conséquent le couple (1i,i) définitune r.i.br. de X dans AF(X, V) telle que pour
chaque X €X le couple (i(X),i( X)) soit une t.i.g. de AF(K, V) de degré -1.
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DEMONSTRATION. En effet,

(X (pygmry i(XI(PAQ)) =

B ("p-lz)(fq)e(a") (x Aix(")'P> A (‘1(,),Q> +
(”;)(%2,-1)8(""') (Xigry P2 A CXA ()00

mais la premiére somme est égale a <K(p+ g-1)’ i(X)P)A Q) la deuxiéme somme

est égalea (~1)? (X, P Ni(X)Q) .
Si Re€AL(X) et s €A%(X, v), on pose
/ . _ / _
(62) \X(pyoyys HRIS) =Ser KXy ), R)NX (), 8> J(o)=(T)
=2 or) (Xiry i0 Xy RIISI[CT) = (75D
En particulier
i(R)S =i(R)S sir<0.
"THEOREME 6.1. Etant donnés deux espaces (K, F) -linéaires X et V, le couple
( 1, 1) défini une r.i. br. de degré — 1 de I'espace (K, {';F(i))-linéaire gradué AF(X)
dans l'espace (K, 5F(i))-line’aii‘e gradué AF(X, V),

LOALCON(AS(X, VI CASH X, V), G (A% EL(X ) C 52X
De plus si pour R EA;.(%) et S €A;.(%) on pose
(6.3) {R,S}=i(S)R=(-1)(S*V(*VicR)g,

alors cette accolade définit une structure de F - algébre de Lie graduée sur AF(x), ou

AT (X) = AT LX),

(6.4) {R, S} =(-1)rtVU(s+ V(g R}
(6.5) S(-DFVrD R s, Ti=0.
Cyc

On a encore les identités suivantes
(6.6) {R,wpASt=li(RIw}AS+(-1)92(Dw \{R, S}, we&(X),
(6.7) i({R,S})=[1i(R), 1(S)]
i(1g)R=7R, i(R)Ix =R, {R.Iq }=(r=1)R
iR) (AT, V) =(0),
o 19 est l'application identité de X.
DEMONSTRATION. En effet, la formule

(6.1') i(R)(PANQ)=(L(R)P)ANQ+(=-1)""P A(i(R)Q)
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est conséquence de (4.1) et de la 2€ formule de (6.2). Les formules (6.4) et (6.5)
sont conséquences de la formule (6.7); en effet, si I'on pose
RiS=1(S)R,

alors la structure de groupe additif gradué de ZF(K) est (~1)-compatible avec la
loi interne 1 et (6.7) correspond & (0.2), ¥ ==1. Donc (6.4) et (6.5) sont valables
a cause du théoréme 0.1. Si I'on considere ZF(i)avec la gtaduationX;.(K)‘.:q;_+ 1o,
r € Z, en appliquant ( 1.2) du théoréme 1.2 on obtient (6.6). La vérification de (6.7)

est un simple calcul.
En particulier pour R € EndF(fX) on a
(X5 1 RIS ) = (LX), RN ,50 =3 (-1) T CROX) NX) 80
(X s 8(SIRY =LA ()87 R -
Si R, S € AZ(X), alors
{R,s}(x,Y,Z)=C§cR(S(x,?),2)+$(R(x, Y), Z).
Si R,S € End (X)), alors
i(R)S=SoR €End,(X) et {R,S} =RS~SR=[R,S].
Par conséquent :
COROLLAIRE 6.1. La contraction de (1,1) a (EndF(K),ngrK(AF(X,F))) définit

une représentation infinitésimale biréguliére de 'espace (K, F)-linéaire Endp(%)

dans I'espace (K, F)-linéaire A (X, F) telle que pour tout R, S € End(X) et
tout f{ € F on ait :
[R,fS1=f[R,s]
(6.8) iR, $))=[i(R),i(S)]
i(1q)R =R = i(R)ly, donc [ R, 1q]1=0.

7. Représentations infinitésimales sur les espaces (K, F) -linéaires F - libres de dimen-
sions finies.

Soient V un espace ( K, F)-linéaire et | un K- automorphisme de la K- algebre
F ; on note ](/):/] . On désigne par NK(V) 1'ensemble des

T €Endp (V)
tels que pour tout [ € F il existe g € F tel que
(7.1)
Ona

T(fv)=gv+ fJ(Tv) pour tout v €V,
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T(VICN (V).

PROPOSITION 7.1. Soit V un espace (K, F)-linéaire. Si V est F-fidéle alors

S'K(V) =Ng(V) ; d'une fagon plus précise pour tout T ENK(V) il existe une seule
D efDK(F) telle que (T,D) €J (V).

DEMONSTRATION. Soit g’ un autre élément de F vérifiant (7.1 ), donc
T(fv)=g'v+ f](Tv).

donc (g-g')v =20, c'est-a-dire g = g’', en vertu de la F-fidélité de V. Notons fD
I'unique élément de F vérifiant (7.1). Alors

(7.2) (f€F+f, €F) €D (F);

en effet

Ti(fg).v}

Ttf(gv) Y =fp(gv)+ [ {T(gv)}
= (fpglv+f;legp.v+g;T(v)}
=(fp-g)v+(fjgplv+(/;8;)(Tv)
=tfp.e+/jgplv+(fg)(Tv).

Donc
(f.g)p=fpg+[;gp pourtout f, g €F,
a cause de la F-fidélité de V. La F-fidélité entraine aussi que pour chaque T ENg(V)
laDe fDK(F) définie par (7.2) est unique,
On dira qu'un F-module V projectif et de type fini est de dimension constante
si la dimension des F-modules libres V(?) =F (?)®P V déduits de V par extension
de F a l'idéal premier P de F est indépendante de ¥

LEMME 7.1. Soit V un espace (K, F)-linéaire tel que V en tant que F -module soit

projectif, de type fini et de dimension constante. Alors V est F - fidéle.

DEMONSTRATION. Soit | 1'idéal de F constitué des [ € F tels que fv = 0 pour tout
v € V. On peut vérifier que [ ®@p F(g)) = 0 pour tout idéal premier P de F. Donc I = 0.
COROLLAIRE 7.1, Soit V un espace (K, F)-linéaire tel que V en tant que F - module
soit projectif, de type fini et de dimension constante. Alors pour tout T €N (V )il

existe une seule D EfDK(F) telle que (T,D) € j'K(V). Par suite TK(V)':NK(V).

Soit V un espace (K, F)-linéaire F-libre de dimension finie, En vertu du

corollaire 7.1. la projection

(T.D) €T (V)>T €T (V)=Ng(V)

est bijective et on identifiera ﬁK(V) a .TK(V)= Ng(V). Soit te ., eNl une
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F-basede V. Si T ENK(V), on pose

T(e,) =23'£e,6, J =(ff":).
Pour v =X v%eqy€V,
(7.3) T(v)=2 (V] +05TE)ey,
alors T eNK(V) est complétement déterminé par la matrice 9 et la K- dérivation
f=fp associéea T. Réciproquement si J est une matrice quelconque d'éléments de
F,D:f»f, une K - dérivation quelconque de F, et si T :V +V est définie par
(7.3),alors (T,D) €J (V).

Soit {;1 Yo :N} une autre F - base de V. On pose

;,3' B 2 Agl eﬁ et T(;a') = E TE:;B' .

or
T(e,) =S T(A% e,) =3 (DA)e,+ (A% )(Te,)=
=3 (DA e+ (A% )T Leg
:a‘EB{DAf.—!—Az,].‘fg} eq
mais
T(ey) =3 &% ?13’75 AV ey
donc
(7.4) g?f:Ag.=DA§.+§AZ}]3£
ou encore sous la forme matricielle
(7.4') A Ta=pa+4,7.

Dans le reste du présent paragraphe on supposera F unitaire.

LEMME 7.2. Soient X et V deux espaces (K, F)-linéaires F-libres de dimensions

finies. Alors les applications canoniques définies dans la propo.. 5.1 sont bijectives.
Le lemme ci-dessus se démontre en remarquant que

v %*@FV - HomF(fx, V)
est une bijection avec les hypothéses admises. En vertu de la définition du produit de
Grassmann associé a la loi externe de F-module de V, on a
V(w®uv)=wp\v.

Comme V est bijectif, on identifiera %*@FV a Homp(fx, V) et on identifiera
entre eux les espaces ( K, F)- linéaires du diagramme (5.3).

Dans le reste du présent paragraphe on notera (D, d) un élément de @;'(V.x )
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D:V-»HomF(x,V),d: F-»HomF(%,F).

LEMME 7.3. Soient X et V deux espaces (K, F)-linéaires F -libres de dimensions

finies. Soient {0'1,..., o,} une F-base de A et {81"“‘ eN} une F-base de V.Si
(D*,d) GFK(V,i), si D et D* sont associés et si l'on pose

(7.5) | {egDoy) =3T% ey

alors

(7.6) Dre,=3T% ol@e,

oz {ol,..., 0"} est la F-base duale de {O‘l yeees O'n} .

DEMONSTRATION. En effet, soit

D*ecz,: s l_';:'ﬁo—l ® eﬂ ;
alors
(o3 De,) =v(D*e,)(0y)
=3 I"I.";B{v(oicg e/s)} o;

=21‘}:B (0’7,0".> e

B
= *8
2 r}a eB .
Donc I",.*fz l—;f . o _
Soient {5 ,..., 5‘n} et {e .., eN} deux F-bases de X et V respectivement.

On écrira
5., = i e = B
o’jt EPj.O'i,eﬁv EAﬁ'eB
ou encore en langage matriciel

G=Po,e=Ae

ou
o, e,
o= : et e = :
o ex
On pose
(7.7) wp=30g, 0" Q=(wp). da =(dA%,)
~ ~at _ ] wit A ot
(7.7) w;._zrg,i,a' 'Q"(“’ﬁ')-

et, pour v = 3, vaeae V, on écrira
a
Dv - (o, dv®) +3 8% ..
O’i ] Bj

A cause des conventions faites on a
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(7.8) Deg=3 wj Neg
(7.9) Dv=§,(dv°‘+§,vﬁw§)/\ea‘

PROPOSITION 7.2. Soient X et V deux espaces (K, F)- linéaires F -libres de dimen-

sions finies et (D,d) €l (V,%). Avec les notations introduites ci-dessus on a

-—

(7.10) EAalev—dABp'i'zA ﬁ’
(7.10") QAa=dA+AQ,
(7.11) z A Do = S AG .)+2AE,I_'§1
ou 5it(AaB'): <O~'l"' dAE’I/ ’
(7.12) pv=3D2%0f pe
ol
(7.13) (Dv* )A—P(D” )P = o, af) v+ (220
ai' oi o’ oJ
DEMONSTRATION. En effet,
En appliquant (7.9) a :ﬁ' = E. A:, e, ona
() Deg =3 (dAG + 3 A5 ) \e,.
Donc il en résulte (7.10) et (7.10").
On a
() dA%:‘:z{Ui(AZr)}O'i

puisque {o ..., 0.} et {o! .., 0.} sont des bases duales. En vertu de (7.7),(7.:/')

et (4x%) on peut écrire (x) et (xx) de la fagon suivante :
Deg =3 (A% f’“:., &i’} Ae,
= 2{ B' [ } A ea

et
Deg =3 1(5(Af)} & +2Aﬁ.l“°a)/\e
= - , 'I-\a. P' ~ '
iga{ (Aﬁ)-i—ZAﬁ 16" Aeg.

En comparant les coefficients des deux formules ci-dessus on obtient (7.11).

Par suite de (7.9), de de =3 <Ui' du‘3> ol et des notations adoptées on
peut écrire
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Dv=3%{3 (oi,duﬁ> U‘Ae5+vﬁzw§Aea‘
=3{3 (o, dvf) of Neg+ vBEF‘Eioil\ eq}
=3 (Ui,dv“> +2v’31"zi§0'i Ae,

a
=3 %}i_o-' Ae,
Finalement montrons*(7.13).

De (7.12) et de {Ui,of> = 5{ on déduit

a - o' —
<0’].,DU> =2(E‘.)ea' <O-’-u DU> =2(?§1)ea:

Or
<5j-,Dv> = <P Ol Dv) ~P’. /\0 Dv ) "‘P] (Dv eg
~ Ta' 3 0—7
<O-7'--Dv> = Z(DU )ea,:z(DJ‘ )A:rea, B
&' &'
Donc
P'(D” )—(D” )AG
P(QK-)=<D;—F)A :
ol ol
a v
DIvi= (o, d(fv®)) +3 [v°T%,
ol !

<O’ df) v ot ! (cr, ) +13 v“l_'z].
(o dfy v+ . (22,

0’7

En examinant la démonstration de la proposition 7.2 on constate la validité du

lemme suivant :

LEMME 7.4. Soient X et V deux espaces (K, F) -linéaires F-libres de dimensions
finies et d EGK(F,AF(i, F)). Avec les conventions déja faites on voit que les
formules (7.10), (7.11) et (7.13 ) sont équivalentes.

PROPOSITION 7.3. Soient X et V deux espaces (K, F) -linéaires F -libres de dimen-
sions finies et d €€K(F,AF(K, F)). Avec les conventions déja faites, si a chaque
F-base {o,..., 0.} de X et a chaque F-base {e,,..., ey} de V on associe
@3 € Hom (X, F) (Fesp. T'%,, Dve ¢ p§
ol
vérifiant (7.10) (fesp. (7.11 ).(7.13)f)\et si I'on définit Dv au moyen de la formule
(7.12), alors Dv est indépendant des F - bases considérées et (D,d) € (g_:?( vV, X).

DEMONSTRATION. En effet,
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' i —
zDv ot Ae _ZD‘U.' 5t Aea
ot at

en vertu de (7.13). L"additivité de D est immédiate. Faisons la preuve de (5.1).
D(fv)=3 RItfoipe,
<o- df}) v® +/(Dv )} ot Ae,

“Ei(d df><7§/\ve}+f{ “hegl
= (df) Av+/[(Dv).

PROPOSITION 7.4. Soient X et V deux espaces (K, F) linéaires F -libres de

dimen-
sions finies et d 6@ (F,A (% F)) tel qu'il existe {x*,..., x"} CF et {dx}, ..., dx"}
étant une base de AF(x F). Avec les conventions introduites, st {-_._ ”’6___ e X
dxl ox"
est la F - base duale de {dx1 ., dx" } et si l'on pose
f__ a’/> pour f€F,i=1,.
. dxt ax
alors pour o' = dx*, o, = 3_', on a
ox?
a
al = ai' , O',,(A;,) = .‘a—A.@"
Ax® At
Donc
~ @
(7.11') A% T = %A% 5 a8, o %"
oo B ‘57"-% L B /3’3;:'
Dv” “ﬁ’.+ s WA I_' “
dxi  dx!

Dans ce cas on écrira ausst
a

*| Dv” o4 V v%= dv®+ 3 B a)z

dxt

=v°’| idxi.

vl i=

Donc
Dv:E(Vu“}Aea.
REMARQUE 7.1. Soit d € Cp(F, A (X,F)) tel qu'il existe {x?
{dx!,..., dx"} soit une base de A};(i, F). Si I'on pose
PD(X)[= (X.d/) pour X €Y et f€F,

alors Pp EHomF(i,fDK(F)) est injective. En effet, soit Pp(X)f= PD(Y)/ pour
tout f€ F. On a

. x"} et que

X = Xia 13
donc > ox’ Y=y 3’

Py(X)xi=5xip (g—)::’ s xt 8] = xi

—PD(Y)x7= Y’



CHAPITRE II

ESPACES INFINITESIMAUX GRADUES

8. Espaces d'Elie Cartan gradués.
On dira qu'une application K-bilinéaire 1 de X x X dans V est ('(¥)-9
graduée { on 'y € ZY si
L(X x LSy v+ sC+vYy ,

c'est-a-dire si les graduations sous-jacentes sont ((7y)-) compatibles avec w. Si de
plus

L(X,X)=0 pour tout X € X?",
on dira que p est pair- alternée.

Dans ce chapitre on supposera toujours que la K-algébre graduée F est(0)-
commutative.

Une structure de (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan gradué ('re’gulierf sur |'en-
semble X est défini par la donnée :

-d'une structure d'espace (K, F)- linéaire graduée (X" | r€Z) sur %;
- d'une représentation infinitésimale graduée (@-réguliére'fde degré 0, notée (ad, Pp ). de
X vers X, c'est-a-dire
(ad, pp) : X ffng(x)
est K- linéaire (" de plus Pp: X ngrK( F) est F-linéaire’) et
Pp (X" C DEr (F),
(8.1) [X,wY]=(Xpw)Y +(-1)Tw[X, Y],
ot [, ] est I'application K - bilinéaire de X x X dans X définie par
(8.2) [X,v]=(adX)Y
et X, =pp(X), X €X', w €FY,;

ces données satisfaisant l'axiome

ClI. La loi interne [ , ] est graduée, ( 0 )- anti-commutative et pair-alternée.

Si de plus

clIl. (x.vylp,=0x,.Y,]

on dira que la structure de (K, F) -pré-espace d'Elie Cartan gradué est sans courbure.
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Une structure de (K, F)-préespace d'Elie Cartan gradué vérifiant 1'axiome

suivant
clil. X(X,Y,Z)=0

sera appelée structure de (K, F)- espace d'Elie Cartan gradué . Dans ce cas par défi-

nition méme X est muni d'une structure de K - algébre de Lie graduée.

EXEMPLE 8.1. En vertu du corollaire 0.3.@ng(F) muni de (ad, IngrK(F))’ ol ad
est la représentation adjointe définie par le crochet de deux dérivations graduées, est

un (K, F )- espace d'Elie Cartan gradué régulier et sans courbure,

EXEMPLE 8.2. Soit X un espace ( K, F)- linéaire. Si 1'on consideére AF(?X) muni de la
graduation (E? = A%'“(‘.X),q € Z) et de I'accolade { , } sur AF(fX) défini par (6.3),
il résulte des identités (6.4),(6.5),(6.6) et (6.7) que la représentation adjointe asso-
ciée a{, } et l'opération i définissent une structure de (K, 5,,(%))- espace d'Elie

Cartan gradué régulier et sans courbure,

EXEMPLE 83. Soit X un espace (K, F)- linéaire gradué dont la graduation (X" |r€Z)
est compatible avec une loi interne [, ] sur X, K-bilinéaire, (0 )- anti-commutative et

satisfaisant (8.3) (et jacobienne’), alors (ad,0) est un (K, F)-(’pré’s- espace d'Elie
Cartan gradué régulier sans courbure.

D'autres exemples seront donnés dans le $14.

LEMME 8.1. Soient 531 et 5‘22 deux anneaux de Lie gradués. Si sur .ng X 532 on définit

le crochet suivant

(8.4) {¢tp),(T".D') 1=([ T, T').,[D,D']),
oﬁ(T,D),(T',D')eSile.

,» €t st I'on pose _
(T'D)s(gxxgz)t si, et seulement si, T ESZ),“ et D 6,532,‘,,

alors la graduation ci-dessus et le crochet définit par ( 8.4 ) définissent un anneau de

Lie gradué.
DEMONSTRATION. En effet, soit t = deg(T,D) et t' = deg(T',D'), alors
(¢r.p),(T",D'))=([T,T'],[D,D'])
=(-1)"*'c(1, 7], [D',D])
=(-1)"* (1, D), (T, D))
(-1)%€(T.D)deg(T". D"} (1 p) (1",D')),(T",D")] =
(-1)%¢€(T.D)dee(T".D* ) ([, 1], [D,D']), (T",D")]

(-1)%€&(T.D)deg(T".D*) (11 1+ 7], [[D,D'],D"])

]
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= ((-1)%8(T)deg(T")[ [T T+], T"],(~1)9e€(D)dee(D")[[p p'], D=]).

Donc

Cz (._i)deg(T.D)deg(T". D")[[(T,D).(T',D')] , (T",D")] =
yc

=(2(_I)deg(T)deg(T")[[T’T:] ,T"] ,2(_I)deg(D)deS(D")[[D.Dr] ,D"] ).
Cyc Cyc

De cette derniére identité il résulte 1'identité de Jacobi pour 531 x £2 .

Du théoréme 1.1 et du lemme 8.1 il résulte

THEOREME 8.1. Soit V un espace (K ,F )-linéaire gradué, Soit ,BV : j.ng(V)-o @ng(F)
telle que p,,(T,D)=D et ad la représentation adjointe associée au crochet défini

sur 3ng(v) par
(8.4") cr,p),(r",p)1=([ T, 7'1.[D,D']),

ou (T,D),(T*",D") Ef‘l;ng(V) . Alors f?ng(V) muni de (ad,,;)V) est un (K, F)-
espace d'Elie Cartan gradué régulier et sans courbure, ngrK(V) muni du couple (ad,py, )
sera appelé (K, F)-espace d'Elie Cartan gradué régulier sans courbure associé a
I'espace (K, F)-linéaire V. De plys pry: j'ng(V) - f(ng(V), pr (T.D)=T,est
K - linéaire et est un épimorphisme de l'anneau de Lie gradué 3ng(V) sur l'anneau de
Lie gradué .‘Tng( V).

Comme D € ngrK( F)»(D,D)e€ ffng(F) est bijective,si F posséde une unité,
on identifiera alors ngrK(F) a 3ng(F).

Un (K, F)-(pré-9 espace de Cartan gradué dont les graduations sont triviales

sera appelé brievement ( K, F)-(Cpré-") espace d'Elie Cartan. Par hypothése dans ce cas

F est commutatif.

LEMME 8.2. Soit (X, (ad, Pp)) un (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan gradué. i X € X',
Y €Y%, Z X, meFP et w € F9, alors

(8.5) lwY,X]1=wly, X]=(-1)"(s* 9 (X )y,
(8.6) (-1 90X, v,2)-N(X, Y, 0Z)=
={[x,, YylwlzZ;
(8.7) (X, 0Yl=(-1)*)wn(x, Y1 +{(7X)pwly
+ (_1)(r+p)(3+q)w( YDW)X;
(8.8) WTX)pw=-m(Xpw)}Y +(=1)"¥)+ Dy mwiy 7)ix = 0.

DEMONSTRATION. La formule (8. 5) est conséquence immédiate de la (0 )- anti-commu-

tativité de [ , ] par rapport a la graduation (X"| r € Z). On obtient la formule (8. 6) en

calculant le premier membre avec l'aide des formules (8.1),(8.5) et de l'anti-commu-
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tativité; d'ailleurs (8. 6) est un cas particulier de la formule (11.3). La formule (8.7)
est une conséquence immédiate de (8.1) et (8.5). La formule (8.8) se déduit de
[7X, 0y ]+ (-1)F2)* D[y, 7x]=0
en appliquant (8.7) et en faisant usage de la (0)- commutativité du produit de F par
rapport 4 la graduation (F? | p €Z2).
De la proposition 7.1 et des formules (8. 6) et (8.8) il résulte

PROPOSITION 8.1. Soit X un espace (K, F)-linéaire gradué F - fidéle. Alors

(i) une structure de (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan gradué sur X peut étre

définie par la donnée d'une application [,]:X X X » X bi-additive vérifiant I'axiome
Cl par rapport & la graduation de X et telle que pour tout X € X, (adX) ENng(fX)

(ii)Si (X, (ad, Pp )) est un (K, F)- espace d'Elie Cartan gradué, alots
(X, (ad, Pp )) est sans courbure.

(iii) si (X,(ad, pp)) est un (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan gradué et si X en
tant que F-module est libre et de dimension> 1, alors X est régulier, (TX)pw=T(Xpw)
9. Espaces infinitésimaux gradués.

Soient (X, (ad, pp)) et (X', (ad, P} ) deux (K, F) - pré-espaces d'Elie Cartan

gradués. On dira qu'une application ¢ de X dans X' est un morphisme gradué ('diffé -
rentiel § de X dans X' si ¢ est K -linéaire de degré 0 et

(9.1) a. pp=pPpoe (b.elX,Y1=[wX) AY)lY

On dira que (V, (0, ’;D )) est un espace infinitésimal gradué (différentiel’) sur
le (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan gradué (X, (ad, Pp)), ou encore par abus de lan-
gage que (V, p;) est un espace X - infinitésimal gradué (différentiel), si V est un
espace (K, F)-linéaire gradué et (pl,;D) = p une r.i.g. de degré 0 de A vers V
(vérifiant (9.1)b)) et telle que '_D-D =pPp, c'est-a-dire ('OI’;D) est un morphisme
gradué (différentiel) de (X, (ad, p,)) dans (Jgry (V) ,(ad, py)). Un espace infinité-
simal gradué (V, (,OI,,OD)) sur (X, (ad, Pp)) est appelé J - régulier resp. - régulier,
3' -régulier ou birégulier, si la r.i.g. sous-jacente a (pl,pD) est J -réguliere resp.
P- réguliere, j-reguhere. Quand on se donne d'avance un (K, F)-ptéespace d'Elie
Cartan gradué (X, (ad, pD)), par abus de langage on dira que Py est une structure X-
infinitésimale graduée sur V, resp. g-re'guliére, D-réguliere, biréguliére,si
(V.(pp,Pp )) est un espace X-infinitésimal gradué,resp. J - régulier, P-régu-
lier, birégulier. On dira qu'un espace X - infinitésimal gradué (V, (PpsPp)) est sans
courbure si PI([X- Y] )’—‘[PI(X).P,(Y)]-

EXEMPLE 9.1.5o0it (X, (ad, Pp) un (K, F) - pré-espace d'Elie Cartan gradué (resp.
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régulier, sans courbure), alors (X, (ad, Pp)) est un espace X- infinitésimal gradug

(resp. D- régulier, sans courbure ).

EXEMPLE 9.2. Soient X et v deux espaces (K, F )-linéaires. Si 1'on consideére AF(%)
muni de la structure de (F, &F(fX))-espace de Cartan gradué définie dans 1'exemple

8.2, alors en vertu du théoréme,6.1 (V, (% ,1)) est un espace X -infinitésimal gradué
différentiel birégulier.

Dans les §$14, 15 on trouvera d'autres exemples.

DansHattori [ 21] on trouve plusieurs exemples d'espaces infinitésimaux 9-régu-

liers différentiels sur l'espace de Cartan des champs de vecteurs de classe C” d'une
© cas
C" - variété.

LEMME 9.1. Soit (X,(ad, ,OD)) un (K, F)- pré-espace d'Elie Cartan gradué. Alors pour
que (X, (ad, Pp)) en tant qu'espace X - infinitésimal gradué soit différentiel,il faut et
il suffit que (X, (ad, pp))) soit un (K, F )- espace d'Elie Cartan gradué sans courbure.

DEMONSTRATION. En effet, si on suppose que (X,(ad, p))

est un espace X-
infinitésimal g.bg. on a

(ad[ X, Y1)z =[adX,adY1Z;
mais cette identité est une autre forme de l'identité de Jacobi.

Des lemmes et corollaires du §2 il résulte ;

THEOREME 9.1. Soit V un espace (K, F)-linéaire. Avec les notations du &1,les
applications

(T.D) €T (V)+(T,1.D) €5 ((Endp (V)
(T.D) € (V)+(TN, D) €T (A (V)
(T.D) €T (V)+(T®, D) €T (@ (V)
sont des structures d'espaces infinitésimaux différentiels biréguliers sur (S'K(V).(ad. Py )
10. Les translations infinitésimales graduées d et 0(X).
On notera £ et O les éléments appartenant respectivement 2
-1
Hom (L2 (X), Hom (X, Endgry (A (%)),
-1 -
Hom  (LE(X), Endgry (A (X))
définis par les identités
- i +1 j
Ea(X) (X)) 2 (~DITRX.X) ATy,
(X, =2 (-1 I+ o(x, X)) AXE),
oun EL;“((i) et X € X.On pose £p = E(d.
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On notera £* et 0* les éléments appartenant respectivement 3
Homy (LE(X), Homy (X, Hom (A (X, V), V),
Hom o ( LA (X), Hom (A (X, V), V)),
définis par les identités
(
/ *

Soit (X, (ad, pp)) un.(K, F)-pré-espace d'Elie Cartan. Si (V, (PP et
(V'.(p},pp)) sont deux espaces X - infinitésimaux D- réguliers (et T -réguliers ¥,
alors les couples (ﬁ},pD) considérés dans le théoréme 2.1 qui définissent des struc-
tures d'espaces X - infinitésimaux D-réguliers et J - réguliers” sur AF(V) ou ® F(V)
(resp. sur A (V,V') ou L (V,V')) seront notés (O, O) (resp. (V,V).

Si de plus (V, 'OI) est sans courbure, il résulte du théoréme 8.1 que EndF(V),
AF( V) et® F(V) sont aussi sans courbure.

(X, (ad, Pp ) en tant qu'espace X -infinitésimal (D-réguliery définit des struc-
tures d'espaces X - infinitésimaux (- réguliers? :

1. sur AF(X), ®F(X), les couples (ad, pD) associés étant notés ([J,0), au
lieu de (¢, ¢). En particulier

X0OY=(adX)Y=[X,Y] pour X,Y X,
XOf=(pp(X))f pour X €eX et f€F;

2. sur AF(fx,V), LF(‘X,V), les couples (@d, pj,) associés étant notés (6, 8),

au lieu de (V,V).(Méme notation en remplagant F par K). En particulier
O(X)v=(p, (X))v pour X eX et v eV,
O(X)f =(pp(X)f pour X €eX et f €F.
Avec ces nouvelles notations on a par définition ( théoréme 2.1)
(XO0X)=2Xx,®... (X, X;]®...®X,
(XOXpy))= (& 1(X) (X)) )

- i+ 1 f
=32 (-1)"x,x;10X],.

Pour w € AL (X, V), on a de méme
(10.1) <‘:((q),9(x) w) =p,(X) (‘Im.w> - <X5fx(4yw>
_ / x \
=p(X) (‘:X(,),w> - \‘X(q),f[,](x)w/ .

De (2.2) il résulte en particulier qu'on peut écrire
q p
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: N %
(10.2) TO(X) (X pyPlw= XA\ & 1 (X)w)

I

& 100X g )

_ b1 :
=3(-1)7 \[x,x,.]/\ﬁ(frq“),w.
Par exemple si | EEndF(S() et B GLf_-(%,V), alors
(10.3) (6(x)J)(y)=0x.7Y1-7([x.Y1)
(10.4) (8(X)B)(Y,z)=p(X)(B(Y, Z)-B([x,Y1,2)

-B(Y, [X, Z]).
Les t.i. (6(X),8(X)) seront appellées t.i. covariantes de Lie tandis que les

t.i., (X0, XO) seront appellées t.i. contravariantes de Lie sous-jacentes a (X, V) .

THEOREME 10.1. Soit (X, (ad, pp,)) un (K, F)-pré-espace de Cartan. Soit (V, (Pp.Pp))

un espace X - infinitésimal (J - régulier). Alors il existe un seul
EeErfdng(AK(ﬁt, V)
(qui laisse AF(x, vV)cC AK(‘.X, V) stable”) tel que
(10.5) 6(x)=0d,i(x)].
DEMONSTRATION. Pour montrer ce théoréme, il suffit de montrer qu'il existe une
seule famille d'applications K - linéaires d: AF(X, V)~ Al THA, V) telles que
(10.5') 6(X)w=;i(X)w+i(X)§w
pour tout X € X et tout w EAIq<(f'x. v) (et que
(10.6) AAL(X, V)AL (L, V).

S'il existe une telle famille vérifiant ( 10.5) (et (10.6)Y, alors elle est unique,
En effet, soit d' une application K - linéaire satisfaisant (10.5'); alors
i(X)(d=d")w=(d-d")i(X)w

pour tout @ € Az(%, V). On montrera par induction sur g que dw = d'w pour chaque
w eAI'i(fx, V). Si deg(w) =0, alors

0=(d-d")i(X) w=i(X)(d=-d)w,
puisque i(X)w = 0. Mais ceci étant vrai pour tout X € X, alors dw = d'w. Supposons

démontrée l'unicité pour g = p -~ 1, alors

Os(;"-—d-")i(X)w=i(X)(r;—:;')a),

puisque deg(i(X)w)=p—-1;0r X € X étant arbitraire, on a dw =d'w .
La preuve de ['existence d'un tel élément 4 sera aussi faite par induction sur g.
Soit w €A§(i. V) = V. Alors on pose
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(X, dw) = 0(X)w=i(X)dw= pX)w.

Cette application d : A3 (X, V)~ Ag(X, V) est K-linéaire (et d(A;(i.V))C'A;.(ﬁ(,V)
en vertu de la F - linéarité de pﬁ. Supposons qu'on ait démontré 1'existence de

7 q q +1

deHomK(AK(%,V),AK (X, V)
vérifiant ( 10.5) (et (10.6)) pour tout ¢ < p. Si w € AR (X, V), on pose

<fx(p+1),d(4)> = <fx}p+1)v e(xl)w> - <‘I(ip+1)-di(xl)w> 5

alors on doit démontrer que dw € A?( X, v)letdw e A%‘H(f’x.V) si w GA%(:'X.V)S.
La K-linéarité (et F-linéarité) en chaque Xy veen Xp 41 ©st conséquence par hypo-
these d'induction de la K- multilinéarité (et de la F - multilinéarité) de &(X,)w. Mon-

trons que dw est alternée. Or

~

N /e , y

et c};'(Xl)w est K-multilinéaire (F- multilinéaire”) alternée en vertu de l'hypothése
d'induction; mais
O(xweAb (X, v) (0(x)w e AR (X, V)T,
puisque par hypothése w est K - multilinéaire (F - multilinéaire’) alternée. Donc i(X,)dw=
=0(x 1)0) —-.a?z:( Xl)w est K- multilinéaire ('F-multilinéaires alternée. Par conséquent
pour démontrer que ;w est alternée il suffit, & cause de (10.7 ), de montrer que
(A, 41yilX)do) =0 si X, =X,,

c'est-a-dire que

/ey i _ i g . _ .

\?X(pﬂ,,@(xl)w) = (X pypdi(X Pw) si X = X,;
mais ceci est vrai puisque

(XY 1) O(x,)@)

il

(I icx,)6(x,)w)

= (X2, ), 6(x,)i(x,)w) par (10.2)

= XL L) @(X,)i(X,)+i(X,)di(X,)w)

= (AL L) difx,)w).

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver la K- linéarité (F - linéarité’)

~
en X,. Mais ceci est conséquence du fait que dw est alternée et de la K- linéarité

(F-linéarité) en X, ,..., X, 4 -

REMARQUE 10.1. Si 4 laisse stable AF(X, V), alors p, est F - linéaire,

COROLLAIRE 10.1. Soit (X, (ad, Pp)) un ( K,F)-pré-espace d'Elie Cartan. Si (V, P)

est un espace X - infinitésimal J - régulier, alors il existe une seule application
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1
de Endng(AF(%, V)) telle que

(10.6) 6(x)=[4d,i(x)].
Ce d est la contraction de ;sur AF(%, V).
Soit (X, (ad, pD)) un (K, F )- préespace d'Elie Cartan. On note
[%(')] = a[ ’](i(')) =i§7(-1)t+,+1[ xl" X]] AX;’]).
En particulier
[%(r)]=0 sir<1 et[fxml=[x1,x2] sir=2,
Pour w €A% (X, V) ona

THEOREME 10.2. Soit (X, (ad, Ppl) un (K, F) -pré-espace d'Elie Cartan, Si (V, PI)

-est un espace X - infinitésimal (T -régulier’) et si I'on pose
s (og)itt i _ \
- 41 ] 3
alors dw = dw si w eAz(K, V) (dw=dw si w eAg.(K,V)‘)‘.
DEMONSTRATION. En faisant usage de la formule

[6¢x),icYy)1=i([Xx,Y]),

de la formule (10.5) (et de la F-lingarité de pﬁ,on voit aisément par un calcul direct

que d vérifie (10.3 ) pour w eAI%(%, v) (et pour w €A;I:(X, V), on adwe A;’:.'H‘(%,V)
et d vérifie (10.5)).

Dans la suite, d désignera d ou 4. D'aprés (10.7) on a en particulier

(de)(X,Y,Z) =3 pp(X)(w(Y.Z)=w([X.¥],2).
yc

Par un calcul direct, en faisant usage de (10.2 ) et ( 10.7) , on obtient:

THEOREME 10.3. Soit (X, (ad, pp)) un (K, F)- pré-espace d'Elie Cartan. Si (V,p,)
est un espace X - infinitésimal, alors

(10.8) [i(X (). d1 =3 (=DTF2O(X)i(XF,) = i(1X(,)])
=S (=17 X D0 (X )+ (1A, 1)

Les formules (10.5),(10.6) et (10.7) sont des cas particuliers de (10.8). Pour
%(2)=X/\Y, on a

(10.9) [i(Xx ANY), d1=6(X)i(Y)=-0(Y)i(X)-i([X,Y])
=i(Y)O(X)-i(X)0(Y)+i([X,Y1).
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On peut écrire la formule (10.8) sous la forme suivante
(10.8') [i(X).'d]w=;9(i(X)w),X €A (),
ot ;9 est le ; sous-jacent au ( K, F)- espace X - infinitésimal (AF(K' F), 0).
THEOREME 10.4. Soit (f’X,(ad,pD)) un (K, F) -pré-espace d'Elie Cartan. Soient
(Vi,p;'),iz 1, 2,3, trois X-espaces infinitésimaux J -réguliers tels que les p;,

i =1,2, 3, soient compatibles avec une application F - bilinéaire \ de VXV, dans V,.
SiweAL(X,V ) et meAR(X,V,), alors

(10.10) dy(wp AT )=(dw) NT+(~1)%w N(d,T).

DEMONSTRATION. On fera la preuve par induction sur g+ p. Si g+ p = 0, la formule
(10. 7 ) se réduit a la condition de compatibilité de ,0;, i=1, 2,3, avec \ . Supposons

que la formule ( 10.10) soit vraie pour g+ p =r~1.0n a

(X gaprrydsl@ NT)) = XG4y iX A (@ AT))

En faisant usage de la formule ( 10.5) et par hypothése d'induction on peut écrire
i(X)dg(@ NT) = 6,(X AT =dy(i(X,)(w \T))

= {6, (X) N T+ @\ O(X)T=d {(i(X)@INT+(-1)Tw\i(X)T}
{0 X)wlNT+w NO(X )7

{dyi(x Jwl-(-1)1 i(x o}t Nd,T

Donc

i(X,)dy(w A7)

1}

titx d,wl N 7= (=1)9(d w)p\ i(X )T

+

wNi(X,)d,m~(-1)" {i(x JwtNd, 7

i(X )(d,w) ATmh+(=1)%i(X,)(wNd, )

(X )U(d @)\ T+ (=1)wp (d,7)}

Ainsi (10.10 ) est vraie pour tout g,

COROLLAIRE 10.2. Soit (X, (ad, p))) un (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan. Soit (V, Py)

un espace infinitésimal birégulier. Alors (F, p) est un espace X - infinitésimal, donc
(d,d) eFgre(An(X,v)).

La ti. g de degré 1 (d,d) de l'espace (K, 5F(%))-line’aire gradué ZF((I, V) sera

appellée translation infinitésimale extérieure sous-jacente a (X, V).
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11. La forme de courbure d'un espace infinitésimal.

Soit (X, (ad, PpNun (K, F) -espace de Cartan gradué. Si (V, 'OI) est un espace
X- infinitésimal gradué, on appelle forme de courbure, et on note (1

oy’ I'application de
X x X dans End (V) définie par l'identité

(11.1) {Qpl(x.y)}(v) =[p,(X),pI(Y)](v)-(p[([X,Y])(u).
En particulier
{QPD(X. Y)i(w)=1( Pp(X), PD(Y)] (w)=-(pp( [X.Y])(w).
Qp est K - bilinéaire graduée, (0 )- anti-commutative et pair-alternée, c'est-a-dire
I
r+s _ ,s+1
QPI(X,Y)GEndng(V),QpI(X. Y)=(-1)° QpI(Y.X)
pour X €X", Y € X", et
Q (x,Xx)=0 si X €X?7,
Pr
Par exemple
(11.2) {Qad(Xx,Y)}(Z)=-3(X,Y,Z)
est la forme de courbure de (X, ad) en tant qu;espace X - infinitésimal gradué.
THEOREME 11.1. Soient (X, (ad,pD)) un (K, F) -espace de Cartan gradué et (V.p,)
un espace X - infinitésimal gradué. Alors pour tout X €X” et tout Y €X° ona
(11.3) Q, (X, V) (7o) =1Q, (X, Y)(m)}v + ™S (m)tQ, (x,v)(v)},
I D Pl

-~ .+
(11.4) Q, (X, V) (TW) =10, (X, Y)(m)}w+] ‘(W){QPD(X, Y)(w)l,
c'est-g-dire

Q Q fj\,r+s

( pl(X. Y), pD(X,Y)) EJgry(V).
Donc

» .
(Qp .9, ) €Li(X, Terg(V))

et la restriction de (Qp 'Qp ) a X°x X° appartient a A;(%O,jng(V) ). De plus

1 D

1)Si(V, 'OI) est j-régulier, alors

S 4
QpI(X""Y)—] (w)ﬂpl(x. Y)
(11.5)

Q (wX,Y)=wl (X,Y);
Py P
2) Si X est sans courbure, Qp =0, la contraction de ()
appartient a AIZ’((%", Endpo(V)) .
3) Si X est sans courbure et (V, Py) est J -régulier, alors la contraction de

Qpl 2 (X°x X°, Endpo(V)) appartient & AZo(X°, Endpo(V)) .

o a (X° xX°, Endpo(V))
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DEMONSTRATION. En effet, soit 7 € F?. D'aprés (1.1) du théoréme 1.1 on peut
écrire
Qp[(x,Y)(Wv)=[,OI(X),/O,(Y)](WU)—P,([X,Y])(va)
={lp,(X), pp( YT v+ (=1)C*milp (X)), py(Y)] 0]}
~ o (Ix, YD)mbo= (=) p ([x, Y] )v}
=L pp(X), pp(YI)I 7= pp([X, Y] )7}
+(=1)r )P p(x), py(Y)I v+ py([X,Y])v}
=19, (x. Y)(Tr)}v+(-1)('+s“’77{QPI(X,Y)(v)}.
De la F-linéarité de o, et en faisant usage de (1.2) du théoréme 1.1 on peut écrire
Qpl(x,wY)=[p,(X),'np,(Y)]-P,{(PD(X)W)Y+(-1)"'7T[X. Y1}
=(pp(X)T)p(Y) +(=1)PT T p (X)), p,(Y)]
= (pp(X)T)p,(Y)=(=1)P" 7 py([X,¥])
=(—1)P'prI(X,Y).
2) est conséquence de (11.3) et 3) est conséquence de 1) et 2).

Le corollaire suivant est conséquence de (11.3) et il admet aussi pour cas

particulier (ii) de la proposition 8.1, puisque (8.6) est un cas spécial de (11.3).

COROLLAIRE 11.1. Soit (V, p;) un espace infinitésimal gradué sans courbure sur le
(K, F)- pré-espace d'Elie Cartan (X, (ad, ,OD)). Si V en tant que F-module est fi-
dele, alors A est sans courbure. En particulier si X est un espace d'Elie Cartan F -
fidele, alors X est sans courbure, puisque (X, ad) est sans courbure.

Soit (X, (ad, ,OD)) un (K, F) -pré-espace d'Elie Cartan et (V, ,0,) un espace
X- infinitésimal. Alors

(11.6) QpI(X,Y) (v)=(d?v)(X,Y);

de plus les structures d'espaces X - infinitésimaux sur EndF( V) et V sont compatibles
avec la loi interne

*x:(h,v) éEndF(V)X Vab(v)€ev.
On note aussi * le produit de Grassmann associé a cette loi externe.

THEOREME 11.2. Soit (X, (ad, Pp)) un (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan. Si (V, p;)
est un espace X - infinitésimal (resp. J - régulier) :

1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) [5’(X),9(Y)]w=9([X,Y])w+QpI(X,Y)*a)
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pour tout w eAK(‘I. V) (resp. w EAF(%,V)),

2) [6(x),dlw=(i(X)Q )rw,i(X)Q, €End (V)
Pr Pr K

pour tout w GAK(i,V) (resp. w €AF(S(. V),

3) uzﬂwzﬂgl*w(a Cartan [ 6 1p. 212)

pour tout w EAK(EI,V) (resp. w 6AF(X, v)).

En particulier, pour tout w de degré 1,
(11.7) (@) (X, Y, Z)=3(Qy (X, Y)) 0w(Z).

1. Si de plus X est un (K, F)-espace d-'Elie Cartan, alors les conditions 1),

2 ) et 3) sont vérifiées.
DEMONSTRATION.

1. Supposons que I ) soit vraje. On démontrera 2 ) par induction sur g. Soit g = 0, alors

en vertu des définitions du produit de Grassmann et de (X )et d, on a
{(i(X)QpI)*w} Y={(i(X)QpI)Y}*w={QpI(X, Y)l(w)
= Py(X)(P(Y)w) = py(Y) (p(XN@)=p ([ X, Y])e
to)(x) (Y, dw) = ([X, Y], dw) }~p,(Y) (X,dw)
(Y,0(x)dw) - {v,d6(X)w) =[6(X),d]lw.

Supposons que la formule de 2 ) soit vraie pour les formes w de degré < g, alors

i(Y)O(X)dw-i(Y)dO(X) w—-i(Y) “(X’Qp, xw} =

O(X)i(Y) dw-i([ X, Y)dw+i(Y)O(X)w=-06(Y)O(X)

(i(Y)i(X)QpI)*w+(i(X)QpI)*i(Y)
=-0(X)di(Y)w+6(X) 0(Y)~i([ X, Y)dw+d0(X)i(Y)w

aAx,Y)w- 9(Y)6(X)w-{i(X)i(Y)QpI}*w+(i(X)QpI)t(i(Y)w)
-0(X)di(Y)w + Zi@(X)z'(Y)w+(i(X)QpI)*(i(Y)w)

(d'aprés 2))

0 par induction,

On démontrera que 3) est une conséquence de 2) en deux étapes. En premier
lieu on le prouvera pour » = 1 par induction sur gq. Ensuite la formule est obtenue par
induction sur n. Si g=0, alors w €V, donc (d?w) (X, Y):{QPI(X, Y)}*w par
suite de (11.6) et de la définition du produit de Grassmann associé 4 *. Supposons que

d?2w =0 _ ww soit vraie pour les formes « de degré < ¢q. En faisant usage de 2 ) on a
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i(X)d?°w= 0(X)dw-di(X)dw
-_—'dQ(X)w+{i(X)QpI§*w—°d€(X)w+‘dzz'(X)w

= {i(X)Q _ }xaw+Q_ *xi(X)w par induction
P P

i(X)(QpI*w).

Or X est arbitraire, donc % w = Qp * W,
1
Supposons 3 ) vraie pour n, alors

22t =32 (4% w) = ZZZ(QZ * ) par induction
1

pl*(QpI*w) o *w,

3 ) entraine 1); en effet, 3 cause du théoréme 10.1 et de 3) on peut écrire
0(x)O(Y) w=0(x)li(Y),d]lw=0(x)ti(Y)d+di(Y)}w
= 9(X)i(Y)‘dw+719(X)i(Y)w+(i(X)QpI)*i(Y)w,
donc
@(Y)ea.’xm=9(Y)i(X)Hw+‘d$(Y)z‘(X)w+(i(Y)QpI)*i(X)w.

Par conséquent

[6(Xx),6(Y)]w={6(X)i(Y)-0(Y)i(X)}dw+d{ O(X)i(Y) -O(Y)i(X)}
+{i(x)0p}*i(Y)w-{i(Y)Q bwi( X )w.
I Pr
En faisant usage de (10.9 ) et 3 ) on peut écrire
[6(Xx),6(Y)]w={-di(X ANY)+i(X\NY)d+i([X,Y])}dw
+dt-di(XANY)+i(X ANY)d+i([ X, YD} w
+{i(X)Qp§*i(Y)w-—{i(Y)Q b ai( X )w
1 P
={i[x, Y Dd+di(x, YD w+i(X AY)d’w

-d%i(x /\Y)w+{i(X)QpI}*i(Y)w—{i(Y) Qplhi(x)w

I

Ol X, Y)w+i(X \Y) {Qpl*w}-Qpl*i(X ANY)w

“+

{i(X)Qp bxi(Y)w-1i(Y)Q twxi(X)w
1 Pr

Il

9([x.Y])w-i(X)i(i(Y)QpI)*w+Qpl*i(Y)w}
- Q xi(XNY) @+ i(X)Q, b wi(Y)w-1i(Y)Q, Ixi(X)w
I P P

9([X.Y])w+QpI(X,Y)*w-{—{i(Y)QpI}*i(X)w

{ i(X)QpI}*i(Y)w+QpI*i(X AY)w

= Q, wi(X ANY)w+{i(X)Q Jxi(Y)w-ti(Y)Q, Ixi(X)w
[ P P

I

9([x,y])w+QpI(x,y)*w.
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II. Supposons que X soitun (K, F)- espace d'Elie Cartan. Nous montrerons que [ ) est

vérifiée. La preuve sera faite par induction sur le degré de w. Pour g =deg(w) =0,
on a

[O(X),6(Y)w]=6(X)0(Y)w=-6(Y)O(X)w

PUX) (P (Y)@)=p(Y)(P)(X) @)

PrLX, Y@+ p(X)(p(Y)w)=p(Y)(p(X)w)=p (X, Y]Dw
‘9([X,Y])w+Qpl(X, Y)*w.

Supposons que 1) soit vraie pour les formes w de degrés < g. En faisant usage

de la formule ( 10. 2 ) (pour g = 0) et de l'identité de Jacobi, on a
i(z2)0([X,YDw=0([x,v])i(Z)w=-i(l[X, Y], Z])w
={[0(x),60(Y)]} i(z)w—QpI(x, Y)xi(Z)w
i(llx,v],Z)w'

O(X)0(Y)i(Z)w=-0(Y) 0(X)i(Z)w
- i(Z){QpI(X.Y)*wl—i([[X,Y],Z])w
=0(x)ti(z)0(Y)w+i(lY, 7)) w}

- 0(Y)li(z)0(X)w+i([X,Zz])w}

= {210, (X, V) wel-i([[X, Y], Z])e
=i(Z)0(Xx)O0(Y)w+i([X,2])0(Y)w
+i(ly,z]1)0(X)w+i([X,[Y,Z])w

- i(z2)0(Y)O(X)w-i(lY,z])0(X)w
-i(lx;z) 6(y)w-i(lY,[X, Z]Dw

- z‘(Z){QpI(X,Y)*a)!—i([[x,Y],z])w
= i(Z)[B(X),6(Y)]w—z‘(znﬂpl(x,Y)*w%:

par conséquent

(ZANX gy ) 100X, 0¥} = (Z AX (yy ) O([X, YD) @]

\
F{Z AN () Ay (XY w0 )
COROLLAIRE 11.2. Soit (%,(ad,pD)) un (K, F)-espace d'Elie Cartan. Si (V,p)

est un espace X - infinitésimal (T - régulier, alors les quatre conditions suivantes sont

équivalentes :



50 C. M. DE BARROS

0) V est sans courbure, Qp =0
I

1)[6(x),6(Y)l=6(1Xx,Y1);
2)[6(x),dl=0;
3)d? =o.
REMARQUE 11.1. De (11.6) et de la démonstration du théoréme 11.2 il résulte que si
(v, ,01) est un espace . -infinitésimal (9 - régulier) sur un (K, F)-pré-espace d'Elie
Cartan, alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
0') V est sans courbure;
IN[E(X),0(Y)lv=6(X,Y])v pour tout v €V,
2')[ 6(X),d) v =0 pourtout v €V;
3')d?y =0 pour tout v € V.
LEMME 11.1. Soit (Q2, (ad,,oD )) un (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan. Si (V,/OI) est
un espace X - infinitésimal (J - régulier ), alors
(11.8) i(JQpI)(x.Y,2)§v=p,(3(X.Y.z»(u)
et 3) du théoréme 11. 2 entraine »
(11.9) At le=(d0" )xw+ Q" xdw
Pr Pr
pour tout w € A (X, V) (w €A (X, V)]
DEMONSTRATION. En effet,
HdQ ) (X, Y, Z) o={3V(X)(Q, (Y, z)-0Q, ([X,Y],Z)}v
Pr Cye Pr Pr
=3{Xo(Q, (Y, Z)ov]-[Q,_ (Y,Z)]0o(X*v)
Cyc P Py
-[x, Ylo(Zwxv)+ Zzo([X,YIov) + X, Y], Z]Ov
=(x[lx.vl,zhov+o.
Cyc
J"‘"“w:&(é'?"w)zé(ﬂ; * )
1
— 30N n 3
-(de!)*a) +Qp1*dw.

THEOREME 11.3. Soit (X, (ad, pp)) un (K, F)-espace d'Elie Cartan. Si (V,p;) est
un espace X - infinitésimal (‘T -régulier), alors
(11.10) anp =0 ( Bianchi)

1

(11.11) 32"+1w=02 *dw (Cartan [9] p. 212).
1

Des formules du théoréme 0.3 et du corollaire 0.4, de la formule 3 ) du théoréme

11.2 et de la formule (11.11) il résulte :
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THEOREME 11.4. Soit (X, (ad, Pp)) un (K, F)-espace d'Elie Cartan. Si (V,p,) est
un espace X - infinitésimal (J - régulier), et si w € AF(K, V), alors

I. 851 w est de degré pair, alors
d(Q; *xw)25 T = (25— 1) {0 xda }7Q7 xw) 2572,
I P
I1. §i w est de degré impair, alors
r 2s-1 _ r r L 1258-2
d(QpI*w) _(Qpl*dw)(QpI*p)
= Q;'l*{ Q"xdwl ;
I
II.Si w est de degré impair, alors
AT *%dw)s=s(Q7 xw) (U xdw) s,
Pr Pr P
1V. St w est de degré pair, alors
d(Q7 *#w)2S =2s(Q" *dw) (. xw)257L,;
Pr Pr Pr
- 0Os r .
_Qpl*(QpI*w),
V. Si w est de degré impair, alors
Qr 2s =0 r .
d( pl*w) 0 Qf’z*mpz*w)’
VI. Si w est de degré impair, alors
didw)S=s(d?*w)(dw)* P =s(Qxw)(dw)S™t (Flanders [ 16]).
Du théoréme 11.1 il résulte

REMARQUE 11.2. Soit (V, 0;) un espace infinitésimal sur un pré-espace d'Elie Cartan

(X, (ad,/OD)) (régulier,resp. sans courbures . Alors la forme de courbure
p= (0, ,Q 5 AxXA>Tp(v)

est K-bilingaire alternée (et Q est F bilinéaire,resp. Q (fx xX)c End (GX)) Si

de plus (V, ,01) est J -régulier, alors Q est F - bilinéaire.
Pl

PROPOSITION 11.1. Soit (V, 'OI) un espace infinitésimal gradué sur le (K, F)-pré-
espace d'Elie Cartan (X, (ad, Ppl). Si Q
(K, F)-espace d'Elie Cartan gradué.

p, = 0etsip, est injective, alors X est un
I

DEMONSTRATION. A cause de Qp = 0, on peut écrire
I

(=D"p (LLX, Y1, Z1) =(=1)" o [X, Y1 py(Z) = (= 1) p,(Z) Py X, Y]
= (=)™ o (X)p(Y)p(Z)=(=1)FVpv)p,(X)p(Z)
= (=) p(Z2)p(X)p(Y) + (1) Do (Z)p (Y)py(X)
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(=1) Pp(LLZ, X1, YD) =(=1)* S (Z)p(X)py(Y)~(=1)* ¥ p(X)p,(Z)p,(v)
~(=1)"p(Y)PUZ)p (X ) +(=1) ¥ p (y)p (x)p,( 2)
(=1) T p (LY, 2], X1) =(-1)*" p,(Y)p,('Z)p,(x)-(‘z)”‘*"p,(zm,(wp,(x)_
= (=D p(X)P(Y)PUZ) +(=1) ¥ o (x)p (Z)p (V).
Donc
p(Qad(X, Y)Z)=0;
or p, est injective, par conséquent (Jad(X, Y)Z = 0.
F étant un F-module F-fidéle et (F, pD) un espace X - infinitésimal , du

corollaire 11. 1, de (iii) de la proposition 8.1 et de la proposition 11. 1 il résulte :

PROPOSITION 11.2. Soit (X, (ad, Pp) un (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan gradué. Si
X en tant que F -module est fidéle et si Pp est injective, alors X est un (K- F)-espace
d'Elie Cartan gradué sans courbure. Si de plus X est F-libre de dimension> 1, alors
(X, (ad, Pp)) est régulier.

12. Connexions linéaires.

Soit (X, (ad, ,oD)) un ( K, F )- pré-espace d'Elié Cartan. Une structure d'espace
X - infinitésimal (T -réguliere’y sur X est appellée connexion linéaire (J -régulicre §
sur X . Par définition méme d'un pré-espace d'Elie Cartan (régulier), ad est une con-
nexion linéaire sur X. Dans ce paragraphe, on notera ¢ une connexion linéaire géné-
rique sur X. Si (V, P;) estun espace A - infinitésimal (J - régulier’), on notera V la
structure d'espace ('J - régulier’) X - infinitésimal sur AK(fX, V) (sur Agp( A, v)) définie
au moyen de (0, 0;).

La forme de torsion d'une connexion linéaire ('fr-réguliére‘j est 1'élément, noté
T de AZ(v) (de AL(V)), défini par la formule

(12.1) To(X,Y)=(dlyg)(X,Y)=X0Y-YOX~-[X,Y],

En particulier, Tad(X,Y)=[X, Y]. Donc dTad = 2Qad. De (12.1) et de la formule
(11.7) il résulte

(12.2) (dT ) (X, Y, Z)=2(Qu(X,Y)OZ.
Cyc

On note D, le K- endomorphisme de degré 1 de AK(%,V) ou de AF(?I.V)
défini par la formule

(12.3) (Xga1yPo@? =2 (=1)IF AT L) VX)),

o w est de degré g.
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Avec les notations introduites on peut écrire la formule (10.7) de la fagon sui-
vante

(12.4) H=Dad+8§’iad=Dad+i(Tad).

Plus généralement

THEOREME 12.1. Soit (X, (ad, pD)) un (K, F)-pré- espace d'Elie Cartan. Soit O une
connexion linéaire sur X et V un espace X - infinitésimal (T - régulier) ; alors
(12.5) dw=Dyw+ 3% w=D. w+ 1(Ty)w.

En particulier
(12.6) ('dw)(X,Y):(V(X)w)(Y)-(V(Y)w)(X)—w(T<'>(X,Y))

(12.7) (dw)(X,Y,Z) =C2 HV(X)w) (Y, Z)+w(Ty(X,Y), Z)}.
yec

On peut démontrer (12.5) en calculant les deux premiers membres ou en remar-
quant que le deuxiéme membre vérifie la formule (10.5) qui caractérise d. Ces deux
facons de démontrer sont de simples vérifications.

Or(d,d)et(1 (TO)’i(TO)) sont deux t.i.g. de degré I de l'espace (K, gF(fX))-
linéaire AF(f’X, V), donc (12.5) entraine que (DO’ D<>) est une t.i.g. de degré 1 de
de ;“&F(x, V), laquelle est appellée translation infinitésimale extérieure absolue.

Des formules (12.2),(12.7 ) et du théoréme 11. 3 il résulte

COROLLAIRE 12.1. Soit (X, (ad, Pp)) un ( K, F)-espace d'Elie Cartan. Si O est une

connexion linéaire J - réguliére sur X et si (V, P;) un espace X - infinitésimal, alors on a
ZUV(X)Q, (Y, Z)+ 0, (To(X,Y),Z) 1 =0 ( Bianchi)
Z{Tozo. ( Ricci)
13. Le formalisme d'Elie Cartan.

Ce paragraphe est, avec une nouvelle terminologie, une continuation des % 4 et 5.
Une structure de (K, F)- pré-espace d'Elie Cartan (ntéguliételi sur I'ensemble X peut
étre aussi définie par la donnée : d'une structure d'espace ( K, F )- linéaire, d'une appli-
cation K-bilinéaire alternée de X x X dans X, notée [ , ], et d'une application K -

linéaire 4 de F dans HomK(fx,F) (dans HomF(i, F)) telle que
[x,fYy1=(i(x)df)Y +f[X,Y]
d(f Ng)=(df)Ng+ [ Adg.

Une structure d'espace X -infinitésimal UJ - régulied) peut &tre aussi définie par
la donée : d'une structure d'espace ( K, F)-linéaire et d'un i-ope’rateur de connexion

(T - régulier) sur V, noté aussi d; c'est-a-dire d est une application K - bilinéaire de
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V dans HomK(x,V) (dans HomF(‘x,V)s et
d(f Av)=(df) A\v+[A(dv).

Dans le cas birégulier on ne perd pas en généralité, & cause du corollaire 10.2, si I'on
suppose que (d,d) estunet.i, g. de degré I de ZF(EI, V).

Soit (X,[,1,d) un (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan régulier; on dit que D
est un X- déplacement d'Elie Cartan sur V si D est une application K- linéaire de V
dans AF(x, F)®V telle que

D(fv)=(df)®v+ f(Dv),
c'est-a-dire (D, d) €[ (V,X).
Des théorémes 5.1, 10.1 «t 10.4 il résuire

THEOREME 13.1. Soit (X, [,1,d) un (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan régulier. Si V
est un espace (K, F)-linéaire muni d'un X - opérateur d'Elie Cartan D, alors il existe
un K- endomorphisme unique de S (X, V), noté aussi D tel que : 1°) D est une déri-
vation de/ degré 1 pour S (X, V) muni de la premiére graduation partielle; 2°)Dcoincide
sur AF((I, F) avec la dérivée extérieure d sous-jacente g X; 3°) D coincide sur
3;(%, V)=V avec le X-déplacement d'Elie Cartan D donné d'avance; 4°) D est de
degré 0 pour (X, V) munie de la deuxiéme graduation partielle déduite dela bigradua-
tion; 5° D2 est une K -dérivation de bidegré ((2) ) de (X, V ),appelée opérateur de
courbure; 6°) Si de plus (X,[ ,].d) est sans courbure, ceci équivaut i dire que d® =0,
alors D? est AF(fX, F )- linéaire.

En vertu de la proposition 5.1 on voit que (5. 3 )permet de définir une application
canonique de I'ensemble des X-opérateurs d'Elie Cartan sur V dans l'ensemble des

structures X - infinitésimales sur V.
14. Guelques contructions générales d'espaces infinitésimaux gradués.
Ce paragraphe est une suite naturelle des $0, 1 et2.

LEMME 14.1. Soit p=(p,, Pp,) une représentation infinitésimale gradué (D -réguliére,
Y
resp. J -réguliere) de X vers V. Soit | € Endgrp(i). Si I'on pose

(14.1) p7=(pI°]:pD°]),

alors ,0}" est une représentation infinitésimale graduée ("D- réguliére, resp. T -régu-

ligre'] de degré 7y de X vers V.

DEMONSTRATION. Soient p = degf et r = degX.



ESPACES INFINITESIMAUX 55

Lppo XY (fv)=tp(TX)Y([fv)
=tpp(1x)f v+ (=P fip (1x)v}
Wppol)X)f o+ (=1)PU*Y ) {(p o) (X) Yy,
LEMME 14.2. Soit p=(p,, pp) une représentation infinitésimale graduée (D-réguliére

resp. J -réguliere’) de A vers V. Soient | €Endng(i) et TeEndng(V) tels que
deg | = deg 7= 20 . Si l'on pose

(14.2) PpX)(w)=p (]X)v+p(X)(Tv)=T(p[(X)v),

alors (_,5], Ppol]) est une représentation infinitésimale graduée (9D -régulicre resp.

T -réguliere) de degré 2 o de X vers V.
DEMONSTRATION. Soient p = deg f et r = deg X.
By(X)(fv)=py(JX)([v)+p(X)(Tfv)=T(p(X) [)v)
={pp(IX)f}v+(=1)PT 29 fip (1x)u}+
+op (X)) Tv+ (=1 f{p,(X)Tv} |
~{op (X)) To= (=1)P" [T {p,(X)v}
={((opo ] )X)f} v+ (=)0 2910 (X)v},

LEMME 14.3. Soit p=(p,, p) une représentation infinitésimale graduée (T -régulicre)
de X vers X. Soit | €Endng(fI) (, tel que deg | =2 O'ﬁl . Si l'on pose

(14. 2%) (Pp(X)Y)=p(JX)Y + P (X)]Y=](p(X)Y),
(14.3) B (X, Y)=p(JX)]Y=](P(X)Y),
alors on a :

(14.4) BiX,Y)=(p(X)])Y=(P(X)])]Y
((14.5) Bi(fx,Y)=(B;(X,Y)]

(,(14.6) ByX,[Y)=(-1)P"F B (X, v),

ou p=deg f et r=degX }1 .

DEMONSTRATION. Pour prouver la formule (14.4), il suffit de développer son 2¢ membre;

en effet,
(Py(X)I)Y =p(X)(]Y)=](P(X)Y)
= (PTXDIY + P (X)]2Y)=](P(X)(]Y))
TP IX)Y)=1(P(X)(TYN+ ]2 (P (X)Y)

et
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— (P (X)) Y ==p(X)J2Y) +](P(X)]Y);

en additionnant les deux identités ci-dessus on obtient la formule (14.4).

(', On démontre la formule ( 14.6) en faisant usage du lemme 14.2 et de la formule
(10.3); en effet
BpX, fY)=(p (X)I)Y=(p(XI])IIY
=H(ppo DXV Y +(=1)PT (P (X)])Y
Py XYY = (=1)PT f(p (X)])] Y
= (=D)PTTH (XD )TY = (P (X)) YLD,
Soit [ , ] une application K-bilinéaire graduée de X x X dans X. Si J €Endgry (1),

on pose
(14.7) [X,Y]]=(ad]X)Y=[]X.Y]+[X.]Y]-][X, Y1,
(14.8) ﬂ](x.Y)=[]x,]Y]—][x, Y]],

t
(14.9) i”s](x.y,z)=c§c(-1)' lx. vl z1,,
(14.10) Tp](X, Y)=(,0]X)Y—(—1)'s(p]Y)X—[X, Y]],

ot r=deg X, s=degY et t=degZ. )
En particulier pour | = Ig ,31 =3, Tp! = Tpl .

Les formules ci-dessus définissent des applications K - multilinéaires,

LEMMT 14.4. Soit [, ] une structure de K-algébre graduée (0)-anti-commutative

o
Jacobienne sur X. Si | eEndng(x). alors

(14.11)  J(X,Y,Z)+3% (~1) "{[fﬂ](x, Y),zZ + T, ([x, Y], z) = 0.
Cyc
DEMONSTRATION. Soient r=deg X, s =deg Y et t =deg 7.

(=DT'IX, Y] Z) =)™ U X, Y], 21+ 10X, Y], gZz] - JUUX, Y], 2] +
+070x, 7Y,z +((x,jY1, 72z1-71(x,7Y].Z] -
-0, v,z =110x, Y1, 7z + JL7(X, Y1, 21},
(-l)‘S[[Z.X]],Y]J=(—1)‘s{[][]Z,X],Y]+[[]Z.X],IY]—][[]Z.X],Y] +
+0 0z, jx1. v1+(lz, jx], JY)-JllZ, 7Xx], Y] -
-0z, x1, v1-0Jlz, x), JY1 + 700z, X1, Y1},
(DT 21 X) ==L U Y, 2], X1+ 1Y, 21, JX) = T L1y, 20, X] +
+0 Y. jz1,x1 +0ly, 721, jx1- 7 (L v, jZ], X1~
=020y, zl x1-070y,2), jx1-J07lY.Z). x1},
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(-0 (x, vy, 2zl =(-1)" X, 7v]. Z1- X, vl 2] -
07X, 7Y,z + 072 [x, ¥, Zz14,

(-0 (zx), vl =(-n* Uz, 7x1. 1=y 1z, X1, v1-
~[7lz. 7 x1,y1+07%0 2, x1, Y1,

(-1)% Ny, z), x)=(-0)*"HJ Y, 721, X]1-[] L)Y, Z]. X1~
-7ty 7z, x1+ 072 Ly, z1, X4,
(-D"N(lx, ¥, z)=(-1)" X, Y].721-7[J(X, Y], Z]-
) -7lx,v1l,72) +7]20(x, v1,2Z1},
(-1) BNz, x),v)=(~-1) “{Jlz,x),]Y1-][J{Z. X1, Y]~
-7z, x1, 7Y+ %0z, x1. Y1},
(=1)° Ny (Ly, 21, x) == LY, 2}, JX1-JL]LY. 2], X1 -
7Y, z1,7x1+ 7200y, 2], x 1},

La formule (14.11) s'obtient en faisant la somme membre a4 membre des neuf
formules ci-dessus et en tenant compte de ]2 . %(X,Y,Z) =0, de la(0)- anti-commuta-
tivité de [ , ] et des six identités ci-dessous, conséquences de I'identité de Jacobi:
(=D X, 7YY, 2 =(-1)"* [z, 1x], 7YY +(-1)"* [y, z].]x],
(=1 Z, 7x), Y = (=" ¥ IX, Y], 7Z)+ (=) S+ 1y, 721, 1 X 1,
(=D Y, 7z, X =(-D)" Y {x. JYL ] Z1+ (-1)*s*+i (12, x],] Y1,
(=D X, ¥1, 7z = (-0 JITZ, X)L, Y + (=)™ * Y1y, 121, X 1.
(=) 1lz, x), 7Yl = (=D JUX TYL Z1+ (-0 ¥4y, 2], x 1.
(=) Jly,z),gx)=(-D" U X, Y] Z +(-1)* ¥ 11z, 7x], Y1-

Des lemmes 14.1, 14.2, 14.3 et 14.4 il résulte:

THEOREME 14.1. Soit (X ,(ad, Pplun (K, F)-espace d'Elie Cartan gradué (‘régulier 7 .

Si J € Er(z)dng(fX), alors (X, (ad]. Ppol))est un (K, F)-pré-espace d'ElieCartan
(’re’gulier'} et

WX, fY)=(-1)%8 138X M (X, v).

Si de plus ?'(] =0, alors (fx,(ad], Pp o)) est un espace d'Elie Cartan gradué.

PROPOSITION 14.1. Soit [, ] une application K- bilinéaire (20 )-graduée et (20 )-

anti-commutative de X X X dans X. Si p= (P, Pp) est une représentation infinité -
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simale graduée de X vers Xetsi] € Efzgng(fX.), alors
(14.12) Tp](X,Y)=TpI(]X. Y) +TpI(X.]Y)—]TpI(X.Y).
(14.13) N, (X, Y)= B (X, Y)-(~1)98% Y B (v, x)
=T (IXTY)H] Tp](X,Y).
En particulier, & cause de ( 14.12), st Tpl =0, alors
(14.14) T (X, Y)= B, (X, ¥)=(~1)%c8 %48V B (v Xx).

PROPOSITION 14.2. Soit (P;, Pp) une représentation infinitésimale graduée biréguliére
de X vers X. Si I'on pose

{ad}pl={x, Y, =p(X)Y=(-1) TeY)X,
on r=degX et s=deg¥, alors (X[ aa’}pl, Pp))est un pré-espace d'Elie Cartan
régulier.

DEMONSTRATION. Soit / € F? alors
X 1Y, = o) (1Y) = (=17 H P oy (17X
=(Pp(X)DY +(=1)" [ (X)Y=(=1)"CFP) 1 p (¥)x
= (Pp(X))Y + (=D fLp(X)Y = (-1)" py(Y)X}
=(pp(X))Y +(=1)7° [ { X,Yipl.
Avec ces nouvelles notations on peut écrire la formule (14.10)

sous la forme

(14.10") TpJ(X,Y)‘—‘{X,Y}p]—[X,Y]].

LEMME 14.5. Soit (X, (ad, Pp)) un (K, F)- pré-espace d'Elie Cartan gradué (’régulierj:
Soit H un F -projecteur de X, H EEr?dng(%) et H?2 = H. On pose KH =H(X). Soit
F' une sous-K-algébre graduée de F et X' une sous-K-module gradué de fo qui soit
un F'-module tel que

(i) Pp(X)(F)CF';

(ii) si HX,HY €X', alors HIHX,HY] € X".

Si I'on pose
{HX,HY}=H[HX,HY],

alors X' muni de cette accolade et de la contraction Pp de Pp a (Xr, ngrK(F' )) est
un (K, F')-pré-espace d'Elie Cartan gradué (:'réguliery.
Si de plus (X, (ad, Pp)) estun (K, F)-espace d'Elie Cartan et si
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(iii) pour tout HX, HY ¢ X', H[ X, Y1=H[HX,HY],
alors (X', ({ , l,,o'D)) est un (K, F')-espace d'Elie Cartan.
DEMONSTRATION. En effet, soient HX €X' et HY € X'*, alors
{HX,HY}=H[HX,HY]=(-1)" " H[{HY, HX]
=(-1)"t'{Hy, HX}.
A cause de (i) on peut considérer la contraction Pp- Soit w € F', alors
{HX, wHY}={HX, HoY}=H[HX, HoY]=H[HX,wHY]

=H(pPL(HX)wHY)+ Jp () HX, HY])

Ppr(HX)wH? Y + JL () HX, HY]
= Ppp(HX)w HY + JR (0 HX, HY}.
Supposons (iii); si HZ € X'?, alors
(~1)"H{HX, HY}, HZ} = (~1)""{H[X, Y] ,HZ]}
=(-1)""HI[Xx,v],Z].

Donc { , } vérifie 1'identité de Jacobi si (X, (ad, ,OD)) est un (K, F)-espace d'Elie
Cartan gradué.

REMARQUE 14.1. fo est un espace (K, F) -linéaire vérifiant (i) et(ii), pour F' = F
et X' = fo.

THEOREME 14.2. Soit (X, (ad, Pp)) un (K, F)-espace d'Elie Cartan gradué régu-
lier. Soit H € Ena’gorp(%) un projecteur. Soit X' un sous-K-module de iH et F' la
sous- K -algébre Fp = {w|weF et Pp(X)w=0,V X €Ker(H)} vérifiant (i),
(ii) et (iii) du lemme 14. 5. Alors le F'-module X engendré par X' est aussi une sous-
K-algebre de X vérifiant (i), (i) et (iii) du lemme 8.2, Donc ['accolade associé a
X* et la contraction de Pp a (?X', ngrK(F') ) définissent sur X' une structure de (K,F’')-
espace d'Elie Cartan régulier.

DEMONSTRATION. Soient HX € X'", HY €X', T€ F' et w € F'%. Alors
a. pD(WHY)wzwpD(HY)weF'
b. HUH, @Y )= H((pp(X) @Y) +(=1)Tw[X,Y])

= pp(X)wHY +(-1)"TwH[X,Y]

Pp(HX)wH?Y +(-1)""wH[ HX,HY]

H(pD(HX)wHY+(—')'qw[HX,HY])

H{HX, wHY]=H[HX, HwY].
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A cause de a, b et de la linéarité, X verifie (i),(ii) et (iii).
15. La représentation infinitésimale graduée X .

Soit (X, (ad, pD)) un (K, F)- pré-espace d'Elie Cartan. On pose
(15.1) K(R)=[i(R), d] pour R €Ap(X).

THEOREME 15.1. Soit (X, (ad, p)) un (K, F)- pré-espace d'Elie Cartan régulier.
Si (v, Py) est un espace X- infinitésimal, alors (K, K ) est une représentation infini-

tésimale graduée de AF(?X) vers l'espace (K, gF(fX)) linéaire gradué AF(fx V) telle
que

(15.1") R(X)=0(X) pour X €X et B(1y)=4d
(15.2) R(wANR)=w NR(R)+(~1)9e8@+degR j(gu) AR,
(15.3) [R(R), o AR(S)]=(B(R)w) AR(S)+

+(-1)9e8@degR o, \TR(R), K(S) ].
Pour REA' (X ) et weA‘?(fX V), ona:

2 - ¢ N
(15.4) (X yygy BRIO) = AX(p RA@) ~ (Op(Xpy ) @) +
on pA est le produit de Grassmann associé a
) .
(X, v)eXXVsp,(X)veV,

c'est-g-dire

<a:(r+q)'Rpr> =S o o KXLRY )X w) I=(1), ] =(] ),
et les symboles Op et [ ]R étant définis par les formules :
Og (X (ppgy) =2 &y (X Ry DX 02 I=(1)), J=(] )
[y r = (=17 ey (I TAXLROA X,
o [‘:IH]=[xb1, be 1= xblmxbz yH=(H,), 1=l 4). ] =(] )

DEMONSTRATION . Les formules (15.1') sont évidentes, (15.2) est une conséquence

immédiate de (15.1); la formule (15.3) est vraie 4 cause du théoréme 1.1, puisque

(1(R),i(R)) et (d,d) sont des translations infinitésimales graduées. La formule

(15.4) se démontre en calculant le deuxiéme membre de (15.1) avec 1'aide de la 2€
formule de (6.2 ).

COROLLAIRE 15.1. Soit (ff,(ad, Pp)) un (K, F)-pré-espace d'Elie Cartan régulier.
Si (V, p;) est un espace X - infinitésimal et si R € Endg ( X ), avec les notations
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introduites dans le §14 et les formules (14.7),(15.4), on a
(15.5) [X,Y]p=D0p(XAY)=[XAY],
=[JX, Y1+[X.JY]l-J[X, Y]
(15.6) (X4, B(R)w) =3 (=1)7*1 py(RX;)) ?({1+q,, @) -
S ¢ w)

»

(1 +q)]R'

L e 7
(X4 0)r 'if}.(‘”!” (X0 X0 A Xy gy

Par conséquent (R (R), ®(R)) est, a cause de la formule (10.7), la translation infini-
tésimale extérieure sous-jacente au pré-espace d'Elie Cartan (x,(adR, PpoR)) oa
adR est définie par (14.7 ). Dans ce cas particulier, on écrira dR =XR(R).

De la formule (15.1) et du corollaire 11.1 il résulte:

COROLLAIRE 15.2. Un espace X- infinitésimal est sans courbure si, et seulement si,

[d, ®(R)] =0 pourtout R € Ap(X).

THEOREME 15.2. Soit (fx,(ad, ,oD)) un (K, F)-espace d'Elie Cartan régulier. Si pour
R EA’I'_-(%) et § GA‘;;( X) on pose

(15.7) (Xfppsy RS

(A4 oy RAS)
= {0p(X(yg))r $) + {0s(X(pp o)) RD +
+ Xy g $7 = IX (py )15 RD

ot A est le produit de Grassmann associé a [ , 1,
ad

<f’x(,+s),R£\dS) =% e [ (‘ZX,,R> , <K],s> 1.1=(1,),]=(],)

alors AF(EX) muni du crochet défini par la formule (15.7) est une K-algébre de Lie
graduée, qui sera appellée la K-algébre de Nijenhuis associée au (K, F )- espace d’Elie
Cartan régulier X. En particulier pour R et S de degré 1 on a
[R,S1(X,Y)=[R(X),S(Y)]1-[R(Y),S(X)]=-R([S(X),Y])~
~R([X,S5(Y)1)=-S([R(X),Y1)=-5S([X,R(Y)])
+ R(S([LX,YIN+S(R([X,Y])).
Le produit de Grassmann A est une structure de K- algébre de Lie graduée sur
a
AF(.'X). Ce fait, la K-linéarité des autres opérateurs qui figurent dans la formule

(15.7') et le corollaire 0.2 entrafnent I'identité de Jacobi pour[,] sur AF(i) défini
par la formule (15.7 ).
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REMARQUE 15.1. On peut résumer la formule (15.7) de la fagon suivante :

(15.7') [R,ST=RM, s+Robg=So0g+Sol 15-Rol Ig.

THEOREME 15.3. Soit (X, (ad, Pp)) un (K, F)-espace d'Elie Cartan régulier. On a

les identités suivantes :
[R,wASI=(R(R)w)A S+ (-1)PTw N[ R, ST+ (=1)(a+s)(r=5)+1 50 A (i (S)R),
[i(R), adS1T=[4(R)S, T1+(-1)%i (IR, ST +(-1)*(s*V) i([R,S]1)S,
[ i(R), R(S)]w=R(i(R)S)w+(~-1)*i([R,S])w.
De la formule ( 15. 2 ) et de la 2€ formule du théoreme 15. 3 il résulte :

COROLLAIRE 15.3. Soit (X,(ad, Pp))un (K, F)-espace d'Elie Cartan régulier. La
structure de K- algébre de Nijenhuis et la représentation infinitésimale graduée (K, K )

définissent sur AF(fx) une structure de (K, Z(ép(%)))- espace d'Elie Cartan gradué

régulier, on
Z(Ep(X) =tw|we& (X) et do=0}.

Le théoréme 15.2 a été établi par Nijenhuis [ 32 ] dans le cas de l'eépace d'Elie
Cartan des C®- champs de vecteurs d'une C”-variété. La démonstration de I'identité
de Jacobi est un calcul assez long, mais analogue, avec adaptations évidentes,au calcul
fait par Nijenhuis [ 32 ] pour 1'établir dans le cas des formes multilinéaires alternées
définies dans les espaces d'Elie Cartan des C” - champs de vecteurs a valeurs dans
I'anneau des C* - fonctions.

Du corollaire 11.2 il résulte :

THEOREME 15.4. Une structure X - infinitésimale est sans courbure si, et seulement si,
R(LR, S)=[®(R), B(S)].

16. Structures ( K, F)-différentiables.

Soit (X, (ad, Pp)) un (K, F)-espace d'Elie Cartan. Soit QK un sous-espace
(K, F)-linéaire gradué de AF(i, F), Qf =Qpn A%(‘x, F). On dit qu'un sous-
ensemble ® de ngrK(QK) est D-complet si D €® et Df=0=Ddf pour tout f € F,
entrainent D = 0. On dira qu'un sous-espace (K, F)-linéaire gradué QK de AF(SX, F)
est une algsbre différentielle extérieure sur X si QK vérifie les trois axiomes ci-
dessous :

AD1). Q% =F et ( est un sous-anneau gradué de & (X);
AD?2). Pour tout R € AL(X), i(R) <Q;<> it
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AD 3). La dérivation extérieure d sous-jacente i l'espace d'E.Cartan (X, (ad, Pp)
laisse (), stable, d <Q;<> c Q;{l .

Des définitions données ci-dessus il résulte :
PROPOSITION 16.1. Soit QK une algébre différentielle extérieure sur X qui soit D-
compléte. Alors pour tout R € A;,(‘X) la K - dérivation graduée K (R ) laisse QK stable

r

et R (R) estle seul élément Dy € ngrK(QK) tel que
(16.1) Dpf= 1(R)df
(16.2) DRda)=(-1)'dDRw pourtouta)EQK.

Soit X un espace ( K, F )-linéaire. On dit qu'une applicationK - linéaire

D:F+Ap(X,F)
est un morphisme croisé de poids r de F vers X si
c1 D {F) €AL(X, F);
c2 D(f.g)=(Df) Ng+ [ AN(Dg).
On note '@K( F,X) le sous- espace (K, F )- linéaire de HomK(F, A;;(fx, F)) consti-
tué par les morphismes croisés de poids r de F vers X. On a
Cr(F. Xy =0 "Cou(F, X).
K reZ K(

En particulier *Cp(F, X)=C,(F,Ap(X, F)).
REMARQUE. Si X est un espace (K, F)- linéaire gradué, on peut aussi définir la notion
de morphisme croisé gradué de poids r de l'anneau de F vers X; si 'Gng(F,fX)
est le groupe additif de ces morphismes gradués de poids r , alors l'espace (K, F)-
linéaire @ng( F,X) gradué par ('@ng(F, Xy | r € Z ) posséde des propriétés

analogues A celles qui ont été établies pour 1€ng (F,X) = @ng(F, AF(K, F)) dans
le $4.

Soit X un autre espace (K, F)-linéaire. Si ,56 HomF(fx,fDK(F) ), alors pour
R € A;,(% ,X) I'équation suivante en déterminant D : F -» A;_.(fx. F)
(16.3) (X, DfY = BC (fx(,),m)/ pour tout [ € F,
établit une application F - linéaire canonique
(16.4) AL (X, X))+ "C(F, X).
’Si de plus J est injective, c'est-a-dire si l'application canonique ¢ : X o X ** oy
(9(X))w =w(X),est injective, alors 1'application ( 16.4 ) est injective.

LEMME 16.1. L'application F - linéaire

-~

Do AL D (F )= "Cy(F.X)



64 C. M. DE BARROS

définie par I'équation
(16.3") (X, Po(RIT = XX () RS

est un isomorphisme.
~

On note Yoy 1'isomorphisme inverse de vo :

(16.5) (X, Yo (D)) f= (X, D), D e "Cu(F., ).

On note g I'application F- linéaire graduée de Dery (Ap (X, F)) dans A (X, D (F))
définie par I'identité
(16.6) (X (oo (D) f= KX, Df) ,r=degD,
c'est-a-dire Yoy (D) = Yoy (D | F).

Soit ((X'(ad,/op»“n sous-espace d' Elie Cartan de fDK( F ), c'est-j-dire ‘XC EDK (F)
est un sous- espace ( K, F)- linéaire de fDK(F) stable par le crochet de deux K- déri-

vations de F et Pp est 'application inclusion de X dans fDK(F). Soit QK un sous-
espace (K, F)-linéaire gradué de AF(f’x, F). On pose
"Cu(F, Q) =1D|De"Cp(F,X) et D {F} cOL}.

On dit qu un sous-ensemble ® de ’eK(F Q) est \/fo-complet si <3((,) l,llfx(D)/e X
pour tout D € ®; donc ',llfx \(D/ CAF(%)

On dit qu'un sous-ensemble @ de ngrK (Q ) est x,b% complet si (‘I(r),\,ng(b)} eX
pour tout D E(I) donc ey \(D/ C A7 (%)

@ (F,Qp) est ¢'f’X complet, alors ngrK(Q ) est g - complet.

LEMME 16.2. Soit X un sous-espace d’Elie Cartan de fDK(F). Si QK est un sous-
espace (K, F)-linéaire gradué de AF(fx, F) qui soit gllfx-complet, alors les deux

équations ci-dessous( déterminant R)

(16.7) (X, ,R) [= (fxm,D/’),V,‘eF etVDefDérK(QK),

(r)’
r=1

(16.8) (fxm,m 1= X, [D,d1f) ,V/eF et VD eDgrp(Qy)

définissent des applications F -linéaires graduées de degrés 0 et — 1, notées L,L'fx‘ Q

et pLo Q respectzvement de 9 0% () dans A (:’I)

THEOREME 16.1. Soit X un sous-espace d'Elie Cartan de EDK(F) et QK une algébre
différentielle extérieure sur X.

1. 5i Qp est yo - complete, alors :

(i) Si R(R)f= 1(R)df=0 pour tout f €F, alors R = 0;par conséquent les
applications R, 1 : A;,(i) - @ng (QK) sont injectives;
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(ii) Les sous-K-modules K <AF(5()> et 1 (AF(f[)> de QK sont P-
complets ;

(iii ) Les applications K - linéaires
R, t: Ap(X) > Derp ()
sont des sections respectivement des applications F - linéaires
Yo, e R, e, 7 Derk (D) Ap(X);
(iv) Pour tout [ € F et chaque D € Dgry (),
R (Yo QK(D))/= Dfeti(py, QK(D))df= [D.dlf;
II. Si éK(F,QK) est L/:% complet, alors
(v) L'application K - linéaire
RE€AL(X)»(R(R)|F eCy(F,Qp)
est une section de I'application F - linéaire
‘Z‘X, Q éK(F, Q)= A (X)
définie par I'identité
(16.7) (X, P, (D)) 1= {Xp,) D)
pour tout € F et tout D € "C (F,Q);
(vi) Pour tout { € F et chaque D eé(F,QK)
8 (99, @, (DNI=DF.
DEMONSTRATION.

I. Soit R EA;_.(fX). On a toujours 1'(R)f =0 pour tout f € F. Or

(X i(RIAS) = KA RD A1) =KX R T,
par conséquent, si X(R)f= 1(R)df =0 pour tout { €F, alors <%(r)‘R> = 0, donc
R=0.

De AD2 et AD3 on déduit que @(AF(i)) et i(’AF(i)) sont des sous-
ensembles de @ng(QK). De la formule ®(R) f= 1(R)df et de (ii) on déduit que
R(R)=0 si ®(R)[=0. Ot ®(R)df= i(R)d>[+(~1)'di(Rf=0; par consé
quent <AF($X)> est fD-complet.

(ii1 ) est aussi vrai; en effet
(Xt @ (BORDD [= {X ) BRI = (X, i(R)A[) =
= /\X(,):R> f.

c'est-a-dire \bg( QK( (R))=R;
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<Ex(rp“?(,gK( W(R)Y f= (Xl i(R).AL[) = (X, (RIEf)
—
- \%(,):R> fr
c'est-a-dire Ky, QK(i (R))=R.

Montrons (iv).

Il

Xy w8y @ (DN = Xy it o (DNA])

= { Xy, ‘/’SX,QK(D)>f= (X, DI
Xy ine, @ (PNAf) = (X iy w0 (P)) = (X (), [D.dTf)

II. Les démonstrations de (v) et (vi) sont analogues aux démonstrations de (iii) et
(iv).

On dira qu'un couple (QK ,X) est une structure (presque’ (K, F )- différentiable
si (QK,SX) vérifie les (trois premiers’) axiomes suivants : ,

sD1). X estun sous-espace d'Elie Cartan de fDK(F);

SD2). QK est une algébre différentielle extérieure sur X ;

SD3). ?ng(QK) est fD': complet et 1oy - complet;

SD4). GK(F,QK) est !/ng-complet;

r
On dira que D GngrK(QK) est une dérivation extérieure (resp. intérieure) si
r r
[D,d]1=0 (tesp. D <F> =0). On note ® ext (QK) (resp. ®int (QK)) le sous-
r r
module de .(Dng(QK) constitué par les dérivations D €.(Dng(QK) extérieures (resp.
intérieures) de QK . Munis du crochet de deux dérivations, les K - modules
r
Gext(Q,)= o Dext(Q,)
Kk reZ , K
et Pint (Q )= o ®int(Q,)
. K reZ K
sont des K - algébres de Lie graduées.
De (vi ) du théoréme 16. 1 il résulte :
PROPOSITION 16.2. Soit X un sous-espace d'Elie Cartan de @K(F) et QK une algébre

différentielle extérieure sur x. si GK( F, QK) est L[fo- complet, alors la suite

(16.9) 0-—®int (U ) — Dgry () —"Cp(F, Q) —0

D * D D|F
est exacte.
LEMME 16.3. Soit (QK, X) une structure presque (K, F)-différentiable. Alors
(7) Si D e®ext(Qy), R €AW(X) et i(R)df =D/, alors D =K (R);

-1
(ji) Si D‘EQ;nt(QK), R eA;(%) et 1(R)df =Ddf alors p=1(R).
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DEMONSTRATION. En effet, D-RK(R) et D — 1 (R) s'annulent sur F et sur d (F) ,

donc D = ®(R) et D = i(R) puisque ngrK(QK) est \ﬁfx- complet.
THEOREME 16. 2. Soit (QK, X) une structure presque (K, F)-différentiable.
(7']'7').. Si D Eq)rext (QK), alors il existe un seul élément R EA'I'_.(‘X) tel que
(R) =D, c'est-g-dire
Bext () =8 {A%(A))
par conséquent la contraction de R a (AF(fX), ® ext (QK )) est un isomorphisme gradué
de K - algébresde Lie;
(jv). Si D G(D';;t(QK), alors il existe un seul élément R GA;,(i) tel que
1 (R) =D, c'est-a- dire
Ot (V) = i LALN))
par conséquent la contraction de 1 a (AF(%).Q)int(QK )) est un F -isomorphisme

gradué de degré - 1.

DEMONSTRATION. Soit D €(I)'ext(QK); en vertu de (iv) du théoréme 16.1 il existe
R € AT (X) tel que
®(R)[=1(R)d[=D[ R=yy g (D)

mais [ D,d] =0, donc D=®R(R) a cause de (j). Or X étant sans courbure de la
théoréme 15.4 il résulte que X est un isomorphisme d'algébres de Lie.

Soit D Eq):';’i(QK); en vertu de (iv) du théoréme 16.1 il existe R EA’['_.(EX)
tel que

i(R)df=[D.d][ R=py g (D)

mais D | F =0, donc D = i(R) en tenant compte de (jj).
THEOREME 16.3. Soit (QK, X) une structure presque (K, F)-différentiable. Pour tout
D 6.(D{';rK(QK) on a
(16.10) D=B(dy, o (DN+ Yy, q (1D.d)));
d'une facon plus précise &ol,[l%’ 2, et 1o gllg(’ Q, sont des projecteurs supplémen-
taires sur ngrK(QK), c'est-a-dire

(16.11) Derg (V) = Bext () e ®int(Qp).

DEMONSTRATION. En vertu de (iv ) du théoréme 16.1 pour tout f € F, on a

D/=®R(YY, o (D).
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R (Y QK(D))df= i(¢j,gK(D))d2/+(-U'di(‘ubfx,QK(D))df
= (~1)'d®(¢gx,gK(D))/

=(-1)7dDf
et
(X () 200, @ (LD, d10df > = (X )y o ([D.d1)),df)
= Xy, 0, (LD A1) 1
= (X, [D.d1) 7,
donc

L0y, @ (LD, d1)df=Ddf-(-1)"dD].
Par conséquent les deux membres de (16.10) coincident aussi sur d <F> .
Donc, puisque ngrK(QK) est Y- complet, I'identité (16.10) est vraie.
Montrons I'unicité de la décomposition (16.10). Supposons que D =D, + D,
ot D, €eDext(Qy) et D, €Dint (Qp). Alors

(Dy-®Gdy @ (D))f=0=D,-1i(fy g (D)df,
donc D, = (gl!%’QK(D)) en vertu de (7) du lemme 16.3. Par conséquent
donc D, =i(\/fo 0 ([ D,41]) a cause de (jj) du lemme 16.3.

* K

LEMME 16.4. Soit (QK,SX) une structure (K, F )-différentiable. Alors I'application

D ed)'ext(QK)»D | F E'é(F.QK)

est un isomorphisme dont l'isomorphisme inverse est Ko Lj}fx .

De la proposition 16.2, du théoréme 16.3 et du lemme 16.4 il résulte :

THEOREME 16. 4. Soit (QK,SX) une structure (K, F)- différentiable. Alors la suite
exacte ( 16.9 ) est scindée. '

On dira qu'un sous-espace d'Elie Cartan X de .(DK(F) est \/J%-complet resp.
l,zi-complet si .(Dng(AF(fI, F)) est \[Ji- complet, resp. éK(F, AF(fx, F)) est
\,llfx- complet.

LEMME 16.5. Soit QK une algébre différentielle extérieure sur un sous-espace d'Elie
Cartan X de EDK(~F) qui soit l,bx-complet (resp. ll}g(-complet); alors la sous-algébre
graduée (1 de (1 engendrée par F et d ({F) est une algébre différentielle exté-
rieure D - compléte et o - compléte (resp. Yo - complete).
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On note QK(F) la sous-algébre graduée de AF(EX*) engendrée par F et d ( F> .

On dit que QK(F) est l'algébre des formes différentielles extérieures sous-jacente a la
K-algébre F.

LEMME 16.6. (QK(F), @K(F)) est une structure ( K, F)-différentiable.
Des théorémes 16. 3, 16.4 et du lemme 16.6 il résulte le théoréme de Frdlicher-
Nijenhuis [18], Nijenhuis [33] :

COROLLAIRE 16.2. Soit F une algébre commutative unitaire sur I'anneau commutatif

unitaire K. Alors
Dery () =@ ext (Qp(F))eDint, (A (F)),
I'application K - linéaire graduée ,
R:Ag(X)»>®ext (Q(F))

est un isomorphisme qui permet de définir une structure de K -algébre de Lie graduée sur
AF(x), isomorphe i la structure de K - algébre de Lie graduée sur O ext (QK(F)) définie
au moyen du crochet de deux K- dérivations graduées. L'application F - linéaire graduée
de degré — 1

T :AR(X)»®int (Qu(F))
est un isomorphisme.

REMARQUE 16.1. Soit (QK ;:X) une structure (K, F)-différentiable. Si l'on pose
T v)=UQ,Ap(V), (X, v)=U(Qy,®c (V) et si (D* d)el (v, X),
d € 1@K(F, QK), alors du théoréme 16.4 il résulte que les conclusions I,II du théo-

réme 5.1 sont valables pour ces nouvelles K - algébres bigraduées.

17. Espaces d'Elie Cartan coordonnées.
Dans ce paragraphe X et V désignent des espaces ( K, F)- linéaires F - libres
de dimensions finies. En vertu de ces hypothéses on a les isomorphismes canoniques
AL V)R AL @V X (AL(XM) AV

et Ap(X*)=Ag(X, F), ot X*=Homp (X, F).
PROPOSITION 17.1. 1 établit un F - isomorphisme de A;, (X ) sur I'ensemble des
D EngrK(AF(f’X*)) intérieures, D < F> = 0, c'est-a-dire, il existe un seul R GA;_.(X)
tel que

1(R)=1D.

DEMONSTRATION. En effet, soit {o ,..., 0 }CX une F-base et {o!,..., 0"} sa

F - base duale. Si l'on pose

69
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R=3(Doi)A o,
alors 1 (R)o! = DO’i; en effet

(X

i(R)cl)

/ ;

\\fx(r)» R>yo_1>

= <2 /\%(r),Doi <c7i,oj>
i

(r)’

= ¢ iy .
- \fx(r),DU>,

or AF(fX*) est F - polynomiale, donc © (R) = D, a cause du corollaire 0.5.

THEOREME 17.1. Soit (%,(ad,,oD)) un (K, F )- pré-espace d'Elie Cartan régulier coor-

donné, c'est-a-dire il existe {x',..., x"}CF tel que {dx*,..., dx"} soit une F-

base de X*. Alors (‘I,(ad.pD)) est un espace d'Elie Cartan sans courbure et P est

un isomorphisme d'espaces d'Elie Cartan de X sur un sous-espace d'Elie Cartan X de

o

.LK(F)-

DEMONSTRATION. O, est injective; en effet, supposons que o,(X) =0, alors
,oD(X)xi= <X,dxi> =0 pour i =1,..., n,

donc X = 0. Or X étant F- libre, il est F- fidele, donc X estun espace d'Elie Cartan

sans courbure en vertu de la proposition 11.2.

Dans la suite on identifiera X & son image par Pp -

LEMME 17.1. Soit (‘:)C,(ad.pD)) un espace d'Elie Cartan régulier et coordonné. Alors
(AF(%*), X) est une structure (K ,F)- différentiable.

REMARQUE 17.1. Si EDK(F) est coordonnée, alors
Qu(F)=Ap(Dy(F) = Ap(Dy(F, F).
Pour ces structures on peut alors appliquer tous les résultats du § 16.
Dans la suite on supposera que X = @K(F) et que X soit d- coordonné.
Soit V un autre espace (K, F)- linéaire et F-libre de dimension finie. On iden-
tifiera AZ(X, v) a ALX®) 8,V = (AL(X*) p V.
St w EA;’:(X,V) et si {el,... s eN} est une base de V, alors

w = Iq}.;,aA;"dxl Aeg,, dx! = dxty A A dxij ,1 <a<N.
En vertu de la proposition 7.1, du lemme 7.1 et du corollaire 7.1, on identifiera jK(V)
a ﬁ-K(V) et on notera DT I'unique élément de fDK(F) sous-jacent a T € 3'1( (V).
Comme ZF(fI, V ) est aussi libre et de dimension finie, on identifiera ffng(;iF(fx, V)
a ﬁ.ng(zF(%, V)). Les tii.g. T de ZF((I, V) de degré t sont caractérisées par leurs

comportements sur F et V; en effet, dans ce cas
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Tw= 3 {(DpApdx! +(=1)! AfdDrxT} p e+
,y a
I N ] =
+I,2a Apdx' N(Te,), on I-(Iq).

Une t.i.g. T de l'espace (K, AF(%*))—linéaire gradué /‘;F(‘I, V) est appelée
extérieure si [DT' dl=o0.

Soit (V, p;) un espace X- infinitésimal. On a :

a. O est la seule application K - linéaire de X dans 3§rK(ZF(fX, V)) telle que
pour tout X € X, 8(X) soit extérieure, O(X)f = (Pp(X))f et 6(X)v= pP(X)v
pour tout f € F et tout v € V.

b. dw=12 LAY Ndxl Ney +(-1)7 A%dx! Nde,},on I=(1),
, a

c.d est 'unique élément de .‘IgHK(ZF(‘:X, V)) tel que dT =d et (dv)(X)=
=(p(X)v. ‘

Dans les espaces infinitésimaux sur les espaces d'Elie Cartan réguliers et coor-
donnés on peut expliciter dw, (R)w,Dy@, V(X)w,[R,S] au moyen de bases
(dx*ip...Ndx’p Ney| 12i,<...< ig<n, 12ag N). En particulier, quand on
explicite ces t.i.g. sur les espaces d'Elie Cartan réguliers et coordonnés on obtient les
identités bien coﬁnues qui permettent de définir la dérivation extérieure, la dérivée de
Lie, la dérivée absolue, la dérivée covariante. Pour cela voir par exemple [ 161, [ 25] ,
[32],[40] et [43]. On peut présenter dans le contexte de la théorie ici exposée le
« Calcul différentiel intérieur» de Kahler [ 25] .

1

Soit {el,..., eV} la base duale de {61" ., eN}. Si I'on pose

a)z: X 6‘1»—»e°(V(X)eﬁ) €F pour a,B8=1,..., N,
alors
e“(V(X)v)=X(e°'(v))-%eB(v)wz(X).
or V(X)v=3 ea(V(X)v)ea, donc

Og(X,Y)(v)=2{(-daf+wi N} (X, Y)eP(v)}e,
et la forme de courbure Qv est essentiellement caractérisée par
A
QZ:—dwg+2w:AwE=x§#Rz’x#e Aer, 1 <a, B<A.
Si X =V, alors
Ty(X,Y)=3{(de®)(X,Y)-wfAeP(X,¥)}e,

et la forme de torsion Ty est essentiellement caractérisée par

IA
Q
A
z

T%= dea-za)g/\e’3=ﬁ§75%7 eﬁ/\ey, 1



CHAPITRE III

APPLICATIONS

Dans tout ce chapitre par F on désignera toujours une algébre commutative
possédant une unité sur un anneau commutatif K unitaire. Dans les §18 et 19 par X on
notera un ensemble muni d'une structure de (K, F)- espace d'Elie Cartan régulier et
sans courbure (X, (ad, ,OD)) fixé d'avance. Si X €X et f € F on écrira briévement
Xf=pp(X)f.Onnote X*= Hom (X, F).

18. J - Structures.

Soit. J € EndF(iX). On peut appliquer & | toutes les définitions et tous les

résultats des paragraphes 14 et 15. On a les formules
P](X)f =(]X)f,
[X, Y] =(ad;X)Y=[]X, Y1+[X,J¥]1=][X, Y],
T(](X:Y):[]X’]Y]"][X' Y]]:
x.vz)= g 11x.Y1).2)),
(X ¥.Z)+ S AN (X, Y),z1+ Nl x, Y], z)} =0,
Cyc
oh X,Y,ZeX. On dit que T(] €A12,(‘,X) est la forme de torsion et 3] EA?,(‘I) la
forme de Jacobi. On appellera (fx,(ad],,o] )) le pré-espace d'Elie Cartan associdea | .

La dérivée extérieure resp. la représentation infinitésima'= de Lie sous-jacente & ce

pré-espace d'Elie Cartan sera notée d] , resp. 9] . Du $10 il résulte les formules fon-

damentales :

6, (X) =14 i(X)],i([X, Y]])=[6(X). i(y)r -
(g Gp(x)@) =X (X gy, @ )
+1 i
+ 3 (1) <[x,x]],/\9<;q,,w>
X gprpdje? =2 -1 1% (A o
- T (-1)tH* \[X,.,x,.],

aa

(q)'w>
Avec les notations du paragraphe 15 on a
T (X, Y) =01, 70X, Y)= (0, (X)])Y ~(8(X)])]Y.
=t0(1x)JyYy-J10(x)JtY

— 2 _
d;=R(]), 2a'] _g(‘n]).,
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LEMME 18.1. La formule ci-dessous donne une liaison entre la forme de courbure du

pré- espace d'Elie Cartan (fx,(ad] , /0])) et la forme de torsion de [ la relation :
Qp](x. Y)[ =T (X, Y)f.
Par conséquent si X est un sous-espace d'Elie Cartan de ®K(F)' alors (%,(adj, ,O]))
est sans courbure si, et seulement si,f)'(] =0.
DEMONSTRATION.
=UIX Y =1 0X Y1 f=Dy0X, Y.

THEOREME 18.1. Soit | € End(X). Si

lo. ?1]=0,

alors
Ia.Qp]=O;
Ib-[BJ(X).QJ(Y)]=91((X. Y]]);
Ic. [@](X),d]]=0;

2 _
Id.d] =0.

Si de plus X = fDK(F), alors les conditions o, la,..., Id sont équivalen tes.

DEMONSTRATION. [o => la, Ib,Ic,Id est conséquence du corollaire 11.2, du théo-

réeme 14.1 et du lemme 18.1. Si X = fDK(F), alors Ia => lo, en vertu du lemme 18.1 et

la,. .., Id sont équivalentes a cause du corollaire 11. 2.

La dérivation d]2 de degré 2 est appellée la dérivée torsionelle associée a |
(voir [ 42] ,[431).
LEMME 18.2. Soit | € GLp(X). Si w € AL(X, F), g2 1, on pose
(X Ak X0 ] pw) = (]xi/\.../\]xq, w),
d}‘w J#(d]tw)
(d} [)X=(]X)f,

alors
d#w =d, - 1(}107.( )
. J J ]
Par conséquent d;‘ EngrK(AF(f(, F)). De plus (d;‘)2 =0.
DEMONSTRATION. En effet,

-1
CXyAee-A Xq+1,dfw> = {JX A - A TX ppd(J80))

. A -1
=2(-1)7+1(]x].) <]x1/\...ijj,\...,\]xqﬂ,]#w) +
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L A -1
— ()P CUIX I TR (e oA TXG A ATXGA N X gy T8
icj . ] X

=2 (=1 HX) XA N XA A X gy @)+
ivj+1 7} A " ¥

- 2 (-1) STUIXGTpXINX NN XA XA N X @) 5

1\‘]

OI‘[]X, ]Y]=]([X,Y]])+?‘(](X,Y),donc

Xgaaydfer =217 0gx) (), w:>:

. . l]
SE UL X1 N K gy gy )

i<j
itit1 ol ¥ \
- (-0 I X)ANX G 4y @)

.1
=X gyry dyo) =KXy i(JeT)w) .
-1 -1
(djw)? = J#(d(J#(J#(d(J4w)
= I%(d2(Trw) = 0.

THEOREME 18.2. Soit ] € GLo(X). Si 7'(] =0, alors

le. d}* d+dd*=o.
Si de plus X = EDK(F), alors le est équivalent & chacune des conditions lo, la,...,1d.

DEMONSTRATION. Si T(] =0, alors d}& = d], en vertu de la formule du lemme 18.2,
donc le est vraie puisque [d],d] = 0. Supposons X = .(DK(F) et supposons que
(QK ,X) soit une structure (K, F )- différentiable. Si Ie est vfaie, alors d}* = d] . Mais
2d]2 = E(T(j) =0 et est injective, donc T(] =0.

Sur l'espace d'Elie Cartan @R(Tm) des C%-champs de vecteurs d'une C%-
variété, pour | tel que J? = —IEDR(SIOO ) I'équivalence de Io et le a été établie par
Guggenheimer [ 20], pour | € GLF(fDR(S:m)) arbitraire 1'équivalence de Io et Ie a été
établie par Willmore [44]. Pour | € EndF(f.DR(gm )) 1'équivalence de o et Id a été
établie par Frdlicher-Nijenhuis [ 19].

LEMME 18.3. Soit ] eEndF(fX). Si V est une connexion linéaire J - réguliére sur X,
alors

Nox, v)=tVx)Jby-j{v(x)Jiy
IV Ibx+74(Vy) i x
Ty (JX,JY)+ J(Ty (JX,Y))
+J(Tg (X, JY)=J3Ty (X, Y)

DEMONSTRATION. En tenant compte des formules

(X, Y1=V(X)Y-V(Y)X-Tg(X,Y)
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IVex)Iby=V(x)(JY)-1(V(X)Y)
dans la formule
WX, Y)=0JX, gy 1=-70Jx, Y1=J0IX, JY1+]2[x,Y],
on obtient la formule du lemme.
REMARQUE 18.1. Soit X =D, (F). D'aprés le corollaire 16.2, la donnée d'un éle-

ment | EEnd (K) équivaut 3 la donnée d'une dérivation extérieure d €.Lng(A F("{ F)
(i.e.d; eﬁ)ng(QK(F)) [d.4;1=0).

19. Structures presque hor-symplectiques.

Soit X' un sous- espace (K, F)-linéaire de X. On note
(X)*={w|weX*et X' CKerw},
F(X)={/|feF et df e(X')*}=a{(X)*)

={/|f/€eF et Xf=0 V X eX'}.

On dira qu'un élément X € X est X* -caracte’ristiqﬁe ou encore qu'il laisse X invariant
si [ X, X']cX',c'est-a-dire sif(X) laisse stable le sous-espace (K, F)- linéaire
X )* de X*. On note C(X') l'ensemble des X €X qui sont fX'-caractéristiques.
C(X*) est une sous-K- algébre de Lie de X. On dira que X est d-complet si

= N
X /eF(%')Ker df.

PROPOSITION 19.1. Soit X' un sous-espace ( K, F)- linéaire de Ar. Alors

(i)Si X' est d-complet, alors X' est une sous- K-algebre de Lie;

(ii) Si d < F(fX')> F - engendre (X' )*, alors X' est d- complet si, et seule-
ment si, X' = (?X')**.

DEMONSTRATION. () Soient X, Y € X'. Alors

[X,Y]1/=XYf-YX[{=0 pour tout f € F(X").

(ii) Si X € X, alors X € N Kerdf si, et seulement si, X e(X")**,
feF(X)

‘Soit @ e‘fx*. or 4 { F¢ Xy F- engendre (X')*, donc w = 2 a; d/‘ Par consé-

quent si X 6/ N %) Kerdf, alors X € (X")**cX'. Si x e(X i*, alors
eF(A'

xe N Kerdfc .
6/!1’(%') er /Ca(

PROPOSITION 19.2. Soit X' un sous-espace ( K ,F )- linéaire de q.
(7)Si X €C(X*), alors X laisse F(X') stable, X XF (")) c F(X").
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(77)Si X' est d-complet et X eX, alors X €eC(X’) si, et seulement si, X <F(X’)> ZF(X).
DEMONSTRATION. Soient X € X, X' €X' et f € F(X'). Alors
(%) [ X', X]1f=X'Xf-XX"f=X'X[{.
(7) Si X est X - caractéristique, alors X'X [ = (dX[f)X' =0 pour tout X' € X', en vertu

de (%), donc Xf e F(X").
(ii)Si X laisse F(X') stable, alors [ X', X ] f=0 pour tout f € F(X'), & cause de

(%), donc [ X', x]eX puisque X' est d-complet.

Dans ce chapitre si H est un F- projecteur de X, c'est-a-dire H eEndF(fX),
H? = H, on notera V le F- projecteur supplémentaire de H, par définition V =1 ~H.
On écrira
Ay=mmv, Ay=imH, F,=F(X,), C,=c(X,),

et on dira que SXV resp. “XH est le sous-espace (K, F )- linéaire vertical resp. horizontal
(de H). On a

ﬁxv=KerH, fo=KerV, EX=EXV$‘1’H.

On notera V* et H* les F - projecteurs correspondants a la décomposition duale
% _ ok *
X*=AFe AF .
THEOREME 19.1. Soit H un F-projecteur de X tel que I'espace vertical fxv de H
soit une sous-K-algébre de Lie. Alors
(i) H <CV> CCy et Cy estle plus grand sous-ensemble B de X tel que ?)Cvc B et
H{ X,Y]l=H{ HX,HY] pour tout X,Y €B;

(ji)HCvz(XHﬂCV =H <CV> , muni de ['accolade {X,Y}=H[ HX,HY] et de
la contraction de Pp a (Cv, ,(DK(FV)), est un (K, FV)-espace d'Elie Cartan;
(77i) Si de plus S)CV est d-complet, alors Cy, coincide avec I'ensemble des X eX tels

que X(FV)C FV.
DEMONSTRATION. (j).Eneffet, soit X €Cy,. Or X =VX + HX, si Y €X,,, alors
[HX,Y1=[X, Y]1-[VX,Y]. Mais [ X, Y] ef’xv puisque X est Xv-caractéris-
tique et [ VX, Y] Eiv puisque ?XV est une sous- K- algébre de Lie, donc H laisse
C, stable. itv étant une sous- K-algébre de Lie, on a %VC Cy. Soit Z€C,,.Or

[X,z1=(VvXx,vZ]1+[VX,HZ]1+ [ HX,VZ]+[HX,HZ],

mais [ VX,vZ],[ VX,HY],[ HX,VY] G‘XV puisque XV est une sous-K-algabre
de Lie et HX,HY € Cy,. Donc

H[X,Z]=H[HX,HZ]€CV.
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Soit B C X tel que "IVCB et

H{X.,Z]1=H[HX,HZ)] €B pour tout Y,Z € B.
Soient X € B et Yef(v.Or Y € B, donc

H{X,Y]l=H[HX,HY]=o0.

Par conséquent [ X, Y] =V([X,Y] sfxv.

(jj) est une conséquence du lemme 14.5 et de la proposition 19.2, puisque
Fy,=F(X)).

(7jj ) est une conséquence de la proposition 19.2.

Soit 1 € AZ(X,F). On note s I'application F - linéaire de X dans X* défi-
nie par l'identité

s(X)Y =Q(X,Y) pour X,Y eX.

On dit qu'un couple (), H) est une structure presque hor-symplectique (S.P.H- S)
sur X si (Q, H) vérifie les deux axiomes suivants
(HS1)Q EAE(X, F) et H estun F-projecteur de X;
(HSZ)?XV= Ker sq et s <%H> =i’X;
La restriction de s sur fo est injective. On note SQ K I'isomorphisme de fo sur
?X"; induit par sg).

Soit (Q, H) une S.P.H-S. sur X. Si f € F, on désigne par grgd/ I'élément de
X, appellé gradient symplectique de f, tel que :
GS1). grgzd/' ef’XH;
GS2). i(grs%d fIQ ==Vv*df).

Si f,g € F, on pose

(f.g)= Q(grém’/. gradg) . (ad [)g=(f.g)
i(/,g,b)= 2 ((f.g).h).
Cyc
Comme conséquence immédiate des définitions données ci-dessus on a

(gfsdf)g =(f,g) etsi fEFV, alors i(grgdf)Q:-—'a'f.

On dit que X €X est un Q- potentiel si di(X){1=0. On note P(Q) le K-
module des (1- potentiels.

PROPOSITION 19.2. Soit (X0, H) une S.P.H-S. sur X. Alors pour tout X €X et f€eF

X/ =Q(x, grtgzzd [)+i(X)(H*df).

De plus grgzd <FV> CP(Q) et xVCP(Q).
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DEMONSTRATION. Soient X € X et f € F. Alors
Xf=i(X)df = i(X){v*df+ H*df} = - (X, i(géad/)0> +i(X)H*df

=Q(x, grézdf)ﬂ(xm*d/.
Si f € Fy, alors i(grézdf)ﬂ_—.—df, donc di(grsdf)ﬂ:—d2f= 0.

LEMME 19.1. Soit X € P(Q). Pour Y,Z € X, les formules suivantes sont équivalentes

(19.1) S XQ(Y,Z)=0
Cyc
(19.2) xQy, z)=x,Ly,z]).

DEMONSTRATION. Si X € P(§1), alors
(%) (di(X)Q)(Y, Z)=YQX,Z)-ZUX, Y)-Q(Xx,[Y,Zz])=0.

(19.1) => (19. 2}, en effet, si l'on ajoute (19.1) et (x) membre 4 membre on trouve (19.2).
(19.2) = (19. 1), en effet, il suffit de faire usage de (19.2) dans ().

LEMME 19.2. Soient X,Y,Z € P(§l). Alors
(19.3) (dQU)(X,Y,Z)=- 3 XY, Z).
Cyc
En particulier, si [,8, b € Fy,, alors
(19.4) (dQ)(grSd/,grsdg,gr??db)zgﬂ'(/,g,b).
=(gf§31d(/,g))b-[gfgadf.gfgdg]b-
DEMONSTRATION. Si X, Y, Z e P(Q), alors
(%) 2 3 xQqy,z)= 3 U[X,Y]),2).
Cyc Cyc
En effet, en faisant usage de (%) on a
(di(X)Q)(Y,Z)=-YQUZ,X)-ZUX,Y)+Q[Y,Z],X)=0
(di(Y)Q)(Z,X)=—ZQ(X,Y)—XQ(Y,Z)+Q([Z,X], Y)=0
(di(Z)Q)(X,Y)==XQUY,Z)=YQ(Z.X)+ Q[ X,Y], Z)=0.

Par addition de ces trois derniéres identités il résulte (x). En vertu de la

formule ( 10.7 ) on peut écrire

(xx) (d)(x,Y,z)= 2 xQUv,z)- 2 QIXx.Y], Z)
Cyc Cyc

Des formules (% ) et (x%% ) il résulte (19.3) .

On note

I:(Q)zixlxét’x et 6(X)Q=0}.
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LEMME 19. 3. Soit Y € P(Q). Si X, Z € L(Q), alors

(19.5) 2 Qx,[y.zl)=0;
Cye

(19.6) i(lx,v1)Q=-4dQcx,Y).

DEMONSTRATION. Il suffit de faire usage des formules (2.3) et (10.9), c'est-a-dire
des formules :

LX), i(YANZ)=4i([X.YIANZ)+i(YALX.Z]),

LitXANY), dl=0(X)i(Y)-6(Y)i(x)-i([ X,Y]).
THEOREME 19.2. Soit (Q,H) une S.P.H-S. sur X. Si X €)X, et X €L(Q), alors
[P(Q),x1cX,. De plus

(Hb)

/ S~
\ (H’a)/

(H)=>(Ha) (H'b)

ou

(H) i(X,)dQ=0;

(Ha) [ P(Q),fxv] C "XV et fxv est une sous- K- algébre de Lie;
(H'a) grad (Fy) CCy et [Xy, X, 1CXy;

(Hb) Si Y,Z €P(Q), alors Q(Y,Z)€eF, et [ X, X, 1 X,
(H'b) (, ) laisse Fy stable et %V est une sous- K -algébre de Lie.
Si de plus fX; est F - engendré par d { FV> alors (H'b) =>(H).

DEMONSTRATION. Soit X ef’IV tel que 8(X)Q=0.Si Y € P(Q), alors
(X, YDQ=[6(X),i(Y)1Q=06(x)i(Y)Q-i(Y) 6(Xx)Q
=0(X)i(Y)Q={di(X)+i(X)d}i(Y)Q
=di(X)i(Y)Q==di(Y)i(X)Q=0.
Donc [ P(Q), x1cX,,. Si Y €X,,, alors
i([X,YDQ=[0(x),i(Y)]IQ=0(X)i(Y)Q=-i(Y)6(X)Q =0

puisque G(X){l = 0. Par conséquent (H) => (Ha).
(Ha) => (H'a) puisque grgzd <FV> cP()y.

(Ha) =>(Hb), en effet, soient Xefiv et Y,ZeP(l). Or [Y,X] Exv, donc

0=(di(z)Q)(Y,X)=YUZ,X)-XQUZ,Y)-Qrz,[Y,X])
=xQ(Y,Z)=<x,d0Y, Z)) .
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Par conséquent ((Y,Z) € F,,
(Hb)=> (H'b) puisque (f,g)= Q(gradf gradg)et grad[ gradg eP(Q) sif, g €F,
(H'a) => (H'b) puisque grad \F ) CP(Q)

Supposons que d <F> engendre E’XV. Pour X,Y,Z€X,ona
(i(VX)dQ)(Y,Z):(dQ)(k,Y,Z)
=vxQyYy,zZ)+ Qqlvx,Yl, Z)+Q z,vx1.vY).

Si Y ou Z appartient & ?)(V, alors (i(VX)d§l)(Y,Z) =0, puisque fxv est une sous-
K- algebre de Lie. Si Y=gf?2d/ et Z=grga2dg, ou f,g € Fy,, alors (i(VX)dQ)(Y,Z)=0.
En effet,

vxQ(y, z)= VXQ(grézdf,grgazdg)=(VX)(f, g)=20

Q([VX.Y],Z)=Q([VX.gfsf.lzdfl-gfsl.lza’g)

donc

[ vx, gﬁzd flg= VX(grSgd/)g
Qlz,vX],Y)~-(VX)(g.f)=0.

Mais {grad/’l f € Fy} engendre f’XH puisque la contraction de s & (9(“,?)( ) est un
F- 1somorphxsme donc (i(VX)dQ)(Y, Z) pourtout Y, Z 6% . Donc z(fx )dQ=0.
Une S.P.H-S(Q, H) sur X vérifiant (H ) sera appellée bolonome.

THEOREME 19.3. Soit ({),H) un S. P. H- S. holonome sur X. Les trois conditions sui-

vantes sont équivalentes :
(]) C§CXQ(Y,Z)=O pour tout X,Y,Z € P(§1);
(Ja) XQUY,Z)=Q(X,[Y,Z]) pourtout X,Y, Z €eP(Q);
(Jb) H[Y,z]zgréde(Y,Z)pour:out Y, ZeP(Q).
Si de plus 2X = 0 entraine X =0, pour X €X, alors (] ) est équivalente &
(') CzyCQ(x,[Y,z])=o pour tout X,Y, Z € P(Q).
DEMONSTRATION. Du lemme 19.1 et de la formule (4% ) il résulte que (] )<=> (Ja) et

(])<=>(]b). (0, H) étant holonome, 1'équivalence de (J') <=> ( Jb) résulte de (Hb).

On dit qu'un S.P.H-S. (£, H) sur X est une structure bor-symplectique (S.H-S)
sidl=0.

De la formule (19. 3 ) du lemme 19.2 et des lemmes 19. 2 et 19.3 il résulte:

THEOREME 19.4. Si ((, H) est une S.H-S. sur X, alors les conditions (1), (Ja),

(Jb) et (]') sont vérifiées et (X1, H) est holonome. Si d <Fv> F - engendre %; et si
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(Q, H) est une S.P.H- S. vérifiant (H'b) et une des conditions (]), (Ja), (]b),
alors (), H) est une S.P. H-S.

LEMME 19. 3. Soit ({, H) une S.P.H-S. (bholonomeJ. Si pour f € F, on pose
(g('a)d flg=(f.g).
alors (F, adﬂ, grad) est un (K, F)-pré-espace d’Elie Cartan sur F en tant que

)
(K, F)- espace linéaire F - libre de dimension 1 ('tel que [graa)' <FV> ,%V] cf)(v’f.
De la formule ( 19.4 ) et du lemme 19. 2 et du théoréme 19'. 4 il résulte :

THEOREME 19.5. Soit ({),H) une S.H-S. Alors la parenthése de Poisson (, ) et H

vérifient les conditions suivantes :
(PCI) (, ) estune structure de K-algébre de Lie sur FV;
(PCII) (f.g.b)': (/n g)-b + g-(/' g)'
(PCHY [ grad (Fy) . X, 1c X,
. )
(PCIV) Si g(raa)tr/: 0, alors df = 0.
Si de plus %; est F-engendré par d <FV> , alors tout couple ((, ), y)

vérifiant les axiomes PCI,..., PCIV donne naissance a une forme bien déterminée

0 EAf:(i, F) telle que (0, H) soit une S.H-S. et que (, ) soit la parenthése de

Poisson associée a ({1, H).
LEMME 19.4. Soient X,Y,Z €X. Alors
(19.7) (0(x)Q)(y,vz)=Q[x,vz],v].
Si Y, ZeP(Q), alors
(19.8) (9(X)Q)(Y.Z)=C§;-’CXQ(Y. Z).
En particulier, pour [, g € Fy,,
(19.7") (9(X)Q)(gf§df. gradg) = X([, g)- (X[, g)~ (. Xg).
DEMONSTRATION. En effet, d'aprés (10.4) on a
(6(X)Q)(Y,Z)=XUY,Z)-0[X,Y],Z)-QY,[ X,Z1).
Si Y, Z sont des (1- potentiels, alors
-ix,vl, z)=-1i(lx, YA}z
=-{0(X)i(Y)Q-i(Y)0(X)Q} Z
=-{di(X)i(Y)Q}Z+i(Z)i(y)O(x)Q
=ZO(X,Y)+(6(X)Q)(Y.Z)
-y, [x,21) =YQUZ, X)+(6(X)Q)(Y.Z)
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Donc
(6(x)Q)(Y,Z2)= CE XY, Z)+2060(X)Q)(Y,Z)
yec
d'ott on déduit la formule (19.7).
La formule ( 19.7') résulte de (19.7 ).
LEMME 19.5. Les deux conditions suivantes sont équivalentes
1)%; est F - engendré par d <Fv> ;
1'){gr5d/l [ € Fy} F- engendre ‘XH.
De plus 1) entraine que SXV est d - complet,
DEMONSTRATION. L'équivalence 1)<=> 1') est vraie puisque s g €stun F-iso-
morphisme de fo sur f’x‘*,

1) =>(E’XV est d- complet).En effet soit Y € X, alors il existe une famille de
support fini (xi| i €1) d'éléments de F, et une famille (f,'| i €1) d'éléments de F,,
telles que HY = 21 x* grgad f;» c'est-a-dire i(HY ){l = - 21 xidfl.. Sixe N Ker df,

ie ¢ i€

feF
alors 4

Qx, Y)=Q(x, HY) = zlx" (X.,df;) =0
i€
pour tout Y € X. Donc X € Ker sQ -
Des propositions 19.1, 19.2 et des lemmes 19.4 et 19.5 il résulte:
THEOREME 19.6. Si X € L({), alors
(i) xecC,, [x,X,1cX,;
(i) X(f, g)=(X[.,g)+ ([ Xg) pour {,g €F,,.
Si K; est F - engendré par d{ Fy, Yet siX €X vérifie (i) et (ii), alors X € L({).
De la proposition 19.2 et des théorémes 19.5 et 19. 6 il résulte:

COROLLAIRE 19. 1. Soit (0,H) une S.H-S. Si X € L(Q), alors
(i) X laisse FV stable,

(i‘iﬂ) X estune K- dérivation intérieure de la K -algébre de Lie (FV' (, ) ).
Si %; est F - engendré par d < Fy >et si XeX vérifie (z") et (i‘i-), alors X € L({1).

LEMME 19.6. Soient X, Y,Z €X. Si YeP(Q) et Z e L(§), alors

(19.9) Qx, (Y, z1)=xQ(Y,Z)
(19.20) (6(x)Q)(y,z)y= 3 Qx,[(v,z1)

Cyc
DEMONSTRATION.

Qx, Y,z =il Zz, YD x=16(2)i(Y)Q=-i(Y)O(Z)Q} X
={di(z)i(Y)Q}x =XQ(Y, Z).
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20. Structures hor-Ehresmanniennes.

Dans ce paragraphe nous noterons par X un ensemble muni d'une structure de (K, F)-
pré- espace d'Elie Cartan régulier. Soit V une connexion linéaire (T - réguliere) sur,
X. siBe Lf;(f’x, F) on notera sg l'application F-linéaire de X dans X* définie par

sg(X)Y=B(X,Y)

et on dira que V laisse invariant B ou V est compatible avec B si V (X)B= 0 pour
tout X € X.

Si B = () est alternée et si V est compatible avec (1, alors, en vertu de (12.7),
on a

(dQ)(X,Y,Z)= X Q(X.TV(Y,Z»,
Cyc
donc d{) =0 si V est sans torsion.
Si B =G est symétrique, alors V est compatible avec G si, et seulement si,

ViX)sg=scV(X).
THEOREME 20.1. Soit G € LZ(X, F) symétrique. Si V est une connexion linéaire
sans torsion sur X compatible avec G, alors
(20.1) 2G(V(X)Y, Z)=XG(Y.,Z)+YG(Z,X)
-(6(Z)G)(X,Y)+G([X,Y].Z).
o (6(Z)G)(X,Y)=2ZG(X,Y)-G(lz, x),Y)+G(lY, z]1,X).
DEMONSTRATION. Par hypothése
Vix)Yy-V(y)x=[X,Y]let V(X)G=0.
Donc
XG(Y,Z)=G(V(X)Y,Z)+G(Y,V(Z)X)+G([ X,Z],Y).

Si dans cette derniére identité on permute cycliquement les variables X, Y, Z et si I'on
élimine V(X ) et V(Y), on obtient la formule (20.1).
On dit que G est une métrique sur X si G est une forme F- bilinéaire symé-

trique de A x X dans F telle que s - soit bijective et G(X, Y)=0 si 2G(X, Y)=0.

THEOREME 20.2. Soit G une métrique sur X. Alors il existe une seule connexion liné-

aire sans torsion sur X compatible avec G. Si de plus Qp =0, alors V est J -régu-
D

liére,

DEMONSTRATION. L'unicité de V est conséquence de (20.1). Si 1'on définit V(X )Z

au moyen de la formule (20. 1) un simple calcul technique montre que V est une conne-

xion linéaire (7 - réguliéres. Si I'on procéde de fagon inverse dans la démonstration du
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théoreme 20.1, on vérifie que la connexion lingaire V déterminée par (20.1) est sans
torsion et compatible avec G.

La connexion linéaire ('J - réguliere ) caractérisée par le théoréme 20.2 est appel-
lée la connexion linéaire (J - re’guliére) de Levi-Civita associée a la métrique G.

La donnée d'un couple (H, J) tel que
(H-C) J € Ena’F(SX), H est un F - projecteur de fx. et

xV=Ker], H:.]2

est équivalente a la donnée d'un | tel que
(H-C') ] €Endg(X) et [+ ] =0.

Un couple (H, J) ou resp. un | vérifiant (H-C) ou resp. vérifiant (H-C') sera
appellé structure presque hor-complexe (S.P.H-C. ). Nous dirons qu'une S. P.H—C.(H, T)

laisse B invariant si

(20.2) B(X,]X)=0 pour tout X €X.

LEMME 20. 1. Soit BELE(?X,F). Si (H,]) est une S.VP.H-C. qui laisse B invariant,
alors :

(20.3) B(]X,JY)=B(Y,HX),

‘(20.4) B(HX,JY)+ B(HY,]X)=0.

DEMONSTRATION. En effet,

0=B(X+Y,JX+]Y)=B(X,JY)+B(Y,]X)
donc

0=B(HX+HY),JHX + JHY)=B(HX,]JY)+B(HY,JX).
LEMME 20.2. Soit B EL;(EX, F). Siune S.P.H-C. (H, ]J) laisse B invariant, alors :
(i) %V et %H sont B -orthogonaux, donc
(20.5) B(x,JY)=B(HX,]JY)=B(]Y,]X);
(ii) sg | (IH est injective si, et seulement si,

(Xg)°={x|XxeX et G(X,Y)=0 VY €N }CKer].
DEMONSTRATION. (i) (20.3) :(‘XV et fIH sont B - orthogonaux).En effet
B(VX,HY)=B(]X,JVX)=0.

(ii) Supposons que sp | "XH est injective. Si X € (fo)", alors
B(X,HY) =0 pourtout Y € X, donc

sg(HX)(Y)=B(HX, Y)=B(X,HY)=0 VY eX.
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Par conséquent sB(HX) =0, donc HX =0, d'od X =VX Exv.
Supposons que (EXH)°C Ker J. Si sB(HX)=O, alors sB(HX)HY=G(HX,Y)=O
pour tout Y € X, donc HX G(iH)° CKer ] = 1‘,. Par conséquent HX =0.

PROPOSITION 20.1. Soit B € L%(X, F). Si une S.P.H-C. (H,]) laisse B invariant
et si I'on pose QU(X,Y)= B(HX, JY ), alors

(20.6) (6(X)Q)(Y,Z)=(6(X)G)(Y,]Z)+ G(Y,(6(X)])Z),
(20.7) (V(X)Q)(Y,Z)=(V(X)G)(Y,]Z)+ G(Y,(V(X)])Z)),
ont V est une connexion linéaire arbitraire sur .

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier (20.7 ) puisque (20.6) est un cas particulier de
(20.7 ) quand V = ad. En effet,

(VX)) (Y, Z)=xQY,Z)-UV(X)Y,Z)-QUY,V(X)Z)
=XG(Y,]JZ) -G(V(X)Y,]Z)-G(Y,V(X)Z)
- G(Y,(X)]Z)+G(Y,V(X)]Z)
= (V(X)G)(Y,JZ)+G(Y,(V(X)])Z).
Si BeLZ(X,F), un F- projecteur H de X est dit B-adapté si sBXfong(;

et la restriction sg | iH est injective. Pour qu'un F-projecteur H de X soit B- adapté,
il faut et il suffit que fxv et %H soient B - orthogonaux et que 'application F-linéaire,

notée spg H? de ?XH dans ﬁ'x; induite par s soit bijective; par définition on a
sB'H(HX)Y'-: sB(X)Y.

THEOREME 20.3. Soit B €L}2,(fx, F) symétrique. Il existe une application bijective
a g de l'ensemble des couples (Q,H) dans I'ensemble des ] qui vérifient la condition
(H-E)resp. (C-E) ci-dessous :

(H-E). (S,H) estune S.P.H-S. sur X, H est B-adapté et

-1 -1
(20.8) SB,HOSQ ,H==SQ . H°SB,H"
c'est-a-dire
-1
(20.8') SB(X)"'SQ(SB'H(SQ(X)):O:'

(C-E). ] estuneS. P.H-C. sur X qui laisse B invariant et telle que

(20.9) (Xy)°CKer] et (Ker])*Csy KIm]) .
-1
a g et ap sont définies au moyen des équations :

-1
(20.10) J=-sg gosq yoH,

£20.11) H=-7]2, Q(X,Y)=B(HX,]Y).
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DEMONSTRATION.

(H-E)=>(C- E). Supposons ] défini par la formule (20.10). De la formule
(20.8) résulte que ] est une S.P.H-C. qui laisse B invariant. La condition (i)
du lemme 20. 2 entrafne (20.9).

(C-E)=>(H-E). A cause de (i) et (i) du lemme 20.2 le couple (2, H)
défini par les formules (20. 11 ) est une S.P.H-S. et H est B-adapté. Il reste & démon-
trer la formule (20.8'). La symétrie de B et les formules (20. 1) entralnent la formule
(20.10). ] étant une S.P.H-C. qui laisse B invariant, les formules (20. 3),(20.10) et

la symétrie de B entrainent la formule (20. 8’ ). En effet

0=B(HX,Y)- B(Y,HX)=B(HX,Y)-B(]X,]Y)

B(HX,Y)-SQ(JHX,Y)

-1
B(HX,Y)+{Q(sg yosq y HX,Y).

On dira qu'un couple ((Q,H), G) ouresp. un couple ((], H), B )est une struc-
ture bhor-ebresmannienne (S. H-E) ('me’triqueﬁ\ sur X si B est un élément de L;‘;(x, F)
symétrique (métriqueﬁ et si ((Q,H),B) ou resp. ((]J,H), B) vérifie la condition
(H-E) ou resp. la condition :
(C-E') (],H) estune S.P.H-C. qui laisse B invariant et H est B- adapté.

De la formule (20.6) il résulte :

PROPOSITION 20.2. Soit (({0,H), B) une S.H-E. métrique sur X. si X €X est une
isométrie infinitésimale, O(X)B = 0, alors X est presque analytique, 8(X )] = 0, si,

et seulement si, X conserve {1, 8(X ) =0.

PROPOSITION 20.3. Soit (H,]) une S. P. H- C. sur X. Alors

(1) fxv est une sous- K -algébre de Lie si, et seulement si, T(](X, Y) =0 pour tout X,
Y eX;

(ii) fo est une sous-K-algébre de Lie si, et seulement si, Vn](]X,]Y) = 0 pour
tout X, Y €X;

(z'ii)T(] =0 si, et seulement si, :’IV'%H sont des sous-K-algébres de Lie de X et
HN, (HX,HY)=0 et ,(HX, VY ) =0 pour tout X,Y €X.
J J

DEMONSTRATION. (i) et (ii) sont des conséquences des deux formules ci- dessous:
N (vX,vY)=-H[ VX, VY]
Vﬂ](]x,]Y) =V[HX,HY].
(iii ) est conséquence de (i), (ii) etde la propriété suivante: si [ iH 'KH lc iH , alors

HT(](HX,HY):T(](HX,HY).
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LEMME 20.3. Soit B € LZ(X, F) symétrique. Si | est une S.P.H-C. qui laisse B

invariant, si V est une connexion linéaire sans torsion sur X si elle laisse G inva-
riant et si X EXH, alors

(20.12) BO(V(X)])Y,Z)=(i(X)dQ)(]JY,]Z)=(i(X)dQ)(Y,Z)
- (X)) (N (Y. Z))+
+6(lx,jvl.vz)+G(ljz,x1,vy),
oz U(Y, Z)=B(HY, ]JZ).
DEMONSTRATION. Ep faisant usage des formules (10.7),(20.3),(20.4) et(20.5) on a
(a)==(dQ)(X, Y, Z)==XUY,Z)-ZUX,Y)-YQ(Z,X)
+ X, Y1, Z)+ [z, x1.Y)+QY,Z1.X)
= XB(Z,]JY)-ZB(X,]JY)+ YB(X,]Z)
+ B(lXx,Y),JjZz)+B(lZ,X].JY)+ B(lY,Z],]X).
Par hypothese X € X, donc
(B)=(dQ)(X,]Y,]Z)=~XB(]Z, J*Y)~-]ZB(]Y, JX)+]YB(]Z, JX)
- B([X.JY), J?Z)-B([]Z,X),]?Y)- B([]Y.]Z}.]X)
=XB(JZ,Y)-]JZB(Y,X)+ JYB(]Z,]X)
+B([x,JY),HZ)+ B([JZ, X1, HZ) - B([]Y,]Z}, ]X),
(v)=-Qx. Ny (v,z)) =
= QLY. JZ1,X)=Q(J 1Y,z 1, X)= Q] LY, ]Z2), x) + Q]2 (Y, Z], X)
=B([JY,JZ), JX)+ B(X, 2 [JY.Z1) + B(X, ]2 [Y,]Z]) + B(J® LY, Z],]X)
=B([JY.]Z1,]X)-B(X,[]JY.Z))~B(X,[Y,]JZ])-B(lY,Z], JX),
(8)=B([X,JY1.vZ)+B([]Z,X),VvZ);
en faisant usage de la formule (20.1) on en déduit
(a)+(B)+(¥)+(8)=2{B(V(X)]Y,Z)+ B(V(X)Y, ]Z)}
=2{B(V(X)]Y.Z)- B(J(V(X)Y), Z)}
=2B((V(X)])Y.Z).

THEOREME 20.4. Soit ((X),H),B) une S.H-E. métrique sur X et soit V la conne-
xion linéaire de Levi-Civita associée a B. Alors : (i) Pour tout X €X, Vix)j=o0
si, et seulement si,V(X)Q=0;(ii)V(X)] =0 pour tout X € X si, et seulement si,
(a) dQ=0, (b) Ty=0, (c) V(X)Q=o.
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DEMONSTRATION. (i) est conséquence de la formule (20.7) puisque V(x)G=o.

Supposons que V(X)] = 0 pour tout X €X.Or V étant sans torsion, T 5 = 0, donc
(dQU)(X.Y, Z)= CZ (V(x)Q) (Y, z);
yc

donc dQ1 =0, & cause de (i). Du fait de Tp =0 et de la 5%- formule du §18 il résulte

que 3‘(] = 0. Réciproquement supposons (a), (b) et (c) et que X E?IH' En vertu de
(ii ) de la proposition 20.3, [ fo X lce %H; mais Im | C fXH , donc

B(lx,Jjv1,vz)=0=8B(1]z.X1.VZ);

par conséquent de la formule (20.12) résulte que 2B((V(X)J)Y,Z)=0 pour tout
Y,Z €X. Comme B estune métrique, on a V(X )] = 0 pour tout X EiH.

LEMME 20.5. Soit ({1, H) une S.P.H-S. sur X. Si V est une connexion linéaire sur
X, si E ef’xv et si V(E)Q =0, alors

V(E)VX €X,, et V(E)g?zzd/e‘xv pour tout [ € F,.
DEMONSTRATION. Comme cas particulier de la formule (2. 2) on a
i(V(E)Y)Q=V(E)i(Y)Q-i(Y)V(E)Q
=V(E)i(Y)Q.

Si Y=VX, alors i(V(E)VX)Q =0, donc V(E)VX €X,,. Si Y=gr$a’f, [eF,,
alors

i(V(E)grgtzzd/) =V(E)i(gr5df)0=-7(s) df
=~Ef=0
puisque E Gfxv et f € Fy,. Donc V(E)ggzdfefxv.

PROPOSITION 20.4. Soit ((H, J),B) une S.H- E sur X. Si f)'(] =0 et silaS.P.H-S.
(Q, H) sous-jacente & ((H, ] ), B) est holonome, alors pour tout [ € Fy., ] grsqzd/ est

est X V" caractéristique.

DEMONSTRATION. En effet,
T(](VX,grSt_zzd/) =-J(VX,] g{zad[] +7%( VX,grs%df],'
or [ VX, grga’/] éiv puisque ({1, H) est holonome, donc
O=T(](VX,grézd]')=..][VX,]grsd/],

mais ?IV= Ker J, donc [ VX, ] grézdf] Efxv.
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