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ESPACES INFINITESIMAUX

UNE EXTENSION DU CALCUL DIFFERENTIEL EXTERIEUR D’ELIE CARTAN

ET DU CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU DE RICCI

par Constantino M. de Barros

Introduction.

. I. La théorie des structures infinitésimales d’ordre arbitraire et des structures

locales a ete établie sur une base precise et générale a partir de la Note ( * ) de M.

Ehresmann. Depuis 1951, M. Ehresmann s’ est interesse aux fondements de la Géométrie

différentielle. II a defini les elements infinitesimaux et les structures infinitésimales

d’ordre quelconque qui forment I’ obj et de la Geometric différentielle (* ).
Les structures infinitésimales forment des espèces de structures ( ** ) au-dessus

de la catégorie des isomorphismes entre variétés différentiables. Ces espèces de struc-

tures sont d’une façon plus precise des espèces de structures locales ( * ) ( ** ) au-

dessus de la catégorie des isomorphismes entre variétés différentiables ou entre espaces

topologiques. Leur théorie rentre ainsi dans celle des espèces de structures inductives

( *** ) . Mais d’ autre part les structures infinitésimales peuvent etre considerees comme

des espèces de structures au-dessus de certaines categories dont les objets sont des

ensembles munis de structures algébriques. Il s’agit de structures algébriques cano-

niquement associees aux structures de variétés différentiables. C’est ce point de vue

qui sera developpe dans cette these. On etudiera les objets qu’ on appellera « pré-espaces

(*) EHRESMANN, C., a) Structures locales et structures infinitesimales, C.R. Acad.

Sc. Paris, t. 234 (1952), 587 - 589 ; b) Structures locales, Ann. Mat. Pura Appl. (4)

vol. 36 (1954), 133 - 142 ; c) Introduction à la theorie des structures infinitésimales

et des pseudogroupes de Lie, Géométrie différentielle, Colloques internationaux du

C.N.R.S. Strasbourg 1953 (C. N. R. S.) Paris, 1953, pp. 97 - 110 .

(**) EHRESMANN, C., a) Gattungen von Lokalen Strukturen.Jahresb. Deutsch. Math.,

Verein. vol. 60 (1957), 49 - 77 ; b) Especes de structures locales,elargissements

de categories, Séminaire de Topologie et de Géométrie Différentielle dirige par C.

Ehresmann, vol. 3 (1961), 73 pp. ; c ) Prolongements de catégories différentiables,

ibidem, vol. 6 (1964), 8 pp..

(***) EHRESMANN,C., Categories inductives et pseudogroupes, Ann. Inst. Fourier,t.

10 (1960) , 307 - 336 . Especes de structures sous- inductives, Séminaire de Topolo-

gie et de Géométrie différentielle, vol. 7.
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d’Elie Cartan » et «espaces infinitésimaux &#x3E;&#x3E;, qui sont sous-jacents aux structures

infinitésimales pures de première ordre et qui forment des espèces de structures au-

dessus de la catégorie des modules.

Les structures d’espace infinitésimal sur des pré-espaces d’Elie Cartan donnent

naissance à des calculs infinitésimaux qui seront développés dans ce mémoire. Comme

cas particuliers d’un même calcul infinitésimal on peut citer : le calcul différentiel

extérieur d’Elie Cartan, le calcul différentiel absolu de Ricci, le calcul des dérivées

de Lie, le calcul différentiel associé à des endomorphismes ( théorie de Frôlicher-

Nijenhuis ) ..

Ce travail est divisé en trois chapitres. Avant de décrire chacun d’eux, on donnera

les définitions clefs qui, en première approximation, peuvent donner une idée des sujets
traités.

H. Soit F une algèbre graduée sur l’anneau commutatif K. Une structure d’es-

pace ( K, F )- linéaire sur un ensemble X est définie par la donnée : d’une structure de

( K, F ) - bimodule gradué par rapport à F telle que

a(fX)=(af)X pour 03B1 ~ K, f ~ F et X ~ X.
Une translation infinitésimale graduée ( t.i.g. ) de degré t sur un espace ( K, F )-

linéaire gradué V est un couple ( T , D ) constitué par un K - endomorphisme gradué T de

degré t de V et une K - dérivation graduée D de degré t de la K - algèbre graduée F

tel que

(~) 

pour tout f E F et tout v E V , où J F f = 
On dit que T est un déplacement infinitésimal gradué ( d.i.g. ) de degré t s’il

existe D tel que ( T, D ) soit une t.i. g. de degré t ( * ) .

Supposons que l’anneau F. soit ( 0 )-commutatif, c’est-à-dire, fg = (_ 1)deg fdeggg f.
On dira que est une représentation infinitésimale graduée ( r.i.g. ) de

degré y de X vers V si p est une application K - linéaire graduée de degré y de X

dans l’espace ( K, F ) -linéaire gradué des t.i.g. de V. Si de plus l’appli-
cation K - linéaire pD (resp. p j ) de X dans l’espace ( K, F ) - linéaire gradué DgrK ( F ) .

(*) Quand K = F est un corps et que D, JF sont donnés d’avance, cette notion a déjà

été considérée par les algébristes dans un but différent. Par exemple, elle se trouve

dans J acobson. N. , On pseudo-linear transformations, Proc. Nat. Acad. Sci., vol.

21 (1~35) , 667-670; Annals of Math., vol. 38 (1937 ), 484-507. En topologie

algébrique les t.i.g. de degré ± 1 sont d’usage courant dans les structures de DGA-

modules, voir par exemple, MAC-LANE, S., Homology (Springer-Verlag), Berlin,

1963, chap. 6 .
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des K - dérivations graduées de F (resp. de X dans est F- linéaire, on

dira que p est  - régulière resp. 5 - régulière).
Un opérateur d’Elie Cartan de V vers X est un couple

(D*, &#x3E; d) E HomK(V, V) x F ))

tel que

pour f 6 F et v EV

et X °

L’homomorphisme canonique

. 

donne naissance à une application canonique de l’ensemble des opérateurs

d’Elie Cartan de V vers X dans l’ensemble HomK(X,K(V)) des r.i. de X vers V.
Dans le cas des variétés différentiables modelées sur des espaces numériques, cette

application canonique est bijective. Mais dans les situations générales les r.i. et les

opérateurs d’Elie Cartan conduisent à deux formalismes de calcul différentiels éven-

tuellement équivalents. 
’

’ 

Dans le premier chapitre on donne les résultats basiques qui gravitent autour des

notions de t.i.g., de r.i.g. et d’opérateurs d’Elie Cartan gradués, étudiées en elles-

mêmes. On adopte ici des hypothèses très générales, lesquelles permettent d’étudier

en détail les propriétés fondamentales de ces trois notions, en montrant la portée des

hypothèses admises.

Soit { ..., - I , 0 , I ,... { . On dira qu’une forme K - bi-linéaire ~ : ‘~ x X... ~

est ( y ) - commutative resp. ( y) - anti-commutative si

~X. resp. 

On note

y. z)= x Y), z;.
~ Cyc

On dira que est ( y~ - jacobienne resp. pair-alternée = 0 resp. X, X ) = 0 si

X est de degré pair.
Une structure de ( I~, F )- pré-espace d’Elie Cartan gradué sur un ensemble ~

est définie par la donnée d’une structure d’espace ( K, F )- linéaire gradué et d’une

représentation infinitésimale graduée de degré 0, 1 notée pC = vers X

telle soit (0 ) - graduée, ( û ) - anticommutative

et pair-altemée. Une telle structure est appellée régulière, resp. structure de ( K, F )-

espace d’Elie Cartan gradué si de plus 03C1C est D - régulière, resp. [,] = 0 .
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Une s tructure d’espace infinitésimal gradué (J - régulier) sur un ( K, F ) - pré-

espace d’Elie Cartan gradué ( ~, ( ad, pD }) est définie par la donnée d’une r.i.g. de

degré O~ ( ~ - régulière), notée p = ( pl , p D ) de X vers V telle que p D = La forme

de courbure, notée fi , d’un espace infinitésimal gradué (V, p) est l’application

03A903C1 = (03A903C1I,03A903C1D):X X+grK(V)
définie par les identités :

où 

Dans le second chapitre on montre que chaque structure d’espace infinitésimal

conduit à un calcul différentiel qui contient par exemple en plus des calculs; â déjà
mentionnés le calcul sous-jacent aux connexions tensorielles de Bompiani [4], voir

aussi Cossu [ 13]. On analyse soigneusement la portée de certaines hypothèses addi-

tionnelles : l’influence de Ia 5 - régularité, de la nullité de la forme de courbure. La

théorie exposée couvre seulement le calcul différentiel de premier ordre, reste encore

hors du schéma donné le calcul différentiel des jets d’ordre supérieur de M. Ehresmann (*).
Dans le développement de ce chapitre on montre que les hypothèses admises

sont les plus générales, c’est-à-dire qu’elles sont nécessaires pour établir par exemple
. le calcul différentiel extérieur d’Elie Cartan comme un calcul algébrique autonome; ceci

justifie la terminologie adoptée.
Le troisième chapitre est réservé à l’étude de quelques applications nouvelles.

En dehors d’autres applications liées aux 2- formes altei. ~es et aux F-projecteurs,
on considère la suivante :

Soit (X, ( ad, ,pD )) un ( K, F )- espace d’Elie Cartan régulier et sans courbure,

H = 0 . Soit] Si l’on pose

1 

alors (X, ( ad J , est un ( K,F)- pré-espace d’Elie Cartan x X ~ X

est F - bilinéaire alternée. Si de plus = 0, alors ( X , ( ad j , pD o J » est un ( K, F ) -

( *) EHRESMANN, C., Les prolongements d’une variété différentiable 1 ,..., V., C. R.

Acad. Sc. Paris, t. 233 (1951), p p. 598 , 777 , 1081 ; sur les connexions d’ordre

supérieur, Atti del V Congresso dell’Unione Mat. Ital. Pavia Torino 1955. ( Cremo-

nese) Roma, 1956 pp. 326 - 328 .
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espace d’Elie Cartan. La dérivation extérieure d J et la r.i. de Lie 0, sous-jacentes

au (K,F)-pré- espace d’Elie Cartan ouent un rôle fondamental dans

beaucoup de questions géométriques. Ceci et d’autres exemples justifient à posteriori
l’étude de structures très générales, les ( K, F)- pré-espaces d’Elie Cartan, introduites

dans la présente thèse. On verra que des résultats assez généraux (théorème 11.2),

quand ils sont appliqués aux ( K, F )- pré- espaces d’Elie Cartan (3L(~,,/3~oJ)),
donnent des conditions nécessaires et suffisantes de nullité du tenseur de torsion MJ
associé à J.

III. Dans le ~0 on donne un résultat (théorème 0.1 ) assez général qui permet la
construction d’anneaux ( y ) - gradués, ( y ) - anti- commutatifs et ( ’Y) - j acobiens. Dans ce

paragraphe on codifie quelques résultats qui font partie du folklore de la littérature sur

les dérivations graduées et l’on établit aussi les formules qui permettent de calculer les

puissances arbitraires d’une dérivation graduée de degré quelconque (théorème 0.3).

Dans le §1 on fait une étude systématique des translations infinitésimales gra-
duées. On donne des formules qui permettent la construction des extensions d’une tran-

slation infinitésimale à l’algèbre tensorielle, en particulier à l’algèbre extérieure, au

module des formes multilinéaires, en particulier au module des formes multilinéaires

alternées. Ces extensions sont la base même du calcul ici exposé.

Dans le §2 sont présentées les propriétés basiques de la notion de représen-

tation infinitésimale (théorèmes 2.1 et 2.2). La théorie présentée sera dominée par cette

notion; grosso modo on peut dire que l’objet du présent mémoire est l’étude de l’interac-

tion des r.i. avec certaines r.i. spéciales, par exemple avec la r.i. adjointe ad.

Dans le §3 on étudie par rapport au produit de Grassmann associé à une forme

bilinéaire quelconque les r.i. extensions de r.i.. Ce produit sera omniprésent dans le

reste de la thèse.

Dans le §4 on introduit et on étudie les morphismes croisés et les opérateurs de
connexions gradués. Ces opérateurs correspondent à une autre formulation des repré-

sentations infinitésimales graduées (théorème 4.1).

Dans le §5 à l’aide des morphismes croisés on introduit les opérateurs d’Elie

Cartan et on donne le résultat fondamental qui établit le calcul différentiel absolu et

extérieur sous-jacent à ces opérateurs (théorème 5.1 , comparer E. Cartan [ 9] chap. 8).
Dans le §6 on rappelle, sous la forme qui convient au présent travail, les règles

de calcul de la représentation infinitésimale graduée 2 de degré - 1 , laquelle est une

extension de la représentation infinitésimale i appellée produit intérieur (*).

( * ) Ce produit sous le nom d’opération ( E ) a été introduit par Goursat,E., a) Sur les in-

variants intégraux, J. Math. Pures Appl. (6),t. 4 (1~9g), 331-365; b) Sur quelques
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Le §7 a été écrit pour satisfaire le goût de ceux des géomètres qui aiment étudier
les objets géométriques au moyen de coordonnées locales. Dans ce paragraphe on expli-
cite les t.i. et les r.i. au moyen de bases (coordonnées) . On établit des formules qui
donnent en particulier les formules classiques des connexions linéaires sur les variétés

différentiables modelées sur des espaces numériques..
Dans le §8 on introduit la notion de structure de pré-espace d’Elie Cartan gradué

et on donne les premiers exemples de ces structures. On établit (théorème 8.1. ) que
l’ensemble des t.i.g. sur un module gradué constitue un modèle naturel d’espace d’Elie

Cartan gradué régulier et sans courbure. On peut dire que c’est sur ce modèle qu’on peut

ériger (du point de vue algébrique évidemment) la Géométrie différentielle.

Dans le §9 on introduit la notion basique d’espace infinitésimal gradué laquelle
dominera le reste du travail. Le but même de cette thèse est de montrer que la partie

algébrique de la Géométrie différentielle peut être fondée sur la théorie des espaces

infinitésimaux.

Dans le §10 on démontre que chaque couple constitué par un pré-espace d’Elie
Cartan (X, ( ad, par un espace infinitésimal ( V , p) sur X donne naissance à

trois espèces d’objets : la représentation infinitésimale contravariante de Lie, notée D,

la représentation infinitésimale covariante de Lie, notée e, et la translation infinité-

simale extérieure, notée d. Les r.i. 0 et © sont les r.i. associées à la r.i. 

d’après les §2,3. On donne la formule fondamentale (formule ( 10.8)) qui établit une

liaison entre les t.i. 

Dans le §11 on établit des résultats fondamentaux (théorèmes 11.2, 11.3) sur la
forme de courbure associée à une structure d’espace infinitésimal. Les formules obtenues,

qui donnent les relations précises entre la t.i. extérieure, la r.i. de Lie et la forme de

courbure sous-jacente à un espace infinitésimal, admettent des applications importantes

(voir §18) dans le cas de modèles de pré-espaces d’Elie Cartan qui ne sont pas néces-
sairement définis comme l’espace d’Elie Cartan canoniquement associé à une variété

différentiable.

Dans le §12 à l’aide des résultats obtenus dans les paragraphes antérieurs

on indique la formule générale (théorème 12.1 ) qui permet d’exprimer la t.i. extérieure

au moyen de la différentielle absolue associée à une connexion linéaire arbitraire.

Sous le nom de formalisme d’Elie Cartan on donne dans le §13 une autre formu-
lation des espaces infinitésimaux, plus en accord avec les exposés habituels qu’on

points de la théorie des invariants intégraux, ibidem (7), t. 1 (1915 ), 241 - 250, où est

établie la formule fondamentale (10.6), voir aussi E. Cartan., Invariants intégraux,P aris

( Hermann ) 1922 p. 84. Un exposé systématique et purement arithmétique de ce produit,

sous le nom de  substitution intégrales, apparaît dans De Donder, T., Théorie des Inva-

riants intégraux, Paris (Gauthier-Villars) 1927, chap. VI. L’extension i est due à

Frölicher-Nijenhuis [ 18 ] .
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trouve en Géométrie différentielle et on complète les §4; 5 (théorème 13.1 ) .
Le ~14 est réservé à la construction d’exemples non explicitement apparus dans

. la littérature, mais qui permettent mieux d’apprécier la portée de la théorie présentée.
Une étude plus détaillée d’un exemple donné ici sera faite dans le chap. III.

Dans le ~15 dans le cadre des espaces infinitésimaux qui lui est propre, on

établit la théorie de Frölicher-Nijenhuis [18] (à l’exception du théorème de décompo-

sition, voir §16) pour les t.i.g. associées à des endomorphismes multilinéaires alternés

d’un espace d’Elie Cartan.

Dans le §16 on fait une analyse détaillée de la structure de l’espace d’Elie

Sous le nom de structures ( K, F ) - différentiables on étudie les couples

(JL, DK) qui sont stables pour certains opérateurs liés à la nature spéciale de l’espace
d’Elie Cartan ( F ). Ces structures sont suffisamment riches pour qu’on puisse établir

des résultats précis (théorèmes 16.1, 16.2, 16.3) sur le comportement des dérivées gra-
duées de l’algèbre différentielle 

Le §17 a été écrit pour servir de lien avec la littérature classique de l’analyse

tensorielle, notamment avec Schouten [ 40 ] , Struick [ 41 ] et Kähler [ 21 ] .
Dans le §18 on étudie les objets géométriques qui sur des variétés sont

réalisés par des champs d’endomorphismes de rang constant. On donne des con-

ditions nécessaires et suffisantes pour la nullité de la forme de torsion R, . "
Le §19 concerne la géométrie différentielle des 2 - formes alternées 03A9 sur un

espace d’Elie Cartan X quand on suppose que possède un F- supplémentaire
dans X, où s Q : X - X * est définie par Y ). On appellera ces struc-

tures presque hor-symplectiques [ 1 ] ; elles constituent une extension naturelle des

structures presque symplectiques (Ehresmann [ 14 ] , [ 15 ] ). On établit les relations

précises entre Q et la parenthèse de Poisson sous-jacente à de telles structures. On

analyse la portée des hypothèses additionelles : ï = 0 et d D = 0.

De telles structures interviennent dans beaucoup de questions de Géométrie différen-

tielle ; elles sont strictement liées aux F - endomorphismes J. de X tels que J 3 + J =0
lesquels définissent les structures presque hor-complexes [ 2 ] .

Dans le §20 on étudie les structures hor-ehresmanniennes [2], c’est-à-dire les

structures géométriques qui sur des C - variétés sont réalisées par la donnée d’un C -

champ G de formes bilinéaires symétriques (non dégénérées) et d’un champ J

d’endomorphismes de rang constant tel que / + J = 0 et qui laisse invariant la métrique
G. Pour ces structures définies sur des espaces d’Elie Cartan on établit des formules

fondamentales liant G, et la structure presque hor-symplectique définie par 03A9(X, Y ) =

=GfX,JY);on prouve un résultat (théorème 20.4) bien connu dans le cas des structures



VIII

kählériennes.

IV .En cherchant à développer le calcul différentiel absolu en accord avec les idées

ébauchées par E. Cartan,[6 ] , [ 7 ] , [ 8 ] et en d’autres travaux de cet auteur, on est

conduit de façon naturelle aux notions de t.i. , ,r.i. et d’opérateurs d’Elie Cartan. Bochner

[ 3 ] a mis en évidence un point de vue analogue à celui d’Elie Cartan. Mais l’idée même

de fonder le calcul différentiel absolu et le calcul différentiel extérieur comme des calculs

algébriques autonomes au moyen de lois de dérivations formelles (r.i, dans la termino-

logie du texte) est en germe depuis les premiers travaux de Ricci [ 37] et ~. Cartan [ 7] ;

on la trouve explicitement dans Schouten[ 39 ] chap. II, §2 pp. 61-64, [ 40 ], Chap. III ,

§2, pp. 123-125 et dans Struik[ 41 ] , chap. Il, ~2 po 14. Les fondements de ces calculs

dans le cas des variétés différentiables modelées sur des espaces de Banach ont été

donnés par Michal [29],[30], qui utilise aussi des lois de dérivations formelles. A

partir des travaux de Chevalley- Eilenberg [ 12 ] , Koszul [ 27 ] , H. Cartan [ 10 ] et

Hochschild- Serre ( 23 ] , la technique de construction des opérateurs de dérivations de

la théorie de la cohomologie des algèbres de Lie, sous l’influence de Koszul, a été

popularisée dans les exposés traitant des dérivées covariantes, de Lie et extérieures,

voir par exemple Koszul [28] et Kobayashi-Nomizu [26]. Ces trois derniers auteurs

se bornent, à cause même des hypothèses restrictives qu’ils admettent, à présenter la

théorie des dérivées covariantes, de Lie et extérieure, d’une façon intrinsèque sans les

éléments parasitaires, mais non d’une façon unifiée, générale permettant d’inclure

comme des cas particuliers tous les cas spéciaux déjà mentionnés.

Pour rester dans la limite indiquée dans le sous-titre de ce mémoire, on laisse

de côté l’étude de la cohomologie de De Rham, dont la théor peut être établie pour des

espaces infinitésimaux :r - réguliers sans courbure définis sur un espace d’Elie Cartan .

régulier et sans courbure, voir Palais [ 36 ] . Quant à la possibilité de réduire la coho-

mologie de De Rham par un procédé semblable à celui qui est utilisé par Eilenberg-
Cartan [11] chap. 13 pour réduire la cohomologie des algèbres de Lie à celle du fonc--

teur Ext, le lecteur pourra consulter les travaux récents de Ho’chschild- Kostant- Rosem-

berg [ 24 ] et Rinehart [ 38 ] . Dans le contexte de la théorie exposée on peut élaborer

la théorie des classes de Chern; pour cela on peut suivre Flanders [ 17 ] ou le travail

récent d’Oseki [ 35 ] . Un exposé d’ensemble de cette théorie ainsi que de la théorie des

formes harmoniques de Hodge- De Rham fera l’objet d’une autre publication.

V. Quand K = Z et F est un corps, Herz [ 22 ] sous le nom de pseudo-algèbres
de Lie a déjà considéré, dans un autre but, les structures définies par la donnée d’une

structure de F-espace vectoriel et d’une structure d’anneau de Lie sur X telles que

( X, f Y ] = f’ X + f [ X, Y ], où f’ dépend seulement de f. On peut identifier ces struc-
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tures aux structures d’espace d’Elie Cartan sans courbure (proposition 8.1) et ces

structures sont nécessairement régulières si 1 . Les ( K , F ) - e spac es d’Elie

Cartan réguliers et sans courbure correspondent aux «Lie d- ring over F » et les espaces

X-infinitésimaux J-réguliers et sans courbure correspondent aux «X- modules » consi-
dérés par Palais [ 36 ] .

V) . Les résultats de ce mémoire ont fait l’objet de trois exposés en 1964, dans

le cadre du Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle dirigé par Monsieur C.

Ehresmann; un résumé d’une première rédaction, avec une terminologie un peu diffé-

rente, a paru dans trois Notes aux C.R. Acad.Sc. Paris, t. 258 (1964), pp. 3624- 3627 ,

3956-3959, 5 330 - 5 333 .
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Conventions.

Les notations et la terminologie qui ne sont pas indiquées explicitement dans

le texte sont conformes à celles de N. Bourbaki. En principe il suffit de se reporter aux

chap. 2 et 3 du livre Algèbre de cet auteur.

Pour p entier &#x3E; 0 : on note L ~ ( ~, V ) le F - module des formes p- multilinéaires 
.

du F - m odul e X dans le F-module V, ou le F-module § on note

ApF(X, V) le F - module des formes p-multilinéaires alternées du F-module X dans le F-

module V, ou le F - module °

On écrira

V. L~. 1 V) = A~(~, V j = HamF(~,, V ),
&#x3E; 

et J 

On note Z = { ...,2014J 0, 1,... ~ . Tous les groupes (commutatifs) gradués seront

toujours supposés de type Z et tous leurs éléments de degré ’0 coincident avec leur

élément neutre noté 0.

.

( z/, 6c)) ={ 03C9 ( U si &#x3E; si p  &#x3E; O.u 03C9 si p ~ 0 .

Soit l’application

f : G - H ; ,

si W CG, U c: H appelle contraction (ou sous-application) de f à

( W , U ) l’application f’ ; W -+ U telle que /’ ( x) = f (x ) pour tout x E W.

Par abus de langage, on notera souvent par la même lettre les contractions (donc

aussi les restrictions) d’une relation fonctionnelle dénotée par un signe spécifique,

par exemple ~!,~,D,0,9,~~,...
On omettra les définitions de quelques notations dont le sens est généralement

clair d’après le contexte. On omettra presque toujours les preuves de linéarité, qui se

font s ans difficulté.

Pour abréger les définitions et les démonstrations, on fera la convention sui-

vante : les ensembles de symboles, en particulier les mots ou lettres ou membres de

phrases ou membres de formules, placés entre les signes (1~, (~ ~~ peuvent être lus ou
supprimés simultanément dans un énoncé ou dans une démonstration.

On note 7/- l’automorphisme canonique d’un groupe gradué G

&#x3E; pour g E G.
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Si G est un groupe additif gradué, dont la graduation est triviale, on identifiera

G à G° et JG à l’application identité de G notée 1 G.
On supprimera toujours le mot « gradué }&#x3E; du nom des structures dont les

graduations sous-jacentes sont triviales.

Un A - module où A n’a pas d’unité signifie un pseudomodule sur A dans le sens

de Bourbaki (Algèbre, chap. II, Appendice ) .

Un groupe commutatif sera souvent appelé groupe additif et sa loi de composition
notée additivement.

Une famille d’éléments d’un ensemble sera notée souvent par 





CHAPITRE 1 .

REPRESENTATIONS INFINITESIMALES GRADUEES

0. Dérivations sur les algèbres graduées.
Etant donnés deux groupes gradués

~ Z;~ , (G, (Gq 1 q 

et y E Z, on dira que les graduations sous-jacen tes à ces deux groupes gradués sont

(’Y )-compatibles avec la loi de composition externe (resp, interne}, notée

* : A X G - G (resp. 8: G X G - G ),

si l’on a la relation

A P (resp. Gp 2022 Gq ~ Gp + q + 03B3)

quels que soient p , q dans Z.

On dira que la loi interne e est ( y )- commutative (resp. ( y ) - anti-commutative)

si 
_

P 8 Q =(-1 (resp. = (_~)p~+~+yQ ~ p)~

où p = deg ( P ) et q = deg ( Q ) .
On a G ~ y ~ G "~ C De plus s’il existe un élément neutre 1 pour 8, alors

1 et G = (0) si 

Une structure d’anneau jacobi en (’Y ) - gradué 1( y ) - commutatif (resp. ( y ) - anti-

commutatif) sur un ensemble G est définie par la donnée d’une loi inteme sur G,

notée [ , ], et d’une structure de groupe commutatif gradué sur G, telles que la gradua-
tion soit ( y )- compatible avec [ , ] ,

[ GP, Gq] C G~ ~ ~~~ pour chaque p, q E Z,

que la loi [ , ] soit bi-additive par rapport à la structure de groupe additif et que J = 0,

où J est l’application de G X G X G dans G multi-additive caractérisée au moyen de

l’identité suivante :

3 r ?, c, R~ = x (-j ~’[[ p. () ], p ]
Cyc

où P E GP, Q E Gq, R E Gr (et que [ , ] soit ( y )- commutative (resp. ( y )- anti-com-
° 

mutative).

PROPOSITION 0.1. Soit G un gr oup e commutatif gradué dont la graduation soit ( y )

-compatible avec une loi interne [, ],( y)= anti-commutative (resp. ( y )-commutative);
alors
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(O,i)a S (p~ Q, R) _ ~ (--~)p~r+y)+ 1 +y [ p,~ ~~ R ~~~ &#x3E;
~ 

Cyc

~(P,Q,R)= ~ (.-~)pf ~+y~+’Y [ p,~ ~~Rj~ ).
Cyc

COROLLAIRE 0.1. La donnée sur l’ensemble G d’une structure de groupe commutatif

gradué et d’une loi de composition interne hi- additive par rapport à la structure de

groupe additif, notëe ~ , ] , 1 définit une structure d’anneau jacobien ( y ) - anti-commutati f

(resp. ( y ) - commutati f ) si, et seulement si, l’application J définie par (resp.

définie par est égale à o.

Les anneaux acobien s ( 0 )- gradués et ( 0 )- anti-commutatifs tels que

[ P , P ~ = 0 pour tout P E G 2 p et tout p E Z, .

sont appelés anneaux de Lie gradués.
Les anneaux acobiens (-1)... gradués (- 1)-anti-commutatifs seront appelés

anneaux de Whitehead.

THEOREME0.1.Soit X un groupe additif gradué dont la graduation soit ( y ) - com patible
avec une application bi-additive 8 de X X X dans ~. Si pour X E:(’ Y E et Z E ‘~i

on pose

~X, y} =X ~Y-(.~:I)f’"’Y ~(s"Y ) ysX

et si

(0.2) X ~(Y ~Z)-(..~I jf t‘3’)f s‘y~X ,(Z ~Y)=

=(X ~Y) ~Z»(-I)~t’W (s‘?’~(X~Z~~Y
alors

(0.3) ~ X~ Y 1 = ( - 1 ) ( , - ’Y’ ) (S~j.,,r~+y { y~ X ~ }

(0.4) I, (_1)(r"Y~ (t..’YI~~X~ Y }, z = 0. 
Cyc

En particulier on a ( 0.3 ) et ( 4.4 ) si . est associative. Si l’on pose ~’ - ‘~’ "y,
alors les formules (0.3 ) et (0.4 ) assurent que ‘~ muni de la loi de composition {, 1
et de la nouvelle graduation (~1’ 1 r E Z ) déduite de ( ~s ~ [ s E Z ) est un anneau de Lie

gradué; 
DEMONSTRATION. Dan s la preuve on ne restreint pas la généralité si l’ on suppose

y = o. La formule ( 0.3 ) est immédiate. Par suite il suffit de montrer l’identité

I, (-1)’t~~ 1 X~y~,Z~=0.
Cyc

En effet, à cause de la définition de l’ accolade on peut écrire :
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1

Par conséquent on a aussi

 - 1 &#x3E; ~ ~ l 1 Z. X l, Y =(-.I)ts( 

- (-1)’s 

{ 1 Y ,Z L X ! 1 ( 

- 

Donc, en vertu de la définition de 3 au moyen de ( 0. I ) , on a :

Cyc . Cyc
- ~ (-1)tr 

Cyc Cyc

Or, d’après ( 0. 2 ) on a :

=

donc ~ ( X, Y, Z; = 0.
Une structure d’anneau gradué (~( 0 )- commutati f (resp, commutati f)~ sur un

ensemble A est définie par la donnée d’une loi de composition interne sur A, dite

produit, et d’une structure de groupe commutatif gradué sur A telles que la graduation
soit ( 0 ) - compatible avec le produit et que le produit soit bi-additif, associatif let ( 0 ) -
commutatif (resp. commutatif )~ . ..

Soit A un anneau gradué(possédant un élément unité’~. Une structure de A .

module gradué sur un ensemble X est définie par la donnée d’une structure de A -

module sur X et d’une graduation sur le groupe additif sous-jacent à la structure de

A - module telles que la graduation soit ( 0 j - compatible avec la loi externe sous-jacente
à la structure de A - module.

Soient 3( un A - module gradué et y E Z. Nous appellerons structure de A.

module gradué à X-opérateurs (’~) . gradués sur un ensemble V une structure constituée

par une structure de A - module gradué sur V et par une application - EndgrA ( V ) 1

qui est A - linéaire graduée de degré y (généralement p est de type T) , où Tjt est

un sous-A - module de Endgr A ( ~l ) tel que lm ( P ) c ’1:l ).
On peut considérer une structure de A- module gradué à ï - opérateurs (y)-

gradués sur un ensemble V comme étant définie par la donnée d’une structure de A-
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module gradué sur V et d’une loi de composition externe

* : X x V-+ V, X * v=p(X)v

telle que les graduations données soient ( y~- compatibles avec la loi externe * et de

plus -

.

(a X) * v = X * (a v) = a.(X * v)

Une structure de A - module gradué à X -opérateurs ( 0 ) - gradués sera appelée
structure de A - module gradué à X - opérateurs gradués.

Soient V un module gradué sur l’ anneau gradué A et C ( A ) le centre de A.. Si

l’on considère A comme C ( A ) - module, alors V est un C ( A )- module gradué à A -

opérateurs gradués. Soit a E A ; si l’homothétie de rapport a de V est A - linéaire et V

est A - fidèle, alors a E C ( A ) .

Soient V et V’ deux modules gradués sur un anneau gradué A. Soient T .’ V- V’

une application A -linéaire et y E Z ; on dit que T est gradué de degré y si l’ on a

C pour tout p E Z .

On désignera par le groupe additif de toutes les applications
A-linéaires de degré y de V dans V . Le groupe additif V ) est un sous -

groupe du groupe additif de toutes les applications A - linéaires de V

dans V’. On note Homgr A (V V’ ) le sous-groupe additif de Hom A (V V’ )somme directe
de la famille V’ ) y ~Z). Supposons que de plus V’ soit un A - module

à A -opérateurs, par suite a ( bv’ ) = b (av’ ) pour a , b E A et V’, alors HomA ( V, V’ )

est un A - module à A - opérateurs et HomgrA ( V, V’ ) est un sous-A - module à A -opéra-

teurs de D’une façon plus précise est un A -.module -

gradué à A - opérateurs gradués. L’ ensemble HomgrA ( V’ , V’ ) muni de la structure de
sous-anneau de End A (V’) est un anneau gradué, que l’on note EndgrA ( V’ ).

COROLLAIRE 0.2. Soit V un A - module gradué à A-opérateurs gradués. Si ( , ~ note

la loi de composition interne sur Endgr A ( V ) caractérisée au moyen de t’identité

[ T, T’ ] = T o T’ - ( - 1 )tt T’ 0 T si T E EndgrA ( V ) et T’ E EndgrA ( V ), 1 .

alors ce crochet et la structure de A - module sur EndgrA ( V ) définissent sur EndgrA (V)
une structure de A - algèbre de Lie graduée.

Soit K un anneau gradué (commutatif) possédant un élément unité. Une struc-

ture de K-algèbre graduée sur un ensemble F est définie par la donnée d’une structure

de K - module gradué et par une loi de composition inteme associative sur F définie
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par une structure de K - module gradué à F - opérateurs gradués.
o

Soient F et F’ deux K - algèbres graduées. Soit 03C6 ~ HomgrK( F, F’ ) tel que

= on dit que D est une (K, 03C6)-dérivation de degré t de F dans

F’ si
t

 D f &#x3E; ( cp g) + ;~( ~f ) (Dg)
quels que soient f , g E F et est l’automorphisme de la K - algèbre F’ tel que

pour tout p E Z ,

J ~~ /’) = (- I )~ f’ quel que soit f’ E .

Une ( K , 1 F ) - dérivation de degré t, où 1 F est l’application identique de F, est dite

K - dérivation de degré t. On note 

DtgrK ( F ) ( F. F’ ) )

le groupe additif des K -dérivations (resp. des ( K, 03C6)-dérivations) de degré t de F

(resp. de F dans F’ ) . Le groupe additif DtgrK ( F ) est un sous-groupe du groupe additif

EndgrK(F). On note le sous-groupe additif de Endgr K ( F) somme directe de
la famille F ) B t E Z ). On vérifie que DgrK ( F ) est un sous- K - module gradué

à K - opérateurs gradués de EndgrK ( F ) .

. Si l’on suppose que F est ( 0 )- commutatif, alors DgrK ( F ) est un sous- F -

module gradué à F - opérateurs gradués du F - module gradué à F - opérateurs gradués

EndgrK( F ).

THEOREME 0.2. Soient F, F’, G et G’ des K - algèbres graduées. Soient

D ~ DigrK,03C6 (F, F’), D’ fG, G’ )
d ~~ DjgrK,03C8 (F, G ), d’ 

si 
. G’  

D’ 
G

03C8’  03C6 = 03C6’  03C8

f ’ oD et d’0 F’  F

alors

~ 
( F , G’ )

DEMONSTRATION. En effet, soient f t, f 2 E F, alors

}

= D~~/,)~/, ) ! + D~ 7c~~i~~2~ 1
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= ( ~’~f2 ) + rD’~f2 ) +

+ r-I )t’’(J~~~’Dfl) (d’ ~f2 ) + ),

= d’~ l D(f l.f 2) ~ = d’t (]F~~fl)(Df 2) f

= d’~ + d’~ 1

-(dDfl)( 

~ 

&#x3E;

= dD 1 i &#x3E;  +  G~ D 1 i &#x3E; d wf~ &#x3E;

+ ~ d F ~ 1 )  2 +  ~Q W 1 &#x3E; d D f~ &#x3E; .

p ar conséquent 
’

d fl) r 03C8’ 03C8f2) - r- I )I ’ j( d’D f1) r f2 )

+(jG~’ 
’

~.

Du corollaire 0.2, du théorème 0.1 et de la définition du K- module DgrK ( F ) iI résulte:

CORO L L AIRE p. 3. La structure de K - module sur DgrK ( F ) et le crochet ( , J de deux
éléments de ( F ) caractérisé au moyen de l’identité

où D E ( F ), D’ E Dt’grK ( F’ ) et f E F, défin issen t une structure de K - alg èbre de
Lie graduée sur DgrK( F). De plus .

Soit A une K - al gèbre graduée ( 0 )- commutative. Soient r, s &#x3E; 0 . Si c~ E A et .

D E A j , alors

deg ( D 2’ ~ )_ ( 2r deg D + deg c~ )
((2r-I )deg D + 

Donc

D 2’ 03C9 
= r- 1 )deg 03C9 .

.
1 st deg D est impair et deg c~ est impair

’ r- ~ 
r .1 

‘~ 
-- (-1 ~’ si deg D est pair

~- ~ D si deg c~ est pair,
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(-1)(deg D2r 03C9) (deg D 2 r-103C9) = J / 
2014 2 si est et deg 03C9 est impair

1 dans les autres cas. 
THEOREME 0.3. Soient A une K - algèbre graduée ( 0 ) - commutative, D E ( A ),

cv E A et r, s ~_0. Alors ; .-

L Si D ou eu est de degré pair, alors

(Q.5) D f D’ ~ ) ~ ~’ = f2~- J’ )D ’’’’ ~ fD 2r~ )2s.z,

Il. Si deg D est impair et deg c~ est impair, alors

(0.6) = (D2r~ )2s.2, .

Ill. Si est de degré pair ou si Cf) est de degré impair, alors

fO. 7) 

IV. Si deg D est impair et deg c~ est pair, alors

(0.8) D(D2r(~ )2S = 2~D ~’’~ ( jj2r~ )2s-1,

DEMONSTRATION. Les preuves de 1, II et III seront faites par induction sur s. Pour

. s = 1 les formules ( 0.5 ) , (0.6 ) et ( 0.7 ) sont vraies.

1. Avec les hypothèses de 1 supposons que ( 0.5) soit vrai pour s. Alors

D(D2r~ )2 ( s+1)-1 = (D ~’’~ ~ )( D’ ~ ~ ~ + (D2r~)2s.1~ B

= fD ~’~ ~ Jt f D~ ~ ~ ~

J

= (D2r+1~ )(D2r~ )2s

+ 

+ f2 ~ - J JfD~ ~ ~ (D2r~)2s-2

or en vertu des hypothèses de I,

donc

D(D2r~ )((~+1~‘~ = + 

= + f 2~-~ ) D ~ ’’~f D~ ~; ~ ~

_ ~ 1 2~+U-U;D’~~fD’~~~+ 1 j-2

2. Avec les hypothèses de II supposons que (0.6) soit vraie pour s. Alors

= = D J

l
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3. Avec les hypothèses de III supposons que (0.7) soit vraie pour s . Alors

D ( D 2 ,-1 cJ )$+ 1 = D 1 ( D 2 r"i cJ (D 2 ,-1 cJ &#x3E; ~ l

= + 
,-1 

l

= (D2r03C9) (D2r-103C9)s + (-1 )deg D2 
,-1 

03C9D2r-103C9{sD2r03C9(D2r-103C9)s-1}
= (D 2 r ~ ) (D 2 r-1 ~ ) s

,-1 ,-1 
&#x3E;

mais en vertu des hypothèses de III
,-1 

oe &#x3E; + (deg D2 ,-1 
w) (deg D 2 , 

donc

D (D 2 r-1 ~ ) s + 1 = ( s + 1 ) (D 2 r ~ ) (D 2 r-1 ~ ) s .

4. Avec les hypothèses de IV et en utilisant ( 0. 5 ) on a

COROLLAIRE ° . 4 . Soien6 A Une K-algèbre gradU ée ( ° ) - Comm utative, D ~ DgrK( A )

CJ E A et r, s &#x3E; O. A lors

V. si deg D est impair et deg cJ est impair, alors .

( o 9 ) D ( D 2 r 03C9) 2 s = 0.

VI. Si D est de degré pair ou si Cù. est de degré impair, alors

(0.10) D ( D03C9)s = sD2 £J ( 

DEMONSTR ATION. ( 0.9 ) est une conséquence de ( 0.6 ) , en effet

D ( D 2 r ~ ) 2 5 = D { D 2 r úJ( D 2 r ~ ) 2 s -1 j

= D 2 r+ 1 c~ ( D 2 r úJ) 2 5-1 - D 2 r ( D 2 r 
úJ) 2 s -1
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= = 0.

Un élément d de de degré 1 tel que d2 = 0 sera appelé K - différen-
tielle. Un élément 8 de A ) de degré -1 sera appelé K - co-di f férentielle.

# *~

Une structure de K-anneau polynomial sur un ensemble A est définie par l~

donnée d’une structure d’anneau gradué ( A~ ~ ~ E Z ) telle que tout élément de A soit

combinaison linéaire de produits de familles finies d’éléments de A 1 avec coefficients

en A ° , c’est-à-dire, l’anneau A est engendré par les éléments de degrés 0 et 1, et A

est un ( K, A ° ) - bimodule. 
~

.

Par exemple, si V est un ( K , F ) - bi-module, alors @ F ( V ) et sont

des K- anneaux polynomiaux.
Si A est un K - anneau polynomial,03C9 E A et D alors

i E A° et i 1 ,..., i 
i i ... ï~

Donc

D03C9 = 03A3{(Dai1...iv),03C9i1...03C9iv+
03A3(-1)r(03B1+1)03B1i1...iv.03C9i1...(D03C9i03B1)...03C9i03BD}.

Par conséquent

PROPOSITION 0.2. Soit A un K-anneau polynomial. Si D et 

alors D = 0. 

COROLLAIRE 0. 5 . Soit A un K - anneau polynomial. . Si D, D’ ( A ) coincident

sur A~ e A~, alors D = D’. Par conséquent tout élément de ( A ) est complète-
ment caractérisé par son comportement sur ( A°, 

On dira qu’un K - anneau polynomial A est d - coordonné si d E g)+ 1 ( A ) et

si d ( A ° ) en g endre le A ° - module A1.

PROPOSITION 0.3. Soit A un K - anneau d-coordonné. Si D E A ) et

[ D, dJ = 0.

alors D = 0.

DEMONSTRATION. En effet, à cause de la proposition 0.2 il suffit de démontrer que

D ( Al) = 0. Soit 6J E Al, alors

~ _ ~ftdx~~ fi, x. t E A 0 , f
donc

Dt~ _ + fi ) dx + 

Par conséquent = 0 si D(A°) _ 0.
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r

COROLLAIRE 0. 6. Soit A un K - anneau d-coordonné. Sï D, D’ E DgrK ( A j - et

l’-’,..’] = 0 = [D’,d],D|A = D’ A,

alors D = D’. Donc toute dérivation .4 ) telle que [ D , d ] = 0, est 

ment caractérisée par son comportement sur A°,
r-l

PROPOSITION 0.4. Soit A un anneau d-coordanné tel que d2 = O. 

et S 2 = 0, alors

D =[ 03B4,d] = 03B4  d + (-1)rd  03B4

est l’unique dérivation de degré r de A telle que

[ D. ~ ] ~ 0 et Df si f EA°.

1. Translations infinitésimales graduées.
Soit F une K- algèbre graduée. On dit qu’un couple ( V, jP. ) est un espace

( K, F ) - linéaire gradué si CV,/3 ) est un K - module à F- opérateurs ( ~ ~- gradués tel

que soit aussi un morphisme de l’anneau F dans l’anneau EndgrK(V) qui trans-

forme l’unité de F (si elle existe) en l’unité de ~~ c’est-à-dire V est

un ( K, F ) - bimodule gradué vérifiant la condition supplémentaire suivante

( X/~== Bf /~~ ou 

Si F est (0)-commutatif, alors

DgrK(F) = DpgrK(F)
est un espace ( K, F )- linéaire gradué.

Les espaces ( K, F)-linéaires gradués dont les graduations sous-jacentes sont

triviales seront appelés brièvement espaces ( K, F ) -linéaires. La graduation sur K sera

toujours supposée triviale.

Si X et V sont deux espaces ( K, F)- linéaires {gradués), on peut munir d’une

façon naturelle les ensembles ci-dessous de structures d’espaces (K, F)-linéaires :

:l (5~ V, ~F ( ~ ), Ap(X),
V) = V;

’ 

pEZ

V) - e ~~ ( 3:. V;

Soit (V | 1 E Z )) un espace (K, F)-linéaire gradué, On

dit qu’un couple est une translation in finitésimale graduée (t.i.g.) de V (’de
degré t’) si ( T, D ) vérifie les conditions suivantes :
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Dans la suite on supposera toujours que F est un anneau gradué ( 0 )- commu-
A

tatif. grk est un sous-espace ( K , F ) -linéaire de EndgrK ( V ) X DgrK ( F J. fln : notera
t

le sous-espace (K,F)-linéaire de EndgrK(V), image de
A t EZ

 gr K ( V ) par la première proj ection
. pr 1 : EndgrK ( V ) X DgrK ( F J -+ EndgrK ( V ), 1

t t

JgrK ( V ) = {T | B T E EndgrK ( V) et iI existe
t ~A c

- 

D ~DgrK (V) tel que (T,D) E J gr K 
t

Un élément de JgrK ( Y ) sera appelé déplacement infinitésimal gradué 
de V de degré t . On a , si F a une unité,

t t t

EndgrF( V ) C V ) C EndgrK( V ) .

THE O REM E 1.1. Soi ent ( T , D) et ( T’ , D’ ) deux t, i, g, de V de de grés t et t’ 

tivemertt, alors

(~~’~T’~~~D~D’~)E~grK(V)~
( ad T , D) E tgrK ( JgrK ( V j) j

~ù czd est la représentation adjointe de la K - algèbre de Lie graduée EndgrK ( V ),

, ( ad T ) T’ = [ T, T’ ].

DEMONSTRATION. On doit démontrer les identités:
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Donc on a aussi 

’

- ~ = - f-~ /~fD’D/~ - (- 2 /’ ~~D/~r~~
’ 

~ ~ ~ /~ ’’ ~ /f D’/) ( ~ ) - f- ~ 

En additionnant membre à membre les deux dernières identités on obtient (1.1).

, 

. 

Tf /T’ ~ ±= T ; /f 1

- (-1 fT’ )Tv = - ~- ~ /(- j[ f(T’Tv).

Donc

[T./r~=rD/~T~~+f-~/~~(Tr~-~-~~~~~!-
LEMME 1.1. Soient V’ et V2 deux expaces ( K, F ) -linéaires gradués. 

Si

on définit T12 : h ~ T12 h par

rr~~~,=T~~i~-~~’~~~i"i~ 
= T2 = Ti, OM Tii = T 12);

alors

(T~f/~={rD,-(-~~D~/!~+f-!/~/!~~~; 1
.

En particulier, si t est pair et D = D 1 = D 2 ’ alors
. 

CT~ . D ) ( V, » .

DEMONSTRATION.
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De ces deux dernières identités et de a) on déduit l’identité cherchée.

DEMONSTRATION.

LEMME 1.4. ° Soient Vi et V2 deux espaces (K,F)-linéaires gradués, ° Si 
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DEMONSTRATION.

’

= 

= (D1f)v1 ~ v2 + (-1)tdegffT~12(v1 ~ v2).

Soit X un espace ( K, F )- linéaire; on note brièvement 3T..(!X) (resp. JK(X))
l’espace ( K , F )-linéaire des t.i, (resp. d,i. ), Soit 1 1  j  r) une suite d’ élé-

ments de X ; on note : t

3( .. le r- vecteur X 1 A ...A Xr si r &#x3E; 1 , ’ le vecteur X 1 si r = 1 et le 0 - vecteur 0

si r 2 .
A

( r - I ) - vecteur ... A A ...A X~. si r &#x3E; 1, &#x3E; le 0 - vecteur 1

si r = 1 , le 0 - vecteur 0 si r  1.

De même

/ X~ 0 ... si r &#x3E; 1 ,

~r = ~ . 

X 
1 si r = 1

0 si r 1 .

X1 ~ ... ° ~ Xj-1 ~ Xj+1 ~ ... g) Xr si r &#x3E; 1
,

si r = 1,

0 sir  1 .

L E M M E 1. 5. Soit X un es pace ( K, F ) - linéaire. Si T E EndK ( ’X) et si l’on pose
A

alors T  ~ EndK(F(X)) et T@ E plus (T. D ) alors

(T , et (T , D) 

DEMONSTRATION.
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COROLLAIRE 1.2. ~~ ~~K~’~’ ~~2 ’ ~ 2) E ~K~~’~ si ’°~~

Ô’(ql’ ~À~ ~ ~ ~2 Î~(ql’ "~ ~ ~ ~Î~’(q)~’ "~
Pour cJ E A§(X, v&#x3E;,

 ’q’ ~~ll~ ~ ~2 ~ ’q’ ~ ~  ~~’~’q~’ ~’ ~
Pour cJ E L§(X, v&#x3E;,

alors (T21,D2) ~ K(F(X*)) et (T~21,D2) ~ K(~F(X*)).
~~ ~ ~ ’ ~ ~ ~ ~ ~ l ’ ~ l ~ ~ ~ ~ 2 ’ ~ 2 ~ °~ ~~ °

LEMME 1.6. si T , T’ E EndK  v ), alors

’ j qu ’ q-, j ] A (11l l A ...  vq) = [ T, T’] (11 1 ... A vq),
[ ~’ ~’ ]@ (11 l @ °°"~~q~ = [ ~~’~’~~ (11 lA... A ~q~’

DEMONSTRATION.

[ T, T’ ](v1... A vq) = 03A3v1 ... A [ T, T’] vj ... vq =

= 03A3v1... T T’03BDj ... vq-:03A3n1...T’Tvj... vq

= 03A3{03BD1 ... T T’vj A... A vq +  v1 ... Tv 1 A...A T’vj A.../B }

i# j
- 03A3{v1 A...A A...A vq +  v1 ... Tvi ... T’vj ... vq }

= T{03A303BD1 ... T’vj ... vq} {03A3v1 ... Tvj ... vq}

= T T’(v1 ... vq)- T’T(v1... vq).
Du théorème 1. 1 et des lemmes 1.5 et 1.6 il résulte :

LEMME 1.7. Si (T, D ), ( T’, D’) ~ K( V) , alors

1 T, T’ ] A , 1 D , D’ l &#x3E; E fÎ~A~v»
1 T, T’ ](8) , [ D, D’ l&#x3E; 

LEM ME 1.8. Soi en t (To, D ) E 5"K ( X) et (Ty, D ) ~ K(Vi). Si l’on pose

-

(1.4) ~i Q &#x3E; =T; iX q Q &#x3E; - 1 ÔXq Q &#x3E; .
où p v;&#x3E; ei Q E LiX, v;&#x3E;, alors

- 
.0

(Toi,Do) ~ JgrK(AF(X, Vi)) et

(~oi, Do) v.».

COROLLAIRE 1.3. En particulier, (D - A, D ) F », Où
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(1. 5) ~~ = D 0 ~~~- «~~~
où F).

2. Représentations infinitésimales graduées.
Soient X et V deux espaces ( K, F )-linéaires gradués. Une application /3 de
A

X dans JgrK(V) donne naissance aux applications

on écrira ~=(p~~o~).
On dira que /3 est une représentation in f initésimale graduée (r.i.g.) (de degré t~

de X vers V si

A
/? E Homgr K ( ~, 9’~r~ ( V JJ .

~ 

Si de plus

pI p D 

on dira que /3 est J-régulière (r.i.g.Jr.), resp. D-régulière (r.i.g.Dr.). Une r.i.g. p de X
A

vers V est appelée birégulière ou J-régulière (r.i.g.br.) si 03C1 est J-régulière
régulière. Pour simplifier les énoncés, dorénavant on supposera toujours que toute applica-
tion F - linéaire et aussi K - linéaire. On écrira

et on notera

~5 ~
~gr~’ ( ~, V J , 

l’ensemble des r.i.g.Jr., resp. des (de degré t), de X vers V.
Par définition on a

Rgrg(X,V)
~t~ 

Chaque fois qu’on fixe d’avance un /3~ par abus de

langage, on dira encore qu’une application p j de ï dans grK(V) est une r.i.g. resp.
J-régulière, :D - régulière, birégulière si p = est une r.i.g. resp. J-régulière,
3)-régulière, birégulière. Quand les graduations admises sont triviales on dira briève-
ment représentation infinitésimale (r.i.) au lieu de r.i.g. et on omettra gr dans les

formules.

Un couple (V, p) constitué d’un espace (K,F)-linéaire gradué V et d’une



17

r.i.g. p (resp. J-régulière, D-régulière, birégulière) (de degré t’j de X vers V est

appelée espace ( K, F ) - linéaire gradué à ’X - opérateurs (resp.  - réguliers, ‘~ - réguliers,
bi réguliers) ((t)-gradués. On dira qu’un couple p ) est un système 

régulier, D-régulier, birégulier) d’opérateurs infinitésimaux (-(t j-’)gradués sur V si

( V, p ) est un espace ( K, F )- linéaire gradué à X - opérateurs {~(tj-’~ gradués ( resp.

~ - régulier, ~- régulier, birégulier ) .
Des lemmes 1.1, 1.5 , 1.8 et corollaire 1, 1 il-résulte

THEOREME 2.i. Soient et deux espaces

( K, F) - linéaires à X - opérateurs infinitésimaux(J - réguliers).Posons :

(I( )h)v=03C1’I(X)(hv)-h(03C1I(X)v), h _ 

.

o si deg(v)  0, . B, 

pI(X ) v = si i deg (v ) = 0 , 1 ’- -- 

._-

p ( si v = A v et deg ( v ) &#x3E; 0 
i

- pour v E V).

0 si de g ( v )  0 ,

pj(X)v = 
- 

deg (v) = 0,

pI(X)®v si etdeg(v)&#x3E;0,

pour v E ®F(V ).
(2.i) ~v,~r(X) = pÎ(X) ~v,~~ - 

pour v et c~ 

i = p;(X) ~v,~i - ~~j(X)vf~&#x3E; ~
pour v E ®F(V) E LF( V, V’).

Alors les couples p = ( pI, caractérisés par les identités ci-dess us sont

des représentations infinitésimales (J - régulières  de X dans Hom F ( V, V’ ), resp.

V ~FV’, A F ( V ), ®F(V), A F ( V, V’)~ V’).

Si t pI, est une r. i. de X vers V et si (03C1’I,03C1D) est une r.i. de X vers

V’, la r. i. p I de ‘~ vers V, V’ ) ou vers L F ( V, V’) extension du couple ( p~ , PD)
sera notée ~ et sera appelée représentation infinitésimale covariante sous-jacente à

( p I , 03C1’I). La r. i. p j de X vers F ( V ) ou vers ~F ( V ) sera notée 0 et sera appelée

représentation infinitésimale contravariante sous-jacente à { pI , pÎ ) .
PROPOSITION 2. I. On peut définir une r, i. D-régulière (resp. J-régulière 03C1 = ( pI, 
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de ï vers V par la donnée d’une application K - l inéaire (resp. F - linéaire) 0 de X

dans ou dans V )) telle que -

o(fX)v =f Q(X )v si deg(v) = 0. -

La proposition suivante est un cas particulier d’un résultat plus général (théo-

rème 4.1. ) .

PROPOSITION 2.2. On peut définir une r,i. D-régulière (resp. J-régulière) p= (pr, 
de X vers V par la donnée d’une application K - linéaire (resp. F linéaire) 0 de X

dans ~gr K ~( ~ F ( ~ *) j ou dans ® F ( V *)) telle que

si 

. on notera i , l’ application F - linéaire de ( V ) dans EndgrK ( A F ( V, V’ )),
définie par les identités

= 0 si  r = deg(u) ou si r 0

et

~u si 0 ~ r  p et deg(v)= p-r.

En particulier i ( f ) c~ = f úJ. On a

i(v ) V’) ) C V‘))

THEOREME 2.2. Soit une r.i.D-régulière de X vers V. Alors

(2.2) [ ~(X), i(u)J = i(XOv), u 

En particulier -

(2.3) ~ ~(X), i(v1~1 v~ ~ ~ = l1 v2 ) + i(vi )),

où 
F

D E M O N S T R A T I O N . A cause de ( 2.1) on peut écrire

donc

1 v , 1  u &#x3E; i B7(X)úJ] &#x3E; = X 
- 

=  v , ~(X)[i(u)03C9]&#x3E; - ( v , t

c’ est-à-dire 
’

B7 (X)~v ~ = B7 ( X ) ~i(u)~ ~ _ i ( X 0 

REMARQUE 2 .1. Si désigne la r. i.~ - régulière covariante sous-jacente à ( p t , Q ~,



19

alors on peut écrire ( 2. 2 ) sous la forme

(2.2’) i (u) ’V ( X ) == (u j, où ~~ est l’extension de(03C1J,~).
PROPOSITION 2.3. Soit ( V , p= ( PD» un espace ( K, F)-linéaire à X- opérateurs
infinitésimaux J-réguliers. Soit

défini par les identités

pÎ (’1(0)’ X) = et p~(~(a), X) = 
L)v = pt( (’1(1)’ L ) )v~ p~(~(i)~ L)v = ~~(j),L l )v ,

pour 1 ~ 1 .

Alors (V, pA = (pÎ , est un espace (K, F)-linéaire à X 

rateurs infinitésimaux J- réguliers.

DE M O N S T R A T I O N . En effet, soit 1 &#x3E; 1 , alors

p t (~(~), L) (f v) = pI ( ~~ j , L % ~ (fv)
={ f v ~ (I)~ L i ~ f ~ v + f ~ i 1

= {l 03C1AD(X(l), L) f}v + f 1 

PROPOSITION 2.4. Soit X un espace (K, F) -linéaire gradué. Soit 

tel que H 2 = H. Si ( pI, est une r. i.g. (J - régulière ) de X vers X et si l’on

pose

pf (H X j(HY)= H(pI(HX)H Y),

alors ( pÎ , est une r, i, g. ~~ - régulière ~ de ~H = H ( ~ ) vers 

DEMONSTRATION. 
’

pf ( H X ) ( f H Y) = H ( p I( H X ) f H Y) = H ~ 1 f H Y + f Y }

_ 

= HY + f 

.

3. Produit de Grassmann.

Soit ( ce ) = ( cr ( i ). ~ ( 1  i _ ~ ) une suite strictement croissante d’entiers

de [1, n ] . Désignons par (Xj ] 1 ~ j ~ n) une suite d’éléments de X . On écrira

X ~ ... ~ X ~,(~) 0

~(aJ= 1 

0 si p  0.
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Pour indiquer qu’une suite (03C3) est de longueur p, on la désignera aussi

par B. 0- ) . Si ( = (cr ) et (’T) = ( Tq ) sont deux suites strictement croissantes à

valeurs dans { 1 ,..., p + q 1 , le signe ~(03C3) indiquera zéro si ( tr ) et () pos sè-

dent une valeur commune et en cas contraire il indiquera la signature de la permutation

(0- T-) : ~ I ,...~ ~ +~) -. (crf 2 ) ,..., a~(~), T(1),..., T~~. °

Soient V 1, V 2 et V 3 trois espaces ( K , F ) - linéaires. Si A est une forme

bi linéaire de V 1 x V 2 dans on écrira aussi Y au lieu de n ( X, Y ) , on

appelle produit de Grassmann associé à A, la forme bilinéaire de A F ( ~, V1 ) x A F ( ~,, V2 }
dans V 3)’ notée aussi A , telle que

et caractérisée par l’identité

En particulier, pour 03C0 ~ HomF(X, V 1 ) 
( 3 . 2 ) 

pour et ûj ~ A~.(X, V~ ),
r3.3~ =S(-U~’ X~,77~ A ~~1~.~~ - s

Dans la suite on notera A le produit de Grassmann sur F ) associé au

produit de Panneau F (cas où V 1 = V 2 = V 3 = F ) . Le F - module Ap(X, F ) muni de
ce produit de Grassmann est une F - algèbre graduée ( 0 ) - commutative appelée algèbre
de Grassmann sous-jacente au F-module X. Dans ce travail chaque fois qu’on consi-

dère F) en tant qu’anneau, on admettra toujours qu’il s’agit de Ap(X, F ) muni
du produit de Grassmann associé à F et on notera êp(~) = F). La F- algèbre

( 0 )- commutative AF (X *) est la sous-algèbre de ~F (X) engendrée par les éléments
de degrés 0 et 1 de 6~ ( X).

Le produit de Grassmann de Ap(X, F) X Ap(X, V) dans V) associé

à la loi externe du F - module V définit sur V ) une structure de EF(X) - module
gradué. Dans ce travail chaque fois qu’on considérera comme 

module gradué, il s’agira de la structure du EF( ï:) - module gradué défini ci-dessus

qu’on désignera par AF(X, V).
A

On dit que les t.i.g. (T., D.) i = 1 2 , 3 , sont compatibles avec

une application bilinéaire A de V ~ dans si

Af T’2 ~ ~ °
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Par exemple, soit l’application

* : H omgr ( V ~, V 2 ) X V 1 -+ V 2 , &#x3E;

définie par * ( h , v 1 ) = h ( v 1 ) , si = deg ( ?’ ~ ) = pair et D 1 = D 2 = D; alors
( T2, D ), ( Ti2 , D ), sont compatibles avec * .

On dira que les r.i.g. (03C1iI,03C1iD) de X vers Vi’ i = 1, 2 , 3 sont compatibles
avec si pD = p~ == ~~ et si pour chaque X ~ X lest.i.g.

sont de même degré et compatibles avec A .

THEOREME 3.1. Soient ( Tt , D ) E 3’,. ( Vt), où ï = 1,2,3, compatibles avec

V l’ V 2 ; V 3) et soit ~ JK(X). Alors non seulement les t,i,g, de

degré 0, ( Do), i = I , 2, 3, dé finies par (1.3 ) sont compatibles avec le produit de
Grassmann dans AF(~, V3) 
(3.4) 

mais de plus on a

(oi,oo) ~ grK(ÃF(X,Vi)),
c’est-à-dire D 0"0 E DgrK (EF (X)) et

(3.5) 

On démontre la formule (3.4) en calculant son premier membre au moyen des

formules (1.3) et ( 3.1) .

COROLLAIRE 3.1. Soient ( pÎ, des r. (resp. J - régulière) de X vers Vi, Où
i = I , 2 , 3 , compatibles avec ~ LF(V1, V2; V 3 ) et p D ) une (resp.

y- régulière) de X vers ï. Alors les (resp. ~-régulière) (;5;, de X vers

Vi, définies au moyen de la formule (2.I), sont compatibles avec le produit de Grass-

mann associé à A,. de plus ( pÎ, est une (resp. J - régulière) de X vers

4. Morphismes croisés gradués.
Soit 3[ un espace ( K , F ) -linéaire gradué. On dit que d est un K - morphisme

(resp. F - morphisme ) croisé gradué de F dans A K ( X , F ) (resp. A F ( X, F ») si

d E F ») (resp. d E Hom K ( F , F)), t

F)c3(*= 

si la contraction

d : " F -~ HomgrK (X, F )
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(resp. d : F ~ HomgrF(X, F ) )

est graduée et si de plus

(4.I) ~(dg).

On note 
.

F)) (resp. LgrK(F,AF(X, F )) )

l’espace (K, F)-linéaire des K - morphi sme s (resp. F-morphismes) croisés gradués de

F dans AK{~, F) (resp . dans AF{~, F ») .
LEMME 4.1. Soit X un espace ( K , F ) - linéaire gradué. On a des isomorphismes cano-

niques 

HomgrK(X,DgrK(F)) ~ LgrK( F , F &#x3E; &#x3E;

F , F))

défini s au moyen de la formule

(4,2), = (df ) ( X ) . 
-

DEMONSTRATION. En effet, par exemple .

pD (X) (f g ) = (d(f g ) ( X ) = (df ) A g + ~(dg) ~ 1 ( X ) =

= (( d f) X ). g + .~F(f) (( dg ) X)
. 

= (PD(X)f).g + 

On dira qu’un couple ( D, d ) est un opérateur de connexion ~ ~- régulier~ (11 j" .
régulier~’~ gradué de V vers X si

(D ~ d) E v)~ X AK(~, F)) , ,
v)

~‘d 

si la contraction

D : V -~ V j

1D : V ~ HomgrF(X, V) 3Z
est graduée et si

(4.3) D( f v) _ (df ) A v + f ) ~(Dv).

Si ( D , d) est un opérateur de connexion et si

(D, d) E V)) X F ))
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on dira que ( D , d ) est un opérateur de connexion J - régulier ou birégulier de V vers

3C. On notera

les espaces ( K, F )- linéaires des opérateurs de connexions (resp. D-régulières, bi-

régulières) graduées de V vers X.

THEOREME 4.1. Soient X et V deux espaces ( K , F ) - l inéaires gradués. On a des

isomorphismes canoniques

. RgrD(X, V) 

définis au moyen des formules ( 4. 2 ) et

(4.4) 

DEMONSTRATION. En effet 

~fx)f/~={ 1 D( f v) ~ (X ) _ ~ 1 (df ) A~+7pf/~ 
= ((d f )X ) 

= f~D~~~+ 
Les conditions de linéarité sont vérifiées par un calcul analogue.

Le théorème 4.1 exprime d’une façon précise que les notions de représen-

tations infinitésimales (resp. iiÎ - régulières, birégulières) sont équivalentes aux notions
d’opérateurs de connexion (resp. D-réguliers, biréguliers).
5. Opérateurs d’Elie Cartan.

Soient X et V deux espaces ( K, F )- linéaires gradués. On dira que ( D *, d ) est

un opérateur d’Elie Cartan gradué sur ( V, ï) si

(D*,d) 

et

( 5. 1 ) D~/~)=r~/~~~ + ;f/;fD*~).

On note l’espace ( K, F )- linéaire constitué par les opérateurs

d’Elie Cartan gradués sur (V, X). Du théorème 4.1 on déduit :

PROPOSITION 5.1. Soient X et V deux espaces (K , F) linéaires gradués. Si v est

l’application canonique de X* ~F V dans V j,

v,



24

et si pour ( D *, d ) E rgrK( V, X) on pose
f 3. 2~ (Dv) ( X ) = (v ( D *v») ( X ),

A

alors ( D , d ) ~E~~(V~). Par conséquent il existe des homomorphismes

(5.3) ~ ~
~2014201420142014~ 

définis au moyen des f ormules ( 4. 2 ) , ( 4, 4 ) et ( 5. 2 ) .

Si D et D * vérifient la formule (5.2), on dira qu’ils sont associés.

Soient A et U deux espaces ( K, F ) . linéaires munis de structures de K - algè-
bres et graduations 6Z ) et 1 q E Z ) respectivement, ( 0 ) - compatibles
avec les structures d’anneaux et telles que F = A ° = VO . On notera U(A,U) la F -

algèbre bigraduée telle que

’

avec les identifications

‘~~,(A, U)=A~ 
le produit étant caractérisé par l’identité

(~0M).(77-0~)=(~77-)0(M~),~,7r6A et u, v EV.

Si l’anneau gradué A est(0)-commutatif, alors

~5.4) 6J. (77(5 ~ ) = (-~)~(77-g) ~).~ si c~ EAq et 7T 

Si de plus U est aussi ( 0 )- commutatif, alors

L.L’ = (-1)pp’ + qq’ L’.L si L et L’ 

Si X et V sont deux espaces ( K, F)- linéaires, on notera brièvement

‘~C~, V ) = ~(AF(~, F), ®F( V))

’rH EOR E ME 5.1. Soient ~ et V deux espaces (K, F ) -linéaires et d 

D * E AF (~, F ) V )

et

donc

(D*,d) 
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alors on a :

I. Il existe un seul élément de V )) aussi noté ,D * tel que

2)D ~L . M) = (D*L).M + 

où L ~ S~X. V) et M 6 S~t, V),
3) D * coincide avec d sur ~ ° ( ~, V ) = F ) et la contraction de D * à

(V,Ap(3[, F) ~FV) coïncide avec l’application K . linéaire D * sous-jacente à l’oPé-
rateur d’Elie Cartan donné d’avance.

En particulier

D*f 6D. M ) = + (-I )‘~~.(D*M) , co F); i

donc si l’on en tant que module bigradué sur A F ( ~, F ), alors
( D *, d ) est une translation infinitésimale graduée de bidegré (7).
Il. L’énoncé déduit de 1 en remplaçant partout ~~} ( ï. V ) par 6~J ( ï. V ).
DEMONSTRATION. Soit L ~~~(3(, V), alors L est une combinaison F-linéaire d’élé-

ments de la forme

M = 03C9v1 ... vp, où 03C9 ~ AqF(X, F) 

puisque ~F(V) est polynomiale. ’ S’il existe D * satisfaisant les conditions 1 ), 2 ) et

3 ), alors

D*M = ... vp + (-.1 ~~.( S~~ ... D *v i ... vp).
Cette identité et la F- linéarité assurent l’unicité de D* .

La preuve de l’existence de D * vérifiant les propriétés 1), 2) et 3) sera faite

en deux étapes. La première sur 2~(ît, V ), la deuxième V ). En effet, soit

(p~ : (v 1 ,..., v, &#x3E; - ~v~ ... D*~~.... ~ ;
alors est une application multiadditive du F - module V V ) telle que

Cf&#x3E; D* ( ~1 -’" vp) = ~D*(v~,... , ~ï" " ~ &#x3E; v~),1 _ i  p.
Donc, (N. Bourbaki, algèbre, chap. 2, 3e édition, §5) il existe une application additive

D * X, V ) dans ‘~ 1{ X, V ) telle que

D*(~~ 0 ... (5 ~ ) = ~~*(vl,... , v~~.
Pour que D * vérifie 2) pour L V ), il suffit, à cause de la F - linéarité, de

considérer le cas L == u 1 ~ ... @ M et M 
= ~~ 0 ... ~ vf, où ut, V. Dans ce cas

2) est une conséquence immédiate de la dernière formule.

Pour compléter la preuve, il faut considérer le deuxième cas. Soit
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~ : (c~ ~ ) e S~(X. V) X ~ â ( 3C, V) -+ + (_:j )~t~,(D*v) 6 S ~+ 1 ( X, V) ,
alors f D* est biadditive et

~p ~/6D, v) = ~~*( ~~ 
donc il existe une application additive 

’

telle que

D *(~ @ v) = ~~(~, ~ ) = + ( - 1 ~~f D *~)

pour tout 03C9 ~ oq ( X, V ) et tout v E po( X, V ) .

Pour vérifier la propriété 2) dans ce 2e cas, il suffit en vertu de la F- linéarité

de considérer le cas spécial L = ~ 0 u et M = v , V j , ’~ E 

-u V ) et v ~ S~ X, V ). Dans ce cas on a

Dans ce calcul on fait usage de la relation ~ ( D *u ) = (- 1 )~( D *u ) laquelle est con-

s équen ce de l’identité ( 5. 4 ) .

La propriété 3) est vraie à cause de la construction réalisée.

La démonstration de II est analogue à celle de 1.

6. La représentation infinitésimale graduée i .

LEMME 6.1. Soit V2; V ). Alors pour X ~ X, P ~ ApF(X,V1) et Q ~ AqF(X, V2) on
a

( 6.1 ) 1 ( P fi Q ) = ( 1 ( X ) P ) 

Par conséquent le couple ( i , i ) définit une r, i. br, de X dans A F (ï, V ) telle que pour

chaque X E X le cou~le ( i ( X ), i ( X )) soit une t.i.g. de A F ( ~, V ) de degré -1.
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DEMONSTRATION. En effet,

( + -1 ~ t(X) (p AQ) &#x3E; =

mais la première somme est égale à Q) la deuxième somme

est égale à ( - I )p ~ ~ ( p+ A i ( X ) Q) .
- -

Si R et S ~AF(~, V), on pose

= ~ ~(~,~,) (X (". ) 1 t(~ ( ~(~), R ~ 1 &#x3E; 1 ( 7") = °

En particulier 

i( R) S = i ( R) S si r  0.

THEOREME 6.1. Etant donnés deux es paces (K, F)-linéaires x et V, le couple

( i, i ) défini une r. i, br. de degré -1 de l’espace ( K,EF (X))-linéaire gradué A F (X)
-

dans l’espace ( K , &#x26;, F ( X)) - linéaire gradué A F ( X, V ),
- - -

i (ArF(X))(AsF(X, V)) C V), i(ArF(X))(EsF(X)) c Es+r-1F(X).
De plus si pour R E ArF(X) et S E AsF(X) on pose

(6.3) { R, S~ _ ~,(S)R _ (_ j 

alors cette accolade définit une structure de F - algèbre de Lie graduëe sur A F ( ~ ), où

AF(~) = AF+1(~). .
(6.4) }

(6.5) ~ (_ , 
= 0. .

Cyc
On a encore les identités suivantes

(6.6) {R, 03C9  S} = {i(R)03C9} 1  {R, S}, 03C9 ~ EF(X),
.( 6. 7 ) i(~R,S~ )=~i(R), 

= rR, i(R)1X = R, {R, 1X} = (r-1)R .

i(R) (Ar-1F(X, V)) = (0 ) ,
où I~ est l’application identité de ~.

DEMONSTRATION. En effe t, la formule 
’

{ 6.1’ ) Z(R) ( P A Qj = ( 2(R )P) A Q + A (2(R)Q)
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est conséquence de (6.1) et de la 2e formule de ( 6.2 ) . Les formules (6.4) et (6.5)
sont conséquences de la formule (6.7); en effet, si l’on pose

R iS = 1 (S)R,

alors la structure de groupe additif gradué de est (-1 ) - compatible avec la

loi interne 2 et (6.7) correspond à ( 0.2 ) , y =-1. Donc (6.4) et (6.5) sont valables

à cause du théorème 0.1. Si l’on considère la 

r E Z , en appliquant ( 1.2 ) du théorème 1.2 on obtient (6.6). La vérification de ( 6.7 )
- est un simple calcul.

En particulier pour R E on a

v S ~2~(R)s i - ~S! 

~~(5~,2(S)R~ - 
. Si R, S 6A~(X), alors

R(S(X, Y), Z) + S(R(X, Y), Z).
Cyc

Si R , S alors

i( R ) S = S 0 R et { R, S 1 

Par conséquent :

COROLLAIRE 6.1. La contraction de ( 2 , 2 ) à définit
une représentation infinitésimale birégulière de t’espace (K, F ) -linéaire 
dans l’espace ( K , F ) - linéaire A F ( ~, F ) telle que pour tout R , S E End F et

tout f E F on ait : .’

f6.8~ 2([ R, S.J) = [ 2(R),2(SJ]

, 2(I~)R=R= 2(R)I~, donc [ R, ~] = 0.
7. Représentations infinitésimales sur les espaces F . libres de dimen-

sions finies.

Soient V un espace ( K, F ) - linéaire et j un K- automorphisme de la K - algèbre
F ; on note On désigne par l’ensemble des

T E End K ( V )
tels qud pour tout f E F il existe R E F tel que

pour tout vEV.

On a
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PROPOSITION 7.1. Soit V un espace (K, F)-linéaire. Si V est F- fidèle alors

V) = NK ( V ) ; d’une façon précise pour tout T E NK ( V ) il existe une seule

D F ) telle que (T D ) E ‘~K ( V).
DEMONSTRATION. Soit ~’ un autre élément de F vérifiant (7.1 ), donc

T(fv) = g’v + ~ f~r~ ~
donc ( g - g’ ) v = 0, c’est-à-dire g = g’ , en vertu de la F - fidélité de V. Notons ID
l’unique élément de F vérifiant ( 7.1 ) . Alors

(7.2) (f E F . fD EF) 

en effet

T 1  fg &#x3E; . v = T 1 f gv &#x3E; 1 = f D ( gv ) + 1 T  gv &#x3E; 1

= 1

Donc

( f . ~ )D = pour 

à cause de la F- fidélité de V. La F- fidélité entraîne aussi que pour chaque T EN K (V)
la D E  K ( F ) définie par ( 7.2 ) est unique.

On dira qu’un F-module V projectif et de type fini est de dimension constante

si la dimension des F- modules libres V ~~ ~ = déduits de V par extension

de F à l’idéal premier ? de F est indépendante de j.

L E M M E 7.1. Soit V un espace ( K, F ) - linéaire tel que V en tant que F - module soit

projectif, de type fini et de dimension constante. Alors V est F - fidèle.

DEMONSTRATION. Soit 1 l’idéal de F constitué des f E F tels que f v = 0 pour tout

v 6 V. ’ On peut vérifier que 1 = 0 pour tout idéal premier ? de F. Donc 1 = 0. 
’

COROLLAIRE 7.1. S oit V un espace ( K, F ) -linéaire tel que V en tant que F - module

soit projectif, de type fini et de dimension constante. Alors pour tout T E N K ( V ) il
existe une seule D ~ DK(F) telle que (T,D)E JK(V). Par 

Soit V un espace ( K, F )- linéaire F-libre de dimension finie. En vertu du

corollaire 7.1. la projection

est bijective et on ~K ( V) = N~ ( V ). ~oit ~ e 1,..., 1 une
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F- base de V. Si T ~ N~ V ) , on pose

~.)-S~,3’=(~).
Pour 

f7.3; 

alors T est complètement déterminé par la matrice 5 et la K- dérivation

/-~ /-~ associée à T. Réciproquement si 5 est une matrice quelconque d’éléments de

F, D : f -~ /~ une K- dérivation quelconque de F, et si T .’ V-~ V est définie par
A

( 7. 3 ), alors (T, D) 6 y~f V).
Soit 1 e ,..., e.,} 1 une autre F- base de V. On pose

6-~ - ~ A~ 6~g et Tf e~; = S 3~~ e (3’ .
Or -

=!. =!. ~~~T~ =

=~{D~~A~y~~;
mais

donc

r7.4; ° 

~’- fl’ 
~ 

a J a

ou encore sous la forme matricielle

f7.4’; 
. 

7 A == DA -h /1. 3".
Dans le reste du présent paragraphe on supposera F unitaire.

LE MME 7.2. Soient X et V deux espaces (K, F ) -linéaires F -libres de dimensions

Alors les applications canoniques définies dans la propo.. ~.2 sont bijectives.
Le lemme ci-dessus se démontre en remarquant que

~: 

est une bijection avec les hypothèses admises. En vertu de la définition du produit de

Grassmann associé à la loi externe de F-module de V, on a

@ v) = 

Comme v est bijectif, on identifiera 3(*0p V à V) et on identifiera

entre eux les espaces ( K , F) - linéaires du diagramme ( 5.3).
Dans le reste du présent paragraphe on notera (D, d) un élément de ),
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D .’ V-* Ho~~,f~, V~ ~.’ f F-. F). _

L E M M E 7.3. Soient X ef V deux espaces (K, F)-linéaires F-libres de dimensions

finies. Soient {03C31, .., 0- { F- base de 3C ?f { e ,.... eN} 1 une F- 

(D *, d) ~ 0393K( V,X), si D et D* sont accociés et si l’on pose

~.3~ ~~D~.) =~r~~;
alors

(7.6~ 
’

0ù {03C31 ,..., 1 est la F- base duale de {03C31 ,..., 

D E M O N S T R A T I O N . En effet, soit

D~.=S~~8~.’
alors

~ e~)’ = ~( 
= s: r cr~ § o-,

=2r.~(~.~) ~
. =~~~. °

Soient {? ,..., ? { et { ? ,..., 1 deux F- bases de X et V respectivement.

On écrira

~.,=1?~~.,~ =~~~~
ou encore en langage matriciel

?= = A e

ou

~i ~i

o’ = ~ et e = 

~ ~ ~ /
On pose

c 7.7; = ~ r~ ~ cr’ , n = - eu~ ;. ~/t = ~ 

f7.7) ~=ir~,~’",n=~~,
et, pour f = X ~~ ~, on écrira

à cause des conventions faites on a
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C 7.8 ~ 

( 7.9 ) Dv = ~ + I, v~ e .
a /3 }J a.

PROPOSITION 7.2. Soient ï et V deux espaces (K,F)-linéaires F - libres de dimen-

sions finies et ( D , d ) E rK ( V , X). Avec les notations introduites ci-dessus on a

Aa, -0.’- d A03B103B2’ + 03A3 A(3 -a.
(7.10) 

(7.10’)

( 7. 1 1 ) àé a, = - ( a.- + 03A3 A03B203B2’ rd § . PÎ,

( 7.12 ) Dv = 2 Dva 03C3i fi e

(7.13 ) 

DEMONSTRATION. En effet,

(*) D epr = ~ ~p~ ~ = k ~a~ ~ ~ ea.
En appliquant ( 7.9 ) à ;{3’ = l e a,’ on a~ 

CL 
a

(**) D e = S + k ea.

Donc il en résulte ( 7. IO ) et ( 7. 10’ ).

On a

( ***) = S { o-i cr’

puisque ,..., } et {o- ,..., 1 sont des bases duales. En vertu de ( 7.7) ( 7.7 )

et (***) on peut écrire ( *) et ( **) de la façon suivante :

et

En comparant les coefficients des deux formules ci-dessus on obtient ( 7.11 ).

Par suite de ( 7.~ ) , de Jt~- == S ( cr., dv~ ~ cr~ et des notations adoptées on

peut écrire
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Dv = 1 ! I. ( 03C3i, dv03B2~ cr’ /B e03B2 + 

=s{ 1 ~.(o-,.~) ~’ i

=i{ 1 (~..~) +2~r~,;c.’ A~
= 03A3 Dv03B1 03C3i 03C3i  e03B1 .

Finalement montrons’ (7.13).

De (7.12) et de ( 03C3i, 03C3j~ = 03B4ji on déduit 

Or

~~~) = (P~o-~D~) =P~ (o-~D~) =P~~~~.
Donc

P~~=~)A~.
cr~ 0’~

~= (~.~f/~)) +i/~r~.
= (o-~~/) ~+/Bo-~~) +/i~r~.
= o-,~/) ~+/.r~).

En examinant la démonstration de la proposition 7.2 on constate la validité du

lemme suivant :

LE M ME 7.4. Soient X et V espaces f K, F ) - linéaires F- libres de dimensions

?f d 6 LK(F,AF(X, F)). Avec les conventions déjà faites on voit que les

formules (7.10), (7.11) et (7.13) sont équivalents.

PROPOSITION 7.3. Soient 3( et V espaces fK, F) - linéaires F - libres de dime M-

sions finies e Avec les conventions déjà faites, si a chaque

F- base { cr...... cr { de X chaque F- base { e1,...,eN 1 de V on associe

F) F~. Cr~

vérifiant f7.i0) (7.11), (7.13) et si l’on définit Dv au moyen de la formule

(7.12), alors Dv est indépendant des F - bases considérées et (D, d) ~ brK(V,X).
D EM ONSTR ATION . En effet,
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- 1

1

en vertu de ( 7. 13 ) . L’ additivité de D est immédiate. Faisons la preuve de ( 5.1 ) .

D(fv) = 03A3 Dfv03B1 03C3i  e03B1
= !. {  a-i’ dn)vCl’t- f(DV.Cl)} a-i A eCl
= 03A3 f  o’,, df~ 03C3i} A {v03B1 e03B1} 1 + f{Dv03B1 03C3i03C3i 1B A e (L 1

= (df) A v + f ( Dv ) .

PROPOSITION 7.4. Soient X et V deux espaces ( K, F)-linéaires F-libres de dimen-

sions finies et d E F, AF(X, F )j tel quril existe {x 1,..., xn} C F et {dx1, ..., dxn}

étant une base de A ~ ( ~, F ~. Avec tes conventions introduites, si ~~a , .
axn

est la F - base duale de {dx 1,..., dxn} et si l’on pose

alors pour o-t , = dx t , . o’. = a , on a
, 

~xt
= Aa r ) = a~’ .a i p 

0; t’
Donc
(7.11’) I Aa-,  = aA.a’ +!. 

Dans ce cas on écrira aussi

v03B1| i :::: et ~ va= v03B2 úJÊ
dxi 

= v a.1 i dx i .
Donc

Dv - ~ 

REMARQUE 7.1. Soit d E e K ( F, AF(X, F )) tel qu’il existe {x 1,..., xn} 1 et que

{dx 1 
,,.., dxn} soit une hase de A1F(X, F ). ’Si l’on pose

03C1D(X)f = pour X E X et f E F ,

alors p D est injective. En effet, soit p D ( X ) f = pD ( Y ) f pour
tout f E F . On a

donc 
X = 03A3 X 

axt Z 
et Y = 03A3 y 

Yi ~xi 1 
. 

,

D D 1

_ = Y1,



CHAPITRE II

ESPACES INFINITESIMAUX GRADUES

8. Espaces d’Elie Cartan gradués.
On dira qu’une application K-bilinéaire  de X x X dans V est ((03B3)-)

graduée ( où y E Z) si ’

~(fx~)CV~~~~~
c’est-à-dire si les graduations sous-jacentes sont (~( y )- ) compatibles avec /~. Si de

plus

p1 X , X ) = 0 pour tout X E X 2 , ,

on dira que /~ est pair- alternée, ,

Dans ce chapitre on supposera toujours que la K - algèbre graduée F est ( 0 ) -

commutative* .

Une structure de (K, F ) - pré-espace d’Elie Cartan gradué (’régulier’) sur l’en-
semble X est défini par la donnée :
- d’une structure d’espace ( K, F)- linéaire graduée (~’ ~ 1 r E Z ) sur ~;
- d’une représentation infinitésimale graduée (D - régulière de degré 0, notée (ad, pD ),de
3( vers X, c’est-à-dire

A

est K - linéaire ( de plus 03C1D : X ~ DgrK ( F ) est F - linéaire  et

f8.U [ y] ,

où [ , ] est l’application K - bilinéaire de X x X dans X définie par

(8.2) [ X, Y] =(adX)Y

et XD = /D~f X ~ X E F q ;
ces données satis faisant l’axiome

CI. La loi interne [ , ] est graduée, (0 ).. anti-commutative et pair-alternée.
Si de plus

C II.

on dira que la structure de ( K, F) -pré-espace d’Elie Cartan gradué est sans courbure.-
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Une structure de (K F)-pré-espace d’Elie Cartan gradué vérifiant l’axiome

suivant

CIII. Y, Z ) = 0

sera appelée structure de ( K, F )- espace d’Elie Cartan gradué. Dans ce cas par défi-

nition même X est muni d’une structure de K- algèbre de Lie graduée.

EXEMPLE 8.1. En vertu du corollaire 0.3.ï)gr~~FJ muni de où ad 
.

est la représentation adjointe définie par le crochet de deux dérivations graduées, est

un ( K, F ) - espace d’Elie Cartan gradué régulier et sans courbure.

EXEMPLE 8. 2. Soit 3( un espace ( K, F )- linéaire. Si l’on considère Ap(X) muni de la
graduation ( E q = A F+ i ( ~ ) , q E Z ) et de l’accolade ; , 1 sur A F ( ~ ) défini par ( 6.3 ),
il résulte des identités ( 6.4 ), ( 6.5 ), ( 6.6 ) et ( 6. 7 ) que la représentation adjointe asso-

ciée à l’opération i définissent une structure de d’Elie

Cartan gradué régulier et sans courbure.

EXEMPLE 8. 3. Soit X un espace ( K, F ) - linéaire gradué dont la graduation (3~ r 6Z,)
est compatible avec une loi interne [ , ] sur X, K - bilinéaire, ( 0 )- anti-commutative et
s atis f aisant ( 8.3 ) ( et j jacobienne, alors ( ad , 0 ) est un ( K , F ) - (’pré ) - espace d’Elie
Cartan gradué régulier sans courbure.

D’autres exemples seront donnés dans le §14.

LEMME 8.1. Soient 1 et 2 deux anneaux de Lie gradués. Si sur 1  2 on définit
le crochet suivant

(8.4) ] =(L T~ T’] ~ LD~D’] ),

où f7BD~fTBD~ 6~x Ë~ ~ si l’on pose
t si, et 

,alors la graduation ci-dessus et le crochet définit par ( 8.4 ) définissent un anneau de

Lie gradué.

DEMONSTRATION. En effet, soit t = deg(T’, D) et t’ = deg(T’, D’), alors
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Donc

03A3(-1)deg(T,D)deg(T",D")[[(T,D),(T’,D’)], 1 
=Cyc

Cyc Cyc .

De cette dernière identité il résulte l’identité de J acobi pour 1  2.
Du théorème 1. 1 et du lemme 8.1 il résulte

THEOREME 8.1. Soit V un es pace (K, F ).linéaire gradué. Soit 03C1V : grK(V) ~ DgrK( F )

telle que et ad la représentation adjointe associée au crochet défini
sur grK V ) par

fS.4~ [iTr ~([ 1

A A A

où Alors muni de (ad, pV) est un (K,F).

espace d’Elie Cartan gradué régulier et sans courbure. grK ( V ) muni du couple (ad, pV j
sera appelé ( K, F)- espace d’Elie Cartan gradué régulier sans courbure associé à

l’espace (K, F)-linéaire V. De plus 
K - linéaire et est un épi morphisme de l’anneau de Lie gradué sur l’anneau de

Lie gradué JgrK ( V )’
A

Comme D est bijective, si F possède une unité,

on identifiera alors F ) à grK( F).
Un ( K , F ) - espace de Cartan gradué dont les graduations sont triviales

sera appelé brièvement (K, F )-Cpré- espace d’Elie Cartan. Par hypothèse dans ce cas
F est commutatif.

LEMME 8.2. Soit ( ~, ( ad, un ( K, F ) - pré-espace d’Elie Cartan gradué. Si X E ~r, 1
et cJ E Fq, alors .

(8.5) 

(8.6) f-u~~~~~3fx. 

(8.’~) [~tX, t~Y] _ f-J/’’~~~7r[X, Y] y

’

(8.8) ;f77X~~-7~fX~~);Y+f-i)~~~~~~;f~y~77-~f~77~X = 0.
DE MON S T RAT ION. La formule (8. 5 ) est conséquence immédiate de la ( 0 ) . anti-commu-

tativité de [, ] par rapport à la graduation (Xr | [ r E Z). On obtient la formule ( 8. 6 ) en

calculant le premier membre avec l’aide des formules fS.2~f8.~~ et de l’anti-commu-
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tativité ; d’ailleurs ( 8. 6 ) est un cas particulier de la formule (~2. 3 ). La formule ( 8.7 )

est une conséquence immédiate de ( 8. 1 ) et ( 8.5 ) . La formule ( 8.8 ) se déduit de

[ ~X~ ~Y ] + (_I )(r+p~(s+ ~~[ ~Y, 7r X] = 0

en appliquant ( 8.7 ) et en faisant usage de la ( 0 ) - commutativité du produit de F par

rapport à la graduation ( F P l p E Z ).
De la proposition 7.1 et des formules ( 8. 6 ) et ( 8.8 ) il résulte

PROPOSITION 8.1. Soit ~ un espace (K, F ) ..linéaire gradué F- fidèle. Alors

( i) une structure de (K, F ) - pré-espace d’Elie Cartan gradué sur X peut être

définie par la donnée d’une X X X - X bi-additive véri f iant l’axiome

C I par rap port à la graduation de X et telle que pour tout X 

( ii ) Si f 3C , ( ad, est un ( K, F) - espace d’Elie Cartan gradué, alors

f3~f~,/~~ est sans courbure.
( iii ) Si est un d’Elie Cartan gradué et si X en

tant que F-module est libre et de dimension ~ 1 , alors ~ est régulier, ( ~t X)D c~ = ~ (X ~ 
9. Espaces infinitésimaux gradués.

Soient (X,f~,/o~)) et (~’,f~,/0~)) deux ( K, F J - pré-espaces d’Elie Cartan
gradués. On dira qu’une application 03C6 de X dansX’ est un morphisme g;radué 
rentiel de X dans si cp est K - linéaire de degré 0 et

f9J; a. (~b.~[X,Y]=E~P(X)j~(Y)])..

On dira que (V,(~ pD )) est un espace infinitésimal gradué (’di f f érentiel ~ sur
le ( K , F ) - pré-espace d’Elie Cartan gradué ( ~, ( ad, p D )) , ou encore par abus de l an-
gage que ( V , p j ) est un espace X-infinitésimal gradué (’di f f érentiel ), si V est un

espace ( K, F)- linéaire gradué et = p une r.i.g. de degré 0 de X vers V

( vérifiant (9.1)b) et telle que c’est-à-dire est un morphisme

gradué ( différentiel de (:x, ( ad, dans (grK ( V) , ( ad, p V )) . Un espace infinité-
simal gradué sur (X,(ad,03C1D)) est appelé J-régulier resp. D- régulier,
-régulier ou birégulier, si la r.i. g. sous-jacente à { pt, est J-régulière resp.

A

f - régulière, ~ - régulière. Quand on se donne d’avance un ( K , F )- pré-espace d’Elie

Cartan gradué (X, ( ad, PD))’ par abus de langage on dira que p j est une structure X-

in f initésimale graduée sur V, re sp. Y . régulière, D - régulière, birégulière, si

est un espace ~- infinitésimal gradué ,reSP. ~- régulier, 

lier, birégulier. On dira qu’un espace X- infinitésimal gradué ( V , ( pt, est sans

courbure si pI ( [ X, Y ] ) = [ pi( X ), pI ( Y ) ] .

EXEMPLE 9.1. Soit un ( K , F ) - pré-espace d’Elie Cartan gradué (resp.
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régulier, sans courbure ), alors est un espace X- infinitésimal gradué

( resp. ~- régulier, sans courbure).

EXEMPLE 9. 2. Soient X et V deux espaces ( K, F)-linéaires. Si l’on considère 

muni de la structure de (F, de Cartan gradué définie dans l’exemple

8.2, alors en vertu du théorème,6.1 ( v , ( 1 , ,i)) est un espace X-infinitésimal gradué
différentiel birégulier.

Dans les §14, 15 on trouvera d’autres exemples.
DansHattori [ 21 ] on trouve plusieurs exemples d’espaces infinitésimaux  - régu-

liers différentiels sur l’espace de Cartan des champs de vecteurs de classe C d’une

Cà) variété.- variété. 

LEMME 9. 1. So i t (X,(ad,03C1D)) un ( K , F ) - espace d’Elie Cartan gradué. A lors 

que (X,(ad, PD) en tant qu’espace X - infinitésimal gradué soit di f f érentiel, il faut et
il suffit que soit un d’Elie Car tan gradué sans courbure.

DEMONSTRATION. En effet, si on suppose que (X,(ad,p)) est un espace X-

infinitésimal g, bg, on a

(ad [ X, Y 1 &#x3E; z = [ 

mais cette identité est une autre forme de l’identité de Jacobi.
Des lemmes et corollaires du §2 il résulte :

THEOREME 9.1. Soit V un espace ( K, F )- linéaire. Avec les notations du ~1, les

applications
A A

( T , D) ~3’~(A.pfV))
( T , D) ~ K(V) ~ (T~,D) E 5" K ( ~F(V))

sont des structures d’espaces infinitésimaux di f f érentiels biréguliers sur (K (V),(ad, pY )).
10. Les translations infinitésimales graduées d et 8 ( X ).

On notera 03BE et d les éléments appartenant respectivement à

définis par les identités
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On notera ~* et d * les éléments appartenant respectivement à

V ), V »)) , &#x3E;

V), 

définis par les identités

X~~$fX~) = ~X)~~~
f qi , ~~ " 1 * 1 ? w  ’ q&#x3E; &#x3E; , " 1 . .

Soit (X, (ad, pD )) un.( K, F ~-pré-espace d’Elie Cartan. Si (V, ( pj, PD)) et
(V’,(03C1’I,03C1D)) sont deux espaces X - infinitésimaux :D - réguliers (et J-réguliers ,
alors les couples considérés dans le théorème 2.1 qui définissent des struc-

tures d’espaces infinitésimaux ~- réguliers (7 et ~- réguliers~ sur A F ( V ) ou @ F ( V )
(resp, sur ( V, V’ ) ou Lpf V, V’») seront notés ( 0, 0) (resp. ( V~V )) .

Si de plus est sans courbure, il résulte du théorème 8.1 que End F ( V ), ’
~t0,-.(V) sont aussi sans co urbure.

(X,f~,/0~)) en tant qu’espace ~- infinitésimal c"’:D - régulier } définit des struc

tures d’espaces ~- infinitésimaux (:D - réguliers~ :
1. sur Ap(3C) ~ les couples PD) associés étant notés (D, 0), au

lieu de ( 0, 0 ) . En particulier

[ X. 1 Y] pour X, Y 6 X , ,

X D f pour X et f 

2. sur les couples pD ) associés étant notés (9 , ~ ) ,
au lieu de (7, 7). (Même notation en remplaçant F par K ). En particulier

(X) v pour X E~ et v EV,

~f X )/ pour X et f 6 F .

Avec ces nouvelles notations on a par définition (théorème 2.1 )

f x a3C~) = S x~ 0... 0 [ x, x~.] (~... ~ x~

(X [] X(r))=(03BE[,](X) (X(r))
= 03A3(-1)j+1[X,Xj][]Xj(r).

Pour ôj V ) , on a de même .

x~.~rx~~=~fx)(x~.~)-(xGX~~~)
=p~(X) ~~ f,~~ - y ,5* (X)~i . °

De (2.2) il résulte en particulier qu’on peut écrire
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(I0.2) ( 8(X j ,i(~ fq+1) )~ c~= ’(:X f~+;i’ "1 , (X)c~~
= 

= 03A3(-1)j+1
Par exemple si J E End F ( ’X.) et ( X, V ), alors

( . ( Ù ( X ) ] ) ( Y ) =[Xj JY - J ([ X, Y ] )

(10.4) Z» - B ( [ X, y] , z)

- B( Y, [ X, Z ] ).

Les t.i, ( 8 ( X ), 8 ( X j) seront appellées t. i. covariantes de Lie tandis que les

t.i. ( X 0, X 0) seront appellées t. i. contravariantes de Lie sous-jacentes à (’X., V ) .

THEOREME 10.1. Soit (X, (ad, un (K, F)-pré-espace de Cartan. Soit (V, (pl,pD))
un espace X - infinitésimal ~~-régulier~’. Alors il existe un seul

- 1
d ~ EndgrK ( A K ( ’X., V ))

qui laisse A F (X, V ) C A K (X, V ) stable ) tel que
-

(I0.5) 03B8(X) = [ d, i(X) ] .

D E M O N S T R A T I O N . Pour montrer ce théorème, il suf fit de montrer qu’ il existe une
-

seule f amille d’ applications K - linéaires d : AqK ( ï, V) ~ A K ;.. 1 ( ’X., V ) telles que
(10.5’) 03B8(X)03C9 = + 

pour tout X E X et tout c~ E AK ( ~, V ) (et que °

(IO.G) V))C {~, V))).

’S’il existe une telle famille vérifiant ( I0. S’)  et ( IQ, 6 )1, alors elle est unique.
En effet, soit d’ une application K- linéaire satisfaisant ( 10.5’) ; alors’ 

- - --.

&#x3E; 

- 

pour tout AK (ï, V ). On montrera par induction sur q que d c~ = pour chaque
03C9 ~ AqK(X, V). Si = 0, alors

0=(d-.d’)i(X) 03C9 = i(X) ( - ’)03C9,

puisque i ( = 0. Mais ceci étant vrai pour tout X E X , alors 03C9 = Supposons
démontrée l’unicité pour q = p - 1 , alors

- - - -

’ 0 ~ ( - ’) i (X) 03C9 = i(X)( - ’)03C9,

puisque deg ( i ( X ) = p - I ; or X E ï étant arbitraire, on a d 03C9 = 

La preuve de l’ existence d’un tel élément sera aussi faite par induction sur q.

Soit ce E A~ ( ~, V ) = V. Alors on pose
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- 

( X, 03B8(X)03C9 = i(X)03C9 = 03C1I(X)03C9.
Cette a pp lication  : AoK(X, V) ~ A1K(X, V ) 
en vertu de la F - linéarité de 03C1I. Supposons qu’on ait démontré l’ existence de

d V J, Aq+1K(X, V))
vérifiant ( j0.3) ( et ( I 0. d ) ) pour tout q  p . Si 03C9 E V ), on pose

w

alors on doit démontrer que si 03C9 ~ ApF(X,V).
La K - linéarité  et F - linéarité  en chaque X 2 ,..., ’ Xp + 1 est conséquence par hypo-

thèse d’induction de la K - multilinéarité ( et de la F - multilinéarité  de 8 ( X 1 ) Mon -

trons que 03C9 est alternée. Or

et est K - multilinéaire  F- multilinéaire ) alternée en vertu de l’hypothèse

d’induction; mais

V) 03B8(X1)03C9 ~ ApF(X,V),
puisque par hypothèse 03C9 est K - multilinéaire (F - multilinéaire alternée. Donc i (X 1 ) dúJ =
= est K - multilinéaire  F-multilinéaire  alternée. Par conséquent1 -’
pour démontrer que dc~ est alternée il suffit, à cause de ( I0. 7 ) , de montrer que

‘~ ~~ ~ zfX ~~ ~ = 0 si X1 = X2 , &#x3E;

c’est-à-dire que 
’

mais ceci est vrai puisque

(X~~~fX,~~ = 
= (ï}: + 1 )’ 9( X~ ~’f X~ ~ ) par f ~0.2)

= 

= 
Pour achever la démonstration, il suf fit de prouver la K - linéarité (7 F - kinéarité

en X 1. Mais ceci est conséquence du fait que 03C9 est alternée et de la K- linéarité

2 ,..., X + 1. °

REMARQUE 10.1. Si d laisse stable V J, alors /D. est F-linéaire.

COROLLAIRE 10.1. Soit fX,f~,/0~~ un ( K,F )- pré-espace d’Elie Cartan. Si ( 00FF~ 

est un espace X - infinitésimal ?- régulier, alors il existe une seule application
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i
d E EndgrK( A v )) telle que

( I0. 6) 

Ce d est la contraction de d sur ~l ) .

Soit (X, ( ad, un ( K , F ). pré-espace d’ Elie Cartan. On note 
...

......

[ ~(r)] - a[ ~ t~(r)) _ ~ (_I)t+t+i[ Xi’ ~.] 
En particulier

[ X (,)] = 0 si r  1 et [X(r)] = [X1,X2] si r=2.

Pour 03C9 ~ AqK(X, V) on a

B[~ÎRI~’~’i &#x3E; = ~~f$t’I([~~)~ .
THEOREME 10.2. Soit (~~(ad, p p)) un (K, F) ’-pré-espace d’Elie Cartan. Si (V, pI)
est un espace :r - infinitésimal (J-régulier et si l’on pose

(10.7) 

= 03A3 (-1)j+1 1 q

alors = si w E AK(~, V ) (’dc~ = dt~ si cv E V) 1. .

DEMONSTRATION. En faisant usage de la formule

[ e(X ), i(Y) ~ = i( [ X, Y ~ ),

de la formule ( I0.5 ) (’et de la F-linéarité de 03C1I, on voit aisément par un calcul direct
que d vérifie ( I0. 3 ) pour 03C9 ~ AqK(X, V j  et pour 03C9 ~ AqF(X, y ), on 

et d . vérifie ( I0.5 ).
Dans la suite, d désignera d ou d . D’après ( IQ. 7 ) on a en particulier

(d~~(X,Y,Z)=~pD(X)(~(Y,Z))-~([X~Y~,Z).
Cyc

Par un calcul direct, en faisant usage de ( I0.2 ) et ( I0.7 ) , on obtient:

THEOREME 10.3. Soit (X, (ad, un (K, F). pré-espace d’Elie Cartan. Si ( V, pI)
est un espace X - infinitésimal, alors

.

(1Q.8) [i(X(r»’ d ~ _ ~ (_ j)T+i ~(tI~ )1

= I. ( -1 ) j+i i(~~f~)e(X.) + i([ ~~rl~).
Les formules ( I0. 5 ), ( I0. 6 ) et ( 10.7 ) sont des cas particuliers de ( 10.8). pour

(IU.9) [ Y)~ !~~ =~(X) i(Y)-~B(~’~i(X) -i([ X, Y~ )

- + i([ X, Y l ).
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On peut écrire la formule ( 10.8 ) sous la forme suivante

( j’0.8’ ) [ C X ~, ~)t X 
- -

où 03B8 est le d sous-jacent au ( K , F)-espace X-infinitésimal (AF(X, F ), 8 ) .

THEOREME 10.4. Soit (X, (ad, PD» un (K, F) -pré-espace d’Elie Cartan. Soient

f V-, pÎ j, i = 1, 2, 3, trois X-espaces infinitésimaux J-régliers tels que les pt,
i = 1, 2, 3, soient compatibles avec une application F - bilinéaire li de V ~ X V 2 dans V~.
Si 03C9 E V 1) et ApF(X, V 2)’ &#x3E; alors

d3(~n’~ ) _ + (-I )q~ A ~2 ~ ~ ’
DEMONSTRATION. On f er a la preuve par induction sur q + p. Si q + p = 0, la formule

( ~0. 7 ~ se réduit à la condition de compatibilité de /9~ i = 1 , 2, 3, avec n . Supposons

que la formule ( 10.10) soit vraie pour q + ~ = r -- I . On a
A

~~+~+1~~3~A~)~ = ~~+~+i~’~1~3(~A~)~
En faisant usage de la formule ( I0.5 ) et par hypothèse d’induction on peut écrire

= ~f x ~f~A 7r - 
= {9~ A 1T+ úJ A 9 C~ ~- ~~ (i(X~)~,)n ~+(..I)q~,n }

= { 9~x ~ !A ~+ ~ A .

_ ~ dii(X1)c~ ~ _ r- ! 

- r- j! ~r ~ i~ ~ A !’r x~ ~ -~ A ~2 ! rx ~ ~. .
Donc

A 7T) = ! ! f x ~~~; A ~-C -~ ~f~ i~~ A ~ x ~77
+ 

= t( x~ ~{ f~~ ~~ A ~! + r- ~ )~’C x~ f~ A ~2 ~ ~
= 77 + (-1 f ~~77 ~ 1

Ainsi ( 10. IO ) est vraie pour tout q.

COROLLAIRE 10.2. Soit (X, (ad, un ( K, F)-pré-espace d’Elie Cartan. Soit (V, pI)
un espace infinitésimal birégulier. Alors ( F, est un espace X - infinitésimal, donc

(d,d) E  gr K ( A F f’X, V ~.
La t. i. g. de degré 1 ( d, d ) de l’espace ( K, gradué V ) sera

appellée translation infinitésimale extérieure sous-jacente à ( ~, V ).
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1 1 . La forme de courbure d’un espace infinitésimal .

soit (X, ( ad, un ( K, F) - espace de Cartan gradué. ’Si V, pj) est un espace
ï - infinitésimal gradué, on appelle forme de courbure, et on note Q , l’application de

X x X dans EndK( V ) définie par l’identité 
..

( 11. i &#x3E; 1 X , Y ) 1  v&#x3E; = 1 P i X ), P i  Y &#x3E; 1  v &#x3E; -  P i 1 X , Y 1 )( v ).

En particulier

{03A903C1D  X , Y &#x3E; 1  ce &#x3E; = 1 03C1D  Y&#x3E; 1 (03C9)-(03C1D([X,Y] &#x3E;  ce &#x3E; .

03C903C1I 
P j 

es t K - bilinéaire graduée, ( 0 ) - anti-commutati ve et pair- alternée, c’ es t-à-dire

pour X EX’, Y E X 5 , et .

= 0 

Par exemple

( 1 1 . 2 ) { 03A9ad( X , Y ) ) 1 ( z ) = -J ( X , Y , Z )

est ia forme de courbure de ( X, ad) en tant qu’espace X- infinitésimal gradué.
THE 0 REM E 1 1 . 1 . Soient ( ÉÎ ( ad, Un ( K, &#x3E; F) - espace de Cartan gradué et ( V &#x3E; P j )
un espace X - infinitésimal gradué. Alors pour tout X E X’ et tout, Y é X 5 on a

(11.3) 03A903C1I (X, Y) (03C003BD) = {03A903C1D(X, Y)(03C0)}03BD + Jr+s (7T ) {03A903C1I (X, Y)(v)},

~ ~ ~° ~ ~ ~PD ~~ ~ ~~ ~ ~~’ ~ ~ ~ ~ ~P 
c’est-à-dire

(03A903C1I(X, Y), 03A903C1D)(X,Y)) ~ grK(V) .
Donc

et ia restriction de (D à ïO X ïO aPPartien t à A k (ïo, grK ( v &#x3E; ). D e plus

1 ) si ( v , p j ) est J - régulier, alors

( i 1 . 5 ) 

2 ) Si X est Sans courbure, 03A903C1D = 0, la contraction de 03A903C1I à (Xo  ’° EndFo( V ))

appartient à A à 1 ’° &#x3E; E’ld F ° ( V)) . ’

3 ) si X est sans courbure et ( V, 03C1I) est J-régulier, alors la contraction de
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DEMONSTRATION. En effet, soit Fp. ( 1.1 ) du théorème 1.1 on peut

écrire

De la F- linéarité de /3. et en faisant usage de ( 1.2 ) du théorème 1.1 on peut écrire

2 ) est conséquence de fn.3) et 3) est conséquence de 1 ) et 2 ) .

Le corollaire suivant est conséquence de ( 11. 3 ) et il admet aussi pour cas

particulier (ii) de la proposition 8.1, puisque (8.6) est un cas spécial de ( Il. 3 ) .

COROLLAIRE 11.1. Soit un espace infinitésimal gradué sans courbure sur le

( K, F ) - pré-es pace d’Elie Cartan ( ~, ( ad , pD )) . Si V en tant que F - module est f i-

dèle, alors X est sans courbure.. En particulier si X est un espace d’Elie Cartan F -

fidèle, alors X est sans courbure, puisque (X, ad ) est sans courbure.

Soit ~.f~,/3~~ un ( K, F ) - pré-espace d’Elie Cartan et (V, PI) un espace
X - infinitésimal. Alors .

(II.6) 

de plus les structures d’ espaces X . infinitésimaux sur EndF ( V ) et V sont compatibles
avec la loi interne _

*: (h, v) X v + h  V &#x3E; 6V.

On note aussi * le produit de Grassmann associé à cette loi externe.

THEOREME 11.2. Soit 

est un espace ï - infinitésimal (resp. J- régulier) :
1 . Les assertions suivantes sont équivalentes :
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pour tout 6d V ) ( resp. c~ V )),

2 ; 

pour tout 6J V) V)),

3) ( E. Cartan [ 6 ~ ~. 212 )

pour tout ev E A K (X, V ) (resp. ev V ).

En particulier, pour tout c~ de degré 1,

( 1I.7) (,d2 (X ~ Y, 2;) = 2 ~ fx. Y)) 
II. Si de plus X est un ( K, F ) . espace d’Elie Cartan, alors les conditions I ),

2 ) et 3 ) sont vérifiées.

DEMONSTRATION.

I. Supposons que 1 ) soit vraie. On démontrera 2 ) par induction sur q. Soit q = 0, alors

en vertu des définitions du produit de Grassmann et de 03B8(X) et d, on a

{(i(X)03A903C1I)*03C9} Y = {(i(X)03A903C1I)Y}*03C9 = {03A903C1I(X, Y)}(03C9)
= (pI( Y)w) - pI( Y) (03C1I(X))03C9) - 03C1I( [X, Y 

Supposons que la formule de 2 ) soit vraie pour les formes c~ de degré  q, alors

= i([ X, 

- 

=- 9 (X) 9f Y) - ï f[ X, 

- 

( d’ après 2D

= 0 par induction.

On démontrera que 3 ) est une conséquence de 2 ) en deux étapes. En premier

lieu on le prouvera pour n = 1 par induction sur q. Ensuite la formule est obtenue par

induction sur n. Si q = 0, alors 03C9 6 V , donc par

suite de ( I I.6 ) et de la définition du produit de Grassmann associé à * . Supposons que

(2 soit vraie pour les forn1es c~ de degré  q. En faisant usage de 2 ) on ~
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, 1

Or X est arbitraire, donc ’d 2 û) = 03A903C1I *03C9.
Supposons 3 ) vraie pour n , alors

~2 ~+ 1 ~ ~ ~2 ~ ~2 ~ ~~ ~ d2 par induction

= 03A903C1I * (03A9n03C1I * 03C9) = 03A9n+103C1I * 03C9.
3) entraîne 1 ) ; en effet, à cause du théorème 10.1 et de 3 ) on peut écrire

~f x )9r y; ~ = ~f x ) [ i(Y)~rd ~ ~ = 6’ fx ; ! { + 

= 

donc
. 03B8(Y)03B8(X)03B8 = 8( + ‘d 8( + (i( 

Par conséquent

[ ~f X ~ ~f Y ~ ] ~ == ~ 1 { }

+ { ~*i(X)c~.

En faisant usage de ( I0.9 ) et 3 ) on peut écrire
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II. Supposons que X soit un ( K, F ) - espace d’Elie Cartan. Nous montrerons que 1 ) est

vérifiée. La preuve sera faite par induction sur le degré Pour q = = 0,

on a

Supposons que 1 ) soit vraie pour les formes m de degrés  q. En faisant usage

de la formule ( I0. 2 j (pour q = 0 ) et de l’identité de Jacobi, on a

par conséquent

COR 0 L LA IRE 11.2. Soit (ad, (K, d’Elie Cartan. Si (V, 

est un espace X - inf initésimal r:f - régulier , alors les quatre conditions suivantes sont

équivalentes :
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0 ) V est sans courbure, D. 
p 

= 0 ;
I

I) C 6(X)~ ~(Y)] _ ~(LX, Y]);

2 ) [ ~(X), d] _ ~~
3) J2 = 0.

R E 19 A R QUE Il. 1. De ( Il.6) et de la démonstration du théorème 11.2 iI résulte que si

( V, pI) est un espace X - infinitésimal sur un ( K, F ) - pré-espace d’Elie

Cartan, alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes:

0’ ) V est sans courbure;

l ’) [ C~(X) , 8(Y)] v = 8(( X, Y))v pour tout v EV;
.

2’ ) ( 8 ( X ), d ] v = 0 pour tout v EV;

3’ ) d . 2 v = 0 pour tout v EV.

LEMME 11.1. Soit (D, (ad, pD)) un (K, F)-pré-espace d’Elie Cartan. Si (V, pI) est
un espace X - infinitésimal (!j" - régulier J, alors

(II.8) v= 

et 3 ) du th éorème I I. 2 entraine

( Il.9 ) d2n+103C9 = (d03A9n03C1I) * 03C9 03A9n03C1I * J úJ
pour tout 03C9 E A 

K (ï, V ) (úJ E A F (ï, 

DEMONSTRATION. En effet,

)(X~ v =1 ~ (Y,Z))-O (CX, v

I Cyc PI PI
( Y~ ( Y, Z )] 0(X *v)

Cyc I I

-~X, Z]Ov

=(~[[X,.Y],Z])~v+0.
C00FFC

* C~ )

=(d~ip)*~ *~c~.
I I

THEOREME 11.3. Soit (X, (ad, 03C1D)) un (K, F)-espace d’Elie Cartan. Si (V, p1) est
un espace X - infinitésimal (J - régulier J, alors

( Il. 10 ) d03A9 =0 (Bianchi)

(11.11) d2n+103C9 ‘ 03A9n03C1I *03C9 (Cartan [9 ] p. 2I2).

Des formules du théorème 0.3 et du corollaire 0.4 , de la formule 3 ) du théorème

Il.2 et de Ia formule ( Il.11 ) iI résulte:
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THEOREME 11.4. Soit un (K, F)-espace d’Elie Cartan. Si (V,pI) est
un es pace ~ - infinitésimal (5" - régulier), et si c~ E A 

F (ï, V ), alors
I. Si c~ est de degré pair, alors

d(~~ *C,~)2s-1 = ( 2 s - 1 ) ~r~~ *~) 2s-2;1 I

II. Si c~ est de degré impair, alors

*~, 
2s 1 

= *dt,~) * 0J ) 2 s -2
- ~r * d úJ} . ,

III. Si 03C9 est de degré impair, alors

d(03A9r-103C1I*d03C9)s = s(03A9r03C1I*03C9)(03A9r-103C1I*d03C9)s-1;

IV. Si 03C9 est de degré pair, alors

*~)2s = *dt~) *~)2s-1;
= 03A9s03C1I *(03A9r03C1I *03C9);

V. Si 03C9 est de degré impair, alors

= 0 = *(~~ I 
VI. Si 03C9 est de degré impair, alors

S 
= úJ) (dc~)s-1 = s ( 0. * úJ ) (dc~)S-1 (Flanders ( 16] ) .

Du théorème 11.1 iI résulte

REMARQUE 11. 2. Soit ( V, 03C1I) un espace infinitésimal sur un pré-espace d’Elie Cartan
(X, (ad, pD ))  régulier resp. sans courbure . Alors la forme de courbure

A

03A903C1 = (03A903C1I D ) : X 
est K - bilinéaire alternée 03A903C1D est F - bilinéaire, resp. 03A903C1I (’X x ’X) C End F (X). SiD 

, 
I

de plus ( V, 03C1I) est J - régulier, alors 03A903C1I est F - bilinéaire.

PROPOSITION 11.1. Soit (V, pI) un espace infinitésimal gradué sur le (K, 

espace d’Elie Cartan (X, ( ad, pD )). Si 03A9 
p 

= 0 et si pj est injective, alors X est un
I

( K, F ) - espace d’Elie Cartan gradué.

DEMONSTRATION. A cause de 03A903C1I = 0 , an peut écrire
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or pI est injective, par conséquent 03A9ad(X, Y ) Z = 0.

F étant un F- module F- fidèle et ( F, un espace X - infinitésimal, du

corollaire 11. 1, de ( iii ) de la proposition 8.1 et de la proposition 11. 1 il résulte :

PROPOSITION 11.2. Soit ( K, d’Elie Cartan gradué, Si

X en tant que F - module est fidèle et si pD est injective, alors X est un ( K , F ) - espace

d’Elie Cartan gradué sans courbure. Si de plus X est F- libre de dimension &#x3E; 1, alors

PD» est régulier.

12. Connexions linéaires. 

Soit (X, ( ad, un ( K, F )- pré-espace d’Elie Cartan. Une structure d’espace

X - infinitésimal (5 - régulière’) sur X est appellée connexion linéaire (’~ - régulière fi
sur X. Par définition même d’un pré-espace d’Elie Cartan (régulier), ad est une con-
nexion linéaire sur X. Dans ce paragraphe, on notera 0 une connexion linéaire géné-

rique sur X. Si ( V, est un espace X - infinitésimal (j" - régu li er’) , on notera 0 la

structure d’espace ~‘~- régulier~ X - infinitésimal sur AK ( X , V ) (sur A F ( X , V j~) définie
au moyen de ( 0 , 

La forme de torsion d’une connexion linéaire (5- régulière’) est l’élément, noté

(de défini par la formule

( 1 2. 1 ) Y ) = r ~~ ) ~ x, Y) = XOY- Y 0 X - [ X , Y].
En particulier, Tad ( X , Y) = [ X , Y] . Donc d Tad = De (12.1) et de la formule

( 11.7 ) il résulte .

(I2.2~ Y, 
~ Cyc

On note DOle K - endomorphisme de degré 1 de A..,(3C, V ) ou de Ap(X, V )
défini par la formule

(I2.3) 

où 03C9 est de degré g .
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Avec les notations introduites on peut écrire la formule ( 10. 7 ) de la façon sui-

vante

( 12. 4 ) 

Plus généralement

THEOREME 12.1. Soit un (K, F)-pré-espace d’Elie Cartan. Soit 0 une

connexion linéaire sur X et V un espace X - infinitésimal J - régulier  ; alors

( I 2. 5 ) = D~03C9 + ~*T~ 03C9 = D~03C9 + i (T~)03C9.(12.5) d03C9 = D~03C9 + ~*T~03C9 = D~03C9 0
En particulier

( 1 2. 6 ) (X, Y) = fV fx ) cj; fy) - (- V ~ y )~) (X )- ~fï~fX. Y))
( 12. 7 ) f~~)fX.Y.Z)= 2 Y)~ 

Cyc 

On peut démontrer ( 12.5 ) en calculant les deux premiers membres ou en remar-

quant que le deuxième membre vérifie la formule ( 10. 5 ) qui caractérise ~d. Ces deux

façons de démontrer sont de simples vérifications.

Or (d, d j sont deux t.i.g. de degré 1 de l’espace (K,EF(X))-
-

linéaire ÃF(X, V ), donc ( 1 2. 5 ) entraîne que (D~, D~) est une t, i, g, de degré 1 de

de ÃF(X,V) 1 laquelle est appellée translation infinitésimale extérieure absolue.

Des formules ( 12.2 ) , ( 12. 7 ) et du théorème 11. 3 il résulte

COROLLAIRE 12.1. Soit (X,(ad,03C1D)) un ( K, d’Elie Cartan. Si 0 est une

connexion linéaire j" - régulière sur X et si ( V, pI ) un espace X - infinitésimal, alors on a

S {( V f X ~~ J f Y. Z~ + ~p (Td(X, Y), Z) ~ = 0 (Bianchi) 

’

( Ricci )

13. Le formalisme d’Elie Cartan.

Ce paragraphe est, avec une nouvelle terminologie, une continuation des § 4 et 5 .
Une structure de ( K, F ) - pré-espace d’Elie Cartan (-régulière’) sur l’ ensemble ~ peut
être aussi définie par la donnée : d’une structure d’espace ( K, F )- linéaire, d’une appli-
cation K - bilinéaire alternée de X  X dans X, notée [ , ] , et d’une application K -
lin éaire d de F dans F) (dans F)  telle que

’ 

Une structure d’espace X - infinitésimal f~ - régulier’) peut être aussi définie par
, la donnée : d’une structure d’espace ( K, F )- linéaire et d’un X - opérateur de connexion

(~~ - régu lïer’) sur V , noté aussi d; c’est-à-dire d est une application K - bilinéaire de
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V dans V) (dans V J’) et

d(f Il v)=(df) /iv+f A ( d v) .

Dans le cas birégulier on ne perd pas en généralité, à cause du corollaire 10.2, si l’on

suppose que ( d, d ) est une t. i. g. de degré 1 de V ) .

Soit ( X , [ , ] , d) un ( K, F )- pré-espace d’Elie Cartan régulier ; on dit que D

est un ï - déplacement d’Elie Cartan sur V si D est une application K- linéaire de V

dans A F ( X , F ) @ V telle que

c’est-à-dire (D, d) 

Des théorèmes S.l, 10.1 et 10.4 il résulte

T H E O R E M E 13.1. Soit ( ~, ~ , ], d ) un ( K, F )-pré-espace d’Elie Cartan réguliér. Si V

est un espace ( K, F ) - linéaire muni opérateur d’Elie Cartan 1), alors il existe

un K - endomorphisme unique de  (X, v ), noté aussi D tel que : 1 ° ) D est une déri-

vation de degré 1 pour (X, V ) muni de la première graduation partielle; 2°)Dcoïncide

sur F ) avec la dérivée extérieure d sous-jacente à ~; 3°) D coincide sur

v ) = V avec le X-déplacement d’Elie Cartan D donné d’avance; 4° j D est de

degré 0 pour  (X, v j munie de la deuxième graduation partielle déduite de la bigradua-
tion ; 5°) D 2 est une K - dérivation de bidegré (0 2) de  (X, V ) ,appelée opérateur de
courbure; 6°) Si de plus (X, [ ,],d) est sans courbure, ceci équivaut à dire que d~ = 0 ,

. alors D 2 est A F (:x, F ) - linéaire.
En vertu de la proposition 5.1 on voit que ( 5. 3 ) permet de définir une application

canonique de l’ensemble opérateurs d’Elie Cartan sur V dans l’ensemble des

structures X - infinitésimales sur V.

14. Quelques contructions générales d’espaces infinitésimaux gradués.
Ce paragraphe est une suite naturelle des § 0, 1 et 2.

L E M M E 14.1. Soit p= ( pI , pD ) une représentation infinitésimale gradué  D - régulière,
resp. J - régul ière ) de X vers V. Soit J E EndgrF (X). Si l’on pose

( 14° 1 ) p~ =(pjo~,p~~1), &#x3E;
alors pJ est une représentation infinitésimale graduée D - régulière, resp. J-régu-
lière  de degré y de X vers V.

DEMONSTRATiON. Soient p = deg f et r = degX.
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L E M M E 1 4 . 2 . Soit p* ( p j , Une représentation infinitésimale gradUée D-régulière
resp. j" - régulière  de X vers V . soient J E Endgr F (ï) et 1 E Endgr F( V &#x3E; tels que

deg J = deg J = 2 03C3. Si l’on pose

( 1 4. 2 ) p j ( X ) ( V &#x3E; = p j  j X ) V + p j ( X ) ( J v) - J ( p j ( X ) V &#x3E; ,

alors ( p J ’ p D 0 J ) est une représentation infinitésimale graduée D-régulière resp. ’
5- régulière) de degré 2 cr de X vers V.

DEMONSTRATION. Soient p = deg f et r = deg X.

LEMME 14. 3. Soit p= ( p j, pD ) une représentation infinitésimale graduée (’ ~ - régulière ~
de X vers ~. Soit J (‘1 tel que deg J = 2 0~)1 . Si l’on pose

(~4. 2’) ( pJ(X)Y) = pj(JXiY + pr(X)J Y- 

( 14. 3) Y) = pj(JX)J y- 

alorsona; ,.

(I4.4) ~J(X, Y) =(pJ(X) J)Y-(pl(X)1 &#x3E;&#x3E;Y
(’(I4.5) ~~(f X, y) = f ~~(X~ 
(~1(I4.6) (X~ f y) _ ( _I )~r+1 y),

où p = deg f et r = deg X 1 .

D E M 0 N S T R A T I 0 N . P our prouver la formule ( I4. ~ ) , il suffit de déve lopper son 2e membre;

en effet,
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-~(-X~)JY=-~fX~7’Y; +7-~X) ;Y),-
en additionnant les deux identités ci-dessus on obtient la formule (M.4~. °

(!1 On démontre la formule ( 14. 6 ) en faisant usage du lemme 14.2 et de la 
formule

( J0.3 ~; en effet

S~ ( X, / y ) = ( X ~;.) / Y - ( P i  X )] &#x3E; J f Y

= o 7 )x ~/ 1 Y + c-i ) ~"’ /r P j ex ); ) Y

- 1 Y- f-U~/~(-X);~Y -

= c-j ) ~ + ~ / {(/?~( X )] )] Y - f~ ( X ) ] ) Y !. 5 ~

Soit [ ] une application K-bilinéaire graduée de X X dans 3!.. Si J 

on pose

( 1 4. 7) [ X, y i j = ( adJ X) Y = [J X, y] + [ x. J Y 1 - J 1 x , Y 1 ,

~4.S~ &#x3E;

(14.9) J(X,Y,Z)=(-1)rt[[X,Y]J, Z],,
(14.10) T03C1J f X, 

où r = deg X , s = deg Y et t = deg Z.

En particulier pour J = 1 ï ’ == ~, == 

Les formules ci-dessus définissent des applications K- multilinéaires.

LEMME 14.4. Soit [ , ] une structure de K-algèbre graduée (O)-anti-commutative
Jacobienne sur 3C. Si J E alors

( 14.11 ) 3rrx.Y.z;+s ~ Cyc c ~ 

DEMONSTRATION. Soient r = de g X , s = de g Y et t = deg Z.
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La formule ( 14.11) s’obtient en faisant la somme membre à membre des neuf

formules ci-dessus et en tenant compte de J2.J(X,Y,Z) = 0, de la ( 0 ) - anti-commuta-

tivité de [ , ] et des six identités ci-dessous, conséquences de l’identité de Jacobi:

Des lemmes 14. 1 , 14.2, 14. 3 et 14.4 il résulte:

THEOREME 14.1. Soit ( fÎ , (ad, ( K , F ) . espace d’Elie Cartan gradué Î’régulier ) .
si J E alors X, 03C1D 0 J » est un  K , F )-pré-espace d’E iie Cartan

régulier et

hj  x , f Y &#x3E; = fhj  x , Y &#x3E; .

Si de plus h - O. alors X, ad J, 03C1D 0 J ) es t un espace d’Elie Car tan gradué.

PROPOSITION 14.1. Soit [ , ] une application K - bilinéaire (203C3)-graduée et ( 2 cr ) -

anti-commutative de X X X dans :x:. Si p= ( pj, est une représentation infinité-
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simale graduée de X vers ï et si J E EndgrK (X), alors
~ ~ ~° ~ ~ ~ ~ 

( 14. 13 ) ( X, Y ) =’ BJ  X, y) - ( - 1) deg X deg Y sj ( Y , X J

En particulier, à CaUSe de ( 14. 12 ), Si T03C1I = 0, &#x3E; ai°rS

 14, 14 &#x3E; hj  x , Y) = s~  x , Y &#x3E; -  - i &#x3E; deg X deg Y ’.B(Y,X).
PROPOSITION 1 4 . 2 . SO it ( P j , une représentation infinitésimale graduée birégulière
de X vers :l. Si l’on pose

1 1 
Pi  

= 1 X , Y 1 
Pi  

=’ ~~~ ( X ) Y - ( - 1) 
~~ S 

~~~ ~ ~ ~ ’

où r = degX et s = degY, alors ( fÎ ,( Î ’ ad ) P j , un pré-espace d’Elie Cartan

régulier.

D E MON S T RAT ION. Soit f E F P , alor s

j x ’ 

= ( P D ( X &#x3E;f &#x3E; y + ( - 1 &#x3E; ~’ f Pj ( X ) Y - ( - 1 ) , 
~~ + ’~ f p 1 ( Y ) X

= ( P ~ ( X ) f &#x3E; y + ( - 1 &#x3E; ~’ f 1 pi ( X ) Y - ( - 1 &#x3E; ~~ pi ( Y ) X 1

Avec ces nouvelles notations on peut écrire la formule ( 14, io ) sous la forme

LEM M E 1 4 . 5 . Soit ( fÎ , ( ad, un ( K , F ) - pré-espace d’E lie Cartan gradué régulier ):
Soit H un F-projecteur de ï, H E et H2 = H . On pose XH = H ( fÎ ) . Soit

F’ une sous - K - algèbre graduée de F et X, une sous - K - module gradué de XH qui soit

un F’ - module tel que

( 1 ) p ~ ( X’ ) ( F’ ) C F’ ; §

(ii) si H X , H Y EX’ , alors H [ H X H Y ] E X’.
Si l’on pose

( H X , H Y ) = H [ H X , H Y ] ,

alors X, muni de cette accolade et de la contraction ph de 03C1D à (ÎÉ’ , DgrK( F’ » est

un ( K , F’ ) - pré-espace d’Elie Cartan gradué régulier.
Si de plus ( fÉ , (ad, est un ( K , F)-espace d’Elie Cartan et s i
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(iii) pour tout HX,HY E~’, H[X, y] = H [ H X , H Y ] ,

alors (~’, ({ , , 1 , pD )) est un ( K, F’ )- espace d’Elie Cartan.

DEMONSTRATION. En effet, soient H X et H Y alors

HX]

=(-1)’s+1{HY,HX{.

A cause de ( i ) on peut considérer la contraction 03C1’D. Soit 03C9 E F’, alors

= H Y])

= HY]

= pD(H H Y + jF,(c~)’{ H X , H YI.

Supposons ( iii ); si H Z alors

(-1)rt{{HX, HY{, 1

= (- 1 )~ ~ H[[X,Y],Z].

Donc l , 1 vérifie l’identité de Jacobi si (X, ( ad, est un ( K, F ) - espace d’Elie

Cartan gradué.

REMARQUE 14.1. est un e space ( K , F) -linéaire vérifiant(i) et ( ii ), pour F’ = F

.

THEOREME 14.2. Soit (~, (ad, un (K, F )-espac.e d’Elie Cartan gradué régu-
lier. Soit H E un projecteur. Soit X, un sous- K - module de et F’ la

sous- K - algèbre FH = 1 t 03C9 ~ F et pp ( X ) 03C9 = 0, y X E Ker( H ) 1 vérifiant ( i ) ,

( ii ) et ( iii ) du lemme 14. 5. Alors le F’ - module X’ engendré par X’ est aussi une sous-

K- algèbre de X, vérifiant ( i ), ( ii ) et ( iii ) du lemme 8.2. Donc l’accolade associé à
- X’ et la contraction de pD à (X’, DgrK ( F’ ) ) définissent sur X, une structure de (K, F’)-

espace d’Elie Cartan régulier.

DEMONSTRATION. Soient HX E fÎi’~, H Y 7T E F’ et c~ E Alors

a. p n (7T H Y ) 7T p n ( H Y ) c~ E F’
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A cause de a, b et de la linéarité, ~’ vérifie ( i ), ( ii ) et ( iii ) .

~5. La représentation infinitésimale graduée 181 .

Soit ( ~, ( ad, un ( K, F )- pré-espace d’Elie Cartan. On pose

( 15. 1 ) l8J ( R ) = [ 2(R)~ à 1 pour 

THEOREME 15.1. Soit (~, (ad, PD) un (K, F). pré-espace d’Elie Cartan régulier.
Si ( V , pI ) est un espace X - in f initésimal, alors (g, ® ) est une représentation infini-

tésimale graduée de A F ( ~ ) vers l’espace ( K, ~F ( ~ )j . linéaire gradué X, V ) telle

que

( 15. l’ ) ®(X j= 8(X) pour5 X ~ X

(15. 2) 

(15.3) [g](R), úJ = (g](R)úJ) 

+ (-1) deg 03C9 deg R 03C9  [ (R), (S) ].

Pour ~R E AF(~ ) et c~ E AF(~, V), on a :

(15.4) ~~ r+ ’ 
+ ~[ ~ (r+9 ~J R ’ c~i ~ .

où est le produit de Grassmann,associé à

~(X, v) X V-~ pI(X)v EV,

c’est-à-dire

EI pI( ’~~I~ R i ) vro~ ~ ~ ~I = (Ir)~ .~ _ 
et les symboles ~R et [ J R étant définis par les formules :

B[~HJ 

Xh , 1 Xh 2 J = X h = (J -1).
DEMONSTRATION. Les formules (IS’.1’) sont évidentes, (I~.2) est une conséquence

immédiate de ( 15. 1 ) ; la formule ( I5. 3 ) est vraie à cause du théorème l.l , puisque

( i ( R ), ~ ( R )) et ( d, d ) sont des translations infinitésimales graduées. La formule

( l~. 4 ) se démontre en calculant le deuxième membre de ( I~.1 ) avec l’aide de la 2e

formule de ( 6.2 ) .

COROLLAIRE 15.1. Soit (X, (ad, un (K, F)-pré-espace d’Elie Cartan régulier.
Si ( V , pI) est un espace ~- infinitésimal et si R E EndF ( ~ ) , avec les notations
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introduites dans le §14 et les formules ( 14.7 ), ( 15.4), on a

( 15.5) 

= [J X, Y] + [X, JY] - J[X, Y]

- ’ / j X (1 +q ) j 1 -- / 1

où

Par conséquent ( ® ( R ), ( R )) est, à cause .de la formule ( 10. 7), la translation infini-
tésimale extérieure sous-jacente au pré-espace d’Elie Cartan pD o R )), où

adR est définïe par ( 14. 7 ). Dans ce cas particulier, on écrira dR = ~ ( R ).
De la formule ( I ~. I ) et du corollaire 11. 1 il résulte :

COROLLAIRE I 5. 2. Un espace X - infinitésimal est sans courbure si, et seulement si,

[ ( R ) ] = 0 pour tout R ~ AF ( X).

THEOREME 15.2. Soit (X, ( ad, un ( K, F)- espace d’Elie Cartan régulier. Si pour
R E ArF(X) et S E X ) on pose

 15. 7 &#x3E; ~~ r+s ’ = s )) ad

- ~~R(~(r+s))~ Sl + +

+ ~~~’(r+s)~R’S! - ~~~~,+s)~5’R/’ ~
où  est le produit de Grassmann associé à [ , J ,

ad 
’

alors A F ( ~ ) muni du crochet défini par la formule ( ~5. ~ ) est une K- algèbre de Lie

graduée, qui sera appellée la K-algèbre de Nijenhuis associée au ( K, F )- espace d’Elie

Cartan régulier X. En particulier pour R et S de degré 1 on a 
,

L R, s J (X, Y) = [R(X), S(Y)] - [ R(Y), S(X)] - R([ S(X), Y]) -

- R([ X, s( Y) ] ) - s( [ R ( X ), Y]) - S([ X, R(Y)])

+ R(S(~X,Y)))+S(R([X,Y])).

Le produit de Grassmann A est une structure de K - algèbre de Lie graduée sur
ad

A R ( ~, ) . Ce fait, la K - linéarité des autres opérateurs qui figurent dans la formule

( ~S. 7’ ) et le corollaire 0.2 entraînent l’identité de J acobi pour [ , ] sur A R ( ~ j défini

par la formule ( I5.7 ). 
~
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REMARQUE 15.1. On peut résumer la formule ( I5. 7 ) de la façon suivante :

f~.7’) ]R-~o~ ]S.

THEOREME 15. 3. Soit (~, (ad, (K, F)-espace d’Elie Cartan régulier. On a

les identités suivantes :

[ R, ~ [ R. 

[ ~ f R ), 

[ ~ R ). Er ~ ~ ] ~ = E ~ ~ fP ~~ + f- ! ~ ~ f [ R. ~ ] ~ .

De la formule ( 15. 2 ) et de la 2e formule du théorème 15. 3 il résulte :

COROLLAIRE 15. 3. (K, F)-espace d’Elie Cartan régulier. La
structure de K - algèbre de Nijenhuis et la représentation infinitésimale graduée ( ® , ~ j

définissent sur A F ( ~ ) une structure de ( K , Z ( ~ ~ (X y»~ - espace d’Elie Cartan gradué
régulier, où

= ~ ~ ~ ~ E et d ev = 0 1 .

Le théorème 15.2 a été établi par Nijenhuis [ 32 ] dans le cas de l’espace d’Elie

Cartan des C(X) - champs de vecteurs d’une variété. La démonstration de l’identité

de Jacobi est un calcul assez long, mais analogue, avec adaptations évidentes,au calcul

fait par Nijenhuis [32] pour l’établir dans le cas des formes multilinéaires alternées

définies dans les espaces d’Elie Cartan des C - champs de vecteurs à valeurs dans

l’anneau des C -fonctions.

Du corollaire 11.2 il résulte :

THEOREME 15.4. Une structure X - infinitésimale est sans courbure si, et seulement si,

®(5)] .

16. Structures ( K, F ) . différentiables.

Soit ( ’X, (ad, d’Elie Cartan. Soit DK un sous-espace

( K , F; - linéaire gradué de .4 p.(3C, FJt, 03A9qK = F ;. On dit qu’un sous-

ensemble $ de DgrK(03A9K) est iÎÎ - complet si D et D f = 0 = D d f pour tout f E F,

entrabent D = 0. On dira qu’un sous-espace ( K, F )- linéaire gradué de 

est une algèbre dif férentielle extérieure sur ï si D K vérifie les trois axiomes ci-

des sous :

n~ = F et est un sous-anneau gradué de 

AD2). Pour tout R ~ A~(X), ~ jR~ (D~&#x3E; 
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AD 3 ). La dérivation extérieure d sous-jacente à l’espace d’E.Cartan (ÎÉ, (ad, 
laisse OK D~ &#x3E; C 0;¿-1 . °

Des définitions données ci-dessus il résulte :

PROPOSITION 16.1. Soit une algèbre différentielle extérieure sur X qui soit g)-

complète. Alors pour tout R E ArF(X) la K - dérivation graduée  ( R ) laisse 03A9K stable

et  ( R ) est le seul élément D R E tel que

(I6.I) DRf = 2(R)df

( 16.2 ) DR dc~ _ (-1 )’ d DR c~ pour tout c~ E ~~.
Soit ~ un espace ( K , F ) - linéaire. On dit qu’une application K - linéaire

D 

est un morphisme croisé de poids r de F vers X si

CI D F);

C 2 D ( f . g ) = (Df ) fi g + f A ( Dg )..

On note rLK ( F , X ) le sous- espace ( K, F )- linéaire de Hom K (F, A F (:l, F » consti-

tué par les morphismes croisés de poids r de F vers ï. On a

É K ( F , fÎl ) 
r ~ Z 

’ LK ( F , fÎl ) .
-

En particulier 1LK(F, X) = LK(F,AF(X, F )) ..

R E M A R Q u. E. Si X est un espace ( K, F ) - linéaire gradué, on peut aus si définir la notion

de morphisme croisé gradué de poids r de l’anneau de F vers ÎÉ ; si rLgrK (F,X)
est le groupe additif de ces morphismes gradués de poids r , alors l’espace ( K, F )-

,., N

linéaire LgrK( F, X ) gradué par F, X) 1 r E Z ) possède des propriétés

analogues à celles qui ont été établies LgrK( F, F )) dans

le § 4.
Soit  un autre espace ( K , F)-linéaire. Si p E HomF( , DK ( F ) ), alors pour

N

R ~ ArF (X, X) l’équation suivante en déterminant D ; F ~ ArF ( X , F )

( I ~. 3 ) (,J’ 
D f i = p ( B ~ (r), R i ) f pour tout f E F ,

établit une application F- linéaire canonique

( 1 6. 4 ) ArF(X,X) ~ rLK(F, X).
Si de plus p est injective, c’est-à-dire si l’application canonique 03C6 :  ~ X **,où-
( y ( X (X J,est injective, alors l’application ( 1 6. 4 ) est injective.

LEMME 1 G .1. L’application F -linéaire
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définie par l’équation

( 1 6. 3 ’ ) ~~ r~R~ f

est un isomorphisme.
-

On note X l’isomorphisme inverse de X :
(16.5) 

On note c~~ l’application F-linéaire graduée de F )) dans 

définie par l’identité

( 1 6. 6 ) ( 3C (r),03C8X(D)~ f = 

c’ est-à- dire 03C8X( D ) = t F ).

Soit sous-espace d’Elie Cartan de DK( F ), c.’est-à-dire Xc DK(F)
est un sous- espace ( K, F ) - linéaire de ~K ( F ) stable par le crochet de deux K - déri-

vations de F et PD est l’application inclusion de X dans F ). Soit OK un sous-
espace ( K, F )- linéaire gradué de F ). On pose

(p) 
IV - -

On dit qu’un sous-ensemble 03A6 de reK(F, 03A9K) est 03C8X-complet si (X 
pour tout D donc Çx Ô 4Y à 3C)’

On dit qu’un sous-ensemble 03A6 de 0394grK (0 K ) est complet si 

pour tout D donc 
N ~ ~ ~ 

r

est complet, alors DgrK ( 03A9K) est complet.

LEMME 16.2. Soit X un sous-espace d’Elie Cartan de DK(F). Si est un sous-

espace ( K , F ) - linéaire gradué de A ~ (:r, F ) qui soit ~~- complet, alors les deux

équations ci-dessous ( déterminant R)

( 1 Ó. 7 ) ~~ r,R; f = ~~Cr),D f ~ , ~I f EF et VD 
v f= ( ~ ,~D~d~f%,11f 

définissent des applications F -linéaires graduées de degrés 0 et - 1 , notées 
K

. 

et Q respectivement, de 03A9) dans 

THEOREME 16.1. Soit X un sous-espace d’Elie Cartan de F) et une algèbre

di f f érentielle extérieure sur ï.

1. Si est complète, alors :

( i ) 1( R )d f = 0 pour tout f E F, alors R = 0; par conséquent les

applications , i : .. ArF (X) -+ DgrK (03A9K) sont injectives;
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f ïï) Les de OK 
comple ts ;

( iii ) Les applications K - linéaires

K. r ~ : f A~r x ~ ~ 
sont des sections respectivement des applications F - linéaires

, 

( iv ) Pour tout f E F et chaque D E 03A9K),
 (03C8X, 03A9K(D))f = Df et i ( X, 03A9K(D))df = [D,d] f;K (D)) f 

= D f et Z (D))d f = ( D, d] f ;

II. Si complet, alors

(v ) L’ application K - linéaire .

R ~A~ f~(;-. fE f R ~ j F 
est une section de l’application F- linéaire

X, 03A9K : K(F, 03A9K) ~ AF(X)
définie par l’identité

(16.7) &#x3E; 

pour tout f E F et tout F, ~K );
N

(vi) Pour tout f E F et chaque D E ( F, 03A9K)

 (X, 03A9K(D))f = Df.
DEMONSTRATION. 

I. Soit (X). On a toujours i J R) f = 0 pour tout f E F. Or

( (~~.R) A

par con séquent, si ~ ( R ) f = 2 ( R ) d f = 0 pour tout f E F, R ? = 0, donc

R=0.

De AD 2 et AD 3 on déduit que ( et 2 ( AF(X)) sont des sous-

ensembles de De la formule  ( R ) f = 2( R ) d f et de ( ii ) on déduit que

(R) = 0 si  (R)f = 0. Or  (R)df = i(R)2f + (-1)rdi(R)f = 0; par consé-
est D- complet.

( iii) est aussi vrai; en effet

(X~,~~ (8fR;~/= (X~~fR)/) = (’f(r)’ 
f~

c’est-à-dire fx Q (8 ( R )) 
= R ;
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~(R))i f = ~~ r ~~ ~(R)~d~ f~ - ~~fr)!2 (R)df~
= (X~.R) f,

c’est-à-dire (i ( R )) = P.
. Montrons (’ :’!/ ~. t

(X~.Ef~,~fD~/) =( 
_ ~ ~~r,~~,~ (D)~ f= 1~ r,D f~ ,.

f = 

II. Les démonstrations de ( v ) et ( vi ) sont analogues aux démonstrations de ( iii ) et

( ïv ) .

On dira qu’un couple est une structure (’presque’) ( K, F ) - différentiable
si { ~K, ~) vérifie les (trois premiers) axiomes suivants :

SD 1 ). X est un sous-espace d’Elie Cartan de  K ( F );
SD 2 ). est une algèbre différentielle extérieure sur ~;
SD 3 ). est D-complet et complet; .

SD 4 ). e K ( F, ° K) est X- complet;

On dira que D est une dérivation extérieure ( resp. intérieure) si

[ D, = 0 (resp. D B F &#x3E; = 0 ). On note 03A6r ext (03A9K) (resp. 03A6rint (03A9K)) le sous-

module de constitué par les dérivations D extérieures (resp.

intérieures) de Munis du crochet de deux dérivations, les K - modules

03A6 ext (03A9K) = 

03A6rest(03A9K)
et 03A6 int ( fïï,. )
sont des K- algèbres de Lie graduées.

De ( vi ) du théorème 16. 1 il résulte :

P ROP OSITION 16. 2. Soit ï un sous-espace d’Elie Cartan de ~K ( F ) et OK une algèbre
différentielle extérieure sur X. Si LK( F, est 1./JX - complet, alors la suite

( 1 6. 9 ) 0 ( OK) ~ rK(F,03A9K) -.. 0

D E--., D’20142014201420142014~ D 1 F

est exacte.

LEMME 16.3. Soit une structure presque ( K , F) - diflérentiable. Alors

(j) Si D =D f, alors D = 

(jj) Si &#x3E; R f X ) et = Ddf, alors D = i (R).
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D E M 0 N S T R A T I 0 N . En effet, D - g ( R ) et D - 2 ( R ) s’annulent sur F et sur d ~ F / , B
donc D = i8J ( R ) et D = i ( R ) puisque DgrK ( est y;x - complet.
THEOREME 16. 2. Soit une structure presque ( K , F ) - différentiable.

(jjj ). - Si D , ext (0 K ), alors il existe un seul élément (X) tel que

( R ) = D, c’est-à- dire

et&#x3E; ext (03A9K) = g] B A’ (X)~ ;
par conséquent la contractiori de  à ( A F (X), 03A6 ext (03A9K)) est un isomorphisme gradué
de K - algèbresde Lie;

,-1

( jv ) . Si D int K ), alors il existe un seul élément ( ~ ) tel q ue

i ( R ) = D , c’est-à-dire

,-1 t (~ ) = 2 ~ A’ (~) ~ ;et&#x3E; in t K = i ( X ) ,.

~ar conséquent la contraction de 2 à ( A F ( i ), ct&#x3E; int est un F. isomorphisme

gradué de degré - 1 .

r

DEMONSTRATION. Soit D en vertu de (iv) du théorème 16.1 il existe

tel que

 (R)f = = DÎ, R = S2 K (D);
mais [D, d J = 0 , donc D =  ( R ) à cause de ( j ). étant sans courbure de la

théorème 15.4 iI résulte que  est un isomorphisme d’ algèbres de Lie.
r-i

Soit D int ( OK ); en vertu de (iv) du théorème 16.1 il existe R ~ ArF (X )
tel que

D, d] I, R = X, Q K (D),
mais D t F = 0, donc D - 2 ( R) en tenant compte de ( j j ) .

THEOREME i d. 3. Soit une structure presque ( K, F)-différentiable. Pour tout
r

D E on a

( 16. 10 ) D = rgJ K (D )) + 2 K (L D, d] »;
d’une façon plus précise  o et 20 sont des projecteurs supplémen-
taires sur DgrK ( .0 K ), c’est-à-dire 

K K

( 16.11 ) ( D K ) = ct&#x3E; ext ( iiK ) 6) ct&#x3E; int ( ~K ) .

DEMONSTRATION. En vertu de (iv) du théorème 16.1 pour tout f E F , on a

D f= ~i~~, ~ K (D)) f.
Or
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~ ( t/J6V Q K (D))df = f +(-I)’d~(00FF~~~~ K (D))df
= (-I K (D))f
= 

et

 1 r ~ i ( ’/;1 , Q d]))df~’ _ ~ (1 ~df~
= B~ , ’/;1 , (LD~d])~ f
- ~ ~C r L D, d ] ~ f~

donc

i ( 03C8X ,
03A9K([D,d]))df = Ddf-(-1)rdDf.

Par conséquent les deux membres de ( 16.10) coïncident aussi sur d ~ F ~’ .
Donc, puisque DgrK ( est D- complet, l’ identité ( 16. I0 ) est vraie.

Montrons l’unicité de la décomposition ( I G. IO ) . Supposons que D = D 1 + D 2
où D 

1 
~ 03A6 est ( D K) et D2 (03A9K). Alors

( D 1 - l8J (’/;1 , Q K (D))f =0=D1- i ( ’/;1 , Q 
donc D 1 = l8J 

K 
( D )) en vertu de ( j ) du lemme 16.3. Par conséquent

(D2 - K (L D , d 1 » d f = 0,
donc D 2 = i ([ D, d ] ) à cause de ( j j ) du lemme 1û.3 .
LEMME 1G.4. Soit X) une structure (K, F )-différentiable. Alors l’application

, 
-

D 1 F K 
- 

K

est un isomorphisme dont l’isomorphisme inverse est gj o 

De la proposition IC~.2 , du théorème 1~.3 et du lemme 16.4 il résulte :

THEOREME 16. 4. Soit (03A9K, X) une structure (K, F)- différentiable. Alors la suite

exacte ( IG.9 ) est scindée.

On dira qu’un sous-espace d’Elie Cartan X de DK(F) est complet resp.
- -

complet si DgrK ( AF (X, F » est complet, resp. K ( F, A F F» est

complet.

LEMME 16..5. Soit une algèbre différentielle extérieure sur un sous-espace d’Elie

Cartan X de ( F) qui soit complet (resp. complet): alors la sous-algèbre
graduée 03A9K de DK engendrée par F et est une algèbre différentielle exté-
rieure D-complète et complète (resp" 
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.

On la sous-algèbre graduée de engendrée par F F / .
On dit que est l’algèbre des formes di f f érentielles extérieures sous-jacente à la

K - algèbre F.
.

LEMME 16.6. est une structure (K, F )-différentiable.
Des théorèmes 16.3, 16.4 et du lemme il résulte le théorème de Frölicher-

Nijenhuis [18], Nijenhuis [33] :

COROLLAIRE 16.2. Soit F une algèbre commutative unitaire sur /’MMM commutatif
unitaire K. Alors

K - linéaire graduée
.

~ : 

est un isomorphisme qui permet de définir une structure de K - algèbre de Lie graduée sur
.

structure de de Lie graduée sur 03A6 ext dé f inie
au moyen du crochet de deux K - dérivations graduées. L’application F - linéaire graduée
de degré - 1

.

2 : AF(~) -~ ~ 
est un isomorphisme.

REMARQUE 16.1. Soit ( ~K ; ~ ) une structure (K, F ) - différentiable. Si l’on pose

~ i~, V) = ~(~K ~AF(V))~ 6(X:,v)=~U(n~,~fv~ et si 

d E 1LK(F,03A9K), alors du théorème 16. 4 il résulte que les conclusions I, II du théo-

rème 5.1 sont valables pour ces nouvelles K - algèbres bigraduées.

17. Espaces d’Elie Cartan coordonnées.

Dans ce paragraphe X et V désignent des espaces ( K, F ) - linéaires F - libres

de dimensions finies. En vertu de ces hypothèses on a les isomorphismes canoniques

/~ V

et où 

P R O P O SIT IO N 17. 1. i établit un F - isomorphisme de ArF(X) sur l’ensemble des

intérieures, D B F &#x3E; = 0, c’ est- à- dire, il existe un seul R 6~~3()
tel yM~

2(R)=D.

DEMONSTRATION. En effet, soit cr ... , ~ ~ C X une F-base et cTl ,..., ~n~ { sa

F - base duale. Si l’on pose .
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alors t = en effet

(X~,~~~7) = «X~, R ) , 
= ( 1 i ( "f , "+ 1
= 

or est F - polynomiale, donc 2 
. 

( R ) = D, à cause du corollaire 0.5.

THEOREME l7.1. Soi t d’El i e Cartan régulier coor-
donné, c’est- à-dire il existe {x1,..., x" ! C F tel que {dx1,..., dxn} soit une F -

base de 3(*. Alors un espace d’Elie Cartan sans courbure et 03C1D est

un isomorphisme d’espaces d’Elie Cartan de X sur un sous-espace d’Elie Cartan X de

Z (F) .
DEMONSTRATION. p~ est injective; en effet, supposons que = 0, alors

* == B ~ X, = 0 pour z = 1 ; ,..., n, .

donc X = 0. Or X étant F - libre, il est F - fidèle, donc X est un espace d’Elie Cartan

sans courbure en vertu de la proposition 11. 2.

Dans la suite on identifiera ~ à son image par 

LEMME 17.1. Soit espace d’Elie Cartan régulier et coordonné. Alors

(F(X*), X) est une structure (K,F) - différentiable.
REMARQUE 17. 1. Si est coordonnée, alors

03A9K(F) = F(DK(F)) = AF(DK(F), F).

Pour ces structures on peut alors appliquer tous les résultats du § 16.
Dans la suite on supposera et que X soit d- coordonné.
Soit V un autre espace ( K, F )- linéaire et F - libre de dimension finie. On iden-

tifiera ~jL ( X, v ) à Aj~ (3C ~) = rAj~ (X ~)) ~ v.
Si ûj et si {?..... , est une base de V, alors

6d = S c , dxI = dxt 1 A’ "A i 03B1 ~ N.

En vertu de la proposition 7.1, du lemme 7.1 et du corollaire 7. 1, on identifiera 

à V ) et on notera D T l’unique élément de F ) sous-jacent à T ~ JK(V).
Comme Ap(3(, V ) est aussi libre et de dimension finie, on identifiera V ))

à V ) j . Les t. i. g. T de ÃF(X, V ) de degré t sont caractérisées par leurs

comportements sur F et V ; en effet, dans ce cas
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T03C9 =  {(DTA03B11)Dx1 + (-1)tA03B11dDTx1} e03B1+

+ 7, i AIdxI  (T ?.,), où I = 

Une t. i. g. T de l’espace ( K, A gradué est appelée
extérieure si 0.

Soit un espace X- infinitésimal. On a :
0 ~

a. 9 est la seule application K - linéaire de X V)) telle que

pour tout X ~ X, 8 ( X ) soit extérieure, 8 ( X ) f = ( X ) v = X ) v

pour tout f E F et tout v 6 V.

b. == 7 , ~ a { ~~~)A A e- 
~ 
+ (-jf ~ oti / = ( 1 ).
1 -

c . d est l’unique élément de tel que et 

Dans les espaces infinitésimaux sur les espaces d’Elie Cartan réguliers et coor-

donnés on peut expliciter l8J [R,S] au moyen de bases

(dxi 1 ... dxip e03B1 | 1 ~ i1  ...  iq ~ n, 1 ~ 03B1 ~ N). En particulier, quand on

explicite ces t.i.g. sur les espaces d’Elie Cartan réguliers et coordonnés on obtient les

identités bien connues qui permettent de définir la dérivation extérieure, la dérivée de

Lie, la dérivée absolue, la dérivée covariante. Pour cela voir par exemple [ 16] , [ 25 ] ,

[ 32] , [ 40 ] et [ 43] . On peut présenter dans le contexte de la théorie ici exposée le

« Calcul différentiel intérieure de Kâhler [ 25 ] .

Soit {e1, ..., eN} 1 la base duale de { e i ,..., eN}. Si l’on pose

c~~: X 63C -. -?"( Vf X; ?~) EF pour a. ,/3= 7 ,... , N,
alors

Or 0394(X)v = S e°‘{0(X )v)pa, donc
a.

Y) -~~ = s {c - + ~~ (X, ~~ ’~’~ ~ 1 -.
et la forme de courbure est essentiellement caractérisée par

n~=~~~+i~A~=~ 
= V, alors

T~(X~Y)=~~(deQ)(X,~’)-~~~ea(X~Y)~ ~~
et la forme de torsion T~y est essentiellement caractérisée par

~~ ~ e~ _ ~ ’ 1 _ ~.  N .
~ ~y 



CHAPITRE III

APPLICATIONS

Dans tout ce chapitre par F on désignera toujours une algèbre commutative

possédant une unité sur un anneau commutatif K unitaire. Dans les §18 et 19 par X on
notera un ensemble muni d’une structure de ( K, F )- espace d’Elie Cartan régulier et

sans courbure (X,(~~,~)) fixé d’avance. Si X E X et f E F on écrira brièvement

Xf = On note X*= F).

18. J - Structures.

Soit J On peut appliquer à J toutes les définitions et tous les

résultats des paragraphes 14 et 15. On a les formules

= (JX)f~

[ 

1 Jx , ;y]-;[x. i

Y.z~= 2 
~ Cyc ~ 

J (X, Y, Z ) + l {[ j{] ( X, +?I.f[x, y], Z)~ = o.~ Cyc ~ 

où On dit que est la forme de torsion et ~J la

forme de ] acobi . On appellera ( p~ )) le pré-espace d’Elie Cartan associée à J ’
La dérivée extérieure resp. la représentation infinitésimal de Lie sous-jacente à ce

pré-espace d’Elie Cartan sera notée d J ’ resp. ° 9ï. " Du §10 il résulte les formules fon-

damentales : 
.

YJ~)=[ ~~(X), .

Avec les notations du paragraphe 15 on a
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LEMME 18.1. La formule ci-dessous donne une liaison entre la forme de courbure du

pré- espace d’Elie Cartan ( ~,(adJ , p J)~ et la forme de torsion de J la relation :

Par conséquent si X est un sous-espace d’Elie Cartan de F ), alors (X,(adJ, p J ) j
est sans courbure si ’ et seulement = 0

DEMONSTRATION.

=[ pJfXâ, f -pl([ X~ 
°

THEOREME 18.I. Soit J E Si

alors

la. 03A903C1J = 0 ;
Ib. [ 8J(X~, 8J(Y)] = 8Ji[ X, Y 1 j &#x3E; ;

° [ dJ ] = 0~ §
Id. ° d~ = 0 . °

Si de plus X = ( F), alors les conditions Io, la ,..., Id sont équivalen tes..

DEMONSTRATiON. lo ==&#x3E; la, Ib, Ic, Id est conséquence du corollaire 11.2, du théo-

rème 14.1 et du lemme 18. 1. Si X = DK ( F ), alors Ia ~ Io , en vertu du lemme 18. 1 et

la ,..., Id sont équivalentes à cause du corollaire 11. 2.

La dérivation d~ de degré 2 est appellée la dérivée torsionelle associée à J

( voir [ 42 ] , [ 43 ] ) .

LEMME 18.2. Soit J E Si c~ E F), q &#x3E; 1 , on pos e

= J # (d J # 03C9)

alors

Par conséquent F )) . De plus ( d ~ ) 2 = Q .

DEMONSTRATION. En effet,
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THEOREME 18. 2. Soit J E Si MJ = 0, alors .

Si de plus ï = DK(F), alors le est équivalent à chacune des conditions Io, Ia,..., Id.

DE MON ST R A TI 0 N. Si ?I, = 0, ’ alors d J = d J ~ en vertu de la formule du lemme 18. 2 ,

donc le est vraie puisque 1 d j , d ] = 0. Supposons X = F ) et supposons que

(n~.,X) soit une structure ( K, F ) - différentiable. ’ Si le est vraie ~ alors d~ = d j. ’ Mais
2 dl = 18] (MJ) = 0 et  est injective, donc = 0.

Sur l’espace d’Elie Cartan des champs de vecteurs d’une 

variété, pour J tel que J 2 = -1DR(F~ ), l’équivalence de Io et le a été établie par

Guggenheimer [ 20 ] , pour J ~GLp(D,.(j°°)) arbitraire l’équivalence de Io et le a été

établie par Willmore [ 44 ] . Pour] E l’équivalence de la et Id a été

établie par Frôlicher-Nijenhuis [ 19] .

LEMME 18. 3. Soit J E Si V est une connexion linéaire ~ - régulière sur ï,
a lors

1 1 1 Y

- 1 1 x + j 1 x

( J X , JY) + ; f TB7 ( J X , ~))

DEMONSTRATION. En tenant compte des formules
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dans la formule

on obtient la formule du lemme.

REMARQUE 18.1. Soit X = D’après le corollaire 16.2, la donnée d’un élé-

ment J équivaut à la donnée d’une dérivation extérieure d 

(i . e. dJ ~ D1gr 03A9
K ( F )), [ d, dJ ] = 0 ).

19. Structures presque hor-symplectiques.
Soit 3(* un sous- espace ( K, F ) - linéaire On note

et~/6(~)~=~((~)~)

et Xf =0 V X6X’!.

On dira qu’un élément X E X est X, - caractéristique ou encore qu’il laisse ~ invariant

si [ X, JL* ] C ~’ c’est-à-dire laisse stable le sous-espace ( K, F )- linéaire

(3(’)* de 3C*. On note C(X’) l’ensemble des X ~ X qui sont X’ - caractéristiques.

C(3L’ ) est une sous-K - algèbre de Lie de X. On dira que ~’ est d - complet si

X’ =  Ker df.

PROPOSITION 19.1. Soit X’ un sous-espace (K, F) - linéaire de 3(’. Alors

( i ) Si JL’ est d - complet, alors ~’ est une sous- K - algèbre de Lie;
F - engendre ( ~’ )*, alors X, est d - complet si, et seule-

ment si, ~’ = ( ~’ )**.

DEMONSTRATION. (i) Soient X, Y Alors 

[ X , Y ] f = X Y f - y X f = 0 pour tout f 

( ii ) Si X EX, alors X E úY Kerdf si, et seulement si, X ~(X’)**

Soit 03C9 ~ X*V. Or d (F( X’ )) F-engendre (X’)*, donc 03C9 = 03A3 aidfi. Par consé-
quent si X E 

f 
Il 

., 
alors X ~ (X’)**~X’. Si X 6 (X’)**, alors
X ~ 

f 
n úY 

P ROP OSITION 19.2. Soit JL* un sous-espace (K,F)-linéaire de X.

X alors X laisse stable, X ( F (:t’) 
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est d - comp let et alors si, et seulement si, X BF(3~~/ CF~’~.

DEMONSTRATION. Soient X X’ et f E F(X’). Alors

( *) [ X’ , X ] f = X’X f - X’X f .

( j ) Si 
. 

X est X’ - caractéristique, alors X’X f = ( dX f ) X’ = 0 pour tout X’ E X’ , en vertu
de ( * ) , donc X f E 

( jj ) Si X laisse F (X’) stable, alors [ X’, X ] f = 0 pour tout f E Ff~ ), à cause de 
’

(~), donc [ X’ , X ] puisque ~’ est d- complet.
Dans ce chapitre si H est un F - projecteur de X , c’est-à-dire H E End p ( ~ ),

H2 = H, on notera V le F- projecteur supplémentaire de H, par définition 

On écrira

.

et on dira que Xv resp. XH est le sous-espace ( K, F )- linéaire vertical resp. horizontal
(de H ). On a

Ker H, Ker V, X = °

On notera V* et H* les F - projecteurs correspondants à la décomposition duale

X * - X*V ~ X*H.

THEOREME 19. 1. Soit H un F - projecteur de X tel que l’espace vertical XV de H

soit une sous - K - algèbre de Lie. Alors

(j) H  CV~ C CV et CV est le plus grand sous-ensemble B de X tel que XV C B et

pour tout X, Y E B;

muni de l’accolade et de

la contra ction de p~ à ( Cv, ( FV )), est un ( K, Fv )- espace d’Elie Cartan;
(jjj ) Si de plus XV est d-complet, alors CV coïncide avec l’ensemble des X tels

°

DEMONSTRATION. (j). En effet, soit X Or X = VX + HX ; si Y ~ ~(.~, alors
[ HX, Y ] = [ X, 1 Y ] - [ VX, Y] . Mais [ X, Y ] E X v puisque X est caractéris-

tique et [ VX, Y ] E 3(~ puisque 3(~ est une sous- K’- algèbre de Lie, donc H laisse

C ~ stable. Xv étant une sous- K - algèbre de Lie, on C ~ . Soit Z E C V. Or

[ X, Z ] = [ VX, VZ ] + [ VX, HZ ] + [ HX, 1 VZ ] + [ HX, HZ ],

mais [ VX, VZ ] , [ VX, HY ] , [ HX, VY ] E 3C~ puisque X~ est une sous- K - algèbre .

de Lie et HX, HY E C~. Donc

H[ X, Z] =H[ HX, HZ] ECV.
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Soit B C X tel que B et

’ 

H [ X, Z ] = H [ HX, HZ] E B pour tout Y,ZEB.

Soient X E B et Y E Xv. Or Y E B, donc

Par conséquent [ X, Y ] = V 1 X, Y ] 

( jj ) est une conséquence du lemme 14. 5 et de la proposition 19.2, puisque

Fv=F(Xv)’
( jjj ) est une conséquence de la proposition 19.2.

Soit 03A9 ~ A2F( X,F). On note s03A9 l’application F - linéaire de X dans X * défi-
nie par l’identité

= Y) pour X, Y EX.

On dit qu’un couple ( ~, H ) est une structure presque hor-symplectique (S.P.H- S)
sur X si (Q, H ) vérifie les deux axiomes suivants

(3(, F ) et H est un F - proj ecteur de X ;
(HS2) = Ker sQ et X~.
La restriction de sQ sur XH est injective. On note l’isomorphisme de XH sur

X*V induit par s03A9.

Soit (D, H j une S. P.H - S, sur X. Si f E F, on désigne par grad f l’élément de

X, appelle gradient symplectique de f, tel que : 

° grad 

GS2). i ( Q grad = - V*(df ).
Si f, g E F, on pose

s ((f,g) ,h).
Cyc

Comme conséquence immédiate des définitions données ci-dessus on a

(grad f)g=(f,g) etsi f alors 

On dit que X ~ X est un 03A9-potentiel si = 0 . On note le K -

module des H- potentiels.

PROPOSITION 19. 2. Soit (0, H ) une S. P. H - S. sur X. Alors pour tout X ~ X et f E F

X f = 03A9(X, grad f ) + i ( X ) ( H * d f ) ..

De plus grad (Fv) et 
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DEMONSTRATION. Soient X et f E F. Alors

i(gradf)O) + i(X)H*df
Ou

= Hf X. grad f ) + i( X )H* df.
Q u

Si alors 
v ’ JG Q

LEMME 19.1. Soit X Pour Y, Z EX, les formules suivantes sont équivalentes

f ~.2 ; ¿ 
Cyc

( 19. 2 ) z ; = Hf x. [ Y, z ] ).

DEMONSTRATION. Si X 6?~ Qj’, alors

( * ) %- f-: [ Y. Z D = 0. °

(19.1) ====~&#x3E; (19. 2) , en effet, si l’on ajoute (19.1) et (*) membre à membre on trouve (19.2).

(I9. 2) ~ (19. I), en effet, il suffit de faire usage de ( 19.2 ) dans ( * ) .

LEMME 19.2. Soient X, Y, Z E P(~). Alors

(19.3) 2 
Cyc

En particulier, si f-,g, h E Fv, alors

( I 9. 4 ) (d03A9) ( grad f, grad g, grad h ) = 03C0(f, g, h ).

DEMONSTRATION. Si X, Y, Z ~ P(03A9), alors

( ** ) 2 ~ X, Y ] . 2;).
Cyc Cyc

En effet, en faisant usage de ( * ) on a

Y.Z] . X)=0

Y)=0

Y) 

Par addition de ces trois dernières identités il résulte ( ** } . En vertu de la

formule ( 10. 7 ) on peut écrire

( * ** ) 
Cyc Cyc

Des formules ( ** } et ( *** ) il résulte ( 19.3) .
On note

(03A9) = |X| X ~ X et 03B8(X)03A9 = 0|.
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LEMME 19. 3. Soit Y E P(~). Si X, Z E L (~), alors

f ~9. ~) ~ [ Y, 2; ] ; = 0;
Cyc

f ~9. 6 ; ïf[ X, Y 1&#x3E;Q = - Y).

DEMONSTRATION. Il suffit de faire usage des formules (2.3) et (10.9), c’est-à-dire

des formules :

[ 8(X), 1 Y A = 11 X. Y ] A Z) + i ( Y A [ x, z ] ) ,

[i(X d] = ~ fX )ïf Y ) - 9f Y ~’f X; - ïY [ X, Y ]).
-

THEOREME 19.2. Soit (D, H) une S.P.H-S. sur X. Si X et X alors

[ X ] C ~v. De plus

f ~ ) ==&#x3E; r~). 
~~ f~) ~~ 

(H’b)

~r~~"
où

(H) o;

(Ha) et 3C~ est une sous- K- algèbre de Lie;
(H’a) X v’ XV;
(Hb) Si Y, Z ~ P(03A9), alors 

(H’b) ( , ) laisse Fv stable et ~~ est une sous- K - algèbre de Lie.
Si de plus 3(* est F- engendré ~ar d ~ alors ( H’b) =&#x3E; ~H ).

DEMONSTRATION. Soit X tel que 9(X)n = 0. Si Y alors

X~ Y ]) [2 = [ ), ï’r = Y)~- 

= 8(X)i( Y)~ _ ~ + 1 

= di(X)i( Y)~ _ - di( = o.

Donc [ X ] C ~~. Si Y alors

ï f[ X~ Y] ;n = [ 9f x). i( Y) ] n = 9 rx ~v v~ n- ~ v) 9 rx ;n = o

puisque = 0. Par conséquent ( H ) =&#x3E; ( Ha ).

~ (H’a) puisque 

(Ha)(Hb). en effet, soient X eïv et Y, Z Or [ Y, X ] donc

o = f Y. X) = X) - Y ; - Hf 2;. [ Y, X ] )

= xnfY, 2;) = ( X, Z~ .
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Par conséquent E Fv.
(Hb) ~ (H’b) puisque f, gradg) et grad f, si f, g E 

(H’a) ~ (H’b) puisque CP(D).

Supposons que d ( F ) engendre X*V. Pour X, Y, Z EX, on a

Y, Z)

= Z) + VX, v], Z) + z, VX], Y).

Si Y ou Z appartient à alors ( i (’Y, Z ) = 0, puisque XV est une sous-
K- algèbre de Lie. Si Y = grad f et Z = grad g, où f, g E alors 0 .

En effet,

Z ) = g ) = 0
Q Q

V X, Y ], Z ) = .0 ([ V X , grad f ] , grad g )
Q Q

donc

= [ VX, grad f] g = XV(grad f)g

Mais 1 engendre puisque la contraction X*C) est un
F- isomorphisme, donc (i(VX) Z) pour tout Y, Z Donc 

Une S. P.H- S ( H, H) sur X vérifiant ( H ) sera appellée holonome.

THEOREME 19. 3. unS.P.H-S. holonome sur X. Les trois conditions sui-

vantes sont équivalentes:

( J ) s Y, Z) = o pour tout X, Y, Z E P ( Q &#x3E; ;
Cyc

(Ja) [ Y,Z]) pour tout X,Y, Z 

( J b ) H [ Y, Z ] = grad Z) pour tout Y, Z E Pf 0).

Si de plus 2 X = 0 entraîne X = 0, pour X EX, alors ( J ) est équivalente à

( j’ ) ~ D ( X, [ Y, z ] ) = o pour tout X, Y, z E P 
Cyc

DEMONSTRATION. Du lemme 19.1 et de la formule (** ) il résulte que f /)===&#x3E; et

f7~===~f7~. (0, H) étant holonome, l’équivalence de (J’) ====~f 7~) résulte de ( Hb ).
On dit qu’un S. P. H- S. (H, H ) sur X est une structure hor-s ymplectique (S. H - S)

si d~=~.

De la formule ( 1 9. 3 ) du lemme 19.2 et des lemmes 19. 2 et 19.3 il résulte :

THEOREME 19. 4. Si est une S. H - S. sur X, alors les conditions ( ~ ), ( ja ),

( Jb ) et ( J’ ) sont vérifiées et (D., H ) est holonome. Si d ~ F- engendre ~V et si ’
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( i~, H ) est une S. P. H - S. véri f iant ( H’b ) et une des conditions ( J ), ( ja ), ( j b ),
alors (0., H ) est une S. P. H - S.

L E M M E 19. 3. Soit (D, H ) une S. P. H - S. (holonome ). Si pour f E F, on pose
. (grad f)g=( f,g)~

. 

alors (F, ad ~, , grad) est un ( K , F ) - pré- espace d’Elie Cartan sur F en tant que

( K, F ) - es p ace linéaire F - libre de dimension 1  tel que v ] 
.

De la formule ( I9.4 ) et du lemme 19. 2 et du théorème 19. 4 il résulte :

T H E O R E M E 19. 5. Soit (D, H ) une S. H - S. Alors la parenthèse de Poisson (, ) et H

vérifient les conditions suivantes:

( PC 1 ) ( , ) est une structure de K - algèbre de Lie sur 

(PC1I) ( f, g.h) _ ( f ~ g ) . h + g.( f, g). °

(PC III) [grad FV~, XV] ~ XV;

( PC Si grad f = 0, alors d f = 0 .
( , )

Si de plus xt est F-engendré par alors tout couple ( ( , , ), H)

vérifiant les axiomes PC I ,..., PC IV donne naissance à une forme bien déterminée

F ) telle que (D, H ) soit une S. H - S. et que (, ) soit la parenthèse de

Poisson associée à (0., H ).

LEMME lg.~. Soient X, Y, Z Alors

( I9.7) ( 8 ( X ) D) ( Y, V Z) = ~([ X, 

Si Y, Z E P(~), alors

(I9.8) Z).
Cyc

En particulier, pour f, g E FV,

( 19. 7’ ) f, grad g)= X ( f, g)-(X f, g)-.( f, X g ) .
Q Q

DEMONSTRATION. En effet, d’après ( 1 0. 4 ) on a

(6(X)~)(Y,Z) Y],Z)-O(y,[ X,Z]).

Si Y, Z sont des 0- potentiels, alors

- O( [ X~ Y~ ~ Z) = - 1 i(C X, Y~)~~ Z

- _ ~ 1 

= - 1 Z + i ( Z ) i ( y)8(X)~

Y) + (~(X)~) ( Y, Z)

-f1(Y,[X,Z]) = 
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Donc

(8(X) Z)
Cyc

d’où on déduit la formule ( 19. 7 ).

La formule ( 1 9. 7 ’ ) résulte de ( I9. 7 ) .

LEMME 19. 5. Les deux conditions suivantes sont équivalentes

1 ) X~ est F - engendré par d ~ F v ~ ;
1’) {grad f |f ~ FV| F - engendre ’rH’ °
De entraîne que XV est d-complet.
DEMONSTRATION. L’équivalence 2 )==&#x3E; 1 ’ ) est vraie puisque est un F-iso-

morphisme de Hrj sur "

l’ ) est d - complet). En effet soit Y ’ alors il existe une famille de

support fini 1 i d’éléments de FV et une famille 1 i ~ I) d’éléments de FV
telles que HY = ~ c’est-à-dire Ker df,
alors 

t ’ 

pour tout Y Donc X E Ker sQ.

Des propositions 19.1, 19.2 et des lemmes 19.4 et 19.5 il résulte :

THEOREME 19.G. Si X alors

( !) 

(ii) X( f, g) = ( X f, g)+( f,Xg) Pour f,g 
Si X*V est F - engendré par d FV~ et si X vérifie ( i ) et ( ii ), alors X E L (D.).

De la proposition 19.2 et des théorèmes 19.5 et 19. 6 il résulte : -

-

COROLLAIRE 19. 1. Soit (D,H) une S. H-S. Si X E (03A9), alors

( i ) X laisse FV stable,
(i i) X est une K - dérivation intérieure de la K - algèbre de Lie (FV, (, ) ).

Si 3~~ est F - engendré par ~et si X E X vérifie ( i ) et ( i alors X E L - ( ~ ).
LEMME 19. 6. Soient X, Y, Z Si Y E P (0) et Z E L (~), alors

( 19. 9 ) 

(19.20) r9f x ~n; r y.;?) = ~ [ y 1 Z ])
Cyc

DEMONSTRATION.

~ fX. [ Y. 2 ~) _ ~ i(~ Z~ 

= ; nr Y, Z).
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20. Structures hor-Ehresmanniennes.

Dans ce paragraphe nous noterons par X un ensemble muni d’une structure de (K, F)-
pré- espace d’Elie Cartan régulier. Soit V une connexion linéaire sur,

X. Si on notera s~ l’application F- linéaire de X dans X* définie par

sB(X)Y=B(X,Y)
et on dira que V laisse invariant B ou V est compatible avec B si ~l ( X ) B = 0 pour

tout X 

Si B est alternée et si V est compatible avec 0, alors, en vertu de ( 12.7 ) ,

on a .

-

Cyc ~ 
.

donc d~i = 0 si V est sans torsion.

Si B = G est symétrique, alors V est compatible avec G si, et seulement si,

THE 0 REM E 2 0.1. Soit symétrique. Si ~ est une connexion linéaire

sans torsion sur X compatible avec G, alors .

(20.1 ) Z) = XG( Y, Z) + y G ( Z , X )

où (8 ( Z ) G ) ( X, Y) = Z G ( X, Y ) - G ([ Z, X] , Y) + G ([ Y, 1 z 1 , X ).

DEMONSTRATION. Par hypothèse

et 

Donc

XG(Y,Z)= X, 2 ] , Y).

Si dans cette dernière identité on permute cycliquement les variables X, Y, Z et si l’on

élimine ~(X) et V ( Y ), on obtient la formule (20. 1 ).
On dit que G est une métrique sur X si G est une forme F - bilinéaire symé-

trique de X dans F telle que sG soit bijective et G(X, Y) = 0 si 2G(X, Y)= 0.

THEOREME 20.2. Soit G une métrique sur X. Alors il existe une seule connexionliné-

aire sans torsion sur X compatible avec G. Si de plus = O. alors V est J - régu-
li ère.

DEMONSTRATION. L’unicité de V est conséquence de (20.I ). Si l’on définit 

. au moyen de la formule f20. ~ ) un simple calcul technique montre que i7 est une conne-

xion linéaire (j" - régulière). Si l’on procède de façon inverse dans la démonstration du
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théorème 20.1, on vérifie que la connexion linéaire V déterminée par (20. 1 ) est sans

torsion et compatible avec G. ,
La connexion linéaire (5 - régulière ) caractérisée par le théorème 20.2 est appel-

lée la connexion linéaire  J - régulière  de Levi-Civita associée à la métrique G.
La donnée d’un couple ( H, J ) tel que

(H-C) J est un F-projecteur de X et

H = - ] 2
est équivalente à la donnée d’un J tel que

(H-C’) 

Un couple ( H, J ) ou resp, un J vérifiant ( H - C ) ou resp, vérifiant (H - C’ ) sera

appellé structure presque hor-complexe ( S.P.H- C. ) . Nous dirons qu’une S. P. H-C.( H, J j
lais se B invariant si

( 20. 2 ) B ( X, J X ) = 0 pour tout X 6~.

LEMME 2 0. 1. Soit B ~L~f~,F). Si ( H , J ) est une S. P. H - C. qui laisse B invariant,

alors :

(20.3) B ( ] X, ] y ) = B ( Y , H X ),

(20.4) 

DEMONSTRATION. En effet,

o = B ( X + Y, ] X + fY ) = B (X, J y ) + B (Y, ] X)

donc

o = B(HX + HY ), ] H X + J HY ) = B (HX , ] y ) + B ( H Y , ] X ).

LEMME 20.2. Soit B 6L~.f~,F~. Si une S. P. H - C. ( H , J) laisse B invariant, alors ;

( i ) Xv et sont B - orthogonaux, donc

(20.5) B (X , ] y ) = B ( HX , J y ) = B ( J y , J X );

( ii ) 1 X H est injective si, et seulement si,

Grx.Y;=:0 

DEMONSTRATION. (i) (20.3) =~É~~ et sont B-orthogonaux).En effet

( ii ) Supposons que 1 XH est injective. Si X alors

B ( X , H Y ) = 0 pour tout Y EX, donc

s~(HX) ( Y) = B(HX, Y) = 
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Par conséquent = 0, donc HX = 0, d’où X = V X 

Supposons que Si sB(HX)=O, alors 
pour tout Y EX, donc HX E C’ Ker J = Par conséquent HX = O.

PRO P OSIT ION 20.1. Soit F). Si une S.P.H-C. (H, J) laisse B invariant

et si l’on pose X, Y ) = B ( HX, JY), alors

(20.6) (03B8(X)03A9)(Y,Z)=(03B8(X)G)(Y, jZ)+G(Y,(8(X)j)Z), -

(20.7) (~(X)03A9) (Y,Z)= (Q (X)G)(Y, JZ)+ 

est une connexion linéaire arbitraire sur X.

DE M O N ST R A T IO N. Il suffit de vérifier ( 20. 7 ) puisque ( 20.6 ) est un cas particulier de

( 20.7 ) quand ’V = ad. En effet,

(Q(X)~)(Y,Z)=X~Î(Y,Z)-~(~(X)Y,Z)-~(Y,Q(X)Z)

- G(Y,0(X)JZ)+G(Y, 
= (~(X)G)(Y, f Z ) + 

Si B ~ L2F(X, F), un F - proj ecteur H de X est dit B-adapté si sBXH=X*V
et la restriction 1 XH est injective. Pour qu’un F-projecteur H de X soit B- adapté,
il faut et il suffit que et XH soient B - orthogonaux et que l’ application F - linéaire ,
notée de :tH dans ït induite par sB soit bijective; par définition on a

, 
#

°

T H E 0 R E M E 2 0 . 3. Soit ( ~ , F ) symétrique. Il existe une application bijective

a B de l’ensemble des couples (D, H) dans l’ensemble des J qui vérifient la condition

( H - E ) re s p. ( C - E ) ci- dessous :

( H - E ) . ( o., H ) est une S. P. H - S. sur X, H est B - adap t é et
-1 -1

(20. 8) 0 s~~H = _ s~,H 0 

c’est-à-dire
-1

(20. 8’ ) sB ( X ) + )) = 0 ;

( C - E j . J est une S. P. H - C. sur X qui laisse B invariant et telle que

( 20.9 ) (XH )° C Ker J et ( Ker J ) *C sB Im J~.
03B1B et aB sont définies au moyen des équations :

-1

(20.I0) J 

!20.II) H =- J~, f2 ( X, Y ) = B(HX, J y ).
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DEMONSTRATION.

( H - E ) =&#x3E; ( C - E ). Supposons J défini par la formule ( 20. 1 0 ) . De la formule

( 20. 8 ) résulte que J est une S. P. H - C. qui lais se B invariant. La condition ( ii )

du lemme 20. 2 entraîne ( 20. 9 ).

( C - E ) ==~&#x3E; ( H - E ). A cause de f ï) et ( ii ) du lemme 20. 2 le couple (H , H )
défini par les formules ( 20. H ) est une S.P. H- S. et H est B - adapté. Il reste à démon-

trer la formule ( 20. 8’ ) . La symétrie de B et les formules ( 20.1 ) entraînent la formule

( 20. 1 0 ) . J étant une S.P.H- C. qui laisse B invariant, les formules ( 20. 3 ) , ( 20. 1 0 ) et

la symétrie de B entraînent la formule ( 20. 8’ ). En effet

0 = B(HX, Y)- B(Y, HX) = B(HX, Y)- B ( ]X, ]Y )

= B(HX, Y)- Y)

+~(sB ~H H X, Y ).

On dira qu’un couple ((H.~~G) ou resp. un couple ( ( J , H ), B ) est une struc-

ture hor-ehresmannienne ( S. H- E ) (~métrique ~ sur X si B est un élément de L ~ ( X , F )
symétrique (1 métrique’ et si ( ( D, H ), B ) ou resp. ( ( J , H ), B ) vérifie la condition

( H- E ) ou resp. la condition :

( C - E’ ) ( ] , H) est une S.P.H - C. qui laisse B invariant et H est B - adapté.
. De la formule ( 20. 6 ) il résulte :

PROPOSITION 20.2. Soit ((Q~ ), B) une S.H-E. métrique sur 3(. Si X est une

isométrie infinitésimale, = 0, alors X est presque analytique, 8 ( X )] = 0, si,

et seulement si, X conserve D, 8 ( X ) .0 = 0.

PROPOSITION 20.3. Soit (H~ J) une S. P. H- C, sur ï. Alors

( i ) Xv est une sous- K - algèbre de Lie si, et seulement ( X, Y ) = 0 pour tout X,

Y 

( ii ) X H est une sous- K - algèbre de Lie si ’ et seulement si ’ J ( JX JY ) 
= 0 pour 

’

tout X, Y 

= 0 si, et seulement si, XV, XH sont des sous- K - algèbres de Lie de X et

( HX, HY ) = 0 et VY ) = 0 pour tout X, Y 

DEMONSTRATION. ( i ) et ( ii ) sont des conséquences des deux formules ci- dessous :

V[HX,HY].

( iii ) est conséquence de ( i ), ( ü) et de la propriété suivante : si [ X,, ,3(,r ] C XH , alors
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LEMME 20. 3 . Soit F ) symétrique. Si J est une S. P. H - C. qui laisse B

invariant, si V est une connexion linéaire sans torsion sur ’X. si elle laisse G inva-

riant et si X alors

f 20. jt2 ) 2;; ~ ~ t~ x ~ ~~J ( y, Z )

- 

+ G ([ X, JY ] , VZ ) + G([ JZ, X ], VY ),

où 0( Y, Z) = B(HY, JZ).

DEMONSTRATION. En faisant usage des formules ( 10. 7 ), (20. 3 ), (20. 4 ) et ( 2 0. 5 ) on a

( a.) = - ( ~njt c x, Y, 

+ n c[ x, 1 v ]. z ~ + nr [ z. x ], 1 Y)+~([ 

= XB(Z, JY)- ZB(X, JY) + YB(X, JZ )

+ B([X, Y], JZ) + B([Z, X], JY) + B([Y,Z],JX).

Par hypothèse X E XH, donc

y) - ;z a ( jry, ;x) + ;Y a (;z, JX)

- J2 Y)- 

. 

’ 

= XB( JZ, 

+ B ([ X, ] y] , HZ ) + B ([ JZ, X], HZ ) - B ( [ ] y , JZ], JX),

= Hf [ JY, JZ], x&#x3E;- O( ] [JY, Z ] 1 X) - D( ] [ Y, ;z ], X) + 0.( J2 [ Y, Z], X )

= B([ JY, JZ], JX) + B(X, J 2 [ JY, Z] ) + B( X, J2 [ Y, JZ]) + B( J 2 [ Y, Z], JX)

( 8 ) = B ([X, JY], VZ) + B([ JZ, X], VZ );

en faisant usage de la formule ( 20. I ) on en déduit

f a ) + (/3 ) + f -/) + r § ~ = 2 { Bf 7( X ~Y, Z~ + B fV (-X ) Y. 
’

= 

= 2 B((V(X) J)Y, Z).

TH EOREME 20. 4. Soit (( H), B ) une S.H- E. métrique sur X et soit ~ la conne-

xion linéaire de Levi-Civita associée à B. Alors : ( i ) Pour tout X E = 0

si, et seulement si, ~( X ) Q = 0; ( âi ) ~ ( X )] = 0 pour tout si, et seulement si,

(a) = 0, (b) = 0, (c) = 0.
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DEMONSTRATION. (i) est conséquence de la formule (20.7) puisque 

Supposons que D ( X ) J = 0 pour tout X Or D étant sans torsion, = 0 , donc

Y, Z) = I, (B7(X)D)(y, Z);
Cyc

donc d03A9 = 0 , à cause de ( i ) . Du fait de T0394 = 0 et de la Se - formule du § 18 il résulte

que ~L 
I 
= O. Réciproquement supposons ( a ), ( b ) et ( c ) et que X E En vertu de

( ü ) de Ia proposition 20.3 , E :tH ] E :tH ; mais Im J e donc

B([X~ 

par conséquent de la formule ( 20.12 ) résulte que 2 B ( ( D ( X ) J ) Y, Z ) = 0 pour tout

Y, Z e: ï. Comme B est une métrique, on a D ( X ) J = 0 pour tout X 

LEMME 20.5. Soit (D., H ) une S.P.H-S. sur X. Si D est une connexion linéaire sur

X, si E E ~V et si D ( E ) 0. = 0, alors

D ( E ) V X et pour tout fEFV’

DEMONSTRATION. Comme cas particulier de la formule ( 2. 2 ) on a

= 

.

Si Y=VX, alors donc Si f E F V,
alors

i(D(E)grad f) =D(E)i(grad f)~=..’~(E) df

puisque E et f E F V . Donc D ( E ) grad f 
PROPOSITION 20.4. Soit ((H, J), B) un eS. H - E sur X. Si j{  = 0 et si laS. P. H - S.

(D., H ) sous-jacente à ( (H, J ), B ) est holonome, alors pour tout f E FV, J grad f est
est caractéristique.

DEMONSTRATION. En effet,
.,

j{ 
J ( vX , grad f ) = - J ( vX , J grad f] + J 2 [ vX , grad f] ;Q . Q Q

or [ VX, grad f 3 E XV puisque (D, H ) est holonome, donc
f)=- j~ ~X, j grad f ~,

mais XV = Ker J, donc [ VX. J grad f 1 E XV.
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Abréviations.

t.i. g. translation infinitésimale  graduée .
d. i. déplacement infinitésimal. ~~ graduée~ . 

’

r. i. g. représentation infinitésimale  graduée .
S. structure  presque  hor-symplectique, 

.

S. P. H-C structure presque hor- complexe,
S. H-E . structure hor-ehresmannienne.
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Index terminologique.

B-adapté ( B forme bilinéaire) p. 83 

1Algèbre (des formes différentielles extérieures) p. 69
" ( de Grassmann) p. 20 .

" ( de Nij enhui s) p. 61

Anneau anti- commutatif) p. 1

’ ’ ( (yy~ - commutatif) p. 1
Il ( (’y~- gradué) p. 1 

1
’’ 1 ( j acobien) p. 1 .

tt (de Lie gradué) p. 2
- 

" 
(polynomial) p. 9

" ( " d- coordonné) p. 2
" 

(de Whitehead) p. 2 1
1

Application bilinéaire (~y~- anti- commutative) p. 35 ’
’’ 

. 

" ( ~’Y~- commutative) p. 35
4, "( ( ~’Y~- graduée) p. 35
" " (pair alternée) p. 35

’ 

Bi régulier (espace infinitésimal) p. 38
" (représentation infinitésimale) p. 16

Caractéristique (élément JL’- ) p. 75
Compatible (connexion linéaire) p. 83

d . complet p. 75

D- " 
p. 62

" 
p. 64

p. 64

Connexion (linéaire) p. 52
" (linéaire de Levi-Civita) p. 84
" (opérateurs de ) p. 22

Courbure (espace d’Elie Cartan sans) p. 35

" (espace infinitésimal sans) p. 38
" (forme de ) p. 45

Déplacement (d’Elie Cartan) p. 54
" (infinitésimal (’Y)-gradué) p. Il

Dérivation (extérieure) p. 66
" (intérieure) p. 66
" ( graduée ( de degré t ))p. 5

Dérivée torsion elle p. 73

Différentiel (co- différentielle) p. 9
" (espace d’Elie Cartan) p. 38

Espace (d’Elie Cartan (gradué’) p. 35
" ( " " coordonné) p. 70
" (infinitésimal ~gradué~ ) P. 38
" (linéaire ~gradué’!) p. 10
" ta p . 1 7

Extérieure (dérivation) p. 66
" (translation infinitésimale) p. 44
" absolue (translation infinitésimale) p. 53

Forme (de courbure) p. 45
" (de J acobi) p. 72
" (de torsion associée à une connexion linéaire) p. 52
" ( de torsion associée à un endomorphisme J ) p. 72

i Gradient symplectique p. 77

Holonome (S. P.H- S) p. 80

Horizontal (sous-espace linéaire) p. 76

Infinitésimal  gradué  (déplacement) p. 10
1 " " (espace) p. 38

/ " " (représentation) p. 16
" " (structure) p. 38

~ " " (système d’opérateurs) p. 17
" " ( translation) p. 10

/ Invariant ( X laisse X’ ) p. 75
" (~ laisse B) p. 83
" ((H,J) laisse B ) p. 84~ Métrique p. 83

Morphisme (croisé gradué) p. 21
" ( " " de poids t) p. 63
" ( différentiel) p. 38

Opérateurs gradués (de connexion) p. 22
" " (d’Elie Cartan) p. 23

~-potentiel p. 77
Produit (de Grassmann) p. 20

Régulier (espace d’Elie Cartan) p. 35

B 
g) -régulier (représentation infinitésimale) p. 16

~ J - " (espace infinitésimal) p. 38
’1 

" (opérateur de connexion) p. 53

) A 
" (représentation infinitésimale) p. 16

1 J - " (espace infinitésimal) p. 38
" 

(représentation) p. 16

Représentation infinitésimale (contravariante) p. 17

" " (contravariante de Lie) p. 41
" " ( covariante) p. 17
" " (covariante de Lie) p. 41

Structure ((presque) (IC , F ) - différentiable) p. 66
" (de (’presque5 espace d’ E. Cartan(1gradué)1) P. 35
" ( d’espace infinitésimal  gradué) P. 38
" ( d’ espace linéaire ( gradué~ ) P. 20

) 
" ( hor-ehresmanninne) p. -86
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