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SUR LES VARIETES TRIDIMENSIONNELLES

AYANT LE TYPE D’HOMOTOPIE DE LA SPHERE S3.

par Valentin POENARU

TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Séminaire dirigé par C. EHRESMANN

JANVIER 1963

Vol. VI

(Thèse de Doctorat soutenue le 23 Mars 1963)

INTRODUCTION.

Un des «problèmes classiques) de la Topologie est l’hypothèse de Poincaré, qui

affirme :

« Toute variété* compacte à trois dimensions ayant le type d’homotoPie de S 
3,

est homéomorphe à S 3» 0 [17]). 0

D’une manière analogue, on peut formuler l’hypothèse de Poincaré, généralisée :
« Toute variété compacte à n dimensions, ayant le type d’homotoPie de Sn, est

homéomorphe à S n ».
Assez récemment, on s’est rendu compte que le cas des grandes dimensions

était beaucoup plus facile. De très beaux travaux de S. Smale [ 20], [2l],[22],[23] ,

J. Stallings [29], [25], E.C. Zeeman [ 34] , [ 33] et Wallace [ 27 ] ont prouvé

l’hypothèse généralisée de Poincaré pour les dimensions &#x3E; 5 . 0 Les cas n = 3, 4 restent

ouverts et il semble bien qu’ils demandent des techniques nouvelles. Le but principal
de ce travail est de donner une démonstration complète du théorème suivant :

THEOREME 1. Soit V 3 une variété compacte à 3 dimensions, ayant le type d’homotopie
de S3. Il existe alors un nombre n(V3) tel que si l’on enlève de V3 les intérieurs de

* ro
Toutes les variétés qu’on va considérer dans ce travail seront à structure différentiable (C ).
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n( V 3) boules tridimensionnelles, plongées d’une façon COO, disjointes, et l’on multi-

plie le résultat par un disque à deux dimensions, on obtient une variété difféomorphe
au produit de 5 3 dont on a enlevé le même nombre n ( V 3 ) d’intérieurs de boules dis-

jointes multipliée toujours par un disque à deux dimensions. C’est- à- dire :
-

(V3- U 1 int Di3)  D2 =(S3- U I 
(Bien entendu ces deux variétés à bord ont des angles; mais il y a des procédés standard

pour les arrondir [ 2] , [ 9] ) .
Le théorème 1 peut être considéré comme une approximation à un facteur- [0, 1]-

près de l’hypothèse de Poincaré, car on peut prouver(voir chapitre IV) que cette dernière

est équivalente à l’assertion suivante : 
n(V )n(V 3 J . ~ ~ ~3 ~ _ . _

.

La démonstration du théorème 1 occupera les trois .premiers. chapitres de ce

travail. Une esquisse de cette démonstration est apparue dans [14]. D’autre part, le

second chapitre de [ 14] était plutôt heuristique et a été remplacé ici par des considé-

rations plus rigoureuses, liées à un travail à paraître [ 15] - 0

L’idée très générale de la démonstration est la suivante : construire tout d’abord

une suite de complexes (qui ne seront en général plus des variétés):

, K (2) ... ° K~’~j = S3
qui se déduisent l’un de l’autre par des opérations élémentaires. Donner ensuite un

procédé canonique de grossissement des en des variétés à bord, de telle façon

que pour les cas extrêmes ses grossissements soient justement des produits cartésiens

par des disques.

Whitehead [28], [29], [30] ] a été le premier à employer une idée de

ce genre mais avec des techniques très différentes de celles employées ici; les résul-

tats qu’il pouvait obtenir sur V 3 étaient beaucoup plus faibles.
Des idées de ce genre ont été reprises assez récemment, par voies et méthodes

différentes (mais ayant tout de même une série de remarquables parentés), par B. B1azur

et moi- même. Je me refère tout spécialement à un grand mémoire sous presse de B.

Mazur [8], dont quelques résultats se trouvent dans les notes [6] . 0

Le premier chapitre contient la description de la chaîne et des opérations
élémentaires.

Le second chapitre est consacré à quelques résultats de la théorie des immer-

sions. Une première moitié de ce chapitre suit un travail à paraître [ 15] ; elle a de

fortes intersections avec les travaux de M. Hirsch [4], l 3] . 
-
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Le troisième chapitre décrit le grossissement canonique. Il donne notamment un

foncteur, «le produit cartésien régularisé par un carrés qui émousse d’une manière

fonctorielle les singularités d’une catégorie assez vaste de complexes à trois dimen-

sions. Ses valeurs seront toujours des variétés 5 - dimensionnelles, C°~ , à bord, et

coïncideront avec les valeurs du foncteur

si et seulement si K ~ n’a pas de singularités (K ~ = variété). Le dernier chapitre con-
tient des compléments divers.

Je suis heureux d’exprimer ici ma profonde reconnaissance à M. le Professeur

Charles Ehresmann pour l’aide massive et multilatérale qu’il m’a prodiguée pendant la

rédaction de cette thèse et pendant toute une période très cruciale pour moi. Je désire

aussi lui exprimer ma profonde gratitude de m’avoir permis d’exposer ce travail en détail

dans son séminaire, de l’avoir publié et de m’avoir aidé d’une façon si essentielle à le

présenter comme thèse de doctorat.

Je suis heureux d’exprimer ma profonde reconnaissance à ?B1. le Professeur

Henri Cartan pour l’aide importante qu’il m’a donnée et pour avoir bien voulu être le

Président du Jury de cette thèse. 
’

En même temps je désire exprimer ma profonde reconnaissance à M. le Profes-

seur Jacques Lions d’avoir accepté de faire partie du Jury, de m’avoir indiqué le sujet
de la seconde thèse, et pour son bienveillant intérêt de toujours.

Enfin je désire exprimer toute ma gratitude à Mlle Elsa Gomide pour ses bons

soins dans la préparation du texte imprimé.
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CHAPITRE 1

QUELQUES CONSTRUCTIONS COMBINATOIRES

Ce chapitre, comme nous l’avons déjà dit, sera principalement consacré à cer-

taines formes très spéciales d’espace-quotient par lesquelles on va représenter une
. variété V3 compacte, ayant le type d’homotopie de S 3. n Nous allons commencer par

quelques définitions:

DEFINITION 1.1. Soit V3 Une Variété compacte qUelconque à trois dimensions. NoUs
allons appeler «représentation sp éciale» de V3, une paire ( F ( V3), cI», constituée

par un espace F( V3) et une relation d’équivalence rI&#x3E; sur cet espace, satisfaisant aux

conditions suivantes:

a ) F ( V3) est un sous- complexe 3 - dimensionnel, contractible, pur (c’ est-à- dire

tel que tout simplexe de dimension 1  3 est face d’un simplexe de dimension 1 + 1 ) de

E 3.
b) Les simplexes à deux dimensions de la frontière de F ( V3) (Fr F( V3)) sont

disposés en paires (x , x’) *); J’ pour chaque paire ( x, x’ ) un isomorphisme simplicial:

q~ 
x, x’ 

: ’~ -+ ’~ ,

est donné. T , x T -1. De plus, les ( T , ) 1 sont compatibles avec la structure
x, x x , x x, x 

.

simpliciale de F( V3). Ce qui veut dire que, si une arête de Fr F ( V3) est invariante

pour une composition quelconque de transformations Tx,x’, chaque point de cette arête
est invariant pour la même composition.

c) 1&#x3E; est par définition la plus fine des relations d’équivalence pour lesquelles
T ,( p ) m p , D’une façon symbolique, si x, y sont identifiés par cf) nous écrirons
x, x

1&#x3E;( x , y ) = 1&#x3E;( y , x ) = 1 . A u cas contraire nous écrirons 1&#x3E;( x , y ) = o.

~~ ~ ~ ~’ 3) / (cI» = ~ 3 . °

II est bien connu que pour toute variété compacte V3, il existe une « représen-

~’ 3)’ t», telle ~’ 3) == D 3 .
Nous avons appelé les représentations ci-dessus «spéciales» pour réserver le

nom de «représentations» tout court, pour des objets un peu plus généraux.

DEFINITION 1 . 2 . NoUs allons maintenant définir les «représentations» par induction.

Considérons une suite d’espaces:

Xi = ( 03B1i, 03B2i)( i-1 03B2i-1)... ( l p 1 ) F ( V3)
i = 0, 1, 2, ... , ’ n, Xo = F ( V3),

*)
(X’l’ = x
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tels que :

a) X I est espace- quotient de X~*~. 0~ désignera par l’application cano-
nique : .-

x’~ -. X’. .

b) at, 03B2i sont deux simplexes de la même dimension de Fr ils sont iden-

ti fiés quand on passe de X’.

c) Fr Xi est dé f inie par induction. C’est par définition, l’image par c~i"1 du
plus petit sous-complexe de Fr qui contient

Fr X~-1-:( a/’ 

d) f/ existe des relations d’équivalence

~ ’ = ( at, /3~... ( /3 ~ ~ (~° _ ~ ) 
’

dé f inies sur X t . $~ r est canoniquement induite par c~ ~-1.

e) Les 03B2i) constituent un fixe» de (Xi-1, 03A6i-1). Ceci veut dire

la chose suivante ;

il existe un isomorphisme simplicial :
7-’ ; a~.~ ~t,

tel que : .’

- ~’~f T~ p ~ &#x3E; ~; - ~ .
- on passe de X X t en identifiant chaque p avec ),

- il existe un point q E 

- pour tout ~oint ~ E OL~ n/3~ 7-~ ~~ ~ ~ .
Alors r X", ~n) _ /3";... r cLB /3~ F( V3), ( c~, /3" )... f sera une

«re présentation» de V 3.
On remarque bien que ( CL", /3")... ( al, ~ 1 ) F ( V  ) est un espace quotient

intermédiaire entre F ( V 3 ) et v 3 . C’est-à-dire qu’il y a un diagramme commutatif,
dont toutes les flèches sont des projections d’espace quotient : 1

Pour la commodité, on écrira :
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(~.I’~ ~-’1) F(v3)~ ~)

au lieu de ((a’~,,~n)... F ( V 3) , ( an , ~3n).... (ai,~l)~)..*~
On utilisera la convention de calcul suivante :

.. ( LU ! l.V’ ) ( ldr, {3) ( ÚJ , w’ ) 0 .. ( OE&#x3E; .. a == 
0 .. ( ‘^~ , W’ ) ( 6) , 6)’ ) .. o ( ~, ~) . ... o ,

De même :

... ( ~, ~) 0 . a == 
0 0 0 ( ~, w) 0 o . e 0

Deux représentations (X, ~ ), ( Y, qr) de V3 seront dites égales s’il existe

un homéomorphisme 1. p. me h = tel que

i h ( q )) .

On va utiliser aussi la notation symbolique suivante

( u i U ! ! ) - ( CLj ~ ! ) o. ( &#x3E; /3 o o

Il est à remarquer enfin que si est une représentation de V ~ , alors le

complémentaire de l’ensemble des singularités de F (singularités = points dans les-
quels F n’est pas une variété à bord) admet une structure univoquement déterminée de

variété e Cette structure est compatible avec l’application canonique

7T: F - ( a, ~) F

dans le sens que 7T est de classe COO (là 011 cette notion a un sens).
Tous les morphismes de ce travail seront des applications semilinéaires, 

par rapport à la structure différentiable de F- singularités.

DE FINITION 1. 3. Soient K~ un complexe à ~-dimensions, 0~2 une face de K3, fff une

arête de o-~ . Soient p, q les extrémités de o-i et a(t ), ~( t) deux arcs deaordan
dans K 3, qui coin ci dent respectivement avec 03C31 et Fr 0-2 - 03C31 : .. a,( 0) = 03B2(0) = p,

Désignons par p(t) le segment de 03C32, d’extrémités a( t), t). 03A9( 03C32,03C31) K 3
sera par définition l’espace quotient de K 3, obtenu en identifiant chaque p( t ) avec

un seul ~oint.

Il est évident que si K 3 est une variété V 3 ’ ~ ( ~2 , 3 = V ~ (l’ égalité
bien entendu n’est pas l’application canonique). On laisse au lecteur le soin de cons-

truire une triangulation canonique de ~( 0~2 , K 3 e 
-

LEMME 1. 1. Soit ( F( V 3), cI» une représentation spéciale d’une variété compacte V ~.
Soit L 1 un arc simple contenu dans Fr F( V 3), d’extrémités P, Q. Supposons que

*) En général d’ailteurs, dans ce qui s’ensuit, une représentation ( X, p) subira des transformations :

( X, p) -+ ( T X, T ~). Pour des raisons de commodité on écrira ( T X, èI» au lieu de ( T X, T ~).
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P , ~ ) = 1 et gu’ïl n’y ait ~as d’autre relation ~ ( x, y ) = 1, x, y E L 1. Soïi

: F( V3) ~ V3 l’application canonique. Supposons que 03C6(L 1) soit homotope-0
dans V 

3. 
On peut alors construire le diagramme commutatif suivant :

où : .’ a) toutes les flèches sont des applications d’espace quotient. 03C81 et p représen-

tent un nombre fini du type ~( 0-2 , cxi). (Donc c~( L I) V3 est homéomorphe à V 3 ) ’
Toute opération 03A9(03C32,03C31) correspondant à ’-/;1 a la propri été que int 03C32 C int F( V3).
y , 03C6, y’ sont des projections correspondant à des représentations ( y , .. à des re§ré-cp’ sont des projections correspondant à des représentations (03C6, 03C6 à des repré-
sentations spéciales).

h) 03C603C81(P) =
c) Il existe une triangulation de Fr telle r Fr F( V ) soit c&#x3E; ii existe une triangulation de Fr F v 3), telle que Wi 1 Fr F(V 3 3 &#x3E; soit simpli-

ciale et n’abaisse la dimension d’aucun simplexe. On a :

F( V3)). °

Si 0" sont des simplexes à deux dimensions de’ la triangulation plus haut

considérée de Fr F ( V ~ ) :

C fo-, . ~2) 
est la relation d’équivalence qui fait de un espace quotient de

°

Si x, y sont des points de Fr F ( V 3 ) :

~(x~ &#x3E; y).

DEMONSTRATION. Considérons tout d’abord une variété tridimensionnelle quelconque

W3 et Yl C W 3 une courbe simple, homotope à 0 de W3. ° Soient cr~ ,..., 
les simplexes unidimensionnels de y~, dans leur ordre circulaire naturel, orientés de

telle manière cr ==0.
Nous allons considérer le groupoïde*) des chemins de W3, S, avec la loi de

composition définie de la manière habituelle (entre un chemin qui finit dans x E W et
un chemin qui commence en x ) . Nous identifierons les chemins qui se déduisent l’un

*) Loi de composition non toujours définie.
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de l’autre par changement de paramètre, ou par multiplication avec un chemin de la forme

f ( t ) f ( I -~t ), ( t E [0, ~] )**~. On obtient un groupoide facteur de ~ , ~ . Soit ~ : ~ -.~
la pro j ection.

Je dis qu’on peut trouver un espace quotient de W 3, que je désignerai par 
tel que :

-la projection ~ : W3-+ s’obtient par un nombre fini d’opérations du type

~(cr2 ,cr~).
-/9 ( ~ ( cr~ ) ~( cr~ ) ... ~ ( cr~)) = 1 6 ~ , (~ c’est ici de y~W3).

Pour prouver ceci il faut utiliser une forme spéciale à laquelle on peut amener le disque

singulier W3, de frontière yl.. En effet on peut prouver qu’on peut toujours

s’arranger de telle manière que f soit une immersion et n’ait pas de points de multipli-
cité supérieure à 2, et que toute composante connexe de l’ensemble singulier (l’image

réciproque, dans D 2 , des points multiples) soit un arc. Ceci est facile à prouver. Bien

entendu une telle forme spéciale ne sera pas univoquement déterminée. (Ce qui fera que

( yl W 3 ; t~ ) n’est pas univoquement déterminé. Quand nous écrivons nous enten-

dons l’un des YI W 3 qui satisfait aux propriétés ci-dessus). En partant d’un f ( D 2 ) , de
forme spéciale, se construit par des raisonnements standard. On voit bien que

,0- 1) .... D ( 0- 2 ’ 
où Q2 , ~i, ,... sont tous les simplexes 2 - dimensionnels de la forme f (ô 2 j 011 ~2 , 5: ...
sont des simplexes à deux dimensions de D ~ , dans un certain ordre. Les arêtes de

de sont choisies d’une manière convenable. Nous laissons au lecteur le soin d’ex-

pliciter cet ordre et ce choix.

Considérons maintenant la représentation spéciale de l’énoncé.

Comme précédemment on peut construire un espace quotient

~p(L~v,=n(~,~)...n(~,~)v,
correspondant à un certain disque singulier f (D.2 ) de frontière cQ( L I) (de forme spé-
ciale). On peut toujours s’arranger de telle manière que

dim f ( D 2 ) n Fr F ( V ~ )) ~ 1.
Si cette condition est remplie, pour chaque paire (o’~, ,cr’), la 
est univoquement déterminée.

Par abus de langage on posera :

*le) Nous écrivons la composition des chemins d’une façon multiplicative.
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Il faut prouver l’existence de

(~~,y~)...(~~;yi)~~Li~ ~’~t~~). 
’

Pour cela on doit analyser ~ ~ t p( L ) ’
Nous allons introduire la notation suivante : si K est un complexe à 1 dimension,

a et f3 deux arêtes de point commun ~ *~ , nous allons désigner par ( ~c, ~ ) K l’espace-

quotient de K, obtenu ainsi : on considère un isomorphisme linéaire T : (3 tel que

T( p ) = p ; on identifie chaque q E a ~/3.

On voit sans peine qu’il existe un diagramme commutatif dont toutes les flèches

représentent des projections d’espace-quotient :

x i, y i sont différents deux à deux et leur réunion est justement ~) (où ce qui
revient à la même chose, ( xN , y~)...(~ est contractible).

Considérons maintenant une courbe fermée simple ~’ l, un sommet marqué A de

et un espace quotient ( x i yN ) .. . ( x 1 y 1 ) ~ 1 contractible, avec les x , y différents

deux à deux. Un raisonnement par induction, qui n’est pas difficile, prouve alors la

chose suivante : il existe un opérateur égal à ( x ,y~)...(~ i, y ~) , différent éventuel-
lement de f~"y’)...(~,y~) mais ayant les mêmes propriétés, tel que :

- les espaces quotients

(x 1 ,yN)...{x i, y i)~(L 1)

coïncident.

- pour aucun 1 , l’image canonique de A dans ( x i"1, y i-1) ... { x ~, y Î) 
(~~~  ~ ~’)...( ~ ~ ~ ~). °

Cette remarque s’applique à la situation précédente, avec

~(L 1) _ r~, ~r p) = = A .

Soit ( x )...(~ ~, y ~) l’ opérateur correspondant. Alors, en posant N = n,

/3~=~~-~~~), &#x3E; yi = ~1 ~ t(y ~)
on a c. q. f. d..

*) Pour des raisons qui deviendront très vite claires, nous allons considérer des complexes K, ayant des
arêtes distinctes telles que Fr a = Fr ~ .
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(On a fait ici un abus de langage, ( x ~ ) n’est pas univoquement déterminé. En réalité
au lieu de ~-1( x i ) il aurait fallu mettre c~’-1( x ~ ) n L 1. De même pour y i ) .

En général, si une représentation spéciale ( F ( V 3 ) , tP) est donnée, et P, Q

sont deux points de Fr F ( V 3 ) tels que 03A6 ( P, Q) = 1 , il n’ existe pas d’ arc L 1 qui les

relie comme dans l’énoncé du lemme 1, 1. Nous allons modifier maintenant la représenta-

tion spéciale ( F( V 3 ) , ~ ), un peu, de telle façon que L 1 puisse être .construit.
LEMME 1.2. Soit ( F ( V3), 03A6) une représentation spéciale d’une variété compacte V 3,
sans bord. On peut construire, pour toute paire de points P , Q E Fr F ( V 3 ) satisfaisant
~ ( P, Q ) = 1, un diagramme commutatif :

F ( V 3 ) _ ~ ._..~ V 3

1 - p, ,
F’( V3) 3 .3 &#x3E; 3 ,

((m~ t m‘Y ),...,( 1~ , 
tel que :

a) Toutes les flèches sont des applications d’espace-quotient. y;’1 et p’ repré-

sentent un nombre fini d’opérations (Donc V’3 est homéomorphe à V 3).
Toute opération ~( 0~2 , o~i ) correspondant à a la propriété qu e int C int F( V 3).
y, Cf&#x3E;’ , sont des projections correspondant à des représentations spéciales (en parti-

. culier, (m03B21, m03B31)...(103B21, 103B31)F’(V3) peut être réalisé comme sous-espace de

E3). ° .

6) Les ~oints ~’~~(P) et ~’~i(Q) de myl)...( 1~1, lyl)F’(V3)
peuvent être reliés par un arc

myl)...( 1~1, lyl)F’(V3)
qui a la propriété que ( ~’ ~ 1(Q)) est la seule paire de points ( x, y), x, y E L1
satisfaisant :

( m~l, (x, y) = 1.

(cI&#x3E;’, ( ~~ l’ ~ y 1 ).w sont les relations d’équivalence définies sur 

( my1)... F’( V~)’ pour obtenir l’espace quotient sur V ~),
c ) Une assertion analogue à l’assertion a) du lemme 1.1 est vraie, ( F’ ( V 3 ) au

lieu de ~( L 1 ) F( V ~ )) c. q. f. d.

DEMONSTRATION. Avant de commencer la démonstration, nous allons introduire les
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notations suivantes : soit Kn un complexe pur n - dimensionnel, p un sommet de K~ . On
désignera par 2~f K~, ~ ~ l’étoile de ~, par ~n-1( frontière de l’étoile de

~, f~~fK~, ~) est le cône de sommet p sur ~n_1( Kn, p )). De même, si est un

simplexe de K~, ~~( K~, o-i) sera l’étoile de o-~., S~~fK~.o-~.) la frontière de l’étoile

de ai. est le cône sur sommet le barycentre de On

désigne par ~n ~ ’fK,o’.) la «section transversale» de X (’K ,cr.) par l’hyperplan de
dimension n-i, passant par le barycentre de transversal à On désigne par

~n~i 1(K~,o-t}, l’ensemble °

On a :

"

(On désigne par * le «joint» de deux espaces) Si i = I ,

~n_1(Kn~o’i} = S(~n..2(Kn,Q’1)). °
(On désigne par SX la suspension sur X, par CX le cône sur X. Quand on voudra

préciser les pôles de . la suspension sur le pôle du cône, on écrira X).

Soit K 3 un complexe pur à trois dimensions, et un plongement i : K 3 -~ E 3 donné. Soit
r 

1 
un arc simple (courbe simple) de Fr K 3 . ° On dira 1 

est une y- courbe (’y- arc)

si la condition suivante est remplie pour chaque sommet ~ de t

Soient o’’1, les deux segments de h 1, incidents à p.

~=~-p’,3o~=~-~. .
(On a évidemment Q’ , Q" 2 ( E 3, ~ )) . Alors, sur la 
on a un arc l i joignant Q’ et Q" tel que :

(int ll}n~2(K3, p) _ 4.

J e dis que toute paire de points P, Q sur la frontière d’un complexe pur, con-

tractible K 3, plongé dans E 3 (la notion de y- arc est définie pour un complexe K 3’
doué d’un plongement dans E 3 ) peut être unie par un y- arc simple de Fr K 3 après une
éventuelle «modification non essentielle) du plongement i . (On verra dans ce qui s’ ensuit

ce qu’on entend par «modification non essentielle» du plongement i } . 8

Nous allons esquisser la preuve de cette assertion. Les notations et les défi-

nitions que nous allons utiliser pour cela seront utiles plus tard aussi.

Comme d’habitude nous désignons par X v Y , la réunion de deux espaces X, Y

qui ont exactement un seul point en commun. Considérons la décomposition :

... K~
en «composantes irréductibles~ . On dira qu’un plongement j : K 3 ... E 3 est obtenu par une
modification non essentielle du plongement i : K - E si pour chaque h,
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3 et 

coïncident (à un homéomorphisme de E 3 près). (Voir figure 1).
Figure 1.

Considérons K 3 . Une arête o-1 de K 3 sera appelée singulière (de multiplicité ~) si
est non connexe (et a /~ composantes connexes) . On peut toujours supposer

que si cr’1, cr" sont singulières :

Soit

K3 - K3~%(~ 
1 
~3(E3,~1))

~

où u est étendu à tous les simplexes singuliers cr de K’ 3 . K’ 3 possède un plongement
naturel dans Eg, n’ a plus d’arêtes singulières et peut être obtenu de Ki3 à l’ aide de

N N 3

dilatations de Whitehead[ 28] . est un sommet de Ki3, 03A3 f Ki3, p) sera une sphère
percée :

N ~f~

~,2(K3,~) - S2(~)- u 
( D 2 n D 2 = 03C6). Si v(p)~2 on dira que p est singulier. On peut toujours suppo ser

que si ~’,~’ sont singuliers :

~3~E3~~~)n~3(E3~~~~) _ ~.
Soit

~3=~~3~3~-Cf~D~~
on la somme p est étendue à tous les points p singuliers. On voit bien que K’ 3 est une

variété à bord ayant le même type d’homotopie que K 3 (donc un disque à 3 dimensions),
que K 3 peut être obtenue de K 3 à l’ aide de dilatations de Whitehead, et que la paire

(E3, Ki3) est indépendante de la manière de numéroter les disques à une homéo-

morphie de E 3 près. Nous allons définir maintenant K. et K 3 ,
P ar définition :
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~~

On considère enfin K 3 et on lui applique des opérations analogues à celles
- -

qui ont fait passer de K~ à K ~ . On obtient K qui sera un disque à trois dimensions.
Maintenant, pour construire un y- arc reliant P,Q, il suffit de considérer le

cas 0B1 P, () appartiennent à une même composante irréductible, disons K; de K~.
On peut de même supposer que P, Q E Fr K13~Fr K13.

On a des projections (rétractions de déformations) naturelles :

p1:K13~K13; p2: K13~K13.
On peut prouver facilement les deux assertions suivantes :

- Si L 
1 

est un arc simple de Fr K 3 = S 2’ il existe une projection pl (dépen-
dant de L 1) isotope p’1:K13~ Kg, et un arc L’1 de mêmes extrémités que L l,
L’t C Fr Kg , L’1 étant isotope à L 

1 
sur Fr Kg (par une petite isotopie) tels que

- 

int p’1 ( L’1 ) C Fr K1 ne contienne pas de points singuliers de Kg et que soit

simple.
- Si L 

1 
est un arc simple de Fr K13 il existe une projection p’2 (dépendant de

L 1) isotope à ~ ~ , ~b ~ : K 3, et un arc L’1 C Fr K 3 isotope à L (par une petite

isotopie), de mêmes extrémités que L l’ tels soit simple.

En combinant ces propositions on prouve l’existence du y- arc reliant 

Donc si la représentation spéciale est donnée, à toute paire de

points P, Q E Fr F ( P, ~ï ~ = 1, on peut associer un y- arc L 1 C Fr F ( V 3 )
reliant P,0. On peut supposer, sans perdre la généralité, que (L 1) C V 3, s’obtient

de L 
1 
de la manière suivante : il existe sur L 1 2n + 2 points (distincts :

~o = P , ~ 1,... , pn; 
et est obtenu de L 

1 
en identifiant ~i à 9~, ( Tf~~)). Considérons deux

petits segments de L 1 de sommet commun ~ 1 : i (le même xt, ~i de sommet com-

mun i ~. 1 ). Il existe un espace-quotient de V 3, V 3 obtenu par une suite finie d’opé-

rations 03A9(03C32, 0-1 ) , tel que :

- Pour aucune des considérées, on n’a ~-1 ( 0~2 ) ‘ Fr F( 
- Si ~’ est la projection canonique ~~ .’ V 3 -~ V 3, alors :

A V 3 on associe une représentation spéciale ( F’ ( V 3 ) , ~’ ) , de la même manière que

( ~fL )Ff V ), ~pfL )~ ) a été associée à (lemme 1.1). On aura m = 2n,
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et l’on observe sans peine comment le fait que L 1 est y- arc (ce qui fait que ~’1( L 1)
est un y- arc (pour le plongement F’ ( V 3 ) C E 3 naturellement induit par F ( V 3 ) C E 3 )~
implique que ( m ~I,m y 1 ) ... F’ ( V 3 ) peut être naturellement plongé dans E 3’. En e ffet

si 03B1~03B2 ( a ~03B2 = le point p) est un y- arc de K 3 C E 3 , ( a, 03B2) K 3 *) est naturellement
plongé dans E 3. L’arc L’1 sera

~~~~1(L1)_u~,(~’Y1)..1
Le lemme est prouvé.

En combinant les lemmes 1.1 et 1.2 on peut montrer que :

LEMME 1.3. Soit V 3 une variété compacte à trois dimensions, ayant le type d’homotoPie
de S 3. Il existe alors une représentation de V 3 : (( a 2 , /3 k ) ... ( a 2 , ~ 2 ) F( V 3), ~ )

a 2 = 2 ) tell e que:

,~l j...(al,~l)F(V ~ _ 0 ** ) .
Pour que la démonstration .de 1.3 soit complète, il faut prouver encore le lemme

suivant :

LEMME 1.4. Soit une variété tridimensionnelle V 3 quelconque et une représentation:

((a2~~2~(xl,yl~(a2_1,~2_1~(x~~i,yl~l~...(a2,~2)(xi,yi)F(V3),~~
(dim a = dim ~3 = 2, dim x = dim y = 1,. quelques unes des paires ( a 2 , ~ 2 ),( x i, y i)
peuvent être ~vides~; d’une manière formelle une paire (f, ’r) ) est ~vide~ dans

...(p,p’)(~,r~~(~r, ~t’)... q dans (~’, ~’).., ).

Il existe alors une autre représentation de V 3

((~2n~ ~2n~(~2n 1, ~2n 1~~...(~2, ~j2) F’(V3),~) _
_ (( a 2 , ~2 ~ ( x i, yl~... F( V 3)’ cI»... 

’

D E M O N ST R A T ION . Si toutes les paires ( x i, y i ) sont vides, il n’y a rien à prouver. S’ il

existe une paire ( xi° , y ° ) qui n’est pas vide, on fait l’ opération suivante :
Désignons tout d’abord (par un abus de langage) yio1 deux simplexes de

F( V3) dont les images canoniques dans

yl ô_1 )...F(V3)
*)L’espace quotient de K3 obtenu en identifiant a"B par un homéomorphisme qui préserve tout p £ 03B1~03B2; ce
symbole ne sera utilisé que si 03B1~03B2 = 03C6.

**) Ceci revient à dire que (Q )Q 1 ... F (V 3i - y 3 ’
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sont y°. Considérons 03A3
2 ( F( V 3)’ xio1) : c’est une réunion de disques à deux dimen-

. dl d 2 dx ..

Sions 2’ 2 ,..., 2’ ayant exactement un pOInt q en commun.

(03A32(F(V 3), x°1))~(F(V 3) - 03A33 (F(V 3)xi1o))
est une collection de segments 03C3i1 C Fr d 2 - g . Considérons un point p E Fr d12 -(q U o’i )
et unissons-le, à l’intérieur de d 2 , par un arc À 1 avec p . L’arc À 1 coupe d ~ en

deux disques, ’ d’l et d" l’ d’l contenant ffl . 2
Comme on l’a déjà remarqué

03A3 (F(V 3), xi1o)=(S(d’2~ dX ))~Sd"2.
Les deux parties ont en commun les deux disques à deux dimensions dans lesquels S À 1
s’est séparé: ( S À 1 )t C d2 (S À 2 )Ï C d’2 . Appelons :

0 0

( xi°)’ _ ( C (. S À 1)’i

=(5~~~ C ( S À 1)~ ,
0 0

Découpons de F( V ~ ) et recollons-le, mais en identifiant ( x i)" avec

non avec (x °)’ . En répétant la même opération avec tous les couples (l’opération
a un sens même pour les couples vides) (x, y), on obtient une nouvelle représentation

spéciale ( F’ ( V 3 ) , et une représentation générale:

1~~2 1)...F’(V~),~’) ~
~~a2,~2)~x~~yi)...(F(V3),~). :

Le lemme 1.3 n’est pas complètement satisfaisant pour le but que nous avons en

vue, nous allons l’améliorer un peu. Pour cela nous allons prouver plusieurs lemmes:

LEM M E 1.5. Soit V 
3 
une variété compacte à trois dimensions, quelconque, ( F ( V 3) , tI&#x3E; )

une représentation spéciale de V 3. ll existe toujours une représentation spéciale de

V 
3 , ( F * ( V 3 ) , tI&#x3E; * ) ayant les propriétés suivantes:

a) Si À 1, 03BB’1 sont deux arêtes de F( V 3) dont l’une au moins est singulière,
telles gue 03A6(03BB1, 03BB’1) = I, alors 03BB1~ 03BB’1 = 03C6 (dans F*( V 3)).

6) Il existe une représentation

((a2~,~z~...(a~,~2)F*(V~),~*) =(F(V3~,~~
(dim a=dim~3=2~..

DEMONSTRATION. Nous allons considérer le cas on F(V3) est irréductible, c’est-à-
dire n’admet pas de décomposition:

F(V3) = 

En effet le cas F( V 3) = A ~ u B 3v ... peut être aisément ramené au cas irréductible de
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la façon suivante : il suffit de transformer F( V~) de telle façon que les points de la

forme A 3 n B 3,..., ne soient pas contenus dans des arêtes singulières. Considérons

donc p = A 3 nB 3. Dans ~ 3( A 3, ~b ) on va considérer un disque d2 dont la frontière

a d ~ soit la réunion de deux arcs b 1 d’extrémités communes, et tel que :
-int d2 C int ~3(A3, p)
- 3 ( A ~, ~ )

- sauf au point ~ , ~ 3 ( A 3, ~ ) est variété à bord en tout point de d 2 .. 

’

Découpons d 2 en deux exemplaires d 2 , d’2 ayant en commun a 1. ~ se dédouble en

p’ E d 2 , p" E d 2 . L’ un de ces points, disons p’, n’est plus contenu dans aucun arc

singulier. Identifions p E B 3 avec p’ et itérons cette construction. Après un nombre fini

de telles opérations on a un complexe contractible de E 3 :

_ 

p(V3) ... °

tel que :

-( am,~m ).... p( V 3) = F( V 3) dim a.= dim /3 = 2
-aucun point de la forme A 3 ~ B 3 n’est contenu dans une arête singulière.
En utilisant toujours les notations de la démonstration du lemme 1.2, si l’on a

deux complexes K 3, K 3 C E 3, tels que K 3 = K’3, K ~ = K 3, alors on peut définir sans
aucune peine la «somme connexe» K 3 + K 3, en considérant des disques d 2 C Fr K 3,
d2 C Fr K 3 et en les identifiant. On doit seulement prendre garde à ce que ces disques
ne contiennent aucune singularité. Nous allons distinguer deux cas :

Cas I : F ( V 3 ) = somme connexe d’un nombre ( fini évidemment) de cônes sur des sphères
percées ( S 2 - Y int D 2 ) ..
Cas II : F ( V 3 ) n’est pas somme connexe .... (voir par exemple fig. 2).

Nous allons commencer par faire la démonstration pour le cas I : analysons tout

d’ abord la manière dont on passe de F ( V 3 ) à F ( Y 3 ) . Le passage peut être décrit
ainsi : on considère dans F( V ) un nombre de disques d 2 , d 2 ,..., d 2 , à deux dimen-
sions, tels que :

. f"’--/ ..~
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- Fr d 2 est décomposée pour chaque i en deux arcs a d’extrémités commu-

nes. Ces extrémités peuvent être des points singuliers de mais pas dl autres

points.

-di2~dj2 = 03C6 ou di2 ~ dj2 = 03B1i1 = 03B1j1 ou
- P our passer de F ( V 3 ) à F ( V 3 ) on fait l’opération suivante :

(d22,03B121)...F(V3)
permutent.

En raisonnant par induction sur h, on prouve qu’il existe dans un disque
à deux dimensions 8; *) 

ayant les propriétés suivantes : .

- int b 2 C int Fr 8 ; C Fr 
- En tout point de S 1 F ( V 3) est variété à bord, sauf exactement en un point

~ i E ~ 2 qui est barycentre d’une arête singulière, soit o~ i, de 
- S est transversale sur Donc, après une petite isotopie, S r1 

est le cône de sommet p sur une des composantes connexes, soit À 11’ 
Choisissons pour chaque arête singulière 03C3-1 de une fois pour toutes, une

extrémité a ( o-1 ) et désignons l’autre extrémité par 
Faisons maintenant les coupures suivantes :

- coupons ( â 2 - C p 1 (À h) en deux : ( b 2 - C p 1 (À 11))’ et ( 8 ; - Cp1 (À 1 1))" les

deux parties ayant en commun ~.1 .
-coupons en deux : (Ca(03C311) (03BB11))’ et 

( Ca(03C311) ( À î)) " . (Les deux parties ont en commun 11)). 
1 ./ . 
. . ,"

- coupon s de même Cb(03C311)(03BB11) ... .. _ r 
, 

« 

-coupons o- 1 en deux : t 
3

( 03C3 1 i )’ C S 1 1 C. 
p 

( B 1 ) J 

Cp1(03A31(F/V3),03C311)-03BB11)
les deux parties ayant a( c~ i) en commun. On obtient de cette façon un complexe con-

tractible i F ( V 3 ) , contenu dans E 3’ ayant les propriétés suivantes :

- F ( V3 ) est un espace quotient de F ( V3) de la forme suivante :

F(v3)=(c~2-c~ 1 ~~i)j’,~s2-~’~ 1 (~i))~)
((caf~.iJt~i))’~(caf~i 1 1 Jc~i)") ((~’b(~.i 1 J(~i))’,(~’b f~i 1 J(~i))")

,(o-i)" )i 

*) On remarque aisément que l’hypothèse du cas 1 intervient dans la première étape de l’induction h = 1 ) .
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- 1 F ( V 3 ) entre dans le cas I.

- La somme des multiplicités des arêtes singulières de 1 F ( V 3) = somme des

multiplicités des arêtes singulières de F ( V 3)- l .
Ceci nous permet de continuer par induction, jusqu’à ce qu’on arrive à un com-

plexe ayant les propriétés suivantes :

- 9 ( V 3 ) est contractible et contenu dans E 3.
où a, ~3 ... sont de dimensions 1 et 2.

- 

... , X ~ &#x3E;1 
t 

sont toutes les composantes connexes ~ ~) , où
OE b est une arête singulière quelconque de F ( V 3 ) ( ~ i barycentre de cr~), alors : 1

V- ° -" °

‘ 

On fait maintenant la construction suivante : on remplace dans T ( V 3 ) exprimé
sous la forme ...v ... v... comme ci-dessus, chaque

par 03A33( F ( V 3 ) , a il ). On obtient un nouvel espace 03A6( V 3) F ( V3), 03C3i1)v ...

ayant les propriétés suivantes :

a)  ( V ~ ) est contractible et contenu dans E 3 .
/6)Ff V3)=(~, 7~) (~m l~,~m’1)... ~(V3)

= dim TJ = 2 .

On a : S ~ Fr y 3 ), cr’~) n ( $r y g )- S~r F f V g), o-~)) = af cr~ ). 
_ ,

Faisons l’opération suivante : dans le triangle C i considérons une sécante 03BBi1,
parallèle à A 11’ Découpons 03A33(F(V3), 03C3i1)~03A6(V3), par Sa(03C3i1)b(03C3i1)(03BBi1) de

telle façon que

(Sa(~,t 1 ~b(~.t 1 ~(~.1))’ _ C (~3(F(V3)’~1) Sa ( ~i n b(~,t n (C pl t (~1)- C i (~ti)))
aient en commun exactement.

De plus, on fait la coupure de telle façon que :

~fV~-S~FfV~,~))n(2/F~,),~)-~~~,~~(C~~’,)-C~~(~)))=~

On a obtenu de cette façon un nouveau jouissant des propriétés a,f3,
et tel que, de plus, deux arêtes singulières quelconques de 7(( V 3) soient disjointes.

On voit alors aisément que pour le cas 1 le lemme est prouvé ( ~ ( V 3 ) = F *( V 3) etc. ) .
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Nous allons prouver maintenant que le cas II peut être réduit au cas I . Si K 3 est
un complexe à trois dimensions, et c~l une arête de K 3, on désignera par ~( K 3
l’ espace quotient de K 3 obtenu en contractant 03C31 en un point. On voit, comme précédem-
ment (quand on a décrit le passage de F(V3) à F(V3)) que

( *) F(V3) _ ~k ~~-1 ... D 1 D 3
011 chaque Di est un ou On voit aussi qu’après une éventuelle

subdivision, les o’2 , 03C31 peuvent être pris arbitrairement petits.. (Je veux dire que si K’3
est une subdivision de K3, il existe un espace Oh ... D 1 K’3 qui est combinatoi-

rement 3 ) . ° D’autre part, est un cône, Dh Dh-l ... D 1 K 3 est

toujours dans le cas I . Dans ( *) on peut toujours supposer que D 3 est une triangulation
du disque à trois dimensions, qui par des contractions de Whitehead, se réduit à un point.
il existe alors un complexe contractible de E 3, ~ 3, ayant les propriétés suivantes :

:!)3==A3VB3V... ° H3
011 chaque A, B ,... est un cône.

( am~~m)...~3 = D3 dim ~= 2 .

On a ~ : F(V3) _ Ok ~k~l ... (am~~~) ....tJ3 = (am~t-’m~... Ok °k-l... ~3 =

Chaque ensemble 03A91k1 ... 3 ,... entre, comme nous l’ avons remarqué, dans le cas I .

Le raisonnement peut se continuer maintenant sans peine, afin de prouver le lemme.

Le lemme 1.5 une fois prouvé, nous allons faire un dernier changement afin d’ ame-

ner la représentation du lemme 1.3 à une forme définitive.

LEMME 1.6. Soit V 3 une vari été compacte à trois dimensions admettant une représenta-
tion

((~m~~m)...(al,~l) 

telle que :

a) F(V3) = 0 .
b)dim 

, 

c) Si 03BB 
1, 03BB’1 sont deux arêtes de F ( V 3 ), dont l’une au moins est singulière,

telles que ~ ( ~ 1, ~ i ) = 1, alors ~.1 ~ ~’~ = ~ F ( V 3)). ~. "
Dans ces conditions il existe une autre représentation

((~n~~~~...(~ ~,~1)*F~v~),*~~
* ~ Pour assurer la commutativité des Q, on doit prendre soin que les ~, ~ et ( Q~ de Q ( Q~, 

soient transversaux.
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ayant les propriétés a) - c), et de plus la propriété suivante ;
d) Toute arête singulière de *F(V 3) a la multiplicité 2. Pour toute arête sin-

gulière 03BB1 de *F( V 3) il existe exactement une autre arête de *F( V 3) (évidemment
toujours singulière) ~ 1, telle que *~ ( i~ 1, ~.1 ) = I . Si l’on dési gne par ~‘ ~ : * F (V~ )-~ V 3
la projection canonique, *03C6(03A33(*F(V3), 03BB1)) et *03C6(03A33(*F(V3), 03BB1)) sont trans -

dans V 
3 . 

°

D E M O N ST R A TI O N . Désignons par F( V3) ~ V3 la projection canonique. Soient

v2 ... vp les arêtes de V~ telles vt ) contient au moins une arête singu-

lière. Désignons les arêtes de F( V3) qui constituent 03C6-1( vi) par 03BBi1, 03BBi2, ... 03BBiki.
Dési gnons les composantes connexes de 03A3 1( F ( V 3 ) , 03BBij) par 03BBij, leurs barycentres par3 1 J

1 p~, fini de points par ~l . ° Evidemment D 2 = ~ 2 ( V 3, v= ) -
= ~ ( 03A32 ( F ( V 3 ) , 03BBij)) , Considéron s dans D 2 , les complexes Co (03C6 ( 03C0

1 
t )) = 0 ,

( 0 = v t ) . En écartant un peu de 0 chacun des pôles des cônes C o ( 03C6( 03C0i )) , c’ est-

à-dire en remplaçant chaque cône CQ( 03C6(03C0ij)) par un cône Cxi( 03C6(03C0ij)) ( xi 4 0, ED2 ),
on peut faire en telle sorte que pour chaque q E C i(( 1 03C6(03C0il)) il existe

xl 1 xl 1 
..

un segment de ... ) et un segment de Cxij’(....) qui se coupent en q(xij ~ xt,) . Il

est facile maintenant de construire des complexes a deux dimensions C D , ayant
1 2

les propriétés suivantes :
. 

- ( 03C6 (03C0ij)) C 03C9
l 
i ; par des contractions de Whitehead 03C9ij Î p eut- être rédui t à

Cxi ( ... ) .
l 

(.... ) est contenu à l’intérieur de 03C9 i, sauf pour ceux de ses points qui

appartiennent aussi aux autres ( .... ) . Ces points sont les seuls n’est pas

une variété à bord. Au voisinage d’un tel point, 03C9 t est un cône sur deux segments dis-
1

joints.

-pour tout point «singulier» q (voir ci-dessus) , de 03C9 1 1, il existe un autre cv 1 ;,
auquel ce point appartient. Evidemment, q est aussi singulier pour et én q, cv 

l 
i et

se coupent. Dési gnon s par ô 03C9 t = n Fr Di2. On voit bien que S ~03C9 T est natu-
1 l 1 2 ’ 1

rellement isomorphe à S ~ 1( F( V 3 ) , ~.l ) . Considérons le complexe :
*F(V3) = F(V3)- u~~(F(V3),~.t) +~.~ Sc~t

ou S03A31(F(V3), 03BBij)~ F(V3)- ~03A33(F(V3), 03BBij) est identifiée, par l’isomorphisme1 3 3 3 1

naturel ci-dessus, avec S ~ C S c~ ~ . On voit sans peine que *F( V3 ) est contractibleI 1 3

et naturellement plongé dans E 3 . De plus il existe une représentation spéciale de V 3 :
( * F ( V 3 ) , *03A6) où *03A6 est définie comme suit : pour Fr F ( V 3 ) n Fr * F ( V 3 ) , *03A6 coïn-
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cide avec p.. Pour *F(V3), *4$ est l’identification qui fait 

03A3 3 ( V 3 , v t ) , 03A6 et *p coincident évidemment sur la partie commune de leur domaine de

définition. ... ( ~ 1, .~ 1 ) est obtenu à partir de ( am , ~m ) ,.. ( a, ~, ~ ~) en rem-

pl aç an t chaque 03B2i~03A33(F(V3),03BBij’) par

... ( xif, y f) 011 ( 1 ... f) est un ordre convenablement choisi.

ux = ~~ n ~i É
l 1 I

uy = ce 1 
On voit bien que toutes les propriétés requises sont satisfaites. En combinant les lem-

mes 1.3, 1.4 et 1.5 on arrive au résultat final suivant :

LEMME 1.6. Soit V 3 une variété compacte à 3 dimensions, ayant le même type d‘homo-

topie que S3 . Il existe alors une représentation de V 3 :

((am~~mJ... F(V3~~~)
ayant’les propriétés suivantes :

2°) Fr ( am, ~m) ... F( V3 ) = 0 .
3°) Tout côté singulier de F( V ~ ) a la multiplicité 2. Pour tout côté singulier

03BB1 de F ( V 3 ) il existe exactement un autre 03BB’1, tel que CP(À..1, À’l) = 1 . 03BB’1 est aussi

singulier et les images canoniques de 03A3 3( F( V3), 03BB1), 2 3( F( V3), 03BB’1) dans V3 se
traversent.

4° ) Si 03BB
1 

et À..’1 sont deux arêtes comme ci-dessus, 03BB1 n À..’1 (dans F ( V 3 )).
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CHAPITRE II

QUELQUES RESULTATS DE LA THEORIE DES IMMERSIONS.

APPLICATIONS.

Soient V ’ï Wk deux variétés différentiables *) ~. Une application différentiable
f : Vn sera dite une «immersions si la matrice jacobienne est de rang partout maxi-

mum ( k  n ). Deux immersions f, cp: W k -+ V n seront dites «régulièrement homotopes&#x3E;;
s’il existe une homotopie f t qui les relie, telle que :

- pour chaque t, f t est une immersion.
- l’homotopie induite pour le fibré tangent est continue.

Nous allons appeler (k, r ).. W k .. figure, l’objet suivant :
- une immersion ~ : .’ W k -+ V n .
-r champs transversaux, indépendants, de classe dans le fibré normal à

°

TJne homotopie régulière de 

sera par définition l’objet suivant :

- une homotopie régulière (d’ immersions) cp t reliant .

- une homotopie de champs transverses f ~ ; .../~, reliant ( f ° ) , ( f 1 ) ; ( f 1 ) sera

un ensemble de r champs transverses, de classe C~ , indépendants, du fibré normal de ,

Une ( k, r) - Sk - figure sera dite « basique» si (CF,. ( f ~ )) sont donnés sur le pôle
sud de Sk . De la même façon, on dira qu’une homotopie régulière de ( k, figures
est basique, si elle est basique pour chaque valeur de t.

Soient F et G deux ( k , r) - Sk- figures basiques et E, ~ f V n) le fibré des

( k + r ) - repères linéairement indépendants, tangents à V n ** ~ . . Par une homotopie régu-
lière suffisamment petite, on peut faire en telle sorte que les (cp; ( f~)) de F, (respec-
tivement de G ) , coïncident sur un petit voisinage, W, difféomorphe à un disque, du pôle
sud de S k. F, G induisent deux applications :

coïncidant sur Fr W. L es k premiers vecteurs sont un repère tangent à 

respectivement à int W ),. les r autres vecteurs sont des f i respectifs.

*) 00*) Sauf mention contraire différentiable signifie C 
o0 

..

non orientés. La fibre sur la variété de Stiefel non orientée (V n,n- 1= l’espace projectif, non la s &#x3E;hère).
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De cette façon, on a associé à la paire ( F, G ) une sphère singulière, à point
de base, de Ek +f ( Vn). La classe d’homotopie de cette sphère sera désignée par :

Si Vn = espace euclidien, r = 0, on obtient l’invariant 03A9 de Smale.

THE 0 REM E 2.1. Deux basiques F, G sont régulièrement homotop es

(par une homotopie régulière basique) si et seulement si ( F, G ) = 0. Si

a ~F, ( V n )) et une basique F sont données, il existe une

( k, basique. G, telle que .0’ ( F, G ) = a .

On peut définir d’une façon naturelle une structure de groupe (abélien si k &#x3E; 1 ou

si Vn est parallélisable) sur les (k, r) figures basiques. Cette structure est compatible
avec l’homotopie basique et en passant au quotient on obtient justement ( V n )).

Si 77 f ( V n )) = 0 tout ce qui est dit plus haut reste vrai, en supprimant le

mot «basiques.

DEMONSTRATION. La démonstration suit celle de S. Smale [ 19 ] .

Soit 9)i l’espace des (k, r) - D le - figures basiques (point de base sur 
avec la Cp topologique fp~.2), et Si l’espace des (k, r ) - S le - figures basiques.Il
existe une projection naturelle :

7.:D~§~. °
obtenue en prenant la restriction à la frontière et en ajoutant le champ
transverse radial sur cette frontière.

On va prouver tout d’abord que fB~,77,§~, ~ ) a la propriété du relèvement des
homotopies pour les cubes. On va utiliser le théorème suivant :

THEOREME 2.2.(~772~[~9], Thom ~ 26 ~ ). ( ~°~, TT, ~k _i ) a la propriété du relèvement
des homotopies pour les cubes.

Soit maintenant une homotopie h~ : P ~ Si ±11 où t E [ 0, 1 ~ et P est un cube.

Supposons qu’il existe une application h : P -~ telle que le diagramme suivant soit

commutatif:

’B 
~gr + 

i ~ 7T .

1

Soit 77’ : obtenue en supprimant les r derniers champs ’. Le

*) dans la définition de 7T on prend soin que le champ radial soit le premier, donc qu’il ne soit effacé par 



24

théorème 2.2 nous assure l’existence d’une application ~’ P -+ recouvrant 77’ 

hô sera h sans champs transverses.. Ce qu’on doit faire, c’est construire un système

indépendant de r champs, transversaux, de classe C , pour chaque b~( p ) , dépendant
d’une façon continue de ( t, p ), coïncidant avec les champs déjà donnés pour t = 0,

x E ~ h t ( ~ ) , ( ( t, p ) quelconques).
Soit Soient de même Y le fibre des k - plans tangents à

Vn et Z le fibre de base X, obtenu en considérant les paires constituées par un k-

plan tangent et r vecteurs tangents à V n , au même point ( les vecteurs sont indépen-
dants et transversaux au plan). On a une application naturelle : X -+ Y obtenue en

considérant le plan tangent à en h~( ~ ) ( x). Soient 77 : Z -~ Y la projec-

tion, Z’ le fibre induit sur X 77 la projection de ce fibre. L’application fibrée

Z’ -+ Z, 1 qui recouvre ~ est de classe C dans les variables de Dk .
On a considéré ci-dessus une certaine section au-dessus de 

([0,7] x P x = X 1 du fibre trivial (Z’, X ). Elle se prolonge à une section s ( x’ )

de X. Si s ( x’ ) peut être construite de telle façon qu’elle soit de classe C dans les

variables qui correspondent à Dk, la démonstration est terminée. (Car on attache alors
le repère s(t, ~, x) à ht( p) (x)).

On remarque que la fibre de Z’ est la variété de Stiefel Vn ‘k r . Considérons
un prolongement COO : ’II *: V 

n .. k , grand). Soient TN le voisinage tubulaire
normal r ) et 77* la projection.

Considérons :

Ecrivons cette application en utilisant les coordonnées 

i = 1, ... N. Nous allons considérer deux voisinages assez petits, C, C de X 1 dans
X, tels sépare X 1 de X- C . Sur C, chaque Fi peut être prolongée
de telle façon que :

-sur C-3, 
- Fi C C dans les variables Dk .

On peut supposer que l’application 0 -+ EN ainsi obtenue se factorise : 0 -+ 

En composant avec 77* on a une section au dessus de C), avec les propriétés voulues.
A partir de là, on peut construire sans peine s ( x’ ), 1 de classe C dans Dk .

Reste à prouver que le prolongement de chaque Fi z est possible. Pour cela on va

considérer dans Dk x [0, 7 ] deux voisinages disjoints de  [0,1]),

,0’ définis respectivement par des surfaces de classe C se coupant le long de

Sie X 0. Dans 0’ on emboîtera une surface «parallèles à qui ait en commun
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avec Sk X 0. Elle engendrera un nouveau voisinage tel que C’- C’
sépare Sk x[0,~] du reste. D’une manière analogue on construit C’ C G* .

On va prolonger tout d’abord F. sur les ensembles C. X P = 0 (5. x P = (3 ,
avec les propriétés de différentiabilité requises. Après cela, il sera facile de prolonger

F. autour de Sk X P X 0, de façon C (à l’ exception de cet angle, bien enten-

du), et d’une façon compatible avec les prolongements déjà existants sur Û~ 1, Û 2 .
Nous allons étudier seulement le prolongement car celui sur CL est

aisé. Recouvrons tout avec une suite d’ouverts Ui tels que : le recou-

vrement soit localement fini, les (7. s’ accumulent vers Sk X 0, u ( Ut ) soit assez

proche 1 
et enfin :

On considère ensuite des ouverts Vi, tels que Ut et que le recouvrement ait

les propriétés du recouvrement { ~ ! .
Sur D, on va introduire un système de coordonnées polaires : T (rayon) 

(coordonnées de Prolongeons tout d’abord définie sur Sk x [0, ~ ] X P
sur G. U(" ~ Vt ) en posant :

r, y 1, ..: yk_1) = Ft( t, y 1, ... 

F est évidemment de classe C dans les variables de On peut modifier F. sur

V 1, V 1 U V 1 u V~ U V g, ... de telle façon que les sections modifiées, ( Fi ) ~ ,
( F1 ) 2 ... aient les propriétés suivantes :

-(F.) . est aussi proche que l’ on veut de F..
-( F~.)~. i 

° V.)
- ( C dans les variables de D..

Supposons (F ) déjà construite. (F ) .  peut être obtenue ainsi : on considère une

03A6(t, p , x ) 6C qui soit suffisamment proche de F . 1 sur V . + 1 x ) = 1 sur

U; + ~ et ~f ~ ~, ~r; == 0 sur C V + 1 ( ~Y E ~~ ~ On pose :

(Ft).+~ =(~-~)(F~.+W$I 
C.Q.F.D.

Nous avons donc prouvé que fB~,77,§"~) a la propriété du relèvement des
des homotopies pour les cubes.

Soit maintenant ~’~ f/ ) l’espace des (k , figures telles que

~~F. ~, f 1, .., fr, coïncident sur avec les d ~F, ~, f 1, .../~ d’une f~, figure

donnée, f ~ . .
De même soit (r~/~))’ l’ espace des applications Dt.-~ F,, f~ ) coincidant

sur avec l’ application suivante :
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où sont des coordonnées cartésiennes ( ~p° , / i, ... f ° ) = f °.. On a une appli-
cation naturelle

~’: r~ ( f°)~ {rk ~/°))’
définie par : ’

~ _ 

3 ~
r , f ,,..a. f,) ~~ , 1 I~ ..../’)..

On va prouver que 1&#x3E;’ est une équivalence homotopique faible, c’est-à-dire qu’elle a

les deux propriétés suivantes :
- elle met en correspondance biunivoque les composantes connexes *) de

’

- elle induit un isomorphisme des groupes d’homotopie, pour chaque composante.

Tout d’abord, d’une façon analogue aux P ..., nous pouvons définir des espaces

Sk ( g° ) , ))’ en considérant des ( k , r ) - figures avec (CF,! 1 ’ u. /r ) fixés sur

l’hémisphère sud, au lieu de (k, r). D k - figures avec { ~,/1,..../r) fixés sur la frontière.
D’une façon absolument analogue on définit une application :

’ 

. ~’+1: Sk~l(~°)~(S~~1(~°))’
On va prouver les deux assertions suivantes :

a) Si 1&#x3E;’: f/ 0 )-~ ( f o ))’ est une équivalence homotopique faible, alors

’P’ + 1 : S’ + 1 ( g° ) ~ ( Sk + 1 ( g° ))’ est une équivalence homotopique faible.

b) Si 9 ~ ~ ~ : 5’~~~ ) -~ 1~ ~ ))’ est une équivalence homotopique faible,
alors ~~:r~f~ )-~(r’K~))’ est une équivalence homotopique faible.

Preuve de a) : On considère r * c r , sous-espace constitué par les immersions

telles que les jets de tout ordre sur Sk _ 1 coïncident avec ceux de / . On voit sans

peine que l’inclusion F est une équivalence homotopique faible. (Car les jets
d’ordre supérieur à 1 sont déterminés, à une homotopie près, par les jets d’ordre 1)..

Considérons le diagramme commutatif suivant :

Si + 1 201420142014~2014201420142014~ 

(0393*)rk ( ri)’

par arcs, bien entendu .
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où p, p ’ sont obtenues en considérant les $, f i, ... f f+ t qui définissent e 

restreints à l’hémisphère nord, et en supprimant Il (de même pour p’). a) résulte de la
suite exacte d’homotopie des espaces fibrés et du «lemme des cinq» si l’on prouve que

f~,~,r*),f5~,~Br’) sont des espaces fibrés de Serre (c’est-à-dire qui admettent le

relèvement des homotopies pour les cubes) et que 03A8 induit un homéomorphisme des

fibres. On prouve ces deux assertions.

Preuve de b) : On observe que l’espace E de toutes les ( k , r ) - figures

basiques est contractible. C’est un fibré de Serre sur S, dont la fibre F est faiblement

homotopiquement équivalente à P. Donc, la suite exacte d’homotopie entraîne que les

applications horizontales supérieures du diagramme commutatif suivant sont des bimor-

phismes : "

03C0i(S’) 03C0i(E’, F’) # 71. 1-1 ( F ’ ) r ’ )

En même temps (explication de la ligne horizontale inférieure) on considère les espaces

E’, F’, S’, .. obtenus en considérant les applications dans E. On montre facilement que

( E’, 77~~ S’ ) est un fibré de Serre, que sa fibre a le même type d’homotopie que et

que E’ est contractible.

Donc, les flèches horizontales inférieures sont des bimorphismes aussi. Le

diagramme étant commutatif, b) en résulte.

En combinant a) et b), une induction facile, dont la première étape est triviale,

prouve le théorème 2.1.

Une conséquence immédiate du théorème 2.1. est la suivante :

THE 0 REM E 2. 2. Soient n &#x3E; k + 1 , h + r ~ n, e E Si i 1 la projection par TT d’un élément

donné, une fois pour toutes de Drk. Soit de même, f E Srk ±11 quelconque. On a f E TT 
si et seulement si ~’ ( e, f ) = 0 .

Le S~’~-1 pour une ( 1 , n-1 ) - S 1- figure, f de E~ peut être interprété aussi de
la façon suivante : en prenant un champ tangent on a une application naturelle,
associée à donc un élément de 77 ~0 ). °

Cet élément est ~n-1( f , e ) .

Si l’on considère une ( 1 , 7220142 J - ~ .- figure de En, f , on lui associe aisément

une f.On a

( f )

(On utilise le fait que les groupes fondamentaux du groupe orthogonal et de l’espace
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projectif sont tous les deux Z 2 ) .
A l’ aide de 2.I on va prouver le théorème suivant :

T EI E 0 R E M E 2. 3. Toute variété n - dimensionnelle, fiarallélisable, ouverte, peut être

immergée dans En (Hirsch ( 4 ] (voir aussi ( 15]).

D E M 0 N ST R A T ION . Si V n est donnée, on désignera par 03A3k son squelette k - dimension-

nel, par Rk une partie de ~k, par R~ le voisinage tubulaire de Rk. Je dis que, pour
toute Vn, variété ouverte, il existe un C 03A3n-1 tel que :

- Si 7t est un simplexe de de dimension i  n- I , il existe dans R~_1 un

simplexe a t + 1 ayant T t comme face.

admet comme rétract de déformation, et la rétraction prend une forme

particulière simple (voir ce qui suit) .
= Vn (à un difféomorphisme près) .

On prouvera l’ existence de R n _1 tout d’ abord pour le cas particulier où V n = int 

W~ étant compacte, à bord. ( a Wn = Fn _1 ) . On peut supposer ( Fn-1 ) munie d’une
triangulation compatible avec la structure différentiable ( 35 ~ . On définit par induction

une suite de sous-complexes de Wn : K 1 ~ ..... &#x3E; K 
f 

tels que :

.K _ W . ..

-dim K~ =n (ir)
- Kt-1- Kt - ~i = simplexe de dimension n 

.

- Kt admet comme rétract de déformation et la rétraction a une structure

particulièrement simple (qui sera explicitée ci-dessous).

Supposons Ki-1 déjà construit. Pour des raisons homologiques évidentes, si

dim = n, il existe au moins un simplexe o~t de Kt-1, de dimension n, qui ait une

face c~~-~ telle que aucun autre simplexe n - dimensionnel de n’ admette c~t-1 comme
face.. On pose K t 

= Kt-1-o~; la déformation est définie ainsi : on fait passer par chaque
point de ~;-1 un segment parallèle à la médiane qui correspond â et on la prolonge

jusqu’à ce qu’il rencontre Fr 03C3i-03C3i-1. Ces segments définissent la déformation sur

03C3i C Ki-1. Sur le reste, elle est définie par l’identité. Le cas général se prouve ainsi :
Si V n est ouverte, on peut montrer qu’ il existe une suite de variétés compactes à bord,
contenues dans Vn : Î2,.., i, 

telles que :

- U V = les intérieurs des V étant disjaints..
- Fr V t 1 ", 

I 
f 

a N + I composantes connexes.. L’une est collée à Fr V i1, ...if-1,
les autres aux Fr Vt i " t 1+ i ( if+1= I ,.. N). Les V forment un ensemble filtrant,

auquel on peut appliquer, par induction, le raisonnement précédent.



29

Pour prouver notre théorème il suffit de montrer que peut être immergé
dans jE .

n

Soient Ra, R 1,... les squelettes consécutifs de On peut supposer que

R 1 est un bouquet de cercles C . , C 2 ,... de point commun P .

Le fibre tangent(principal) de V yï a la forme Vn x V n, n 
= V M x Soit p la

projection .’ V x 0~ - Le fibre tangent à R’1 est R’1 x Nous allons construire

une immersion ~P : R’ -~ En telle que les deux applications suivantes soient homotopes :
x 0 , obtenue en considérant l’application fibrée : R’1 x 0 -~ 

et en composant avec p .
- l °

Pour cela il suffit que l’immersion ~Y ait la propriété suivante : pour chaque cycle ~.
de R 1 on considère une ~2, 72-2)-~.-figure de support ’yl . /3("/) est complè-
tement caractérisée par un 0"*~ 6 En-1( V n)3 - 77, (V ) x ~1( Vn , n-1)’ °

En considérant la projection sur le second facteur, on a un élément

E?T1(vn, n-1) _ Z2
caractérisant /0("/ ). On demande que

~~n~-2 ( ~~~) == ~ ~~~-2 (~(~(‘Y1 ))) . 
Pour cela, il suffit de considérer les ( 1 , ~..attachées aux C., et de
demander que la condition énoncée précédemment soit satisfaite pour chaque ~t .

_ 

En effet, une ~,~-2~-~ -figure quelconque de R* satisfait à :

~(7i)=~,~+...~
et un calcul immédiat mène au résultat.

On choisit donc une ~,7220142)-~ -figure quelconque de support C~ . On consi-
dère sur chaque Ci le point P., diamétralement opposé à P. Par chaque P 1, il passe

une cellule dimensions transversale à C. et à ~f..
En coupant R’1 suivant chaque D~ -1 on obtient une cellule D ~ qu’on plonge

dans E~. Reste à recoller les deux exemplaires de Dn"1. On peut toujours le faire de
telle façon que la ( 1 , ,~-2)-~.-figure de obtenue à partir de ~., soit caractérisée
par un élément de n ~ n-1 } donné d’avance. W est ainsi construite.

Supposons maintenant que les simplexes de dimensions &#x3E; 1 aient été ordonnés

suivant une famille d’indices appartenant à un ensemble bien ordonné M, de telle façon

que, si dim Cr.&#x3E; i ~ j .

Soie Tx = R 1 u (tous les simplexes ’ de R n -1 °

Par induction on va construire une suite d’immersions W : .’ T’ - E , telles que :
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== W
0

2o . Si T  T , = 

’T

3°. Les deux applications suivantes :

V 
n 
x 0n q 0 

n

T’  0 x E 0 
x n n n n

(ce sont deux applications du fibré (principal) tangent à T’ , T’ x 0 dans 0 ) sont

homotopes, par une homotopie compatible avec les homotopies analogues pour les indices

inférieurs. On va procéder par induction.

Si x -1 n’existe pas, il n’y a aucune difficulté. Si x-1 existe, T x- T x-1 == un

simplexe de dimension i, cr , dont les faces sont dans Tx~,~ .
Soient dans cr deux sphères de dimensions i- I’, de classe C~ , approximant

int ~2 ~ ° En-1 ° ’II x est définie _

( Q - int al) x En -1 où elle coïncide avec ’1’ x-l (qui est définie sur ( a - 

Soit a une petite cellule ( i - I ) - dimensionnelle de Soit une petite sphère cr3 , de

classe C , telle que :

a2 = a ; a 3 int a 2 - int cl

((7- int al )’ induit deux ( i- I , n- i + 1 )- St_1- figures basiques y2 et y3 , de supports
et 03C33 (les premiers champs sont transversaux, induits par cr). Il existe une (i, 

Di - figure y3 , de support int (7 , contenue dans ( cr - int al )’ telle que 7T y3 = y3 .
Dans ~n ’ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ’~’2 ’ y3 ) _ ~ car ’~~2 ’ Y 3 sont basiquement régulière-

ment homotopes, par une homotopie de support int ~2 - int a 3 C cr . Donc

~ * ~ n - i + 1 ( y2 ~ y3 ) = 0 , ce qui donne une certaine homotopie dans V n n = 0 n. Consi-
dérons :

Vu les conditions de compatibilité l’homotopie dont on vient de parler peut
être considérée pour W .(7~ ), ~P . (~3)’ Donc

q*~n ;+1(~x-1(i’~)~~x_1(’Y3))=0 . °
Ce qui donne, vu que q~ * est un bimorphisme :

n~’~(~~~(~)~~-i(~))=0 (dans En). °

Mais 7T , donc ~~~ (~ ) 6 /~2 77 .

Il existe donc une (de En), telle que 77(/? ) =W 
peut considérer que 03B2 coincide, sur un voisinage de avec 03A8x-1 (int Q2 ) . On sup-

posera donc que définit W . On étend cela immédia-
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tement pour cr* . 10 , 2~ sont triviales. Les deux applications de 3° sont obtenues ainsi :

la première : on écrit que dans V , il existe prolongeant
la ( i-1, ,~2014ï + ~ ~-figure ~ et qui contient 1’3 (définition de c~). Dans En X cela

devient une homotopie régulière { ~2 )’ ~x-~ { ~3 ) ~ laquelle on ajoute le cou-
vercle 7T (7~)) = 7~. (C’est ce qui nous a permis d’écrire, en En :

~ " ~ ’ (~P~~ (y, ),T~~ ( 73)) = 0 ). °
la seconde : est obtenue en «( intégrant» l’application précédente puis en « diffé-

rentiant» de nouveau (c’est une /3’ x 0  n F x 0~ -~ 0 ) . On voit facilement que ces
deux applications sont homotopes. 2.2 est donc prouvé. 

’

En combinant 2 .2 avec un théorème classique de Stiefel on a :

THEOREME 2.3. Whitehead ( 32 ~ ), Toute variété tridimensionnelle V 3, orien-

table, ouverte, peut être immergée dans E 3 .
Soit f une d’une variété parallélisable V . Soit q * la projec-

tion :

. 

On désignera q*03A9i( f ) par f ) .

DEFINITION 2.1. Soit V 3 une variété tridimensionnelle orientable, quelconque. Soit V ~
son squelette i - dimensionnel, ( V 3)’ un voisinage tubulaire de ce squelette. Une appli-
cation

V3)’ -~ Ea
qui satisfait aux conditions suivantes, sera dite une «immersion des orientations» :

I ° . F est une immersion

. 
2°. Pour tout sommet q E ( V 3 ) n ( V 3 )’ , les deux paires d’ espaces suivantes

sont homéomorphes :

(~2(V3,q)~ V ~ n fV ~’n 1~ fV~ ~ = rS~ fi? 3. 
On suppose que ( V ~ )’ est suffisamment proche de V 3 pour que V ~ soit un retract de

’ 

déformation (par des contractions de Whitehead) de ( V 31)’ n V ~ .
3°. Pour toute ( I , I ) - S 1- f igure de V 3 contenue dans ( V ~ )’ ~1 V ~ , f , on a :

~,,~ rf) = ~~ ( F(f)) .
Au point 3° il y a une petite observation à faire : les ( 1 , 1 ) - S -figures comme f auront,
non pas un champ transverse C~ , mais un champ transverse continu seulement (et C°’
par morceaux). Un théorème d’approximation facile montre que toute discussion relative

aux à champs transverses continus se ramène au cadre des ( i , k ) -

M .- figures à champs transverses C
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Une autre observation encore : si V 3 est une immersion des orientations

F:(V3)’f~V3-~E3
sont donnés, et si ( g ) V 3 est une subdivision de V 3, on peut facilement construire une

immersion des orientations

F(g) : ((~)V3)~ 
qui prolonge F.

Enfin, le théorème 2.3 permet de trouver immédiatement le théorème suivant :

T H E O R E M E 2.4. Toute variété V 3 orientable possède une immersion des orientations.

Après avoir étudié un peu de plus près la représentation de la fin du chapitre

précédent, on aura l’occasion d’appliquer ces théorèmes.

DEFINITION 2.2. Soit V 3 une variété compacte à 3 dimensions et

(... (a,~)(a’,~’)... F(V3),~)
une représentation de V 3. On dira que la paire ( a, ,C ) est une « paire régulière » de

(ia~~ /3’ )... F(V 3), 
’

si a Fr ( a’, (3’) ... F( V 3) est contractible.
Considérons maintenant la représentation

((am,~m) ... F(V3~~~)
du lemme 1.6 ( V 3 a le type d’ homotopie de S 3 ) . Nous allon s étudier d’un peu plus près
cette représentation. Prouvons tout d’abord le lemme suivant :

L E M M E 2. 5. Il existe une représentation 
’

((p~2n~2)...( I~2, 1~’2~(~~2, q~2)... ( 1~i2, 1~2) F(V3~~~~ -
((am, ...(al, ~1) F(V3~~~)

ayant les propriétés suivantes :

1 ° . ( t ~ 2 , I ~ 2 ) est toujours une ~aire régulière.
2° . ° X 

2 = Fr ( ~ ~ 2 , q~ 2 ) ... ° F ( V ~ ) a l’une des deux structures 

2 
= S 2 ; alors p = 1. 103A92, 103A9’2 sont deux hémisphères de S 2 ,

D 2 n 0’2 = équateur.
Cas II : X 2 a la description suivante :

C’est un espace quotient (y Mi2) u ( ~ M 12 ) / cp
où: .. M 2 =(~  x2 +y2 -  1)

M 2 = ((x2+y2 ~ 4)-(((x-l~~ + y2  ~ ) U((x+I)2 + y2  ~ )).
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soient C l’ ~, C 2 ’ ~ les deux cercles frontières de M’ Sur chaque M ~ on considère

deux génératrices ( x = ® y j marquées : ~g’ , g " . ~g~, divisent M 2 en deux rectan -

gl es ’S~, ayant deux côtés opposés en commun.

D’une façon analogue, on considère dans Mj2 les trois « génératrices » obtenues

en prenant ( y = 0) n M 2 . Ces trois génératrices divisent Mj2 en deux hexagones j03B4,
~S’ ayant trois côtés non adjacents en commun. Soient ’’,C~’~ les trois

cercles frontière de Sur chaque cercle C’ ’" ou C~’ ~, les génératrices déterminent
exactement un couple de points que nous allons appeler : points générateurs. La relation

d’équivalence a la forme suivante : on partage l’ensemble C1’ m, C~’ q~ en classes,

composées de quatre ou de deux éléments. Les cercles de la jorme C n’entrent que dans

des classes à 2 éléments et il n’y a pas de classe formée seulement par des cercles C.

Pour deux cercles d’une même classe on se donne toujours un homéomorphisme préser-
vant l’ensemble des points générateurs. S’il y a plusieurs cercles dans une même classe,

a, b, c et si ha, b est l’homéomorphisme allant de b à a (a, b, c sont de la forme C ou

C ), alors :

On identifie tous les couples de points ( p , ~ ( p )) pour obtenir X 2 . Enf in : 
.

(~~2, p~2)...( l~2, 1~’2 J =(p ~, P ~’)...( ~b, ’ lb )fN b, Nb’)... ( 1~, ’ i~’). °
DEMONSTRATION. Soit x un simplexe à deux dimensions quelconque de Fr F ( V ~)..
Soient ~1.~9~3 ses trois côtés, ~~~,~3 leurs ba rycentres, x 1, x 2 , x 3 trois seg-

ments, contenus dans int x 1, int x 2 , int x ~, de centres p 1, p 2 , ~ 3 ’ On choisit les x~,
de telle manière que les conditions suivantes de compatibilité soient satisfaites :

-Si x, y sont deux simplexes à deux dimensions de Fr Ff~), tels que x~ = y.,
alors :

xi = 

- Si x,x’ sont deux simplexes à deux dimensions de Fr Ff~), tels 
et si T , = x’ ~ (voir définition 1, 1) alors :

Tx : X, ,(~*)=~~.
Choisissons pour chaque simplexe x et pour chaque paire ( i , j ) _ ( j, i ) un

quadrilatère contenu dans x, xi~ tel que :

De même, choisissons pour chaque x, un hexagone contenu dans x, x, tel que : .

x*1 u x 2 u x 3 . °
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On fera ce choix de telle façon qu’il soit compatible avec les T x,x , .
Considérons maintenant

, 

((CL~ , /3") ..... (CL ~ ,/3 1 ) cI&#x3E; )

’Soit i 1 le plus petit indice pour lequel (a’i,~6’l) n’est pas une paire régulière de
((cL’l~./5’l~) ... est alors composé de deux ou trois

composantes connexes contractibles (voir lemme 2.~ ci-dessus) .

En tous cas, en analysant tous les cas qui peuvent se présenter (2 sommets

communs, un sommet et une arête opposée, trois sommets) on voit que, ou bien il existe

une paire ( a t 1 ) jm , ( ~ t . 1) np telle que :

(/3’i )~) = 1
- ( ai 1 - ( at 1 )1~ , /3’l-(/3’i)~) = une suite finie de paires régulières,

ou bien que : /~ !1 
.

-(03B111 - a % 1 , /6’l- (3% 1) est une suite finie de paires régulières.(On a évidem-

ment = 1 ) .

On voit sans peine que
dans le premier cas :

’ 

((am,~m) ... (al,~l) F(V3),~) ‘

et dans le second :

((03B1m,03B2m) ... (03B11,03B21)F(v3),03A6) =
((03B1i1,03B2i1)(03B1m,03B2m)...(03B1i1-03B1i1,03B2i1-03B2i1)..(03B11,03B21)F(V3,03A6).

On considère maintenant le plus petit indice i 2 , , tel que { ai 2 , ~t 2 ) soit une paire
non régulière de

. (( a’2 ~ ,~6’ 2 ~) .... ... (al, j3 1) Ff V~) ,$ )
respectivement de :

(( CL’2 ~ , /3’2 ~) ... CL’ 1 ,/3’2 - /3’2 ) ... (a 1 ,~ ) 1 Ff Vg) ,~ ) .
C. Q. F.D.

Par induction, on arrive à une représentation

((.4 ~, Bn) ... {A 1, B 1) f~ , ((CL", ~ )...( a B/3 ’ )FfVg),~)
satisfaisant aux conditions suivantes :

1° . est une paire régulière de

u. (al, (i ~ m ) .
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2° - Si 71 ( 1 ) .... 77 ( n ) est une permutation quelconque :

((A~~n~~ B" (n~) ... (A’~ ~~ ~,B’~ ~l ~) (a’~, bm).... (ai, b~)F(V3 ),~)
a un sens et est égal à

(( An, Bn) ... B 1) (am, bm) ... b 1) F(V~ ),~).

30 - Pour chaque A~, Bt il existe une paire de simplexes à deux dimensions x, y de

Fr F ( V 3) tel que l’une des deux situations suivantes se présente :

-A1=x 
De plus :

10 tI&#x3E; ( x , y ) = 1 , (évidemment 03A6(Ai, Bi) = 1 et A’, Bise correspondent par T x , y ) et

Ai ~ Bi ~ Fr Ai ~ Fr Bi.
2° Dans (am, bm) ..... (a 1 , b 1) F ( V 3 ) ,

Fr Ai ~ int x = Fr Bi ~ int y.
Considérons la permutation 77’~ ~ ~ ... 71’ ( n ) pour laquelle si j  K ( 0  K  n j

( A~, B~ ) est une paire régulière de

((A~-1. B~~ ) ... ( a"~ , ... ( a ~ , 6. ~ Ff 1&#x3E; ) .

avec K maximum (par abus de notation, on a supposé que les

(A~, Bi) écrits avec la permutation 77’fï)~. En posant ’

~=~2--K, p =n-K

(iO 2 ’ ~2)=~~ b i ) i 

(m+iD2 ,Bi) i  K

(iD2, 
on a alors C.Q.F..D. Pour que la démonstration soit complète, on a à prouver encore le

lemme suivant :

L E M M E 2.6. Soit V 3 une vari été à trois dimensions, compacte, sans bord, et ( F (V3 ) , 03A6)
’ 

une représentation spéciale de V 3. Supposons qu’on ait une représentation spéciale de

V3:
(( a~. /3" ) f OL"~. /3~’~ ... f a,~ /3~ F ( Vg ~ ~ )

satis faisant aux conditions suivantes :

1 o. dim a= dim f3 = 2

2° . ( ai, pour i  m- 1 est une paire régulière de
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((a~ l,~t-)... (a1,~1) F(V3)~~).
o dans ((a’~~l,~m-lj...(ai,~l)F(V~),~) on a ..

Fr am = Fr 

alors F(V3)=0.
DEMONSTRATION. Le lemme est immédiat vu que

H3((~m~~m)... z) = z.

On va étudier maintenant un peu de plus près les paires régulières. ,

D E F IN ITION 2. 2. Soit V 3 une variété compacte à trois dimensions et

(... (a,~j(a’,~’)... F(V3),~)
une représentation. On dira que (a,,û) est une paire ~canonique» de ((a’, ~’j... F(V3), Ù ))
s’il a l’une des trois formes suivantes :

- Forme canonique 1 : a, ~ sont deux simplexes à 2 dimensions, et la paire

( a, ~ j est régulière. De plus, aucune arête de a, ~ n’est singulière et aucune ligne

singulière n’est incidente à a u(3- 
’

- Forme canonique II : il existe tout d’abord dans ( a’ , (3’ ) ... F ( V 3 ) deux

simplexes à deux dimensions ~2 , t~ 2 ayant en commun exactement une arête À l’ tels
que

(a’, ~’) ... ~(c~%2, c~ 2 ) = 1 .

Soient P, P’ les sommets de c~2 , c~ 2 , opposés à i~ 1. Sauf dans P, P’, (a’, ,~’)... F (V 3 )
est une variété à bord, dans tout point de 03C92 U 03C9’2. Considérons des petits voisinages

P) =~3((a’~~’)... 

~3(P’)=~3((a’,~’)... ° F(V3),p’)

(on a choisi une subdivision suffisamment fine pour que 03A33( P ) ~ 03A3 3( p’ ) _ 
Il n’existe pas deux points distincts x, y de 03A3 3(P j, 1 respectivement de 03A3 3(P’ ) ,

tels que 

~ 

(a’,~’)... ~(x,y)= 1.

(En d’autres termes la restriction de la projection canonique :

(a’,~’)... ° F(V3)~ V3
est un monomorphisme).

~ 3( P ) contient des lignes singulières À 1 .. X~’~

~ 3(P’ ) contient des lignes singulières 
’ À 1 JO. ’ À M .



On a : ( a.’ , /3’ ) ... ~ ( À. Í , , ~._ ) = 1 et il n’y a pas d ’autres paires de lignes singulières

satisfaisant ces conditions. Soient ~~ les moitiés des À.Í incidentes à P, de même ’Xi

les moitiés des ’À 1 incidentes à P’ . 
°

- ( ct. , (3’ ) ... ~ (Xi, ’Xi) = 1

Soient dans Fr ~ 3(( a’, (3’)... F( V 3), AI, Ct, Dt les quatre simplexes à deux

dimensions qui contiennent ~ Bi = ... = &#x3E;:. i ).
De même dans Fr ~ ~(( a’, ~’ ) ... F( i~ 3), ’Xi). On suppose

que :

.......
Dans ces conditions, l’élément ( a, (3) de forme canonique II est :

(a,~)=(A~,’AM)... (A1,’A1)(B~,’BM)...

(CM,’CM) ... (D~,’D~) ... (úJ2,úJ’2 J
Forme canonique III :

(a’, ~3’) ... ° F(’V~)

. 

contient quatre tétraèdres: .. 03C413, 03C423, 03C433, T 43; sur chaque TE on considère une arête

marquée et l’ensemble des faces de T 3, opposées à 03BBj, qu’on désigne par at ,

Soient ~ 1 ~ i , ~ 2 , i les faces de T 3, incidentes à À. i. Dans ( a.’, /3’ J ... F ( V 3) : -

~2 = À.1 , À3= x 4

On considère des décompositions

À.i= Î~1’t+ À2,i+ 

(~~.t = a-:6, t = al-a~, ~~3’t= a2-b). °
Dans (a’,~’)... F(V3) on a : À i, 1 = ~t,2 , 1 ~t’ ~- (i = 1,.. 4). D e plus

À. 1, 1 
= Î~l 3, Â.3’ 1 

= ~3’ 3, (a’, ~’) ... ~ ( À. 2 , l, À 2 , 3 J = 1 ( Fr À. 2 , 1 = Fr À. 2 , 3 J.

Soient ( ~t ~ t )’ des cellules contenues dans l , telles que

( 1 J’ n Fr = ~ 2 , I .

Soient B 1, D 1 les quatre simplexes à deux dimensions de Fr 03A3 3(( a’, /3’ )...
F ( V 3 ), ~ 2 , 1 ) ayant ~ ~ ’ 1 comme arête, de même A 3, B 3, C 3, D 3. On peut supposer

que :~
At-(~~, 1),

A~=(~i, 3)~
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de plus

(a , (3’ ) ... ~(A 1 ,A 3 ~_... = 1 .

Dans (a’, /3’ ) ... F(V3) 
_ -

(r1ur2)()(r3 urij) =(31,1_((31,1), =/31,3_((31,3),
(Ces deux cellules sont identifiées).

Dans ces conditions, une paire ( a, (3) de forme canonique III sera :

(a~~)=(D1,D3)(Cl~C3)($1~B3~(A1~A~~.

On va donner une forme canonique pour les paires non régulières :

DEFINITION 2.3. Soit V 3 une variété compacte à trois dimensions et

(... (a,,C3)(a’,~’)... F(V3),~)
une représentation. ( a, (3) est une paire non régulière de (( a’, (3’ ) ... F(V 3), ~ ). On
dira qu’elle est ~canonique~ (paire non régulière non canonique de ((a’, (3’)... 
si elle a l’une des formes suivantes :

- Forme canonique IV : a, ~ sont deux quadrilatères de Fr ( a,’, (3’ ) ... F ( V 3 ),
ayant dans Fr ( a’, (3’ ) ... F ( V 3), deux côtés opposés en commun. ( a u (3 = couronne

circulaire).
- Forme canonique a, ~ sont deux disques de Fr ( a’ , /3’ ) ... F ( V 3 ) ayant

dans Fr ( a’ , (3’ ) ... F ( V ~ ) toute leur frontière en commun ( a U /3 = S 2 ).
On peut énoncer le lemme suivant : .

LEMME 2.7. Soit V 3 une variété compacte à trois dimensions, ayant. le type d’homotopie
de S 3, et soit :

((p~2~~~2)... ( 1 D~2’ 1~2)(q~2~ q~2)... ° ( 1 D 2 ’ 1~2)F(V~)~~)
la représentation du lemme 2.5. Il existe alors une représentation ( h ( V 3) &#x3E;_ 1 )

((Xn~~a~, Xn~~3~) ... ( Xl, Yg)... ( Y1, ...

(Z1~Z1)(Th,Tt’)...(Tl,Tt)F(V3);~)=((p~2,p~2)...(q~~,q~~).., ° F(V~)~~)
satisfaisant aux conditions suivantes :

I ° . ( T t, est une paire régulière canonique et

( Th, Th ) ... ° (T 1, T1) _ ( ~~2 , q~~ ) ... ° ( 1~2 , 1~2 ). °
2° . ( Zt, est une paire non régulière canonique de type IV ; les images cano-

niques des Zt dans V 3 sont disjointes ; 3 )-1, s)-1) ... ( Z 1, Z 1 J a un sens

(et est évidemment commutatif) pour toute permutation. (Donc déjà dans (Th, ).., F (V3 ),
Z I U Z I est une couronne circulaire).
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. .....

3° . ( Yt, Yt) est une paire régulière de type I ou 1I.

4° . (Xl, Xl) est une paire non régulière de type IV. Les images canoniques des

X 1 dans V 
3, 

sont disjointes.
5°. ( Yg, Yg) ... (Zn(V3)-1, Zn(V3)-1)... (T’1, ?’t)... Di3)

où les D 3 sont des disques disjoints, plongés d’une manière CCD dans V 
3 . 

t

DEMONSTRATION. Il est facile de prouver que X, Y, Z tels que:

(Xn(V3),Xn(V3))... (X1,X1)(Yg, Yg)... (YI, 

...(Z ,2 )-( D2’ D2)...( D2, D2)
existent, et que les propriétés 20 , 3° , 4° , sont satisfaites. )0 en découle immédiatement.

Reste à prouver l’existence des ( T t , T = ) , et 1° . Pour celà on va donner une

nouvelle définition:

DEFINITION 2.4. Soit V 3 une variété compacte à 3 dimensions et

~(am~~m)... (a1,~l,F(V3)~ CP)
une représentation de V 3. On dira qu’un point p E ( 03B1m, 03B2m) ", (a 1, 03B2 1 ) F ( V 3 ) est

régulier 3 ~m ) ", ( 1 ) F ( V 3 ) , ~ ) = , 3 ( ~ ) a l’une des deux formes
suivantes:

- Forme 10 : il n’existe dans 03A3 3(p) aucune paire de lignes singulières À, À’ ,
telles que

(a"z,~’n),., cp ( À., À’ ) = 1 .

Tout ~oint de ~, 2 (( a,m, ~3’~ ) ... ( a.t, ~ 1 ) F ( V 3 )’ p ) _ ~ 2 ( p ) dans lequel
~ 

2 ( p ) n’est pas une variété à bord, a un voisinage qui est un cône sur deux segments

disjoints. On voit alors que si l’on considère l’application canonique

: (a.m, ~m) ... (a.l, ~1) F(V3)-~ V3,
il existe un plongement univoquement déterminé, (à un homéomorphisme près)

~~ : ¿2 (p) ... S2
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

03A32 lpa 
cp 
03A32 (V3,03C6(p))

S2

où X est obtenue par un nombre fini 03C32, ai ) avec int 03C32 C S 2 - ’II (I, 2 (p )).
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~Y~ induit d’une façon naturelle (en prenant le cône) une application (plongement)

~3(p)-~ D3
(qui prolonge ), et que nous désignerons, par abus de langage, toujours par -

- Forme 2° : on considère un carré ~ ei ses quatre sommets q 2 ’ q 3, q ~ dans

leur ordre naturel. On considère ~ / où q 1= q 3’ q 2 = q u’

~3(p~ _ ~3((am,~m)... (31) F(V3),p) = 

et

( am, ~m) ... )) = 1.

On va ~ définir pour ce cas aussi une ap plication ~Y p : ~ 3( p ) ~ E 3 qui est analogue en

quelque sorte au 03A8 p au point précédent. Définissons tout 
d’abord 03A33(p) (voir lemme

I.2). On considère pour ça 03A33(03A33(p), C fi ( q )j i = 1 , 2. Il existe un plongement uni-

quement déterminé (à un homéomorphisme près) : 
.

ji
~3(~3(p)~ -+ E 

3

tel qu’il existe un homéomorphisme E 3 -~ ~ 3( V ~, ~p( C ( qi )j, pour lequel le dia-

gramme suivant est commutatif :

3 3 p ), Cp( -~ ~ 3 ( V ~ 3 

Jt hi
E3

Par définition:

03A33(p) = 03A33(p)~03A33(E3,j1(Cp(q1)))~03A33(E3,j2(Cp(q2 )))

(oû p ~03A33(03A33(p), C p ( qt )) p) E E 3 sont identifiés).
~n voit aisément que ’2: 3( p ) est égal à : ..

°

On plongera ( S 1 X S 1- int D 2 ) dans E 3 de la façon suivante : on considère la sphère
( x 2 + y 2 + z 2  1) dont on enlève les disques :

yi = (x2 +y2 +z2 - 2 )

y~ = (x2+y~ +z2 = I) n(z &#x3E; + 2).
On considère ainsi les deux points :

a=(x=O,x=-- ~)n,(x~+y2+z2=~jn(y0)
= 1 ) n(y  0)
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et deux petits arcs, centrés en a, b : 03C3’,03C3", sur les cercles ~ 03B31, ~ 03B32. Soit p l’arc de

grand cercle passant par a, (0, 1, 0 ), b . Considérons l’ensemble de tous les arcs {03C1*},

parallèles à p situés sur x 2 + y 2 + z ~ = 1, unissant a’ , c~ ~ . On introduit sur chaque

p* un paramètre continu ( C°° j, variant d’une façon C°° avec p*, prenant les valeurs
- I sur o-’, + I sur 03C3, (et variant de - I à + I ). Introduisons les coordonnées polaires

( 03C6, 8 , r ) et considérons une fonction f ( t ) ayant les propriétés suivantes :

f ( t ) est définie pour [-1, + 1], ~ û et de classe C~.

f(-1)= f(+1)=Q, f(x)&#x3E;~0 
Associons à chaque q E p* avec paramètre t, le point ( 03C6(q), 8 ( q ), I + f (t )). Qn

obtient de cette manière un plongement C°° , ~, d’un carré Q dan’s E 3-( x 2 + y 2 + z 2 ~ I ),
ayant deux côtés opposés sur 03C3’, 03C3 ". Evidemment

.X~ = r~ (Q j u ((x2 +y2 +z~ = I)- (’yl~ y~ )) = S~ X S~- int D ~ .
Choisissons un difféomorphisme ~ : 03A32 ( p) ~ X 2 tel que

~(03A32(03A32(p),q2))= ~(Q)

~(03A32(p)-03A32(03A32(p),q2)))=(x2+y2+z2 = 1)-(03B31~03B32).
Prolongeons cette application à une application ~:(03A3 3( p))~ E 3 en prenant le cône de

centre 0. En considérant le plongement 03A33( p ) ~(03A33( p)) on obtient une application
composée :

’ p ’ 1 3( P ) " E3.

03A8p a les propriétés suivantes :
A) ~~ est une immersion, sauf au point singulier p. _

B) 03A8 
p 

est complètement déterminée, modulo des opérations qu’on définira plus loin, ~

est caractérisé par :

-une immersion X:( 03A32 (p)) ~S2, définie par X (7T ) _ ( 03C6(~ (7T)), e (~ (7T )).

S 2 est une sphère ( orthogo nale ( x, a ) 2 + ( y- b ) 2 + ( z-c)2 = R 2 ) de E 3.
-r(’~ (’~)):(~2(p)) .~Ei, r est centré en (a, b, c).

Les opérations dont on parlait sont :
- une homotopie régulière pour X
- le changement de la fonction r( ’~ ( ~ )) en toute autre /onction C°°

( ~ 2 ( ~)~~-~ E i .
Cette définition une fois donnée, retournons â la preuve de l~ . Far induction, on peut

prouver le résultat suivant : pour chaque ï  q, iI existe une représentation générale
de V~ :
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(YT’, Tta(T~ _ 1,T1 _ 1)... F fV ~, ~;
( si j i z, ( T J , T ~ ) ... ( T ~ , T 1 ) est la première partie de ( T’, ’T’) ... ( T 1, T 1 ) telle
que :

1°. T~), pour tout 1, est une paire régulière canonique.
2~ . fT~,T~... n’ a que des points réguliers. (Pour cette condi-

tion est déjà satisfaite vu 4° de 1.6).

3° . Il existe un diagramme commutatif, dont toutes les flèches sont des projec-
tions d’ espaces-quotients :

~ 

( q~2 , q~’2 ) ... F(V 3) ~20142014 ’ ( t~2 , i~‘~ ) ... F(V3)

’r’)... (T 1, ’r~) F f v~ )
On a évidemment h = y.

( ~r. ~’r)... ° pf v g) == ( ~n ~, ~n’~ )... ° °

,

Nous allons construire maintenant des applications naturelles :

~I : (TI, ’T’) ... ° (T1, T1) °

P our cela nous allon s prouver le lemme suivant :

LE M M E 2.8. Pour chaque z, il existe une application :

’P’ TI)... (Ti, T1) 
telle que pour chaque E (rB ... Ff V3),

~ ’ ~ S gfr T. 7~~ ... f T B T~ ; Ff V ~. ~ ; = ~~
(voir définition 2.4).

De plus 03A8o = le plongement naturel .

DEMONSTRATION. Pour faire la démonstration nous allons définir le $ supporta d’une

paire régulière canonique :~M~fa,/3), qui sera un sous-complexe de (a’ , ,~6’)... 
(Voir définition 2.2). La définition sera très utile au chapitre suivant.

Nous allons étudier chaque cas séparément :
- Forme canonique I : il existe dans Fr fa.’ ~’ ) ... F ( V 3 ) deux disques OL,/3 ,

ayant les propriétés suivantes :
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- aC CL, 

- dans tout point de (a u f3 -: a n/3), (a l ~’ ) ... F ( V 3 ) est une variété à bord. ’
Considérons alors deux boules à 3 dimensions CL~C(o.’,/3’)... F ( V 3) ayant

les propriétés suivantes :
= an/3

- a. n Fr ( CL’ ,/3’ ) ... .

-/3nFr (a.’ ,/3’ ) ... 
On posera alors :

w

supp ( a, (3) == 03B1, u (3

8 supp (OL,/3) =( (( a’ (31 ) ... (a. u/3 ))
- Forme canonique II : on peut toujours supposer que 03C92 ~ 03A3 3( p ) est un petit

triangle *úJ 2 . Soit 2 2 - *~ 2 Au voisinage du segment 2 « *úJ 2 ’ !, 2 ( ~ )
et Fr ( a’ , ,/3’) ... F ( V 3 ) sont deux surfaces transversales et n fait juste-
ment partie de leur intersection. Prenons un petit segment (~) ~~ ( Fr(a’, ~’)..F(V3))
tel que, **úJ2 n *úJ2 C int 03BE et que dans tout point de 03BE, (a’ ,/3’) ... F ( V 3 ) soit une

variété. Considérons un petit disque d2 C !, 2 (p) tel que d d2 n Fr (CL’,/3’) ... 
et que dans tout point de d2, ( a’ , ,/3’ ) ... F (V 3) soit une variété (à bord bien entendu).

On fait les mêmes constructions pour ~’ . Considérons maintenant un disque à deux

dimensions ûj C Fr ( a’ , ,/3’ ) ... F (V 3) tel que :

- dans tout point de (a’, ,/3’ ) ... F (V 3) est une variété.
- **úJ u **úJ’ 2 C 6~

- (( 3 **~~ ) u ( ~*~ ~ )) n 3 6~ = ~ uf’ .
Considérons une boule à trois dimensions (;; C ( a’ , /3’ ) ... telle que :

- dans tout point de ( a’ ,/3’ ) ... F ( V 3) est une variété.

- ’8~ n Fr( a’ ,/3’) ... Ff V g) == ~
-~ n Sgfp) == ~~ C ’3’~
-c~n ~3 (~’) = d~ 

Par définition :

(CL, /3) = S gf~) U ~ U ~3~~
8 supp { a, ~ ) = supp ( a, ~ ) - t{ a‘ ~ ,(3’)... F ( V ~ ) - supp ( a, ~ ) )

- Forme canonique III :
4 .

supp ( = 

S supp (0., /3) = ~03B1j = supp (CL, /3) - « a’ , ,/?’) ... F (V 3) - supp ( CL, /?)) .



44

Le ( a.,/3) a les propriétés suivantes, qui sont essentielles :
- d’ une manière naturelle ( CL, /3 ) C F g
-(o.,~)(a.’,/3’)... peut être obtenu de la manière suivante : on observe

tout d’abord que si l’on considère la projection suivante d’espace quotient :

03C003B1,03B2 : supp (03B1,03B2)~ (03B1,03B2) supp (OL./3),

03C003B1, /9 ! s (03B1, /3B est un monomorphisme. Alors :

(03B1,03B2) (a’, 03B2’)... FfVg)=[((a,/3) supp (03B1,03B2))~rest(03B1,03B2)]/(03A6)
où dési gnera dorénavent

(a’,~’)... FrV3)-~~(oL,/3)
($) consiste à identifier par l’homéomorphisme naturel :

’ 

&#x3E; 
.

et S supp ( a., /3 ) C rest ( a., /3 ) .

Pour prouver le lemme 2.8 il suffit de raisonner par induction, en appliquant la

proposition suivante :

Soit une immersion donnée

/.- supp (OL,/3)-. Eg
il existe alors un «prolongements de /, / :

/": Ô (a,/3)~~(oL~)-.~ 3 ’

tel que :

-f|03C003B1,03B2 03B4 supp (03B1,03B2) = f’S supp (a,/3)
-pour chaque p (a.,/3), il existe un petit voisinage de p, Vp tel

que

~’0,-~!o~
Cette proposition peut être prouvée sans difficulté, en analysant séparément les trois

cas; nous en laissons le soin au lecteur.

Considérons maintenant 
.

frB7~) 

(voir lemme 2.7) et sur couronnes

circulaires Zi ~ Zi. La frontière de Zi u Zi est composée de deux cercles :

3(Z’uZ’) = donne naissance à une (1, 1)- S1-figure de (Th,Th) ....

~~~)t obtenue ainsi : on considère le cercle c. comme support, et le champ trans-

versai déterminé par des vecteurs tangents à Z~ normaux à c.. Désignons cette
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( 2 . 2 )- ~ 1- figure 
On va prouver le lemme suivant qui sera utile au chapitre suivant :

L E M M E 2. 9. Soit .- fT~~~J ... ( T 1, T 1 ) F ( V 3 ) -~ F g du lemme précé.
dent.Ona:

~1(~h( ~ Zt ~~: ~ ~ = o dans E.. °

DEMONSTRATION. Pour prouver ce théorème il y a deux voies isomorphes : l’une utili-

sant les immersions, l’autre l’immersion des orientations. Dans [14] nous avons utilisé

constamment le point de vue de l’ immersion des orientations. Ici nous allons utiliser

l’ autre voie. Mais je pense qu’ il n’ est pas inutile d’ avoir présent à l’ esprit l’ autre point
de vue, et l’ isomorphisme entre les deux. On remarque tout d’ abord que la proposition de

la fin du lemme 2.8 a une réciproque : soit une application

f : (OL./3 ) ( OL, ~!) -. F g
qui comcide pour chaque p, avec 03A8p. Elle se «prolongea à une immersion

f : .- (OL,~ )-~ E 3

ayant la propriété :

f|03C003B1,03B203B4 supp (03B1,03B2) = f|03B4 su (03B1,03B2).
Soit T l’ application qui associe f à f et T’ l’application qui associe f à f .

On remarque que T’T ( f ) et f sont régulièrement homotopes, par une homotopie régu-
lière préservant 03B4 supp ( a. , /3 ) .

On peut définir une notion régulière pour les applications

où K = (03B1m,03B2m) ... F ( V 3) et n’ a que des points réguliers, et f coFncide localement

avec 03A8p. On dira que f t est une homotopie régulière, si pour chaque t fixé

7~~E,
coïncide localement avec 03A8p et de plus pour chaque p ~ K3, ft|03A33 (K3,p):03A33(K3,p)~E3
est une «homotopie régulières. Si p est de forme 1°., 1’«homotopie régulières est défi-

nit de la manière suivante : on rappelle que ~p est complètement caractérisé par :
- une immersion y : ( 2. (p))~ - S 2 où S2 est une sphère

(x-a)2 +(y-~)2 +(z-c)2 = ~2

- une fonction r :(S ~ f ~)) -~~  .
b t ~ t R : E 3 ~ E ~ la translation suivie d’une homothétie qui amène

(x- a)2 + (y- 6’ )~ +(z- c)~ = R~ en (x~ + y~ + ~ ~ = ~ ). Alors, une homotopie
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régulière fi : 2g(K g,~~ ~ E 3 est donnée par où :

Xt : ~~2(~~).L’~ $2(t)
est telle que b t c t ~ t Xt ’ {~~ ~~))~-’ ~x2 + y2 + x2 - 1 ) est une

homotopie régulière. 1

r t est de classe C°~ en (x, y, z, t). Cette définition une fois donnée, on laisse

au lecteur le soin de vérifier, T, T’une fois construites, que TT’ ( f) et f sont réguliè-

rement homotopes.
Il existe une immersion

$" : fy~ ,~ )... rz" ~3 ~B z" ~3 ~~ ... f z Bz ~) f T’~~r~)... r r B~ ~) rr v j =
=V3- U 1 

D’une façon absolument analogue à la construction des mais en utilisant T’ au lieu

de T on construit une série d’applications (coïncidant localement avec les 

&#x26;’ : fy~ " ~~"’)... if" ~3 ~~ ;... ° f r~, ’r~ ~... ° F(V3)-~E3 3
puis :

... ° F(V3)-+ E3
((~o = cj)~). Il est évident que :

~i (~ rv 3)-! ( (dans E 3)’.
(On observe que :

° F(V3)-+E3
de même que :

03A8h : (Th,Th)... F(V3)~E3
et que localement, ’ ces deux applications coïncident avec ~Yp ) . On doit donc prouver
que :

~~(!)~ ~ ~3~~ ( ( zi U Z i &#x3E; » = m  » .

Soit p un point régulier (forme 2°) quelconque de fT~~T~~... F (V 3) et

~3(p) = c~ (~ y~) )
(voir définition 2.4).. Considérons le segment C ( q 1 ) d’extrémités p, q1 et divisons-

le :

Cp(q1)=03BB1+03BB2
a ~1 



Découpons B en deux exemplaires ~.’2 , i~ 2 , de frontière commune. On obtient un espace
( p) ayant les propriétés suivantes :

1~ . ~ gf~~ ~~3~~/C~) ~ ( 4fi ) est la relation d’équivalence obtenue en

identifiant fB. B , 2 ’ fB. B Il 2 . °
2~ . Soit 77:2~f~)-~2g(~) l’application canonique. rp restreint à 77" ~ I2 ( ~)

est un monomorphisme. Posons Ceci nous permet de définir l’es-

pace suivant :

Y3=(((Th,Th)...
s’étend à tous les points de forme 2° , et ($) est obtenue par l’identification des

03A32(p)~(Th, Th)... ° F( V 3)-:~03A33(p) avec les 03A3~2(p)~03A3~3(p).
3°. 03A6h induit une immersion

~~~3~S,
telle que

03A6h| Y 3 n ((Th,Th)... F (V3))=03A6hY3|1 Y 3 n ((Th, Th)... F(V3)).
4°. Considérons dans chaque int S g ( p ) un cercle C 

p qui a la propriété sui-

vante : ° il existe une couronne circulaire yp ( p ) telle que = C - ( ~’2 u ).

A une isotopie près, Cp est univoquement déterminé. Les {C.! } engendrent TT1( Y 3) ,
c’est-à-dire qu’en tuant les C , on tue 77. f Y 3 ) .

En utilisant les techniques classiques [ 12 ] on peut prouver la chose suivante :

pour chaque c. z (voir définition de Zi U Zi) ), il existe une immersion :

ri : D 2 - int 2 -+ 3

(disque percé)
telle 

P
- il existe une fonction ( 1 ,... n (ï)) p. = ensemble des points de forme 20 de

(Th, Tb) ... F (V 3 ) satisfaisant à : Î

ri(sj1=~dj2)=C03C1i(j).
En fait, ne va pas exactement dans Y , 3 mais dans Y 3 qui est obtenu à partir de Y 3
comme K 3 à partir de K 3 (voir lemme 1.2). Il y a évidemment correspondance biunivo-

que naturelle entre les immersions Y 3 -+ E 3 et les immersions Y 3 -+ E 3. Il n’ y a donc

aucune ambiguïté.

Désignons par  rt ( d ~ ) ~ 1 ).. S 1- figure de Y ~ formée par C i ( » et

le champ transversal induit par ri(Di2 - u 1 int dj2). 
P 1
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5° . (généralisation de 3° ) : toute application F w ... E 3 qui

coïncide localement avec 03A8p induit une immersion univoquement déterminée (à une

homotopie régulière près)

FY3:Y3 ~ E3
ayant la propriété suivante :

t Y n Th) ... F(V ) = F 1 Y ... F(V 3).
Pour toute ( 1 I ) - S ~ - figure y de Y 3 , de support C p , on a :

. 03C91(FY3 (03B3)) = 03C91(GY 
3 
(Y)) (dans E3)

où F, G sont deux applications

(Th, Th) ... ° F(V 3)-’ E3
quelconques, coïncidant localement avec ~ .

On voit aisément que :

» + ~t~~h( ~ r~(d2 ~ l ~+...
C.~x(~’~~v3~’i( B Z U Z~ / ~ = C~t(~’~~~’3~ IÎ i r~(~2 )~’ ~~’~’~~~(~n~v3~~~( vr~~d2 ~i’~?+...
mais compte tenu de 5° :

~=~~~~3~f (r/~~ ~. °
C. Q. F. D.



CHAPITRE III

LE PRODUIT CARTESIEN REGULARISE PAR UN CARRE

Avant de commencer les considérations proprement dites de ce chapitre, je vais

rappeler quelques définitions relatives à la chirurgie de Morse (Morse surgery). On trouve
des détails dans [ 22 ] par exemple.

Soit Vn-1 une variété compacte à n - 1 dimensions; soit un difféomorphisme :

h03BB: S03BB  D n-03BB -1 -. V -1 .

On observe qu’il existe un difféomorphisme naturel :

a{S~,x Dn-~,-1) = S~,X Sn-~,..2 - a(D7~+ 1 x Sn-î~-~ ). °
On désignera par (V n -1 ; h ~ ) l’espace suivant :

où D n - À -1) et 1  Sn-03BB-2) sont identifiés. D’une façon analogue,

si l’on a plusieurs applications h03BBji, telles que les Im 
t 

sont disjointes, on pourra

e 1 n Ir n n 1 1 ’ 2 ’ ... k ) .

Soit maintenant V n une variété compacte à bord, de bord vn-1 - a V n . ° Soit le

disque à n dimensions.
’ 

Soit

un difféomorphisme. On désignera par [V h~‘ -1] l’espace chaque

p x Dn-03BB est identifié avec h’ -1(p). D’une façon analogue, si l’on a plusieurs

h03BBii à images disjointes, on définit :

h03BB11,... h03BBhh) et [Vn; h03BB11,...h03BBhh] sont des variétés différentielles (après
un arrondissement d’angles) et :

V ;h~‘~,...h~’~]=(Vn-1;h3~,...h~h). °
Si l’on choisit un système de coordonnées pour Dn-03BB, on définit une (À -1,n-À)-

S À -1- figure de V , de support h03BB-1 ( qu e i’ on désignera par h03BB-1&#x3E;.
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Soit Vn-i - S n-l et f une ( i, l ) - St- figure quelconque de Sn-1, on pose par

définition

w l ( f ) (dans Sn-t ) = wj( f ) (dan s Sn-1-~~ )
où p E support f .

On prouve sans peine le lemme suivant:

LEMME 3.1. Soit

X5=[D5; hl,’.. hf .
Si

w 
3 (  h il) ) = 0 (dans S ~ = a D 5)

Î .

pour tout i, alors X 
5 

est difféomorphe à ( D ~ -Y. int d 3 ) X D 2 où d 3 sont plongés
d’une façon COO dans D 3, disjoints, et ne touchent pas a D 3 ’

Ces préparatifs unetfois finis, on va définir un foncteur

où ; A) K 3 = la catégorie des complexes finis à 3 dimensions, ayant seulement des

points réguliers dans le sens suivant : 03A3 
2 ( K 3, p) est dans l’une des situations sui-

vantes (voir aussi 1° , 2°, définition 2.4)

a.) L 2 ( K 3, ~ ) est un complexe fini contenu dans S 
2 . 

C’est une variété à bord

dans tous ses points, sauf en un nombre fini d’entre eux ayant des voisinages qui sont

des suspensions sur deux segments disjoints.

/3) L2 ( K 3( ~ )) = otz Q est un carré de sommets q 1, q 2 , q 3, q,~, (dans

11 ordre naturel). est obtenue en identifiant q 1 et q 3; q ~ et q ~.

y) ~~(K3(~j) = S2 x S2 - int D2 .
On demande de plus que tout K 3 E K 3 ait la structure suivante:

1° . Pour chaque p E K 3 une application 03A8p : 03A3 3( K 3, p) ~ E 3 est définie: pour

le cas a) , est donnée par un plongement 03A3 2 ( K 3, p) ~ S 2 ’ pour le cas /3), 03A8p se

définit comme pour ia forme 2e (définition 2,4) en choisissant tout d’abord un plongement

03A32(K3,p) ~ S1  S 2 - int D 2 = (03A32(K3,p)),
pour le cas y ) , qt p 

se définit en assimilant justement 03A3 2 ( K 3, p) à un (03A32 ( K 3, p))~.
On procède comme pour Ia forme 2° (définition 2.4) .

2° . Les sont compatibles dans le sens suivant: sur 03A3 3( K 3, p) ~03A3 3(K 3, q ) ,
coincident (à une isotopie près).
On dira que K 3 a une « structure locale». Les morphismes de K 3 sont les plon-

gements l.p.m. K 3 !.. K’3, compatibles avec les structures locales 
( ) 

o i = 03A8p,
c’est-à-dire que le diagramme suivant est commutatif:
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Il existe une sous-catégorie très importante c’ est F ensemble des

complexes K 3 pour lesquels!’ 2 ( K 3, p ) est toujours une variété à bord. Pour chaque

03A33(K3, p) il y a alors une seule façon possible de définir les et on vérifie sans

peine que les différents sont bien compatibles. Il existe une application naturelle :
N lr 

définie ainsi : si K 3 est donné, on définit ( ~ 3(K3, ~ )~ pour chaque *) 2 3(K ~, ~ ~ ;
si p est dans le cas a) , on fait comme dans le lemme 1.2, si p est dans le cas ~3~, on

pose et on choisit l’inclusion

03A33(K3,p)i(03A33(K3,p))
de telle façon que le diagramme suivant commute :

on voit que i est univoquement déterminé. (Un tel i et un tel diagramme existe évidem-

ment pour le cas a). Dans le cas y )_ on met tout simplement S 3(K 3, p) = (03A3 3(K3, p)).
Il est très facile de former de 3,p), (en posant des identifications naturelles
sur ,un complexe T(K3) ~K3 (on désignera aussi par K3) qui
est complètement déterminé par les propriétés suivantes :

-

- il existe un morphisme naturel t: K 3 ~ K 3
- u (iF (03A33(K3, p))~ = K 3 . .
P

Il est évident que si K 3 est un complexe de E3, avec un prolongement donné sans E 3,
K 3 défini au cours de la démonstration du lemme 1.2 coïncide avec le K 3 défini ici. Une~ 

N 

autre sous-catégorie importante de K3 est celle des ( T I , T I ) ... F (V 3) (voir lemme 2.7).
On suppose enfin aussi que tout K 3 ~ K3 est connexe.

la catégorie des variétés compactes à 5 dimensions, à bord connexe;

les morphismes sont les plongements admet une structure de semi-groupe, la

*) Pouf des raisons typographiques les signes N 

places au-dessus d’un groupe de

symboles K sont remplacés par une parenthèse (K)~ ou (K)~.
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loi de composition étant la somme connexe ( + ). On peut définir la somme connexe,

d’une façon univoque, pour K+3~K3 constituée de ces K qui n’ont pas de décom-

position

~3=~3~3~-~ .

ou plus généralement

° K3)/(~)
où ( ~ ) est obtenue en considérant un nombre fini de points :

~11 ’~12 "" 

’ ~21 ’~22 "" 

........................... ~.6~V...~
’"’ 

et en identifiant avec ~~1, pour chaque 1 . 
’

Construction du foncteur Q : nous allons construire le fondeur @ , explicitement

3 
et a une ° Kf3, Ki3~K+3 on met

par définition :

0398(K3)=0398(K13)+0398(23)+...
’ Si K 3 = ( K 3 v ... Kf3) /(03A6) comme ci-dessus, on met :

+0~~);~~...., ~~s~ ? ~-J
où le choix des h ° est quelconque. ~

Enfin, pour les K 3 E ~ 3 , &#x3E; quelconques, on posera

Soit donc ~ K+3 (donc K 3 = K3). Tout à fait comme dans la démonstration
du lemme 1.2 on définit K3. On considère un point p 6 K 3 pour 
On remplace 03A33(K3, p) par (03A33(K3,p))~ = C ( S 2 ) avec une inclusion naturelle
j j 

_ 

j j 

. 

p p ~
(2g(K,~ ~~ telle que le diagramme suivant soit commutatif :

~3(K3r ~, t (~3(K3, p~~.~’v.

’ ~~~
~3

= S ~ x S 1- int D~ , on pose par 

* ~ 3( E 0 ( K, )) est connexe.
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Les K3, p )j^ se relient en un K 3 qui a la propriété que 03A32 (K3, p) est un

disque D 2 , une ou " Soient ~ i ,... ~., les points de ’

K3 de la dernière forme. Désignons par :

X3 = K3 -ta 1 03A33(K3, pi).
’ 

On va associer à une boule D et une ( 2 , 1 ) - (Si X 5 I - 
figure de S3 == 3 On plonge ( S  S1 - int D2) dans S3 = ~D4 comme dans la

définition 2.4 X S1 - int D 2 ) a un rétract de déformation, par des rétractions de

Whitehead, S1 V S1: il y a donc essentiellement deux plongements possibles, correspon-
dant à la permutation des deux termes de on vérifie sans peine que ces deux

plongements sont régulièrement homotopes, mais non isotopes).
En choisissant une ( 2, 1 ) - ( S 1 x S 1- int D2)-figure de S3 = a D 4, de support

le plongement suivant, on obtient 4 plongements :

°

On vérifie aisément que tous ces quatre plongements sont régulièrement homo-

topes et que deux seulement, qu’on va désigner par :

sont isotopiquement différents.

Définissons :

O~l ’’"’ ==0 1 -" ° jN ( K g) =

== 0~1 jN(K ) 3 4~ ~ ( 4Y )
o~~ ~ E ~ 2 ( K 3, ’ 1 ~ X D et cp~f ~ ; ~ 3D’ sont identifiées.
0~.1"" ~N est une variété différentiable compacte à bord connexe, de dimension 4.

Posons par définition :

(9 51;...;jN~K3) =05~;...;j~(K3’~ _
0 j51;...;jN(K3) = 0398j51;...;jN(K3) x D l’

Jedisque:

f*} (~~1;... j~(K3}-®5~;...:i~(K~}. °
Alors on peut poser par définition :

C ;...;1~, 

Reste à prouver ( *) . On le fera par des considérations empruntées à ~ 13] .
Soient f’, f", deux sous-variétés de S3 (plongées d’une façon C°° }, difféomorphes

respectivement à V2  D t où V est une variété bidimensionnelle à bord. Supposons
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que ~~/’~ f5~/~ sont dans la situation suivante : _

1°)Il existe dans S 3 un sous-ensemble difféomorphe à D g : D g, tel que si nous

y introduisons un système de coordonnées rectangulaires : : 0 ~ x ~ 4, 0 ~ y ~ 4,0~z~4,

D 3 n f’ est la réunion des deux ensembles suivants : 
’

A = { 0 I x i 4 ; 2-~iy~2+~;3-~i~i3+~!

B={2-~ixi2+~/0~yi4;2-~i~~jf+~;
fA nB = ~ )

2o) II existe une fonction Xfx,y):LO,4j r 0 , 1 9 -~ R ~* 
’

X(2, 2) = 2

Xf0.y;= xr4.y)= Xf~.0~= Xf~.4) = ~ .

Sur chaque segment reliant ( 2, 2 ) à la frontière de [0,4]2, X ( x, y ) est liné-

aire.

30) On choisit un M positif, assez grand, tel que pour ~y~[2-~2+~],

ona:

.

40) On considère A’ C D 3 :

50) Le couple est difféomorph e au couple ( S 3 ; /";; ceci

doit être compris dans le sens suivant : on considère tout d’abord que la fibration

/’ = V2 X D 1 coïncide sur A avec la fibration par segments parallèles à l’axe

des z. Ceci donne un difféomorphisme

Par définition, ce difféomorphisme coincide avec celui qui définit f" .

Plongeons maintenant ~ dans S ~ comme équateur, considérons un champ de S 4;
normal à S ~ ; ce champ va donner naissance à deux paires ( S ~, f ’ X D~), f~~/" ~ D~)
qu’ on obtient ainsi : i -~ S 3 définissant /B ° f~~/’ X D~ = ~~~2 ~ ~1~
e s t donn ée par :

1 ’
V2 D1 0~ Su

53
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On prend tout d’abord un diagramme commutatif comme ci-dessus. On prolonge ; à

V 
2 
X D 1 X D 1 = V 2 X D 2 à l’aide du champ normal à S 3 .

P V 2 X D 2 -+ S ~ définit bien ( ~~ /’ X Dl).
On fait de même pour (S4, f " X D 2 ) ; j " : V X D 2 ~ S4. On peut prouver que j’ et j"
sont isotopes. On va construire seulement un difféomorphisme h (que l’on peut facile-

ment relier par une isotopie à l’identité) tel que :

soit commutatif.

On choisit dans S4 un ensemble E difféomorphe à D 3 X E 1 muni d’un système _

d’ axes :

- ~~ -

tel que : E D 3 C S  coincide avec (x, y, z) E D 3 C S 3 . Les

segments normaux sont x, y, z = const. z ~[0,1 ] . Considérons maintenant les difféo-
*)

morphismes suivants :

où ~1(x,y,z): .- Eg ~ E~ ( ~0;
est telle que :

- X 1 est 0 
- sur A X = x(4-x) 4

K est un nombre &#x3E; 0, assez grand pour que sur

2-~ ~. x i 2+h, 2- ~ jE. 2 + ~. 3 - ~ i z ~ 3+h

2°) h2 : ( x, y, z, t) ~ fx, y, 4[(z)X(x,y)N*(t) ]. t) où N * ( t) est une fonc-

tion C telle que

N *( t ) = N (suffisamment grand) pour t ~ 2

N*f ~ = 0 f i 1

0  N *( t )  N o pour ( 1 , 2 ) .

3°) h~ ; (x, y, z, t) -. (x, y, z, t - °~ 2 ( x , y , z )) où X 2 est définie ainsi :

* ) En réalité on doit encore arrondir un peu ce qui 
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On considère tout d’abord:

l~ :(0~4Js-~(0~4Js -

, (x~ y~ z) .~ (x~ y! 4(_) z ) .
4 -

Cette application n’est pas biunivoque, mais 1 A est bien biunivoque. ~1(x,y, z)
.3.

est une fonction ~ 0, COO, définie sur ( 0, 4 J 3 nulle en dehors d’un petit voisinage de

~u ( A ) . Si :

( ) 
.

on considère le point univoquement déterminé ( x 1, y ~, z 1 ) E A tel que:

N

..

On peut faire une petite isotopie, facile à construire d’ailleurs, qui passe de h 3 o h 2 o h 1
A

au h cherché. 0 est ainsi construit et on vérifie bien sa fonctorialité.

Les propriétés de 8 : nous allons étudier maintenant les propriétés du foncteur 0398, que
nous allons énoncer sous forme de lemmes. La plupart sont si évidentes que nous en

omettons la preuve:

LEMME 3.2. Il existe un plongement naturel i ; K 
3 
C S ( K 3 ) qui fait de K 3 un rêtract

de déformation de Q ( K 3 ). La rétraction se fait par des contractions de Whitehead.
* ) 

L 1 
! , 1 

6LEM M E 3. 3. La condition necessatre et suffisante pour que

est que K 3 soit ’une variété compacte (éventuellement à bord).

C’ est cette propriété qui justifie pour 8 le nom de "produit cartésien régularisé

par un carré".

L E M M E 3.4. Si V 
3 

est une variété compacte et ( F.( V 3)’ CP) une représentation .

N

L E M M E 3. 5. Soient K 3, K; E ~ 3 . Alors
Q(K’ + K") _ ~J(K’ ) +0(K").3 3 3 3

* ) Il suffit de définir i pour le K3 =K 3. Pour le cas général on le définira par composition av.ec l’inclu-
sion canonique K 3 C K3 . Il suffira de définir i localement et de vérifier que les définitions locales s ont t

compatibles. Si dans p , K 3 
est variété, p E X 3 et i : X 3’" @ ( K 3) est identité x point fixé de a D 2 .

Si ~3( K 3 , p} = Cp ( S 2 x S 1 - int 02) on définira tout d’abord: .
i’ dans 0398j41... jp ( K 3) comme

03A33(K3,p)~ Cp’ (03C6jpp x point frontière de D
1 (03A32 (K3’P»

où p’ = centre de O~ et i = it x noint frontière de Dl.
On remarque que i ( K 3) C d d ( K 3 ) . ..
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LE MM E 3.6. Soit K 3 ~ K3 et Y 2 une partie de la frontière Fr K 3 ayant les propriétés
suivantes : .’

-en tout point de V 2 , K 3 peut être localement plongé en E 3.
- V 2 ne contient pas d’arête singulière de K 3 .
- V 2 est une variété à bord, sauf pour un nombre fini de points q 1.., qf pour

lesquels ~ 2 ( V 2 , qi) est un cône sur un nombre fini de segments disjoints. Il existe

alors :

- Une variété à bord V 2 , univoquement déterminée, obtenue à partir de V 2 en

ajoutant des triangles à jusqu’à ce devienne

C 
t~_ i ( S 1 ) . Le plongement 7T : V ~ -~ V 2 est univoquement déterminé.

- Un plongement (univoquement déterminé)

7i: V 2 X D 2 ~ ~0398(K 3)
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

V 2 X D 2 i  D2 ~ (K 3 ))

V2XD2

La seule chose qu’il faut expliciter c’est le choix du passage V 2 -+ V 2 pour des points
du type suivant :

-2 3(K 3’ p) = cône sur deux disques disjoints v( cône K 2 ) .

-~ 2 ( V 2 , ~ ) _ (triangle de sommet p sur la surface latérale du cône K 1 = A )v
(triangle de sommet p sur la surface latérale du cône K 2 = 6. 2 ) .
Soient ~, 6* ’ les arêtes de A  de sommet p, 2 e, 2 6’ les arêtes de A  de même

sommet p . Orientons K 1 et K 2 comme 3( K *3 ~,j&#x26;) ~ E 3 l’impose. Supposons que

6, 8’ aient été numérotés de telle façon que : si l’on identifie la surface latérale de

K 1 et la surface latérale de K 2 , par un difféomorphisme qui renverse les orientations et qui appli-
que lB 1 , 1 e ira en 2 e et 1 e’ en 2 e’
alors V est obtenu en ajoutant un triangle de côtés ~9 , 1 ~’ ... et un triangle de

cotes 2 ’2 6’ ...

LEMME 3. 7. Soient K 3, 3 
et que

K3 = Fr Kn = V ~

ayant pour K 3 , K 3 les propriétés de V ~ du lemme précédent.
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Alors :

0 (~3 u K~) = f0 ~3~ 0 f K~)/~ ~ ~
où: .. 77 ’f v~ x D~ ) C ’9 fO fK~;
et : .. 

sont identifiés.

LE M M E 3.8. Soit V 3 une variété compacte à trois dimensions ayant le type d’homotopie
de S 3, et soit , 

.

ffX"~3BX~~3~... fY~.~)...fZ"~3~B~~3~~... (Th,Th)... 

la représentation du lemme 2.7.

On a alors les difféomorphismes suivants :

( * ) , 
0 ffr~ ’r~... ° Ff v " j; = 6) ff r’ ~ B ~r ~~... ° F(V3)) .

(**) O~Y’~~... F ( V 3) i,+~ ~ g

Il suffira de prouver ( *) , la preuve de ( **) est exactement la même. Nous rappelons que

chaque ( Tt ~~, T~ +1 ) est une paire canonique (définition 2.2) et que (lemme 2.8) :

( Tt +1, Tt +1) ... FfV~=[fT~’~~~~~fr~’~~~uR~fr~BT’~~]/~
et que :

On vérifie aisément que S Supp ( Tt +1, Ti +1) satisfait aux conditions du lemme 3.6.

De plus :

...’Ff V 3) = ( Tt +1, u Rest ( Tt +1, Ti +1) ]./ (~ )
où

( TI +1, TI +1) ~ Rest ( Tt +1, T’~ +1) _
= ( T= +1, T~ +i) ( Tt +1, Tt +1) n Rest ( Tt +1, Tt +;) = 8 Supp (Tt +1, T t +1) .

Donc, vu les lemmes précédents :

0 f T~’r’ )... (0 ( Supp ( Tt +1, (Rest (Ti +1, 

T~+1 j ... F(V~))=(0((T: +I, T= ~1) 
Ce qui reste à faire est de construire un difféomorphisme :

’r~ ~) -~ ~’=+1) 
tel que le diagramme suivant soit commutatif : .
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On doit faire la preuve séparément pour chacune des trois formes canoniques.
Pour la forme canonique 1 c’est trivial. On va esquisser la preuve pour la forme canonique
II. Pour la forme canonique III, la preuve est analogue à celle pour la forme II.

Retournons à la définition 2.2. On voit tout d’abord qu’il existe des applications

(plongements C )r telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

S~~fï~~r~~ ~ 
~ 

’ t ~ ~
se~~rr’~7~~ ~ ~_______ D~

(On voit aisément que 0398(Supp (Ti+1,Ti+1) = 

On do it prouver deux choses :

lo) e (( T’ ~ 7~ ~ T’ ~~, 7~~) = D 5
2° ) L’existence des plongements et diagrammes commutatifs, analogues aux

précédents :
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1Q) se prouve de la manière suivante: on prouve aisément qu’il existe un isomor-

phisme (canonique)

~A+ ~A+...~A 
où tA = ~’~ (S1 X S 1 -: int D2 ).i

Donc :

8 ((Ti+1,Ti+1) Supp (TI+1, Ti+I)) (Ti+1, Ti+1)))~ +0398(1A)+...
mais chacun des termes du second membre est D 5 . D’oû 10 .

20) résulte d’un raisonnement analogue à celui par lequel on a prouvé:

0398J41;... I X D = 0398J’1;... J’ X D ,

Remarque importante: la démonstration ci-dessus, donne en réalité un peu plus: pour
des choix convenables d’indices, on a

.- - 

_ 

_ _ 

_

1,J2 ...((Ti, Ti)...F(V3))=0398J1,J2 ... ((Ti+1,Ti+1)... F(V3)
Comme: 811 ,12 "’ F ( ( V )) est toujours D "’ quels que soient les J °. on en déduit qu’ il~ 3 ~ t

existe un système d’indices J 1,... JN tel que

8 ~1 ,... iN ((T~~ Th) ,.. F(V3)) -
.0 .0

= 8 ~1 ,... ~r (F(v3)) = D~...
Quand nous parlerons dorénavant de 0398 j41,"’ 1 N (... ) c’ est de ce choix particulier

qu’ il sera question en réalité.

LEM M E 3.9. Soit V 
3 
une variété compacte à trois dimensions, ayant le type d’homotopie

de S 
3 , 

et considérons la représentation du lemme 3.8. On a :

I°) d ((ZI +1, ZI +1), ( Zi, Zt) ... 
-- [(3 (( Z i, Zt) ... , .s. F(Vr~))) "i J .

2°) En général: ,

~ ((Zn~V 3~ I,Zn~v3~ 1)... (Th, T~’j... F(V3)) _
= C 0 ((Th, Th) ... F ( V 3)); h i ,... hn ( 3 )-1]

où S 
1 
X D 

3 
... d 8 (( Th , ", F ( V3)) est écrit ainsi : h il se factorise :

a © J 4 1,... F ( v 3 )) ~
- 

XD 
~a 8 ~i ... jN ((Th, Th),.. F ( V 3)) *~ ).

X 1 
h -h 

3

F(v~)).
x D1

L es flèches ont les significations suivantes:

* j la flèche ~0398 ~ ~0398... signifie ici l’adjonction d’un champ normal à i’ Z1 ) .
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a) S 1 x D1i1 Zi u Zt représente Zi
h) i’ : X - -~ 30~ l ’" ( ... ) ~oint °

c) Soit V 2 C Fr X 3 une variété à deux dimensions. Alors i’ : V ~ -~ a ~~ 1 "’ ( ... )
est un plongement 1 

"’ 

(.,. ) x -~ 1 
"’ (,.. ) représente le passage de ( V 2 ) à

i’ (V 2 ) muni d’un champ normal. 
&#x26;J 2

d) Soit ... jN ( ... ) une variété à 3 dimensions. A lors, ~ar

V gC 30~ t ’ - f... ;C 3f0~l ’" f... ~ X D ~ = 9f0 T... );
V 3 est une ° )). °

3~ i ’- f... ) ~ 3 Of... ) 
.

représente V3 C ’08 (.., j muni d’un champ normal.

L E M M E 3.10. Soit S 3 ~long.ée dans S 
~. 

Considérons une ( 1 , 1 ). S 1 - ligure, f de S 3 .
Considérons la (1,3) - S 1- f igure de f’, 1 qu’elle engendre par l’adjonction du champ
de S 3 orthogonal à f, et du cham p de S 4 orthogonal à S 3 . On a ;

C~3(f’)=C~i(f ).

(03C93 f/’ ) ~ 03C01 (04) = Z 2 = 7Tl ( P 3) 3 ( f ), p 3 = espace projectif).

LEMME 3.11. a0((T~’,Th)...F(V3))j=S~)=~!(i’ ~ Zt uZ= ~ )
(calculé ;...; iN ... ° F( V 3)j = 5 3) . °

LEMME 3.12. ~ ~z’ ( Zi Z’ ) ) = 0 (calculé dans ~w~~N (Th,Th))". F(V3))=S3),
DEMONSTRATION. ° Considérons ; ,... i N donnés. ° les points de

forme 2° (définition 2.4) de (Th,Th) ... F ( V 3 ). Supposons que i est décrit ainsi :

On considère un rétract de déformation (par contractions de Whitehead) de

~2(~=)=~2(iT~’,Th)... F(V3),~~)~
On considère ~pili (( ~ ~ ( p ~ )~ X 0 ) comme étant X 2 (définition 2.4). Sil va

correspondre à C’ = ( Z = 0 ) ( x 2 + y 2 + z 2 = 1) et S"1 à l’un des cercles de X 2’
C", qui a la propriété que C" coupe C’ transversalement (exactement en un point);

C’ V C" est un rétract de déformation par contractions de Whitehead, de X 2 * ) ~. On

prend le champ normal qui déf init complètement ~~t i (( ~ 2 ( ~ t ~~ XD~), orienté vers

l’ extérieur de x 2 + y 2 + z2 = 1 . (On a f ait tout ça dan s E 3 = 5 3 - (oo )) .

Ceci définit complètement cp.1 i . On voit bien que i (j’i~ji) est défini de la

même manière, en permutant S’t avec S i . Supposons que le point q 1 corresponde à S i
et q 2 à si (voir 2.4). C’est-à-dire que S’1 = centre du carré (3 , 5’1 = diagonale

~1~3 ’ S = diagonale q 2 ~~. Considérons alors l’espace Y 3 défini comm e dans la

* ) Pour la commodité on va prendre C" = ( x = 0)f~X- .
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démonstration de 2.9. S " contient une univoquement déterminé,

de support S1, pi&#x3E;. Le lemme 2.9 nous dit que si H : Y 3 ... S 3 est une immersion

telle que :

( H ~ p t ~ ) = 0 pour tout i

alors c~ 1 ( H ~ Z 1 U Z ~ ) _ 0 pour tout 1 .

On va construire un plongement C

H ; y 3 ... ~0398 j41 ... jN Th)... F(V3)) = s 3

ayant les propriétés suivantes :

1°. H1 X 3 =i’) 1 X 3
A , .

2° . f ~ (~. ) ) = 0 pour tout i .

La construction de H est la suivante :

H(X3)=i’(X3)
et H pour (2 ~(~ . 3 t ))~est par définition (voir la représentation ci-dessus) :

(( x 2 +y2 +z2 

où R est une bande de forme X 2 X D 1 définie par des vecteurs normaux, dirigés vers
II intérieur de x 2 + y 2 + z 2 = 1. (C’est donc un ensemble dif féomorphe à S 1 X D 2 ) .
On voit bien que la définition est cohérente, 1° est donc automatiquement satisfait.

Reste à prouver 2° .

On observe que H(pi&#x3E;) = la (1,1)-S1- figure de support ( x = 0 ) n X 2 = C"

et dont le champ transversal est constitué par les vecteurs orientés vers 0. On observe

que dans "" ~N ( Th, Th ) ... F ( V 3 )) il existe un disque D 3 dont la frontière
T J J

contient H( ~ ~t l ) (il suffit de voir que D 3 existe dans E 3’ l’espace dans lequel on
fait les considérations ci-dessus E 

3 
= (oo )). Ceci nous dit (voir le lemme 3.10) 

Y

que

~’ (Y ~ f ( ~, ) ))’) = o
dans 30 ((T~’, ~ ; ... F ( V 3)). Donc .

~~t~ )=o
(dans d 8 ~1 ... jN ((T~’, Th) ... F(V3)).

Il suffit de combiner ces lemmes pour prouver le théorème A de l’introduction.

En effet, le lemme 3.4 nous dit que Of F ( V 3 )) = D 5. Le lemme 3.8 nous dit
donc que 0 (( T~, ~ ) ... = D 5. Les lemmes 3.1, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12, nous

disent que
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OffZ~ ~3~,Z~~3~) ... f T~, ... ° Ff V g~ =

= ~ 3 - "u ~ ~ D~) x D~ .
Le lemme 3.8 nous dit alors que

Yg) ... (Zn (v3 )-1, Zn(V 3)-1) ... Th )... Ff V3)) =

= ~ 3- "6~’ ~ ~D~ x D ~ .
D’autre part, comme f Y~, Y~) ... FfV) est une variété à bord, le lemme 3.3 nous dit

que

0 ff Yg, Yg) ... Ff V 3)) =

= ff Y~.~ ) ... ° V 3;; x D ~ . °

Mais le lemme 2.7 nous dit que

f Yg, Yg) ... F fV 3) = ~ int D’g
donc C.Q.F.D.
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.

CHAPITRE IV

COMPLEMENTS DIYERS.

Nous allons montrer tout d’abord pourquoi le théorème A prouvé à la fin du cha-

pitre précédent représente une approximation à un facteur [ 0 , 1 ] - près de l’ hypothês e

de Poincaré. On va donc prouver que l’égalité du théorème A, si l’on remplace le facteur

D 
2 par D 1 ( _ [0, 1 ] ), devient une égalité équivalente à I’hypothése de Poincaré.

Pour celà il suffit de prouver le théorème suivant:

THEOREME B . Soit W 3 une variété compacte à bord, dont le bord -aW3 est la réunion
d’un nombre fini de sphères S 2 ,... S 2 . Supposons que

n .

, 

1

où D 3 sont des disques, COO , disjoints. (= signifie difféomorphisme). Alors

W3=(S3-UintD3).W 
3 
= ( S 3 - U 1 znt D 3) .

° 

n .

DEMONSTRATION. Il est clair que 03C01(W3) = 0, a(W3 X D i) = a((S3 - U i int D;)XD1)
peut être décrit ainsi: on désigne par s 2 le bord de D 3. On considère deux exemplaires
de S3-:uintD;:(S3-:UintDl3)’ et (S3-:UintD;)I1.de S 

3 111 int D 3 )" .
n n n.

(CP)

où chaque ( s 2 )’ est identifié à ( s 2 )" .
n .

On voit f acilement que le revêtement universel, de ~ (( S 3 - U 1 int D 3 ) X D i ) _
-a ( W 3 X D i ) , x.3, est S 3 à laquelle on a enlevé un ensemble parfait totalement discon-
tinu. Comme 7T 1 ( W 3 ) = 0 , l’inclusion naturelle W 3 C a ( W 3 X D" 1) , ( W 3 X 0 ) se relève

en un plongement C°° , j : W 3 ... x.3 qui peut être considéré comme un plongement COO ,
j’ : W 3 i S 3. Mais il est facile à prouver que toute variété COO à bord,- contenue dans

Sn, dont le bord est une réunion finie de Sn_1 est homéomorphe à un disque’ percé [5 ] .
Mais en dimension 3, homéomorphisme et difféomorphisme e’ est Ia même chose [ 10 ] ,

[ 31 ] , [ 1 ] . Donc C.Q.D.S.
. La distance qui sépare les énoncés:

n(V ) n(V) _. -

(V3- U 
3 

int Di3)  D2 = (S3- U 
3 

int Di3)  D2
1 i

n~V ). -i 
-

(V3- U 1 
3 

int Di3)  D1 = ( S 3 -’ 1 
3 

int Di3)  D1

peut être mesurée par le fait qu’il existe des variétés V u à bord, COO, telles que:
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- 03C01(~ V ij) =1= 0 (donc V4 n’ est pas homéomorphe à D4)
- X D 1 = D 5 (difféomorphisme)

(voir [ 13 ] , [ 7 ] , [ 18 ] ) . La plus simple manière de décrire ces variétés se trouve dans

[ 18 ] . V 4 ( i = 0, 1 ,... ) y est définie de la manière suivante :
On considère un. disque D 3, dont on a enlevé un tube noué T 3 (noeud de trèfle)

de frontière T 2 . Dans S 3 = ~ D4 on considère un tore non noué, mais tordu, avec tor-
sion i, On identifie ce tore avec T 2 x D 1 C ( D 3 - T 3) x On obtient ainsi On

prouve que :

1° { ~ 1 ( a ~ ~ 1 { a 
=

si i = i’ (mod 2).

On a posé le problème de déterminer V 4 X Dl. [ 18 ]
Par des considérations apparentées à ce travail, on peut prouver que : si V 5 est

une variété compacte, à 5 dimensions, qui s’obtient en grossissant un complexe

contractible de dimension 2, K 2 , *~ (c’est-à-dire si V ~ se contracte, par contractions
de Whitehead à K2 ), V5 est difféomorphe à D 5. **)

Ceci permet de prouver que n ( V 3 ) = 1, et que V û X D 1 = D 5. La démonstration
paraitra ailleurs.

Pour passer de n(V 3) = 1 à n(V ~) _ ~ il faut résoudre un prqblème de dénoue-
ment de S 2 dans S ij; pour passer de n ( V 3) = 0 à la solution de l’hypothèse de

Poincaré il faut résoudre un problème de régularisation de fonctions continues, sauf

en un point. Pour des détails voir [ 16 ] . ***)

* ~ 
°

**) pn prouvera même le théorème plus fort: . L’ensemble des grossissements différentia-
bles 5 - dimensionnels d’un complexe 2 - dimensionnel l K 2 . est complètement déterminé (â
un difféomorphisme près) par le type simple d’homotopie de K 2 . (voir [36 ]).

***)Voir aussi ( 3l ] , [ 3~ ~ .
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