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SUR LES VARIETES TRIDIMENSIONNELLES

AYANT LE TYPE D'HOMOTOPIE DELA SPHERE S .

par Valentin POENARU

(Thése de Doctorat soutenue le 23 Mars 1963)

INTRODUCTION.

Un des «problémes classiques» de la Topologie est I'hypothése de Poincaré, qui

affirme :

«Toute variété™ compacte a trois dimensions ayant le type d'homotopie de S ,,
est homéomorphe a Ss» . (voir[11],[17]).

D'une maniére analogue, on peut formuler I'hypothése de Poincaré, généralisée:

«Toute variété compacte a n dimensions, ayant le type d'homotopie de S ,est
homéomorphe a S » .

Assez récemment, on s'est rendu compte que le cas des grandes dimensions
était beaucoup plus facile. De trés beaux travaux de S. Smale [ 20], [ 21],{ 22],[ 23],
J. Stallings [ 291, [25], E.C. Zeeman [ 34],[33] et A.H. Wallace [ 27] ont prouvé
I'hypothése généralisée de Poincaré pour les dimensions > 5. Les cas n = 3, 4restent
ouverts et il semble bien qu'ils demandent des techniques nouvelles. Le but principal

de ce travail est de donner une démonstration compléte du théoréme suivant :

THEOREME 1. Soit V , une variété compacte a 3 dimensions, ayant le type d'homotopie

de Sa' Il existe alors un nombre n(Va) tel que si I'on enléve de V, les intérieurs de

'
. -~ . I . @
Toutes les variétés qu'on va considérer dans ce travail seront a structure différentiable (C ).
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n( Va) boules tridimensionnelles, plongées J’une facon c®, disjointes, et I'on multi-
plie le résultat par un disque a deux dimensions, on obtient une variété difféomorphe
au produit de S, dont on a enlevé le méme nombre rz(Vs) d'intérieurs de boules dis-
jointes multipliée toujours parA un disque a deux dimensions. C'est- a- dire :
n(V,) . "(VS,) — —_
(V,- v int D) XD, =(S,- v int DY) X D, .

(Bien entendu ces deux variétés a bord ont des angles; mais il y a des procédés standard
pour les arrondir [ 2],[9]).

Le théoréme I peut étre considéré comme une approximation a un facteur- [0, I]-

prés de I'hypothése de Poincaré, car on peut prouver(voir chapitre IV) que cette derniére

est équivalente a 1'assertion suivante :
n (V3 ) . i (VS) . _
(V,- U intD )XD =(S.~ U int D) X D
3T N 3 1 37 ¥ 3 1
La démonstration du théoréme I occupera les trois.premiers chapitres de ce
travail. Une esquisse de cette démonstration est apparue dans[ 14]. D'autre part, le
second chapitre de [ 14] était plutdt heuristique et a été remplacé ici par des considé
rations plus rigoureuses, liées & un travail a paraftre[ 15].

L'idée trés générale de la démonstration est la suivante: construire tout d'abord

une suite de complexes (qui ne seront en général plus des variétés):
— (o) (1) 4 (2) (n) _
V=K%, K", KL KT =8,

qui se déduisent l'un de l'autre par des opérations élémentaires. Donner ensuite un
(i)

-

procédé canonique de grossissement des K en des variétés a bord, de telle fagon
que pour les cas extrémes ses grossissements soient justement des produits cartésiens
par des disques.

J.H.C. Whitehead [28],[29], [30] a été le premier 4 employer une idée de
ce genre mais avec des techniques trés différentes de celles employées ici; les résul-
tats qu'il pouvait obtenir sur V , étaient beaucoup plus faibles.

Des idées de ce genre ont été reprises assez récemment, par voies et méthodes
différentes (mais ayant tout de méme une série de remarquables parentés), par B. Mazur
et moi- méme. Je me refére tout spécialement 3 un grand mémoire sous presse de B.
Mazur [ 8], dont quelques résultats se trouvent dans les notes [6].

Le premier chapitre contient la description de la chaine K () et des opérations
élémentaires.

Le second chapitre est consacré a quelques résultats de la théorie des immer-
sions. Une premiére moitié de ce chapitre suit un travail a paraitre [ 15]; elle a de

fortes intersections avec les travaux de M. Hirsch [4],1 3].
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Le troisieme chapitre décrit le grossissement canonique. Il donne notamment un
foncteur, «le produit cartésien régularisé par un carré» qui émousse d'une maniére

fonctorielle les singularités d'une catégorie assez vaste de complexes A trois dimen-

. . ., . . © .
sions. Ses valeurs seront toujours des variétés 5- dimensionnelles, C  , a bord, et

coincideront avec les valeurs du foncteur

K 3" K 3 X D 2
si et seulement si K, n'a pas de singularités (K, = variété). Le dernier chapitre con-
tient des compléments divers,

Je suis heureux d'exprimer ici ma profonde reconnaissance a M. le Professeur
Charles Ehresmann pour 1'aide massive et multilatérale qu'il m'a prodiguée pendant la
rédaction de cette thése et pendant toute une période trés cruciale pour moi. Je désire
aussi lui exprimer ma profonde gratitude de m'avoir permis d'exposer ce travail en détail
dans son séminaire, de l'avoir publié et de m'avoir aidé d'une fagon si essentielle a le
présenter comme thése de doctorat.

Je suis heureux d'exprimer ma profonde reconnaissance a M. le Professeur
Henri Cartan pour l'aide importante qu'il m'a donnée et pour avoir bien voulu étre le

Président du Jury de cette thése.

En méme temps je désire exprimer ma profonde reconnaissance a M. le Profes-
seur Jacques Lions d'avoir accepté de faire partie du Jury, de m'avoir indiqué le sujet
de la seconde thése, et pour son bienveillant intérét de toujours.

Enfin je désire exprimer toute ma gratitude 4 Mlle Elsa Gomide pour ses bons

soins dans la préparation du texte imprimé.



4 V. POENARU

CHAPITRE I

QUELQUES CONSTRUCTIONS COMBINATOIRES

Ce chapitre, comme nous l'avons déja dit, sera principalement consacré a cer-

taines formes trés spéciales d'espace-quotient par lesquelles on va représenter une
‘variété V, compacte, ayant le type d'homotopie de §,. Nous allons commencer par
quelques définitions :
DEFINITION 1.1. Soit V, une variété compacte quelconque & trois dimensions. Nous
allons appeler «représentation spécialer de V,, une paire (F(Va), ®), constituée
par un espace F(V ;) et une relation d'équivalence ® sur cet espace, satisfaisant aux
conditions suivantes :

a) F(V,) est un sous-complexe 3-dimensionnel, contractible, pur (c'est-a- dire
tel que tout simplexe de dimension i < 3 est face d'un simplexe de dimension i + 1) de
E 3

b) Les simplexes a deux dimensions de la frontiére de F(V ,) (Fr F(V,)) sont
disposés en paires (x, x")¥; pour chaque paire (x, x') un isomorphisme simplicial:

X ox' x> x'
,

est donné. T_ ,= T} . De plus, les { T_ .} sont compatibles avec la structure
x, X x', x X, X

simpliciale de F(V,). Ce qui veut dire que, si une aréte de Fr F(V ) est invariante

pour une composition quelconque de transformations T ., chaque point de cette aréte

est invariant pour la méme composition.

c) ® est par définition la plus fine des relations d'équivalence pour lesquelles
Tx'x,(p) =p. D'une facon symbolique, si x,y sont identifiés par ® nous écrirons
®(x,y)=®(y, x)=1. Au cas contraire nous écrirons ®(x, y) = 0.

Il est bien connu que pour toute variété compacte V ., il existe une «représen.
tation spéciale» (F(V,), ®), telle que F(Va) =D,.

Nous avons appelé les représentations ci-dessus «spéciales» pour réserver le

nom de «représentations» tout court, pour des objets un peu plus généraux.
DEFINITION 1.2. Nous allons maintenant définir les «représentations» par induction.
Considérons une suite d'espaces :
Xz': (az" ﬁl) (ai-1’ /3"_1)... (al,,Bl) F(Va)
i=0,1,2,...,n, X°=F(V,),

)
* (x') =x
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tels que :

a) X! est espace- quotient de X", On désignera par @t l'application cano-
nique :

cPi--]. . Xi—l—t Xi.

b) ai, ﬁi sont deux simplexes de la méme dimension de Fr Xi"l; ils sont iden-
tifiés quand on passe de X't g xi,

c) FrX' est définie par induction. C'est par définition, l'image par '™! dy
plus petit sous- complexe de Fr X'™1 qui contient

Fr X' - (alupi).
d) 11 existe des relations d'équivalence
®'=(d,BY)...(al, BHD (®°=0)

définies sur X'. ®° est canoniquement induite par il

e) Les (ai, ,Bi) constituent un «élément fixe» de (Xi-l, q)i-l). Ceci veut dire
la chose suivante :
il existe un isomorphisme simplicial :

’Ti N ai-> IBi,

tel que :

TN (TH(p), p) =1,

- on passe de X1 g X! oen identifiant chaque p avec Ti(P),

- il existe un point q € A’n B,

- pour tout point g e NBL, Ti(g)=7.
Alors (X", 0") =((a", B")...(a*, BYIF(V,), (", B")...(a’BY)®) sera une
«représentation» de V.

On remarque bien que (d”, B™... (al, ,Bl)F( V3) est un espace quotient
intermédiaire entre F(Vs) et V,. C'est- a-dire qu'il y a un diagramme commutatif,

dont toutes les fleches sont des projections d'espace quotient :

F(V,)

|

/Va\
(of, BY...(al, BHF(V )~ (i, fIYy (af B L (al, BHF(V,)

Pour la commodité, on écrira :
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((a”, B™)...(at, BHF(V,), ®)
aulieude ((a”, B™)...(a%, Y F(V ), (", 7)...(a},H®).™)
On utilisera la convention de calcul suivante :
vo(w, ' )a, B(w,@)...(a, ... =... (e, W@, )...(a,B... .

De méme :

(o, B =008, ). .

Deux représentations (X, ®), (Y, ¥) de V, seront dites égales s'il existe

un homéomorphisme 1. p.m. » = X<—>Y tel que
O(p,q)=%(h(p), b(q)).
On va utiliser aussi la notation symbolique suivante
(Ualauﬁl) =(a’ 3 ﬁ/)-'-(aly 51)-
Il est A remarquer enfin que si (F, ®) est une représentation de Vi, alors le

complémentaire de 1'ensemble des singularités de F (singularités = points dans les-

quels F n'est pas une variété a bord) admet une structure univoquement déterminée de

o]

variété C . Cette structure est compatible avec 1'application canonique

m: Fa(a, BOF

@ N N .
dans le sens que 77 est de classe C (li o cette notion a un sens),
. . L. aye L. ®
Tous les morphismes de ce travail seront des applications semilinéaires, C,

par rapport a la structure différentiable de F- singularités.

DEFINITION 1.3. Soient K, un complexe a 3-dimensions, O, une face de K ,, o, une
aréte de o,. Soient p, q les extrémités de o, et a(t), B(t) deux arcs de Jordan
dans K,, qui coincident respectivement avec o, et Fro,—~o,:a(0)= B£(0)=7p,

o1)=pB(1)=q.

Désignons par p(t) le segment de o, , d'extrémités a(t), B(t). Q(o,,0,)K,
sera par définition l'espace quotient de K ,, obtenu en identifiant chaque p(t) avec
un seul point.

Il est évident que si K, est une varjété V,, Q(U2 , OV, =V, (I'égalité
bien entendu n'est pas l'application canonique). On laisse au lecteur le soin de cons-

truire une triangulation canonique de (J(o,, o )K,.

LEMME 1.1. Soit ( F( V3), ® ) une représentation spéciale d'une variété compacte Vi,

Soit L, un arc simple contenu dans Fr F(V,), d'extrémités P, Q. Supposons que

*
)En général d'ailleurs, dans ce qui s'ensuit, une représentation (X, ®) subira des transformations :

(X, ‘I’)-’(TX,T@). Pour des raisons de commodité on écrira (TX, ®) au lieu de (TX,T‘P).
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DP(P,Q)=1 et qu'il n'y ait pas d'autre relation ®(x,y)=1,x,y € L,. Soit
¢: F(V,)->V, I'application canonique. Supposons que ¢(L,) soit homotope-0

dans V ,. On peut alors construire le diagramme commutatif suivant :

F(V,) i >V,
v _ 1p

G(LYF(V,) Y L)V,
$

(BY Y. (BLY) (L )F(V,)

od : a) toutes les fléeches sont des applications d'espace quotient. l[ll et p représen-
tent un nombre fini du type Q(O’2 » 0,). (Donc (L )V, est homéomorphe a vV,).
Toute opération ) o,, o) correspondant & \b, a la propriété que int o, C int F( V..
¢, ¢, ¢' sont des projections correspondant i des représentations ( ¢, $ a des repré-

sentations spéciales).
b) @Y (P) =8y, (0).
c) 1l existe une triangulation de Fr F(V,), telle que Yy Fr F(v,) Soit simpli-
3

ciale et n'abaisse la dimension d'aucun simplexe. On a :
Yy (FrE(V,)=Fr(9(L)F(V,).

Si 0, Ué’ sont des simplexes a deux dimensions de la triangulation plus haut
considérée de Fr F( V3) :

O (o,, 08)=(@(L)®)(Y(c,), Y (o))
((P(Ll)‘I) est la relation d'équivalence qui fait de ¢(L,)V, un espace quotient de

G(L,)F(V,).
Si x, y sont des points de Fr F( Vi)

D(x, y) S(P(L )P)(x,y).
DEMONSTRATION. Considérons tout d'abord une variété tridimensionnelle quelconque

1,
les simplexes unidimensionnels de 7,, dans leur ordre circulaire naturel, orientés de

. R . +
W, et ¥, CW, une courbe simple, homotope 2 0 de W,. Soient ot O’i e e ey O"i 1‘—'0’1

telle maniére que = 0 Ui =0.
1
. * . .
Nous allons considérer le groupoide ) des chemins de L £, avec la loi de
composition définie de la maniére habituelle (entre un chemin qui finit dans x € W et

un chemin qui commence en x). Nous identifierons les chemins qui se déduisent 'un

*)

Loi de composition non toujours définie.
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de 1'autre par changement de paramétre, ou par multiplication avec un chemin de la forme
f(t) f(1-¢), (telo, 1])**). On obtient un groupoide facteur de Q’ ®. Soit p: e.¥
la projection. -

Je dis qu'on peut trouver un espace quotient de W ,, que je désignerai pary W,,
tel que :

-la projection W,- Y, W, s'obtient par un nombre fini d'opérations du type
Q¢ T,,0).

-p(PloDY(ot) . f(o*N=1€8,® cesticile £ de v, W,).
Pour prouver ceci il faut utiliser une forme spéciale 4 laquelle on peut amener le disque
singulier f(D,)CW,, de frontiére 7¥,. En effet on peut prouver qu'on peut toujours
s'arranger de telle maniére que / soit une immersion et n'ait pas de points de multipli-
cité supérieure A 2, et que toute composante connexe de 1'ensemble singulier (1'image
réciproque, dans D, , des points multiples) soit un arc. Ceci est facile & prouver. Bien
entendu une telle forme spéciale ne sera pas univoquement déterminée. (Ce qui fera que
(’}’1W3;L/1) n'est pas univoquement déterminé. Quand nous écrivons Y, W, nous enten-
dons 1'un des ¥, W, qui satisfait aux propriétés ci-dessus). En partant d'un f(D,), de
forme spéciale, y,W, se construit par des raisonnements standard. On voit bien que

Y W, =, ,a) .., ahw,

ol c'; , O‘:, ... sont tous les simplexes 2 - dimensionnels de la forme f(5 ) ol 5; , 5':
sont des simplexes & deux dimensions de D, , dans un certain ordre. Les o"l, arétes de
de o",‘, , sont choisies d'une maniére convenable. Nous laissons au lecteur le soin d'ex-

pliciter cet ordre et ce choix.
Considérons maintenant la représentation spéciale (F(V,),®) de I'énoncé.
Comme précédemment on peut construire un espace quotient
$(L)V, =3, o)., ahv,
correspondant A un certain disque singulier /'(Dz) de frontiére (L ) (de forme spé-
ciale). On peut toujours s'arranger de telle maniére que

dim (9~ f(D,)NFrF(V,) < 1.

Si cette condition est remplie, pour chaque paire (0}, ,0), la paire (CP-IO",‘, , (p'la'l)
est univoquement déterminée.

Par abus de langage on posera :

®(L)F(V)=Q(9™5) o5/ .. Q9™ 5L, 97 G) F(V ).

ek
) Nous écrivons la composition des chemins d'une fagon multiplicative.



SUR LES VARIETES TRIDIMENSIONNELLESAYANT LE TYPE D'HOMOTOPIE DE LA SPHERE S3 9

Il faut prouver 1'existence de
1 41
(B, Y™ (BLY D PL D F(V).
Pour cela on doit analyser p | QL))"
Nous allons introduire la notation suivante: si K est un complexe 3 1 dimension,
* L.
a et [ deux arétes de point commun p ), nous allons désigner par (a,B)K I' espace.
quotient de K, obtenu ainsi : on considére un isomorphisme linéaire 7: a- 8 tel que
T(p) = p; on identifie chaque g € a avec 7(q) €pB.
Cn voit sans peine qu'il existe un diagramme commutatif dont toutes les fléches

représentent des projections d'espace-quotient :

P(L )

Ny ey D POL ) e (#(L D)

xil'},i1 sont différents deux a deux et leur réunion est justement (L ,) (ot ce qui
revient 4 la méme chose, (xlf, yq’)....(xi, y i) ¢(L ) est contractible).

Considérons maintenant une courbe fermée simple I, un sommet marqué A de

1,
I“l et un espace quotient (xl\ll yql)...(xiy;)r L contractible, avec les x, y différents
deux & deux. Un raisonnement par induction, qui n'est pas difficile, prouve alors la
chose suivante : il existe un opérateur égal a (;1;’ , )7';])...(; i, y i) , différent éventuel-
lement de (xlf, ylr)...(x i, yi) mais ayant les mémes propriétés, tel que :
- les espaces quotients
Ny e LybecL )
(xN, 3N (X yherL )
coincident.
-pour aucun 7, l'image canonique de A dans (;"1'1,)7';-1)...(;;,;:)CP(L N
n'épuise x{Ny L C(xy ™y i L(x Ly herL ).
Cette remarque s'applique a la situation précédente, avec
L) =T, 9(P)=9(Q)=A.
Soit (;I;I, )71:)...(; i, )7 i) l'opérateur correspondant. Alors, en posant N = n,
Bi=v, e x), yi=y, 9y

on a c.q.f.d. .

E 3
) Pour des raisons qui deviendront trés vite claires, nous allons considérer des complexes K, ayant des
arétes distinctes a, B telles que Fr a = Fr 8 .
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(On a fait ici un abus de langage, ¢~} (;'.1) n'est pas univoquement déterminé, En réalité
au lieu de ¢~'(x%) il aurait fallu mettre ¢™(x%) NL . De méme pour ¥,

En général, si une représentation spéciale (F(Va),tl)) est donnée, et P, Q
sont deux points de Fr F(Va) tels que (P, Q) =1, il n'existe pas d'arc L 1 qui les
relie comme dans 1'énoncé du lemme 1.1. Nous allons modifier maintenant la représenta-
tion spéciale (F(V,),®), un peu, de telle facon que L , puisse &tre construit,

LEMME 1.2, Soit (F(Va),(D) une représentation spéciale d'une variété compacte Va'
sans bord. On peut construire, pour toute paire de points P, 0 € Fr F(V ;) satisfaisant

®(P,Q) =1, un diagramme commutatif :

F(vy) % v,
S
Fovy 2 v
| "

("B, ™y ) (B, Yy DRV )

tel que :

a) Toutes les fléches sont des applications d'espace-quotient. \/J'l et p' repré-
sentent un nombre fini d'opérations 0(02'01)' (Donc V'3 est homéomorphe a Va)‘
Toute opération Q(0'2 , 0, ) correspondant & l,ll’l a la propriété que int 0, C int F(V,).
¢, P', 9" sont des projections correspondant & des représentations spéciales (en parti-

_culier, (’”,31, ’"’)’1)...( 1[31, 1’}’1)13"(Va) peut étre réalisé comme sous-espace de
E,).
b) Les points ' (P) et ' (Q) de Fr(™B,, "y ). B, 'y JF(V,)
peuvent étre reliés par un arc
L' CFr("B ™y )..( B, Yy JF(V,)
qui a la propriété que ( C?"l,ll'l(P), c’ﬁ'\/l'l(Q)) est la seule paire de points (x,y),x,y €L,
satisfaisant :
("B "y ) (PBL Yy ) (x,y) = 1.
(D', (m,Bl, m Y,)ee @' sont les relations d'équivalence définies sur F'(V ),

("B ™Y ) E'(V,), pour obtenir I'espace quotient sur V,).

c) Une assertion analogue & l'assertion a) du lemme 1.1 est vraie, (F'(Va) au
lieu de Y(L,)F(V,)) c.q.fd.

DEMONSTRATION. Avant de commencer la démonstration, nous allons introduire les
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notations suivantes : soit K un complexe pur n- dimensionnel, p un sommet de K,.On
désignera par 3 (K, ,p) l'étoile de p, par 2,..(K,. p) la frontiére de I'étoile de
p, (Z,(K,,p) est le cone de sommet p sur 2,..(K, p)). De méme, si o, estun
simplexe de K _, En(Kn,c'i) sera I'étoile de o, En_l( K,,0,) la frontiere de I'étoile
de o, En(Kn,cri) est le coéne sur Zn_l( Kn’Ui)’ de sommet le barycentre de o, On
désigne par X" T Y( K,,o;) la «section transversales de £ (K _,0,) par I'hyperplan de
dimension n-i, passant par le barycentre de 0, transversal 4 0 ,. On désigne par
I"TINK,,0,), lensemble " YK _,o)NE (K, o).
On a:

— -i=-1
Zn_l(Kn,O'i)—E" ' (K",O’i)*aai.
(On désigne par * le «joint» de deux espaces). Si i =1,
_ -2
zn-l(Kn’Ui) - S(Zn (Kﬂ’o'l))'

(On désigne par SX la suspension sur X, par CX le coéne sur X. Quand on voudra
préciser les pdles de la suspension sur le pdle du cdne, on écrira Sp‘qX, Cp X).
Soit K, un complexe pur a trois dimensions, et un plongement i : K, + E, donné. Soit
Fl un arc simple (courbe simple) de Fr K ,. On dira que Fl est une y- courbe (- arc)
si la condition suivante est remplie pour chaque sommet p de [’ .

Soient 0'/,0"| les deux segments de [

L incidents a p.

1,
90! =p-0Q', 00" =p-0".
(Ona évidemment Q', 0" € FrX,(K,,p)C X ,(E,, p)).Alors, sur la sphere 3 ,(E.p)

on aun arc / joignant Q' et Q" tel que:
(int L)NZ (K, p)=¢.

Je dis que toute paire de points P, Q sur la frontitre d'un complexe pur, con-
tractible K, plongé dans E, (la notion de 7y-arc est définie pour un complexe K,
doué d'un plongement dans E ,) peut étre unie par un y-arc simple de Fr K, aprés une
éventuelle «modification non essentielle» du plongement i. (On verra dans ce qui s'ensuit
ce qu'on entend par «modification non essentielle» du plongement 7).

Nous allons esquisser la preuve de cette assertion. Les notations et les défi-
nitions que nous allons utiliser pour cela seront utiles plus tard aussi.

Comme d'habitude nous désignons par X v Y, la réunion de deux espaces X, Y

qui ont exactement un seul point en commun. Considérons la décomposition :
= k! 2 g
K,=KyVvKjv ...K§
en «composantes irréductibles» . On dira qu'un plongement j: K ,» E 5 €st obtenu par une

modification non essentielle du plongement i : K, » E , si pour chaque b,
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i| b et il wh
lk? Y
coincident (& un homéomorphisme de E, prés). (Voir figure 1),
Figure 1.
1 Kl
K3 3
2
K3 K32
3
K3
K’ K 1 k3
a | 3 - X3
1 7

Considérons K. Une aréte o de K} sera appelée singuliere (de multiplicité u ) si
2(K%,0,) est non connexe (et a 1 composantes connexes). On peut toujours supposer

que si 0”1,0'; sont singuliéres :

2,(Ey, 0" )N (E o) Co'nol.

§§ = 1<§u(§,J1 3 (Eg, o))
ol U est étendu a tous les simplexes singuliers o, de Ké. 1?'3 posséde un plongement
naturel dans E_, n'a plus d'arttes singuliéres et peut étre obsenu de Kgé I'aide de
dilatations de Whitehead [ 28]. Si p est un sommet de K%, 2 , (K%, p) sera une sphére

percée :
v(p)

(K5 p)=5,(p)- Y int DL(p)
(Di2 N D’;‘, =¢).Si v(p) > 2 on dira que p est singulier. On peut toujours supposer

que si p', p"” sont singuliers :
ZELP)NZ(E,p")=¢.
Soit
Ky = KSU(Y(S (B p) = C(int D2(p)))

ol la somme LPJ est étendue a tous les points p singuliers. On voit bien que K's est une

variété a bord ayant le méme type d'homotopie que Kg (donc un disque a 3 dimensions),
que I?'a peut &tre obtenue de E‘a a l'aide de dilatations de Whitehead, et que la paire
(E,, E’a) est indépendante de la maniére de numérotef les disques Dé(p) 4 une homéo-
morphie de E, prés. Nous allons définir maintenant K, et K,.

Par définition :
~ ~ ~-

o 2
Ky=Kj;vKiv ..vKE&.

1
3 3
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On considére e:ifin 123 et on lui applique des opérations analogues a celles
qui ont fait passer de K}; A Eg On obtient 1?3 qui sera un disque 2 trois dimensions.

Maintenant, pour construire un ‘Y- arc reliant P, O, il suffit de considérer le
cas ob. P, Q appartiennent 4 une méme composante irréductible, disons K; de K.
‘On peut de méme supposer que P, O € Fr K;n Fr E; .

On a des projections (rétractions de déformations) naturelles :

P, R;» K;; P, K;—» K;.

On peut prouver facilement les deux assertions suivantes :

-Si L, est un arc simple de }jr 1231 =S§,, il existe une projection p' (dépen-
dant de L) isotope a p,, p': ;;-» K;, et un arc L', de mémes extrémités que L ,
L' C Fr I?; , L' étant isotope & L, sur Fr 12; (par une Eetite isotopie) tels que
int p'l(L'l) C Fr 121 ne contienne pas de points singuliers de K; et que p'l( L'l) soit
simple.

-Si L, est un arc simple de Fr K; il existe une projection p', (dépendant de

1
3’

isotopie), de mémes extrémités que L, tels que p’,( L") soit simple.

L)) isotope a p,, p', : K;-» K,, etun arc L' CF K; isotope a L, (par une petite

En combinant ces propositions on prouve l'existence du 7-arc reliant P, Q.

Donc si la représentation spéciale (F(V,),D) est donnée, a toute paire de
points P,Q €Fr F(V,),®(P,0)=1, on peut associer un y-arc L CFrF(V,)
reliant P, Q. On peut supposer, sans perdre la généralité, que @(L )CV ,, s'obtient

de L ' de la maniére suivante : il existe sur L | 2n + 2 points distincts :
PO = P:pl"")Pn; qo = Q' ‘71»---,‘7,,

et ¢(L,) estobtenu de L en identifiant p; 3 9, (¢(p;) = 9(gq,)). Considérons deux
petits segments de L, de sommet commun p,:x;,¥; (le méme ;I., )72. de sommet com-
mun g, 12 1). 1 existe un espace-quotient de V , V’3 obtenu par une suite finie d'opé-
rations Q(c72 ,0,), tel que :

- Pour aucune des Q(CJ’2 o, considérées, onn'a ¢! (0, )T FrF(V,).

-Si p' est la projection canonique p' : V- V'), alors :

PR(L D) =x,,y e (x,y Xy )ee(x Ly DR(L )

A V', on associe une représentation spéciale (F'(V ),®'), de la méme maniére que

(cp(Ll)p(va),q;(Ll)q)) a été associée 2 9(L )V, (lemme 1.1). On aura m = 2n,
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iR _ o TiyIT ' ,

Iﬁl_((q) ) xi)nll’l(l-‘l) lﬁﬂ

Py, =PI NP )
n+i — Ty -1 ]

B, = (P ) nPi(L )
+i - -
Ty = ey )0y (L)
et l'on observe sans peine comment le fait que L . est 7y-arc [ ce qui fait que ' (L)
1 1t =1
est un - arc (pour le plongement F'(Va) C E3 naturellement induit par F( Va) C E3)]
implique que (™ 3,,”7¥,)... F'(V ) peut &tre naturellement plongé dans E . En effet
1 1 3 plong 3

si auB (auB=le point p) est un 7y-arc de K,CE,, (a,,B)K3*) est naturellement
plongé dans E . L'arc L’ sera

YLDV Py,
1
Le lemme est prouvé.

En combinant les lemmes 1.1 et 1.2 on peut montrer que :

LEMME 1.3. Soit V , une variété compacte a trois dimensions, ayant le type d'homotopie
de S,. Il existe alors une représentation de V,: ((alz ,,312 )...(cc; , ﬁ;)F(Va),CI))
(dim ag = dim ,5'2 = 2) telle que :

1 gl 1 pi — n**)
Fr(az,,Bz)...(OL?,ﬁz)F(Va)—0 .
Pour que la démonstration de 1.3 soit compléte, il faut prouver encore le lemme
suivant :
LEMME 1.4. Soit une variété tridimensionnelle V , quelconque et une représentation :
n n n _n n -1 n-=1 n-l _ n-1 1 1 1 1
(Cal, BL)(=, Y )™, B1 ) (7Y y1h) L (ad, BL )ty DF(V ), ®)
(dim a = dim ,3: 2, dimx =dimy =1, quelques unes des paires (a':z s ,3'2 )0 xil, yjl)
peuvent étre «widesy; d'une maniére formelle une paire (£, 7)) est wide» dans

(P p'HE (T, 7). si £ =Tndans (T,7")... ).

Il existe alors une autre représentation de V ,
2 2 2n-1 _2n-1 1 1y -
((§2ﬂ'772ﬂ)(§2n :772,1 ))0"(§2ln2)F (V3)3®)-'
=((al, By)(x .y . F(V,),®). ~

DEMONSTRATION. Si toutes les paires (x', y)) sont vides, il n'y a rien & prouver. S'il
. . i i . . . . .
existe une paire (x ?,y°) qui n'est pas vide, on fait l'opération suivante :
i )
Désignons tout d'abord (par un abus de langage) x?, y1° deux simplexes de
F(V,) dont les images canoniques dans
.

i =1 i -1 i-1 1
(ap B2 xy Lyy ) F(VY)

* . . . g
)L'espace quotient de K3 obtenu en identifiant a, 8 par un homéomorphisme qui préserve tout p € aNB; ce
symbole ne sera utilisé que si aNB= ¢ .

**) Ceci revient a dire que ('112312 )... F(Vy) = V3 .
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sont xif, y%. Considérons 3 2( F( V3) ,xif) : c'est une réunion de disques 3 deux dimcn.
sions d; ,dg yeres d)z( , ayant exactement un point ¢ en commun.
(S2F(V ), x8NA(F(V) =% (F(V )x0)
est une collection de segments oi C F'rdi2 - g. Considérons un point p EFrd; -(q UO’; )
et unissons-le, A l'intérieur de d; , par un arc /\1 avec p. L'arc )\1 coupe d; en
deux disques, d', et d'j, d'| contenant or; .
Comme on 1'a déja remarqué
S(F(Vy),x9) =SS2F(V,),x9)=(S(d,ud? uddu ... dX)uUsdy.
Les deux parties ont en commun les deux disques 4 deux dimensions dans lesquels SA N
s'est séparé : (SA 1)'I.OC d, (S?\2 )'l!o C d' . Appelons :
(D" =(Sp)y COSAD;
i
(" =(Sp); SN
Découpon§ Sd"1 de F( Vs) et recollons-le, mais en identifiant (xil)" avec
y';, non avec (xlf)' . En répétant la méme opération avec tous les couples (l'opération

a un sens méme pour les couples vides) (x, y), on obtient une nouvelle représentation

spéciale (F'(Va) ,@) et une représentation générale :
(o, BEYSA DL, (SADM(al BT F'(V,),®") =
((ay, Bo)(xL, ¥y 1) (F(V ), D).
Le lemme 1.3 n'est pas complétement satisfaisant pour le but que nous avons en
vue, nous allons 'améliorer un peu. Pour cela nous allons prouver plusieurs lemmes :

LEMME 1.5. Soit V , une variété compacte a trois dimensions, quelconque, ( F( Va),(l))
une représentation spéciale de V ,. 1l existe toujours une représentation spéciale de
V., (F*(V,),®*) ayant les propriétés suivantes :
a) Si >\1' }\'1 sont deux arétes de F(V3) dont l'une au moins est singuliére,
telles que (ID(?\I, )\'1) = 1, alors Kln }\’1 = ¢ (dans F*(V,)).
b) 1l existe une représentation
m m 1 1 —
((al,BY)...(ay, B,)F*(V ), ®*)=(F(V,),®)
(dim a = dim 3 =2)..
DEMONSTRATION. Nous allons considérer le cas oh F(V,) est irréductible, c'est-a-
dire n'admet pas de décomposition :
F(V,)=A,vB,v..

En effet le cas F(V,) =A,v B v ... peut éure aisément ramené au cas irréductible de
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la fagon suivante : il suffit de transformer F(V,) de telle fagon que les points de la
forme A,NB,,..., ne soient pas contenus dans des arétes singuliéres. Considérons
donc p = A,NB,. Dans 2 ,(A,,p) on va considérer un disque d, dont la frontiére
3 d, soit la réunion de deux arcs a,, b, d'extrémités communes, et tel que :

-intd, Cint 3 ,(A,, p)

-inta, Cint Z,(A,,p)

-bICFrES(A3,p) [JEirztb1

-sauf au point p, I a( A5, p) est variété a bord en tout point de 4, ..

Découpons d, en deux exemplaires ', ,d'é ayant en commun a,. p se dédouble en

X
p' €dy,p" €d}. L'un de ces points, disons p’, n'est plus contenu dans aucun arc
singulier. Identifions p € B, avec p' et itérons cette construction. Aprés un nombre fini

de telles opérations on a un complexe contractible de E,:
pP(V,)=AyVvByv ..
tel que :

-(a™,B™)..p(V,) = F(V,) dim a= dim 8= 2

-aucun point de la forme A, N B’ n'est contenu dans une aréte singuliére,

En utilisant toujours les notations de la démonstration du lemme 1.2, si I'on a
o _On P

tels que K’ =K', K= K%, alors on peut définir sans

deux complexes K’, K’3' C Es’

aucune peine la «somme connexe» Ky + K}, en considérant des disques d'2 CFr K,
d, C Fr K et en les identifiant. On doit seulement prendre garde a ce que ces disques
ne contien\ne/nt aucune singularité. Nous allons distinguer deux cas :

5
Cas1:F(V,) = somme connexe d'un nombre (fini évidemment) de cones sur des spheres

percées (S, - Y int Di). )
I —— . .
Cas Il : F( V3) n'est pas somme connexe ... (voir par exemple fig. 2).

e =~ Fig. 2

Nous allons commencer par faire la démonstration pour le cas I : analysons tout
e
d'abord la maniére dont on passe de F(V,) a F(V,). Le passage peut étre décrit
N
ainsi : on considére dans F( Va) un nombre de disques dt, dg yeees d}; , 2 deux dimen-
sions, tels que :
-int d% Cint F(V,), Frd, C Fr F(V)
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- Fr di est décomposée pour chaque i en deux arcs a’ 1 ii’ d' extrémités commu-
nes. Ces extrémités peuvent étre des points singuliers de F(V,) mais pas d'autres
points.

-di, N dl, = ¢pou d"'z\r_w/fi’;‘, =al=al oud,nd,calnpinainpi

-Pour passer de F( Va) a F( Vs) on fait l'opération suivante :

F(V) =0(d},ahQ (d2,a2). F(V,)

-Les (d’;z R ail) permutent.

En raisonnant par induction sur b, on prouve qu'il existe dans F(V ) un disque
4 deux dimensions 3; *) ayant les propriétés suivantes :

~int 81 Ciint F(V ), Fr 8 CFrF(V ).

- En tout point de St , F( Va) est variété a bord, sauf exactement en un point
pl € 8; qui est barycentre d'une aréte singulitre, soit O'i, de F(V,).

- S; est transversale sur o*1 Donc, aprés une petite isotopie, 8 P> (F(V ), o )
est le céne de sommet p ! sur une des composantes connexes, soit }\1 de b 1(F(V ), o)
Choisissons pour chaque aréte singuliere o' de F(V,), une fois pour toutes, une
extrémité a(O‘l) et désignons 1'autre extrémité par b(O'l).

Faisons maintenant les coupures suivantes :

- coupons (31 ()\1)) en deux~(51-C (}\1))' et (31—C (}\1))" les
deux parties ayant en commun AL

- coupons Ca(tr )(KI)CE (F(Vy), 0'1) en deux : (Ca(a )()\1))‘ 6t —7-,\\
(Ca(o_l)()\ N". (Les deux parties ont en commun a(ol)) o N

- coupons de méme c, (o )(>\ )..

- coupons o ! en deux :

1

1y . 1
(Ul) CSa(Ui)b(ai) Cpl()\l)

Iyn -

(o CSarolib(ol) CPI(ZI(F(Vs),oi)-Ki)
les deux parties ayant a(ai) en commun. On obtient de cette fagon un complexe con-
tractible | F( V3), contenu dans E ,, ayant les propriétés suivantes :

= 1 1
1F(V3) _(Sa(o'i)b(oi) Cpl(}\l)) v F(Va)
~F(V3) est un espace quotient de F(V ) de la forme suivante :
F(Vy)=((8,-C, (k‘))' (8,-¢, (A‘» )
1 1 Iywwn
((Ca(o, )(7\1)) (Ca(c,l)()\ ) )((Cb(a‘)(x n' (Cb(c,l)(K n")
Iy Iy n
(o, (o™ F(v))

* .
) On remarque aisément que 1I'hypothése du cas I intervient dans la premiére étape de l'induction (h = 1).
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- 1F(Vs) entre dans le cas I.

-L.a somme des multiplicités des arétes singuliéres .de 1F(Va) = somme des
multiplicités des arétes singuliéres de F(V )-1.

Ceci nous permet de continuer par induction, jusqu'a ce qu'on arrive a un com-
plexe ¥(V,) ayant les propriétés suivantes :

-y V,) est contractible et contenu dans E .

-F(V,)=( a,B)(a', B ). ¥(V,) o a, ... sont de dimensions 1 et 2.

-Si A%, K;L. sont toutes les composantes connexes de X 1(F(V:‘]),C";), ol
1

O’i1 est une aréte singuliére quelconque de F(V,) (;bi1 barycentre de O'i), alors :

ql(v3):Sa(Ui1)b(cri1) C i()\l)vsa(o, )b(U )C 1 ()\ )

N . i
[V Sﬂ(O’Il)b(Uzl) szl(>\ ) VIR
" On fait maintenant la construction suivante : on remplace dans lI’(Vs) exprimé
sous la forme ...v ...v ... comme ci-dessus, chaque
. C, , ] i

Sa(o'll)b(dll)cpll(}\ll)v VSa(cr )b(tr )C z()\)
par ZS(F(Va),O'il). On obtient un nouvel espace @(Va)—ES(F(Va),U'i)V
ayant les propriétés suivantes :

a)d( Vs) est contractible et contenu dans E .
BYF(V)=(Em, ™) (EmH, ™™ (V)
dim & =dimm=2.
Ona:3 (F(V,),0)n(®(V,)-2,(F(V,), a"))—a(a")
Faisons l'opération suivante : dans le tnangle C 1 (}\ ) considérons une sécante )\
paralléle 2 Ki. Découpons X (F(V ), ot )C(I)(V ), par S i )b(oh )(K ) de
telle fagon que
. , NEASY i . R . i AN
(Sd(a'll)b(o"l)()\'l)) C (ES(F(VQ)’O—I)- Sa(o.ll)b(o_ll)(cpll(Kl)" Cpll()\l)))
. . NS . . . i AN
et(‘ga(oll)b(cr'l)(hl)) CSa(le)b(O'll)(Cpll(}\l) -szl(}\_ll))
alent en commun b(O'il) exactement.
De plus, on fait la coupure de telle fagon que :
] ] . . , i LN i -
(‘1’(V3)—-23(F(V3 ),0'1))0(23(F(V3),O"1)— Sa(o"l)b(all)(cp'l()\ 1)—Cp11(>\1)))—¢
1 X . . 1 AN ] _ i

(o( V- 23”’("3), U’l))n Sa(crll)b(all)(cpll ()\'1)— szl(K’l))) =a(o).
On a obtenu de cette fagon un nouveau complexe 7(V,), jouissant des propriétés a,f3,

et tel que, de plus, deux arétes singuliéres quelconques de 77( Va) soient disjointes.

On voit alors aisément que pour le cas I le lemme est prouvé (77(V ;) = F*(V,) etc.).
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Nous allons prouver maintenant que le cas II peut &tre réduit au cas I. Si K,
un complexe & trois dimensions, et o, une aréte de K., on désignera par Q(UI)K3

'espace quotient de K, obtenu en contractant 0| en un point. On voit, comme précédem-

est

TN
ment (quand on a décrit le passage de F(V,) a F(V,)) que

* F(vy)=Q,Q,_ ..Q,D,

o chaque Qi est un Q(o-2 ,O,) ou un Q(O’l). On voit aussi qu'aprés une éventuelle

subdivision, les 0, ,0, peuvent étre pris arbitrairement petits. (Je veux dire que si K',

est une subdivision de K, il existe un espace Qb Qb-l Ql K', qui est combinatoi-
rement équivalent & () K ;). D'autre part, si K, est un cdne, Qb Qb-1 Q1 K, est
toujours dans le cas I. Dans (*) on peut toujours supposer que D, est une triangulation
du disque i trois dimensions, qui par des contractions de Whitehead, se réduit a un point.

il existe alors un complexe contractible de E , ’(De’ ayant les propriétés suivantes :
D,=A,vB,v..H,

o chaque A, B,... estun céne.
(a™,B8™y...D, =D, dim a = dim B=2.
Ona): F(V)=00, ..(a™, ™ ..., =(a","...0,9,_ .0, =
=(owl,,3m)...(9;1 e QA VAR, QT Byv ).

Chaque ensemble Qll Q: A, ,... entre, comme nous l'avons remarqué, dans le cas I.
k

Le raisonnement peut se continuer maintenant sans peine, afin de prouver le lemme.
Le lemme 1.5 une fois prouvé, nous allons faire un dernier changement afin d' ame-

ner la représentation du lemme 1.3 2 une forme définitive.

LEMME 1.6. Soit V , une variété compacte a trois dimensions admettant une représenta-

tion

((a™, B™)...(a, B)F(V,), D)
telle que :

a) Fr(a™,B™)...F(V,)=0.
b) dim a =dim B = 2.

~c) Si >\1’ >\'1 sont deux arétes de F(V,), dont l'un/e au moins est singuliére,
telles que (I)(}\l, K'l) =1, alors )\lr\ )\'l = ¢ (dans E(V,)).

Dans ces conditions il existe une autre représentation

(EX M) (ELMY)*F(V ), *D)

*
) Pour assurer la commutativité des § , ( @, B) on doit prendre soin que les a, S8 et 02 (o

o
de Q (U'Z 3 1))
soient transversaux.

2
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ayant les propriétésa)-c), et de plus la propriété suivante :

d) Toute aréte singuliére de *F(Vs) a la multiplicité 2. Pour toute aréte sin-
guliére >\1 de *F(Vs) il existe exactement une autre aréte de *F(Va) (évidemment
toujours singuliére) 7\-1, telle que *®( N\ |, Xl) = 1. Si I'on désigne par *¢:*F(V,)->V
la projection canonique, *CP(ES(*F( V,), }\1)) et *(9(23(*F( Vi), )\1)) sont trans-

versales dans V 3

DEMONSTRATION. Désignons par ¢: F(V,)-»V, la projection canonique. Soient
VisVy e ¥y les arétes de V, telles que v ;) contient au moins une aréte singu-
liere. Désignons les arétes de F(V ) qui constituent ¢ 1(1/) par >\ . >\'
Désignons les composantes connexes de 3 '( F( V), )\;) par }\I., leurs batycentres pat
Ip;, I'ensemble fini. de points t}J(lp]’:)par 77; . Evidemment Di2 =§‘,2(V3,V1.) =
=y cp(Zz(F(Vs),}\;.)). Considérons dans D' , les complexes Co(fp(w;)) =0,
(0 = D' Nv,;). En écartant un peu de 0 chacun des pdles des cénes C (CP(W;)), c'est-
a-dire en remplagant chaque céne C (cp(Tr ')) par un céne C z( <p(7T ) (x $0,eD?t 2 )
on peut faire en telle sorte que pour chaque qgeC z(( <P(7T ))nC 1( qJ(7T 1)) il existe
un segment de C 5( .) et un segment de C zq( ) qui se coupent en q(x =|=x') 11
est facile maintenant de construire des compiexes 4 deux dimensions w].C D’2 , ayant
les propriétés suivantes :

-ljJ.w;f=Dl?, int w;ﬂintw;. =¢

-wINFrD:=@(R%(F(V),N)NFrD}

-sz:((p(w;.))c w;; par des contractions de Whitehead a);. peut-étre réduit a
C,i ().

-C i(,...) est contenu 3 l'intérieur de w]’., sauf pour ceux de ses points qui
apparnennent aussi aux autres C_i (...). Ces points sont les seuls ol w]‘ n'est pas
une variété A bord. Au voisinage d]un tel point, w] est un cdne sur deux segments dis-
joints.

- pour tout point «singuliem g (voir ci-dessus), de w":, il existe un autre wi’;,
i

auquel ce point appartient. Evidemment, g est aussi singulier pour a)".. eten g, w! et

w;, se coupent. Désignons par aw; = wli N Fr Di On voit bien que Saw; est natu-
rellement isomorphe 3 ST Y F(V a)s K’) Considérons le complexe :

*F(V,) = F(V,)=UZ (F(V)),A) +Usal
o SEUF(V,),A)CF(V)=UZ (F(V,),A]) est identifiée, par I'isomorphisme
naturel ci-dessus, avec Saw;C Sa);:. On voit sans peine que *F(V ) est contractible

et naturellement plongé dans E,. De plus il existe une représentation spéciale de V ,

(¥*F(V,),*®) ou *® est définie comme suit : pour Fr F(V,2) N Fr *F(Va), *® coin-
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cide avec ®,. Pour USw;C*F(VS), *D est l'identification qui fait de \,.JSw;:,
2,(V,, V). ® et *® coincident évidemment sur la partie commune de leur domaine de
définition. (£™,M™)...(£1,n!) est obtenu a partir de (a™,B8™)...(a!,B) en rem-

placant chaque paire (a?, %), aiczs(F(Va),K;), ,Bicza(F(Va),}\;.) par

(x'l, x’l) (x}, y;) o1 (1 ... f) est un ordre convenablement choisi.
U x =w’ir\w':.c a)’:
] ] ]
v =w’:f\w’:. w‘:
y ] j < i’

On voit bien que toutes les propriétés requises sont satisfaites. En combinant les lem-

mes 1.3, 1.4 et 1.5 on arrive au résultat final suivant :

LEMME 1.6. Soit V. une variété compacte a 3 dimensions, ayant le méme type d'homo-
topie que S, . Il existe alors une représentation de 1%
((a™, B™).c(ar,BYHYF(V,),®)

ayant les propriétés suivantes :

1°)dima = dim 3= 2.

2°) Fr(a™,B™)... F(V,)=0.

3°) Tout cété singulier de F(V ,) a la multiplicité 2. Pour tout c6té singulier
}\1 de F(V,) il existe exactement un autre >\'1, tel que (I)(}\l, }\'1) =1, >\'1 est aussi
singulier et les images canoniques de X (F(V ), N ),2 (F(V,),\) dans V se
traversent.

4°) Si A

L et )\'1 sont deux arétes comme ci-dessus, >\1 N )\'1 = ¢ (dans F( Va)).
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CHAPITRE II

QUELQUES RESULTATS DE LA THEORIE DES IMMERSIONS.
APPLICATIONS.

Soient V_,W, deux variétés différentiables . Une application différentiable
[:Wy~»V, seradite une <immersion» si la matrice jacobienfle est de rang partout maxi-
mum (k £ n). Deux immersions f, ¢: W, V, seront dites «éguliérement homotopes»
s'il existe une homotopie f, qui les relie, telle que :

- pour chaque ¢, f, est une immersion.

- I'homotopie induite pour le fibré tangent est continue.

Nous allons appeler (k,r)- Wk-/igure, l'objet suivant :

- une immersion P : Wk -V,

-r champs transversaux, indépendants, de classe C%, dans le fibré normal &
W) fy o [, (B+T<n).

Une homotopie réguliére de deux (k,r)-W,- figures (@° /°1 /f ), ((91;/’.1... /i )
sera par définition 1'objet suivant :

-une homotopie réguliére (d'immersions) ¢t reliant ¢° Cpl .

-une homotopie de champs transverses /f, :, reliant (/?),(fil);(f:) sera
un ensemble de r champs transverses, de classe C®, indépendants, du fibré normal de
(W),

Une (k,7)-S,-figure sera dite «basique» si (¢,(f;)) sont donnés sur le pdle
sud de §,. De la méme fagon, on dira qu'une homotopie réguliére de (%, r)-Sk;figures
est basique, si elle est basique pour chaque valeur de ¢.

Soient F et G deux (k, r)-Sk-figures basiques ‘et Ek +r(Vn) le fibré des
(k+r)-repéres linéairement indépendants, tangents a V **). Par une homotopie régu-
liere suffisamment petite, on peut faire en telle sorte que les ( ¢; (fi )) de F, (respec-
tivement de G), coincident sur un petit voisinage, W, difféomorphe 2 un disque, du pdle

sud de S,- F. G induisent deux applications :
(Sy-intW)->E, , (V)

coincidant sur Fr W. Les k premiers vecteurs sont un repére tangent a CPF(Sk—(intW)),

respectivement a CPG(Sk ~ intW); les r autres vecteurs sont des /i respectifs.

*)
**)

. . . - . . . e o9}
Sauf mention contraire différentiable signifie C ..

non orientés. La fibre sur la variété de Stiefel Vn Kk non orientée (Vn = l'espace projectif, non la s>here).
s

tr ,n-1
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Te cette facon, on a associé a la paire (F, G) une sphére singuliére, a point

de base, de E, , (V ). La classe d'homotopie de cette sphére sera désignée par :
r
Q(F,G) €M (Ey 4+, (V)
Si V, = espace euclidien, r = 0, on obtient l'invariant 1 de Smale.

THEOREME 2.1. Deux (k,r)-S,-figures basiques F,G sont réguliérement homotopes
(par une homotopie réguliére basique) si et seulement si Q" (F, G) = 0. Si
a €, (Ek +’(‘Vn)) et une (k, r)-Sk-/igure basique F sont données, il existe une
(k, r)-Sk-/igure basique G, telle que Q" (F,G)=a.

On peut définir d'une fagon naturelle une structure de groupe (abélien si k> 1 ou
si V_ estparallélisable) sur les (k,r) figures basiques. Cette structure est compatible
avec l'homotopie basique et en passant au quotient on obtient justement Trk(Ele +r( v, N.

Si m(E,4,(V,)) =0 tout ce qui est dit plus haut reste vrai, en supprimant le
_mot «basique».

DEMONSTRATION. La démonstration suit celle de S. Smale[19] .

Soit @2 l'espace des (k,r)-Dk~figures basiques (point de base sur aDk)

avec la C? topologique (p > 2), et S; I'espace des ‘(k, r)-Sk-figures basiques.Il

existe une projection naturelle :
. qQr r+1
e 9k -> Sk -1

obtenue en prenant la restriction a la frontiére §, = aDk et en ajoutant le champ
transverse radial sur cette frontiére.

On va prouver tout d'abord que (@; ,77,5; :11 ) a la propriété du relévement des
homotopies pour les cubes. On va utiliser le théoréme suivant :
THEOREME 2.2. (Smale [19], Thom[261). (T2, m, Siq) a la propriété du relévement
des bhomotopies pour les cubes,

Soit maintenant une homotopie b, : P » 2:11 oi t€[0,1] et P est un cube.

Supposons qu'il existe une application b : P » g’k telle que le diagramme suivant soit

commutatif :

b ,
—_—
2 &}
r+1
8% 1

. . . *
Soit 7! :52:11-» Si_l obtenue en supprimant les r derniers champs ). Le

*
) dans la définition de 77 on prend soin que le champ radial soit le premier, donc qu'il ne soit effacé par 7°,
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théoréme 2.2 nous assure l'existence d'une application b'l :P > éz , recouvrant 7' o ht .
b! sera b sans champs transverses. Ce qu'on doit faire, c'est construire un systéme
indépendant de r champs, transversaux, de classe Cc®, pour chaque h,(p), dépendant
d'une fagon continue de (t¢,p), coincidant avec les champs déja donnés pour t =0,
x € ab't(p), ((t,p) quelconques).

Soit X =[0,1] x P x D, . Soient de méme Y le fibré des k-plans tangents a
Vn et Z le fibré de base X, obtenu en considérant les paires constituées par un k-
plan tangent et r vecteurs tangents a V_, au méme point (les vecteurs sont indépen-
dants et transversaux au plan). On a une application naturelle ¥ : X > Y obtenue en
considérant le plan tangent a b't(p) (Dk) en b't(p) (x). Soient T Z > Y la projec-
tion, Z' le fibré induit sur X par ¥, 7, la projection de ce fibré. L'application fibrée
Z'» Z, qui recouvre ¥ est de classe C® dans les variables de Dk .

On a considéré ci-dessus une certaine section au-dessus de (0 X P X D,u
([0,1]1xP x Sk) =X, du fibré trivial (Z', X ). Elle se prolonge a une section s(x')
de X. Si s(x') peut étre construite de telle fagcon qu'elle soit de classe C” dans les
variables qui correspondent 3 D,, la démonstration est terminée. (Car on attache alors
le repére s(¢t,p,x) a },'t(p) (x)).

On remarque que la fibre de Z' est la variété de Stiefel Vn_k’ , - Considérons
un prolongement C% : W * . Ver, Ey (N grand). Soient T, le voisinage tubulaire
normal de ¥ *( v, -y

Considérons :

) et 77* la projection.

P*os: X e EN .
Ecrivons cette application en utilisant les coordonnées de Ey:x;=F;(t,p,x)

i =1,...N. Nous allons considérer deux voisinages assez petits, E, C de X, dans
X, tels que Oc C,C-T sépare X  de X - C. Sur C, chaque F, peut étre prolongée
de telle fagon que :

- sur 6—6, Fi ec®.

-F,;C C® dans les variables D, .
On peut supposer que 1'application { - Ey ainsi obtenue se factorise : { » TyCEy
En composant avec 77* on a une section au dessus de ), avec les propriétés voulues.
A partir de la, on peut construire sans peine s(x’), de classe C® dans D, .

Reste a prouver que le prolongement de chaque F; est possible. Pour cela on va
considérer dans D, x [0,1] deux voisinages disjoints de (S, x [0,1]), (DyX0):
0'1,0'2 définis respectivement par des surfaces de classe Cc® se coupant le long de

S, X 0. Dans 0'1 on emboitera une surface «paralléle» a Fr @'1, qui ait en commun
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avec Fr E'l, §, X 0. Elle engendrera un nouveau voisinage U'IC G'l tel que C"l— E'x
sépare Sle x [0, 1] du reste. D'une maniére analogue on construit U‘z C C'z .

On va prolonger tout d'abord F; sur les ensembles G'l X P = @1, 0'2 X P = 02,
avec les propriétés de différentiabilité requises. Aprés cela, il sera facile de prolonger
F, autour de «l'angle» Sy XPxO0, de facon c® (a I'exception de cet angle, bien enten-
du), et d'une fagon compatible avec les prolongements déja existants sur @1, (32 .

Nous allons étudier seulement le prolongement sur 01, car celui sur 02 est
aisé. Recouvrons tout d'abord 01 - 61 avec une suite d'ouverts U, tels que : le recou-

vrement soit localement fini, les Ui s'accumulent vers SkX 0, U(Ul.) soit assez

proche de Ol— Ul et enfin :
(VU ((S, x10,11) (DX 0))=¢.

On considére ensuite des ouverts V, tels que v,2 —ljz. et que le recouvrement { Vi} ait
les propriétés du recouvrement { Ul.} .

Sur D, on va introduire un systéme de coordonnées polaires : T (rayon) Yiver Vg
(coordonnées de Sk-l)' Prolongeons tout d'abord Fl.(x) définie sur Sk x[0,11x P
sur Oi U(UV;) en posant:

Fi(t’ P; T, )’1: ""yk*l) = F,‘(t' P' 71"" yk-l)
Fi est évidemment de classe C” dans les variables de D, . On peut modifier Fi sur
Vi, VJquV,, V,uV,uV,,.. de telle facon que les sections modifiées, (Fi)1 ,
(Fi)z ... aient les propriétés suivantes :

'(Ez’)j est aussi proche que 1'on veut de —F-i .

'(fi)j =F,; sur C (V,uV,u.... V,‘)

-( Fi)i € C® dans les variables de D, .

Supposons (Fi)i déja construite. (Fi)j'r , beut étre obtenue ainsi : on considére une
®(t,p,x) €C® qui soit suffisamment proche de -F—'!. sur .17].4, yet V(e p,x)=1 sur

U’.+1 et ¥(t,p,x) =0 sur CV].+1(‘I’ € C®). On pose :

(e,

=(1-¥)(F), +¥®
C.Q.F.D.

Nous avons donc prouvé que (@;,W,S’ZLI) a la propriété du relévement des
des homotopies pour les cubes.

Soit maintenant ['] (f ) l'espace des (k,r)-D,- figures telles que
d¢, ¢, /l N~ coincident sur S4., avec les d¢, ¢, /1, /r d'une (&,r)- D,- figure
donnée, f .

De méme soit (r;(/o))' I'espace des applications D,»E (v,) coincidant

k+r
sur §, _, avec l'application suivante :
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9 o 9 go

/
— o - o r
x_(xlyu-xk)"(-ax y-‘-'ax ’/17'“/')
1 k
od x,,..x, sont des coordonnées cartésiennes (¢°,fS,...f2)=1/,. On a une appli-

cation naturelle
® :T5(f)»(Th ([,

définie par :

r d¢ d¢
(P, [y ennf,) = <~§x—1 o Sy, -

On va prouver que ®’ est une équivalence homotopique faible, c'est-a-dire qu'elle a
les deux propriétés suivantes :

- elle met en correspondance biunivoque les composantes connexes *) de
Crer), (T .

- elle induit un isomorphisme des groupes d'homotopie, pour chaque composante.

Tout d'abord, d'une fagon analogue aux [ ..., nous pouvons définir des espaces
S;(go),(S,:(go ))' en considérant des (k, r)-Shjfigures avec ( (p,/l , .../') fixés sur
I'hémisphére sud, au lieu de (%, r)-Dy- figures avec (Cp,fl,..../') fixés sur la frontiére.

D'une fagon absolument analogue & ® on définit une application :

LIASE A TR BRI 3]

On va prouver les deux assertions suivantes :

a) Si ®":"7(f )>(I"; (/) est une équivalence homotopique faible, alors
grrigrt 1(go) - (S} *1 (g,))' estune équivalence homotopique faible.

by Si wrtt: Sk tll(go) + (S} tll (g,))' est une équivalence homotopique faible,
alors ®7: r; (g,)~( r Z(go))' est une équivalence homotopique faible.

Preuve de a) : On considére ['*C I, sous-espace constitué par les immersions
telles que les jets de tout ordre sur §, coincident avec ceux de f . On voit sans
peine que l'inclusion ['*CI" est une équivalence homotopique faible. (Car les jets
d'ordre supérieur a4 I sont dététminés, 4 une homotopie prés, par les jets d'ordre I).

Considérons le diagramme commutatif suivant :

S;+1 ‘I’ > (S;*l)n
l»p | . o)
(Do ‘ > (I')

*)

par arcs, bien entendu.
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oi p,p' sont obtenues en considérant les ®,/,,...f ., qui définissent e € SZ +1
restreints 2 1'hémisphére nord, et en supprimant f (de méme pour p'). a) résulte de la
suite exacte d'homotopie des espaces fibrés et du «lemme des cing» si 1'on prouve que
(S,p, %), (s8",p", ") sont des espaces fibrés de Serre (c'est-a-dire qui admettent le
relévement des homotopies pour les cubes) et que ¥ induit un homéomorphisme des
fibres. On prouve ces deux assertions.

Preuve de b) : On observe que l'espace E de toutes les (k,r)-D,-figures
basiques est contractible. C'est un fibré de Serre sur S, dont la fibre F est faiblement
homotopiquement équivalente & [". Donc, la suite exacte d'homotopie entraine que les
applications horizontales supérieures du diagramme commutatif suivant sont des bimor-

phismes :

A

a
T(S) et M(E,F) S m,_(F) —2 m_ (")

L\I’ ld) LE L@
77’ Ay ay
7(S')«— T(E"F') =57, (F') —>» T’,-_l(r')

En méme temps (explication de la ligne horizontale inférieure) on considére les espaces
E',F',S",.. obtenus en considérant les applications dans E. On montre facilement que
(E',7',S') estun fibré de Serre, que sa fibre a le méme type d'homotopie que ', et
que E' est contractible.

Donc, les fléches horizontales inférieures sont des bimorphismes aussi. Le
diagramme étant commutatif, b) en résulte.

En combinant a) et b), une induction facile, dont la premiére étape est triviale,
prouve le théoréme 2.1.

Une conséquence immédiate du théoréme 2.1. est la suivante :
THEOREME 2.2. Soient n>k+1,h+r<n, e €8, ! la projection par 7 d'un élément
donné, une fois pour toutes de @2 Soit de méme, [ € 2:11 quelconque. On a f € 77(502)
si et seulement si (0"(e,f)=0.

Le Q"' pour une (1, n-1)-§, -figure, f{ de E  peut &tre interprété aussi de

la fagon suivante : en prenant un champ tangent & §. , on a une application naturelle,

1’
associée a f, S,~ On , donc un élément de 771(071)‘
Cet élément est Q"7 (/f, e).
Si I'on considére une (1,n-2)-S -figure de E_, [, on lui associe aisément
une(l,n—l)-Sl-figure /_.Ona
Qi) =077 ()

(On utilise le fait que les groupes fondamentaux du groupe orthogonal et de 1'espace
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projectif sont tous les deux Z 0 )

A I'aide de 2.1 on va prouver le théoréme suivant :

THEOREME 2.3. Toute variété n-dimensionnelle, parallélisable, ouverte, peut étre

immergée dans E (Hirsch[ 4] (voir aussi [151]).

DEMONSTRATION. Si V_ est donnée, on désignera par Zk son squelette k- dimension-
nel, par R, une partie de Ek’ par R} le voisinage tubulaire de R,. Je dis que, pour
toute V_, variété ouverte, il existeun R _ C Zn-l tel que :

-Si 7' est un simplexe de R, ., de dimension i< n~1, il existe dans R _ un
simplexe O it1 ayant 7! comme face.

-V, admet R__ comme rétract de déformation, et la rétraction prend une forme
particuliére simple (voir ce qui suit).

-R'

n-1

=V, (& un difféomorphisme preés) .

On prouvera l'existence de R tout d'abord pour le cas particulier ot V_ =intW_,

n=-1
W, étant compacte, a bord. (BWn = F,_,). On peut supposer (W , F _ /) munie d'une

triangulation compatible avec la structure différentiable [ 35]. On définit par induction
une suite de sous-complexes de W_:K_ D K,D...D K/ tels que :

- Ko = Wn

-dimK,=n (i<f)

-K,., - K; = 0; = simplexe de dimension »

-dim K/ =n-1
-K,; admet K, , comme rétract de déformation et la rétraction a une structure
particuliérement simple (qui sera explicitée ci-dessous).

Supposons K;_, déja construit. Pour des raisons homologiques évidentes, si

1

dim K;_, =mn, il existe au moins un simplexe o; de K,_,, de dimension n, qui ait une

-1?
face 0;_, telle que aucun autre simplexe »-dimensionnel de K, , n'admette 0;., comme

face. On pose K ;= K,_~0;; la déformation est définie ainsi : on fait passer par chaque

point de o;_, un segment paralléle 4 la médiane qui correspond a4 0;_, et on la prolonge

Ces segments définissent la déformation sur

1
jusqu'a ce qu'il rencontre Fr 0;=0;-
0,CK,_ - Sur le reste, elle est définie par 1'identité. Le cas général se prouve ainsi :
Si V estouverte, on peut montrer qu'il existe une suite de variétés compactes a bord,

contenues dans V,_ :V telles que :

BT PR 1/
- UV =V_, les intérieurs des V étant disjoints.
-FrV.

'
les autres aux Fr Vi i (i/+ =1 N). Les V forment un ensemble filtrant,
ey

auquel on peut appliquer, par induction, le raisonnement précédent.

i, @ N+1 composantes connexes. L'une est collée a FrV,

,...i_ ’
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Pour prouver notre théoréme il suffit de montrer que R} _, peut &tre immergé

dans E,.
. L
Soient R _,R,,... les squelettes consécutifs de R __ . On peut supposer que

R, est un bouquet de cercles C |, C de point commun P.

g e
Le fibré tangent (principal) de V  a la forme V  x Vn' n=V,x0, .Soitp la
projection p : V_x 0 -0 .Le fibré tangent 2 R'| est R', x 0, . Nous allons construire
une immersion ¥ : R', » E_ telle que les deux applications suivantes soient homotopes :
-R'y x 0, -0, obtenue en considérant 'application fibrée : R', x 0>V _x0_
et en composant avec p.
-R'XXO" fy’ anon ; On'
Pour cela il suffit que I'immersion ¥ ait la propriété suivante : pour chaque cycle ¥,

de R, on considére une (1,n-2)-S -figure p(7,) de support ¥ . p(7¥ ) est comple
Lt o f n=2 =
tement caractérisée par un (] em(E, (V.)=m(V )xm/( V. net)
En considérant la projection sur le second facteur, on a un élément
prQrtenm (v, V=Z

caractérisant p('yl) . On demande que

2

Q" (p(y ) = p*Q T2 (Y (P (Y, .
Pour cela, il suffit de considérer les (I, n-2)-S,-figures fi, attachées aux C;, et de
demander que la condition énoncée précédemment soit satisfaite pour chaque fi .
En effet, une (1,n-2)-§ .- figure quelconque o(7,) de R'| satisfait & :
PLYD =& + . g

et un calcul immédiat méne au résultat.

/

On choisit donc une (1,7-2)-S  -figure quelconque de support C.. On consi-
dére sur chaque C; le point P, diamétralement opposé a P. Par chaque P, il passe

une cellule 3 n-1 dimensions D:‘_ transversale a Ci et a fi .

1

En coupant R'| suivant chaque D:‘_ on obtient une cellule D = qu'on plonge

1
dans E_ . Reste a recoller les deux exemplaires de D:z-'l' On peut toujours le faire de
telle fagon que la (1,n-2)-5-figure de E_, obtenue a partir de fl., soit caractérisée

par un élément de ™, (v ) donné d'avance. ¥ est ainsi construite.

n,n=1
Supposons maintenant que les simplexes de dimensions > 1 aient été ordonnés
suivant une famille d'indices appartenant 4 un ensemble bien ordonné M, de telle fagon
que, si dim o,> dim O s i>7.
Soit T,=R, U (tous les simplexes de R _ d'indice < x ).

Par induction on va construire une suite d'immersions ‘I’x ;T

- E, , telles que:
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.Y =Y
2.SiT<x Y g, =¥

30, Les deux applications suivantes :

r

n

v

q9
T;xon-»vnxonao
' x 9
TxXOn—)EnXOne

0

n

(ce sont deux applications du fibré (principal) tangent a T, T) x 0  dans 0 ) sont
homotopes, par une homotopie compatible avec les homotopies analogues pour les indices
inférieurs. On va procéder par induction.

Si x-1 n'existe pas, il n'y a aucune difficulté, Si x—-1 existe, T -T, ., =un

simplexe de dimension i, 0, dont les faces sont dans T _, .
- . . . . . ) © .
Soient dans o deux sphéres de dimensions i-1, de classe C , approximant

. . - Vo JU . ‘o
Fro:0,,0, (Ulc int Crz). Soit O oxXE . ‘I’x est définie sur (o mtaz)

(o —-int o) X E, ., ou elle coincide avec ‘I’v- (qui est définie sur (o — intal)') .

1
Soit a une petite cellule (i-1)-dimensionnelle de 0, . Soit une petite sphére o, de

classe C¥, telle que :

o,No, =a; 03Cznt0'2—m101

(o-int 0,)" induit deux (i~1,n-i+1)-S,_ -figures basiques Y, et 7, , de supports

o, et o, (les premiers champs sont transversaux, induits par o). Il existe une (i, n-i)-

Di-figure ’;3, de support int o, , contenue dans (O - int 01). telle que 77‘.)-’3=’}'3.

3 )
Dans T, CV,, Qr-ir i Y,17,) =0 car y,,Y, sont basiquement réguliére-

ment homotopes, par une homotopie de support int o, — int o, C o . Donc

2
p*QnTEY 1(’)/2 »Y3) =0, ce qui donne une certaine homotopie dans Veon= 0,. Consi-

dérons :
q:E_ x0 -0 .

Vu les conditions de compatibilité pour ¥ I'homotopie dont on vient de parler peut

x=1’
étre considérée pour ¥ _ (7y,), ¥ _ (7). Donc

g* Q7T (v )Y (v =0
Ce qui donne, vu que g* est un bimorphisme :
-i+1 =
QPP (7)), Y, (7)) =0 (dans E ).
Mais ‘I’x_l(’ya) €Im 7, donc ‘Px_l(’yz) €lmm .
Il existe donc une (i,n-1)-D-figure B (de E,), telle que (L) =¥ _,(7,).0n

peut considérer que [ coincide, sur un voisinage de o _, avec ¥, (into,). On sup-

2 3
nposera donc que (support ﬁ)u‘{‘x_l(o— int 0,) définic ¥_. On étend cela immédia-
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tement pour o', 10 20 sont triviales. Les deux applications de 3° sont obtenues ainsi :

la premiére : on écrit que dans V_, il existe une (i,n-1)-D - figure prolongeant
la (i-1,n-i+1)-figure 7y, et qui contient y, (définition de o). Dans E X 0,, cela
devient une homotopie réguliere de ¥ __ (7,),¥ _ _ (7,) 2 laquelle on ajoute le cou-

vercle 77 (‘I’,‘_1 (’-)73)) =Y, (C'est ce qui nous a permis d'écrire, en E, :
n=i+1 =
Q (P, (7)), ¥, (7)) =0).
la seconde : est obtenue en «intégrant» 1'application précédente puis en «diffé
rentiant» de nouveau (c'est une [' x On -E, x0 - On). On voit facilement que ces

deux applications sont homotopes. 2.2 est donc prouvé,

En combinant 2.2 avec un théoréme classique de Stiefel on a:

THEOREME 2.3. (J.H.C. Whitehead [32]). Toute variété tridimensionnelle V ,, orien-

3
table, ouverte, peut étre immergée dans E,.
Soit f une (i, k)-S -figure d'une variété parallélisable V . Soit ¢* la projec-

tion :

q*: T(E; L (VN =V X7 (V, e )TV e i)
On désignera ¢g* (2 i(/) par wi(f).

DEFINITION 2.1. Soit V , une variété tridimensionnelle orientable, quelconque. Soit V'3

son squelette i-dimensionnel, (Vis)' un voisinage tubulaire de ce squelette. Une appli-

cation
F:(V3)n(Vy)~E
3 3 3
qui satisfait aux conditions suivantes, sera dite une «immersion des orientations» :
1°. F est une immersion

2°. Pour tout sommet g E(Vg)r\(V;)’, les deux paires d' espaces suivantes

sont homéomorphes :
(2,(Ve8 @), VEN(V)'NE,(V,, 9)=(Z,(E,, F(9), F(VZn(V})')NZ ,(E, F(q))
On suppose que (V;)' est suffisamment proche de V; pour que V; soit un retract de

déformation (par des contractions de Whitehead) de (V;)' N Vg .

3°, Pour toute (1, 1)-Sl-/igure de V3 contenue dans (v;)'nvg, [, on a:

1 — sl
w (f)=w (F(f)).
Au point 3° il y a une petite observation a faire : les (1,1)-S - figures comme [ auront,
® . . @
non pas un champ transverse C , mais un champ transverse continu seulement (et C
par morceaux). Un théoréme d'approximation facile montre que toute discussion relative

aux (i,k)-Mi-figures a champs transverses continus se raméne au cadre des (7, k)-

. @©
M- figures a champs transverses C .
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Une autre observation encore : si V3 est une immersion des orientations
. 1yt 2
F.(Va) r\V:']»E3

sont donnés, et si (g)V , est une subdivision de V ,, on peut facilement construire une

immersion des orientations
1 2
F(g):((g)Vy) n(g)Vy-E,
qui prolonge F.
Enfin, le théoréme 2.3 permet de trouver immédiatement le théoréme suivant:

THEOREME 2.4. Toute variété V , orientable posséde une immersion des orientations.

Aprés avoir étudié un peu de plus prés la représentation de la fin du chapitre

précédent, on aura l'occasion d'appliquer ces théorémes.
DEFINITION 2.2. Soit V, une variété compacte a 3 dimensions et

(vo(a,B)(a’,B")... F(V,),®)
une représentation de V ,. On dira que la paire (a, 5) est une «paire réguliére» de
((a', B')... F(V,), ®)
si a nBCFr(a’,B')... F( V,) est contractible.
Considérons maintenant la représentation
a™, ™) .. (ar, B F(V,),®)

du lemme 1.6 (V, a le type d'homotopie de § ). Nous allons étudier d'un peu plus prés

cette représentation. Prouvons tout d'abord le lemme suivant :

LEMME 2.5. Il existe une représentation
B 20O 15 15 ' 1 1O ) =
«rQ,, Q) Q,, OQ)(qﬂz.qﬂz)...( Qz’ Q,)F(V,),®)=
((a™, B™)..(at, B})F(V,),®)

ayant les propriétés suivantes :

1°. ( i02 s iQ'z) est toujours une paire réguliére.
2°. X, =Fr(9Q,,9" )... F(V,) a l'une des deux structures suivantes:
Cas 1:X, = S2 ; alors p=1, 152 ) 1?-7'2 sont deux hémisphéres de Sz'
162 N 1-(2'2 = équateur.
Casll: X, a la description suivante :
C'est un espace quotient ( 3 Mi2 Jul( L[;J 1::!72 )/(I)
on: M =(% < Xyt

B =((x24y2 <4)=((x=1)2 +y2 <5 )U((x+1)% +y2 < %)),
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Soient C'+%,C?+*' les deux cercles frontiéres de Miz' Sur chaque Mi2 on considére
deux génératrices (x = Oy) marquées : ig', ig". ig', ig" divisent M"2 en deux rectan -
gles §t, 18, ayant deux cStés opposés en commun.

D'une f[acon analogue, on considére dans )Vlj2 les trois «génératrices» obtenues
en prenant (y=0)n ﬁjz . Ces trois génératrices divisent sz en deux hexagones i5~,
& ayant trois cotés non adjacents en commun. Soient C1'* 1821 €31 Jes trois
cercles frontiére de Miz . Sur chaque cercle chomou TP+ 4, les génératrices déterminent
exactement un couple de points que nous allons appeler : points générateurs. La relation

d'équivalence a la forme suivante : on partage I'ensemble {Cl+™ TP+ 4} en classes,

composées de quatre ou de deux éléments. Les cercles de la forme C n'entrent que dans
des classes & 2 éléments et il n'y a pas de classe formée seulement par des cercles C.
Pour deux cercles d'une méme classe on se donne toujours un bhoméomorphisme préser-
vant l'ensemble des points générateurs. S'il y a plusieurs cercles dans une méme classe,

a,bcetsi b, . estl'homéomorphisme allant de b a a (a,b,c sont de la forme C ou

C), alors :
ba.bzba,c° bc,b

On identifie tous les couples de points (p, b, , (p)) pour obtenir X ,. Enfin :
(PT,, 200 ). (10, 10, ) = (P8, P &) (25, 18 )N 8, Vo). (18,18,

DEMONSTRATION. Soit x un simplexe & deux dimensions quelconque de Fr F(V ).

Soi i S ko gk Lk i -
Soient x, X,,X, ses trois coOtés, p bty leurs barycentres, x%, x%, , x, trois seg
ments, contenus dans int x,, int x,, int x , de centres p ,p,,0 ;- On choisit les x"i‘,

de telle maniére que les conditions suivantes de compatibilité soient satisfaites :

-Si x,y sont deux simplexes 4 deux dimensions de Fr F(V,), tels que x, =y,
alors :

.

® o ok
Xi=Y7

-Si x,x' sont deux simplexes & deux dimensions de Fr F(V,), tels que ®(x,x')=1

et si Tx‘ x. (xi) = x',. (voir définition 1.1) alors:
Tx.x.(x";):(x')’;.

Choisissons pour chaque simplexe x et pour chaque paire (i,j) =(7,i) un
quadrilatére contenu dans x, x'/ tel que :

.

Fr x' AFrx = x’: ux’;

De méme, choisissons pour chaque x, un hexagone contenu dans x, &, tel que :

FrfﬁFrx=x*1Ux";ux"; .
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On fera ce choix de telle fagon qu'il soit compatible avec les T ..

Considérons maintenant
1 1
(a™, f™) . (at, BHF(V,),®)
Soit 7, le plus petit indice pour lequel (a1, 8'1) n'est pas une paire réguliére de
((a?17t, B517Yy L. (al,ﬁl)F(Va),tI)). a’1 N B'1 est alors composé de deux ou trois
composantes connexes contractibles (voir lemme 2.6 ci-dessus).
En tous cas, en analysant tous les cas qui peuvent se présenter (2 sommets

communs, un sommet et une aréte opposée, trois sommets) on voit que, ou bien il existe

une paire (ail)lm s (,Bil)"P telle que :
-0 ((at)im, (BT =1

-(afi1-(al)im Bii- (,Bix)”?) = une suite finie de paires réguliéres,

ou bien que :

-(af1-afy , Bi1— ,Bil) est une suite finie de paires réguliéres.(On a évidem-
NN
ment ®(a’1,B%1)=1).

On voit sans peine que

dans le premier cas :

(a™, ™) . (e’ BHYF(V,),®) =
= ((a'2)", (B'2)™) (a™, B™) ... (at1- (a’1)!™, Bii- (Bi1)me) .. F(V,),D)
et dans le second :
(a™, ™) ... (a*,BHF(V,),0) =
N . AN A
((aft, B1) (a™, B™) ... (a*1 —aty, BP1- ). (at, BYHY F(V,,®).

On considére maintenant le plus petit indice i,, tel que (a’2,5%2) soit une paire

non réguliére de
((at2™  Bi27Yy . (afi-(aln)ylm Bii_(Bi1)") ... (al, BY) F(V,),®)
respectivement de :
. ; . A A
((at2™t, B2y . (a’1-al1, B2 - Bi2)...(al,Bh F(V,),D).
C.Q.F.D.

Par induction, on arrive & une représentation

(A", B™) .. (A}, BY)(a™,6™)...(a', b} )F(V,),®) = ((a™,™)...(a’, BHF(V,),®)
satisfaisant aux conditions suivantes :

Io . (a*, b') est une paire réguliér; de

((a™, 6™ L (a, b)) F(V,),®) (i<m).
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2-Si 7(1)...7T (n) est une permutation quelconque :
((A‘n'(n)'B‘Tf(ﬂ)) u-(Aﬂ(l),B"(l))(ﬂm,bm)....(dl,bl)F(Va),q))
a un sens et est égal a

((A",B™) ... (A, BY)(a™, ™) ... (a', bH F(V ), D).

30 - Pour chaque Ai, B il existe une paire de simplexes & deux dimensions x,y de

Fr F( Va) tel que l'une des deux situations suivantes se présente :
Al = xIm pi—ynP
De plus :

1°o®(x,y) =1, (évidemment (I)(Ai, Bi) =] et Ai, B! se correspondent par Tx y) et
AN B'C FrA'n FrB'.

20 Dans (a™,b"™) ... (a', b)) F(V,),
FrAinintx= Fr B, Ninty .

Considérons la permutation 77'(1)... 7'(n) pour laquelle si j £ K (0 £ K< n)
(A7, BT) est une paire réguliére de

(AT, BTy (@™, b™) . (', bY) F(V,),®).

avec K maximum (par abus de notation, on a supposé que (A", B®)... (A!, B})sont les
(Ai, Bi) écrits avec la permutation 77'(7)). En posant

q = m+K, =n-K
('Q,, fQy=(at, b?) i<m
(MO, "y =t , BY) i <K

if in - K+i pK*+i
(Qz’ Q|2)—(A 1:B l)
on a alors C.Q.F.D. Pour que la démonstration soit compléte, on a A prouver encore le

lemme suivant :

LEMME 2.6. Soit V3 une variété a trois dimensions, compacte, sans bord, et (F(Vs),(l))
une représentation spéciale de V ,. Supposons qu'on ait une représentation spéciale de
V,:
((a™, B™)(a™ ™ ™). (a', B F(V,),®)
satisfaisant aux conditions suivantes :
1°. dima=dim 3 =2

20, (al, ﬁi) pour i < m~1 est une paire réguliére de
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((a™, B .. (at, BY)F(V,), ®).
3°. dans (o™, B77) .. (al, BY)F(V,),®) ona:
Fra™ = Fr ™.
alors Fr(a™,f™)...(a?', B8Y) F(v,)=0.
DEMONSTRATION. Le lemme est immédiat vu que
Hy((a™ B™) ... (a*, BYF(V ), 2)=Z.
On va étudier maintenant un peu de plus prés les paires réguliéres.
DEFINITION 2.2. Soit V , une variété compacte a trois dimensions et
(vi(a,B)(ar,B) .. F(V,),®)

une représentation. On dira que (a, 3) est une paire scanoniques de ((a', 5')... F(V,),®))

s'il a l'une des trois formes suivantes :

- Forme canonique I : a, 3 sont deux simplexes & 2 dimensions, et la paire
(a, B) est réguliére. De plus, aucune aréte de a,[3 n'est singuliére et aucune ligne
singuliére n'est incidente & a U S~ an f,

- Forme canonique Il : il existe tout d'abord dans (a', B')... F(Va) deux

simplexes a deux dimensions w,,w', ayant en commun exactement une aréte A, tels

1’
que

(a',B') . ®(w,,w),)=1.
Soient P, P' les sommets de w,,w’,, opposés a \,. Sauf dans P, P', (a’, B)... F(V,)

est une variété a bord, dans tout point de w,VU w',. Considérons des petits voisinages
24(P) =% ((a’,B')... F(V,),P) |
2P )=5%((a’,B)... F(V,),P")

(on a choisi une subdivision suffisamment fine pour que % (P)N X (P') = b).

1l n'existe pas deux points distincts x,y de 2. 3(P), respectivement de 23(_P') ,

tels que
(a',B')...0(x,y)=1.

(En d'autres termes larestriction de la projection canonique :
(a',B')... F(V,)»V,

est un monomorphisme) .

3 ,(P) contient des lignes singuliéres AL AM

3',(P") contient des lignes singuliéres TALL M,
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Ona:(a',f).. 0N, "N)=1 etil n'y a pas d'autres paires de lignes singuliéres

satisfaisant ces conditions. Soient N les moitiés des N incidentes a P, de méme "N}
les moitiés des 'N' incidentes a P'.

(', B') .. ®(N, NP =1
Soient dans FrEs(( a',B')... F(Vs),Xi), Ai, Bi, Ci, D! les quatre simplexes a deux

dimensions qui contiennent N'(A*N B = ... = \}).

De méme 'A‘,’'BY,'C%,'D? dans Frza((a',,@') <. F(V,), 'N). On suppose

que :
(a',B)..0(A , "AT)=... = 1.
Dans ces conditions, 1'élément (a, 3) de forme canonique Il est :
(a,B)=(aM, "aM). . cat,'at)(BM, 'BM)..
(cM,cM)... (oM, DY) . (w,, @)
Forme canonique III : |
(a',B')... F(V,)

contient quatre tétraédres : 7,72 73 1

3’3"’ 3’

;; sur chaque '7'13 on considére une aréte
marquée N, et l'ensemble des faces de T!,, opposées a N, qu'on désigne par al.

Soient B+, B2+1 les faces de T, incidentes a N'. Dans (a',f')... E(V,):
A2 =AY A=At
(U'rja) N(Cutl)=u al.
On consideére des décompositions
Xiz}\l,i+>\2,i+>\3,i
(ANT=a=b, INL = a-a,, AN i a,-a,, IN iz a,-b).
Dans (a',f3')... F(V,) on a : ANl \Ee2 NE 324 (=1, 4) Deplus
}\1, 1= )\1, 3, >\3, 1___ }\3, 3' (av'ﬁ:).” (I)(}\2,1'>\2,3)= 1 (Frkz,lz Fr>\2,3)'
Soient (Bi+1)" des cellules contenues dans ﬁi‘ 1 telles que
(B'1) A Fr il =A%eT,
Soient AY,BY,C!, D' les quatre simplexes a deux dimensions de FrEa((a',,B')...

F(Vs),>\2’1) ayant N2+ 1 comme aréte, de méme A°,B®, C3,D> On peut supposer
que :

Al___(,Bl, l)r
A3=(lBl, 3)0
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de plus
(a',B)..®(AYA%)=.. = 1.
Dans (a', 3') ... F(V,)
(riuTiin(riurd) = BL (BT = gL _(gley
(Ces deux cellules sont identifiées).

Dans ces conditions, une paire ( a, B) de forme canonique Il sera :
(a,B)=(D*, D3 (c’, c®)(B', B (A A%).
On va donner une forme canonique pour les paires non réguliéres :
DEFINITION 2.3. Soit V , une variété compacte a trois dimensions et
(wo(a,B)(a’,B)..F(V,),®)

une représentation. (@, B) est une paire non réguliére de ((a', 3') ... F(V,),®). On
dira qu'elle est «canonique» (paire non réguliére non canonique de ((a', §')... F(Va), D))
si elle a l'une des formes suivantes :

- Forme canonique IV : a, 3 sont deux quadrilatéres de Fr(a',[')... F(Va),
ayant dans Fr(a',f')... F(V,), deux cétés opposés en commun. (a U 8= couronne
circulaire).

» - Forme canonique V : a, B sont deux disques de Fr(a', B')... F(Va) ayant
dans Fr(a',f3') ... F(V,) toute leur frontiére en commun (a upB= §,).

On peut énoncer le lemme suivant :

LEMME 2.7. Soit V , une variété compacte a trois dimensions, ayant le type d'homotopie

de S

a» €t soit :

e} 0O 19 10 q g0 1 10

((PQ,,20,) ... (*,,10,)(90Q,,90,) ... ('Q,, 'Q, ) F(Vv,),®)
la représentation du lemme 2.5. Il existe alors une représentation (b(Va) >1)
(X*(Va), X" (Vald) (X1, X)) (Y8, YE) (YY) (zn(Va)t Zzn (V)

(zZLZH (TP TP L (TLTYF(V,). ®)=(?0,,20,).. (9Q,, 70, ) ... F(V,),0)
satisfaisant aux conditions suivantes :

1°. (Ti, —7_‘") est une paire réguliére canonique et

(P, TP) L (TLTYH =(90,,90,) ... (*Q,, Q).

20, (7%, Ei) est une paire non réguliére canonique de type IV ; les images cano -
niques des Z! dans vV, sont disjointes; (Z"(Va)-l,-Z."(Vs)-l) o (ZY —Z-l) a un sens
(et est évidemment commutatif) pour toute permutation. (Donc déja dans (Tb,-fb )... F(V,),

Z'U Z' est une couronne circulaire).
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39, (Y!, YY) est une paire réguliére de type I ou II.

4°. (X', X%) est une paire non réguliére de type 1V. Les images canoniques des
x* dans V,, sont disjointes.

50, (Y8, YE) ... (z" (V)™ Zn (V) (11, T Y. F(vy)=(V - "Yadint DY)
ou les Di3 sont des disques disjoints, plongés d'une maniére C* dans V,.
DEMONSTRATION. Il est facile de prouver que X, Y, Z tels que:
(x"(Va) xm(Va) ) (XX (Y8, YE) . (YL, YY)z (Ve Zn(Vy)mty |
(2874 = (20,000 .. (10, 10,

existent, et que les propriétés 20 30 4o  sont satisfaites. 5° en découle immédiatement.

Reste & prouver l'existence des (T?,T?), et 1°. Pour celd on va donner une

nouvelle définition :

DEFINITION 2.4. Soit vV, une variété compacte a 3 dimensions et

((a™, B™)..(a',BLF(V,), ®)
une représentation de V ,. On dira qu'un point p e(a™, B™)...(at, BY) F(V,) est

régulier si X ((a™, B™)...(at, BY) F(V,),p)=2,(p) a l'une des deux formes
suivantes :

-Forme 1° : il n'existe dans 3 ,(p) aucune paire de lignes singuliéres N\, \',

telles que

(a™,B™) ... (N, N')=1.

Tout point de S,((a™, B™)..(a}, BY)F(V,),p)=2,(p) dans lequel
3,(p) n'est pas une variété a bord, a un voisinage qui est un cone sur deux segments

disjoints. On voit alors que si I'on considére I'application canonique
@:(a™ B") . (e, BYF(V )V,
il existe un plongement univoquement déterminé, (a un homéomorphisme prés)
Tp 22([7) -452
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

S, (p) —— > S, (V. 9(p)

¥
52

Ofi X est obtenue par un nombre fini de Q(O'z, 01) avec int o, C 52 -\P(Zz(p)).
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‘I‘P induit d'une facon naturelle (en prenant le céne) une application (plongement)

24,(0)-D,
(qui prolonge ‘Ilp), et que nous désignerons, par abus de langage, toujours par ‘I’p.
- Forme 2° : on considére un carré Q et ses quatre sommets q,,9,,9,, 9, dans

leur ordre naturel. On considére Q/(® ) oa 9,95, 9, = Gy
S,(p)=3,((a™, B") .. (a, BIF(V,),p)=C,(Q/ (D))

et :
(a™ B™) ... ®(C,(q,),Cy(q,))= 1.
On va définir pour ce cas aussi une application ‘I’p :3,(p)E, qz’u'\es/t analogue en
quelque sorte au ‘I’p au point précédent. Définissons tout d'abord Es(p) (voir lemme
1.2). On considére pour ¢a Ea(za(p), Cp(qi)) i=1,2. Il existe un plongement uni-
quement déterminé (a un homéomorphisme prés) : ;.

34(54(p),Cpla)) » E,
tel qu'il existe un homéomorphisme b, : E ;- 23(V3, CP(Cp(ql.)), pour lequel le dia-

gramme suivant est commutatif :

S4(34(0).C,(a,) ——> (V. 9(C (g,

Par définition :
T~
Es(p)=Ea(P)UEs(Es,il(Cp(ql)))Uza(Ea»fz(Cp(qz)))
(od ,0623(23(17), Cp(qi)) et j,(p) €E, sont identifiés).

On voit aisément que Ea(p) est égal a :
C,(S XS —intD,)  (3,(p)=S,XS,~intD,).
On plongera (S1 XS, ~int D,) dans E, de la facon suivante : on considére la sphére
(x2 +y2 + 22 < 1) dont on enléve les disques :
Y, =(:c2-§-y2+z2 =1)N(z<~ 3)
Y, = (:c2+y2 +z2 = 1)n(z>+ 3).
On considére ainsi les deux points :

a=(x=0,z=- é)ﬂ‘(x2+y2+22=1)n(}’<0)

b=(x=0,z=+3)N(x%2+y%2+2z2 =1)Nn(y<0)
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et deux petits arcs, centrés en a, b : O0', o sur les cercles 371, 3')’2 . Soit pl'arc de
grand cercle passant par a, (0,1,0),b . Considérons ['ensemble de tous les arcs { p*},
paralléles a p situés sur x?+y2 +2z2 =1, unissant o', 0", On introduit sur chaque
pP* un paramétre continu (C® ), variant d'une facon C® avec p*, prenant les valeurs
-1 sur o', +1 sur o, (et variant de -1 a +1). Introduisons les coordonnées polaires
(¢, 0,r) et considérons une fonction f(t) ayant les propriétés suivantes :

f(t) est définie pour [=1,+1], 20 et de classe C*.

f(=1)=f(+1)=0, f(x)>0 pour x + -1,+1.

Associons a chaque gq € p* avec paramétre t, le point (9(q),0(q), 1+f(t)). On

obtient de cette maniére un plongement C* , 1, d'un carré Q dans E 3-(:«:2 +y2+2z2<1),

ayant deux cStés opposés sur o', 0", Evidemment

X, = N(O)IU((x2+y2+22 = D=(Y,uY,)=8 X§ ~intD,.
Choisissons un difféomorphisme :r-) : i o ()X, tel que

T ,(2,(p).a,)=7(0)

T(E,(p)=%,(3,(p) g, ) = (x2+y? +2% = 1) ~(¥,U 7, ).
Prolongeons cette application a une application -7'_;.'(2 :‘([)))’i-»E3 en prenant le céne de
centre 0. En considérant le plongement 3 ,(p) -»(23([2))~ on obtient une application
composée :

‘[’p s X (p)~ E,.

‘I’p a les propriétés suivantes :
A) ‘I’P est une immersion, sauf au point singulier p. _
B) ‘I’p est complétement déterminée, modulo des opérations qu'on définira plus loin, 7
est caractérisé par :

-une immersion x:(3,(p) S, définie par x ()= (9(7 (7)), 6 (7 (7).
82 est une sphére (orthogonale (x—a)? + (y-b)2 +(z=-c)? = R?) de E,.

-r(;')_ (71)):(22(?))~..E:. r est centré en (a,b,c).
Les opérations dont on parlait sont :

- une homotopie réguliére pour y

- le changement de la fonction r(; (7)) en toute autre fonction C°

(2,(0) -E7.

Cette définition une fois donnée, retournons a la preuve de 1°, Par induction, on peut

prouver le résultat suivant : pour chaque i £ g, il existe une représentation générale
de Vi,
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T, TH (T TN L (THTY) F(V,),0)
(si j2i, (T7,T7Y ...(TY, T!) est la premidre partie de (Ti,—T_'i) e (TH T Y telle
que :
Io.(T!, ?1), pour tout [/, est une paire réguliére canonique.

2, (T'.,-’;i) ... F(V,) n'a que des points réguliers. (Pour F(V ) cette condi-

tion est déja satisfaite vu 4° de 1.6).

30 . Il existe un diagramme commutatif, dont toutes les fléches sont des projec-

tions d'espaces-quotients :

(qQ2’qQ'2)"' F(VS) S (iﬂz,iQ'z)... F(VS)

(TLTH . (TLTYH F(Vy)
On a évidemment b = q.
(IT,9T) ... F(V) =(90,,70,)... F(V,).

C.Q.F.D.
Nous allons construire maintenant des applications naturelles :

Vi T T L (TL T F(V,)-E,.

Pour cela nous allons prouver le lemme suivant :

LEMME 2.8. Pour chaque i, il existe une application :
WE (T, T L (TL T F(V,)-E,
telle que pour chaque p (T TY) ... F(V,),
i — — —
Vs «r, Tt THFRv ), 007 Y
(voir définition 2.4).

De plus ¥° = le plongement naturel F(V,)C E,.

DEMONSTRATION. Pour faire la démonstration nous allons définir le «support» d'une
paire réguliére canonique : supp(a,3), qui sera un sous-complexe de (a',f')... F(V,).
(Voir définition 2.2). La définition sera trés utile au chapitre suivant,

Nous allons étudier chaque cas séparément :

-Forme canonique I: il existe dans Fr(a',f")... F(V,) deux disques E,B ,

ayant les propriétés suivantes :
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-acC a’-) BCB
-anda=anfB=Bn3B=anpf
- dans tout point de (a2 UB--anpfB), (a',B')... F(V,) est une variété a bord.

Considérons alors deux boules 4 3 dimensions o ,BC(a',B)... F( V3) ayant
les propriétés suivantes :
< v

-anfB=anf

-ér)Fr(a',,B')... F(V)=a

-BNFr(a',B)... F(v)=p
On posera alors :

subp (a,8) =& u B

5 supp (a,/) =(&UB)n (a',B) ... F(V,)=(auB))

- Forme canonique II : on peut toujours supposer que w,N Ea(p) est un petit
- tri * it k% = * isi ** *
triangle W, . Soit W, =w, -*w,. Au voisinage du segment w, N Fw,, Ez(p)

et Fr(a',B")... F(Va) sont deux surfaces transversales et **w2 I} *w2 fait juste-

ment partie de leur intersection. Prenons un petit segment fC'Zz (p) N(Fr(a', ,B')..F(Vs))
tel que, **w2 N *a)2 C int £ et que dans tout point de &, (a' B8 .. F(Va) soit une
variété. Considérons un petit disque d, C 3 , () tel que 3(1’2 N Fr(a',BY... F(v,)= £
et que dans tout point de 4, , (a', B ... F(V,) soit une variété (a bord bien entendu).
On fait les mémes constructions pour p’'. Considérons maintenant un disque a deux
dimensions w C Fr(a',B") ... F(V,) tel que:

- dans tout point de w, (a', ') ... F(V,) est une variété.

“Frw, U *re, Cw

(3%, ) (3, NN Bw = £ L'

Considérons une boule a trois dimensions & C (a',f')... F(Va), telle que :

- dans tout point de &, (a',[') ... F(V,) est une variété.

-9wNnFr(a',B)... F(V)=w

-ONZ,(p)=d,C0d

-ONZ (p')=d,C00.

Par définition :

supp (a,B) = (p)u DU (p)

& supp (a,B) = supp (a,B)-(a',B') ... F(V )~ supp(a,pB))

- Forme canonique III :

Y .
supp(a,ﬁ)=l1)'r'3

5 supp (a,B)=vual =supp (a,B)-a",B") ... F(V,) - supp (a,B).
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Le supp (a,B) ales propriétés suivantes, qui sont essentielles :

- d'une maniére naturelle supp (a,B8)CE 3

-(a,B)(a',B') ... F(V,) peut &tre obtenu de la maniére suivante : on observe
tout d'abord que si 1'on considére la projection suivante d'espace quotient :

7, g ¢ supp (@,) > (a,B) supp (a,B),

Mo, B | s supp (a, g) €STUD monomorphisme. Alors :

(a,B)(a',B')... F(V,) =[Wa,B) supp (a,B) urest(a,B)] /(q,)

ot rest (a,3) désignera dorénavent

(a',B') ... F(V,) —supp (a,f3)
(®) consiste i identifier par 'homéomorphisme naturel :
7, p (8 supp(a, BN C(a,B) supp (a,p)
et 8 supp (a,B)Crest(a,B).

Pour prouver le lemme 2.8 il suffit de raisonner par induction, en appliquant la

proposition suivante :

Soit une immersion donnée

/:supp (a,B)»E,

il existe alors un «prolongement» de f, [ :

f:(a,B)supp(a,B)~E,
tel que :
-/‘770_ 8 8 supp (a,B) =f|5 supp (a, B)

-pour chaque p €(a,B) supp (a,B), il existe un petit voisinage de p, OP tel
que

f Iop‘ijp |®P .
Cette proposition peut étre prouvée sans difficulté, en analysant séparément les trois

cas; nous en laissons le soin au lecteur.

Considérons maintenant
(Tt Ty L (TLTYH Fevy)
(voir lemme 2.7) et sur Fr (Tb,Fb) (TI,TI:l) F(VS), les n(Vs)- 1 couronnes
circulaires Z*u Z*. La frontiére de Z* U Z' est composée de deux cercles
B(Z"UE") = ci-c'i. VARS) Z? donne naissance 3 une (1, 1)-Sl-figure de (Tb, Fb) e
F(V,), obtenue ainsi : on considére le cercle c; comme support, et le champ trans-

versal déterminé par des vecteurs tangents & Z' U Z’, normaux & c,. Désignons cette
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(1,1)-5,-figure par (ztyzZt)
On va prouver le lemme suivant qui sera utile au chapitre suivant :

LEMME 2.9. Soit I'application W* - (TP, T%) . (TY,TY) F(V )~ E du lemme préce-
dent. On a :

wl(‘l’b(<Zluz'>)=0 dans Es.
DEMONSTRATION. Pour prouver ce théoréme il y a deux voies isomorphes : 1'une utili-
sant les immersions, 1'autre 1'immersion des orientations. Dans [ 14 ] nous avons utilisé
constamment le point de vue de l'immersion des orientations. Ici nous allons utiliser
I'autre voie. Mais je pense qu'il n'est pas inutile d'avoir présent a 1'esprit 1'autre point
de vue, et I'isomorphisme entre les deux. On remarque tout d'abord que la proposition de

la fin du lemme 2.8 a une réciproque: soit une application

f:(a,p) supp (a,p)~E,

qui coincide pour chaque p, avec ‘I’P . Elle se «prolonge» & une immersion

{: supp (a,B)>E,
ayant la propriété :

/lﬂa’ﬁSSupp(a,B) =/l 8 supp (a,B).

Soit T 1'application qui associe 7& [ et T' l'application qui associe f 2 7
On remarque que T'T(f) et [ sont réguliérement homotopes, par une homotopie régu-

liere préservant & supp (a,f3).

On peut définir une notion réguliére pour les applications
7: K,-E,
ou K, =( a™,B™)... F(V,) et n'a que des points réguliers, et 7 coincide localement

avec ‘I’p . On dira que _/_l est une homotopie réguliére, si pour chaque ¢ fixé

ft : K 3 E 3
coincide localement avec ‘I‘p et de plus pour chaque p €K, 7;\ s 3(K3,p)"23”<3'p) ~E,
est une «homotopie réguliére». Si p est de forme 1°., I' chomotopie réguliére» est défi-

nit de la maniére suivante : on rappelle que ‘Pp est complétement caractérisé par :

-une immersion y :(22(p»~_’ 52 ot §, estune sphere
(x-a)? +(y-b6)2+(z-c)? =R?

-une fonction r (2 NE2)) :E: .

Seit T, , . gt Ey;= E;, la translation suivie d'une homothétie qui améne

(:c--a)"’+(y-b)2+(z-c)"’=R2 en (x2+y2+zz“1).

Alors, une homotopie
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réguliére f_t :2,(K, p)~» E, est donnée par ')(1 »7, Ol :
X, (3, ()7 +8,(t)

est telle que T, .\ 4ry) c(e), R(2) Xt :(2?_,(17))'\'»(:‘:"2 +y2 422 =1) est une
homotopie réguliére.

r, est de classe C® en (x, y,z,t). Cette définition une fois donnée, on laisse

au lecteur le soin de vérifier, T, T' une fois construites, que TT'(f) et [ sont régulié-
rement homotopes.

11 existe une immersion
0°: (YE,YE) ... (z"(Va)t, Zn(Vo)y Lzt ZY(Th, TP . (TLTH F(v ) =
n(V,)
3 .
=V,- Y intDy,» E .
D'une fagon absolument analogue A la construction des ‘I’i, mais en utilisant T' au lieu

de T on construit une série d'applications (coincidant localement avec les ¥p)
OF:(YETE YETh) L (2 (V) Zn (V) (TP Th) L F(v - E,
puis :
Bi(zn(Va)mint Zn(V)=ishy (T Th) L F(V,)~ E,
(D° = ®8). 1l est évident que :
0t (@™ (V) ((z'uZ') )=0  (dans E).

(On observe que :

(V). (Th,Th) .. F(V)~E,
de méme que :

vho(Th,Th) L F(V)SE,

et que localement, ces deux applications coincident avec ‘I’p). On doit donc prouver

que :
W@ (V)T ({z'uZ') N =¥ (Z'0Z) ).
Soit p un point régulier (forme 2°) quelconque de (T’ 7T%) ... F(V,) et
24(0)=C,(0/(q))

(voir définition 2.4). Considérons le segment Cp(ql) d'extrémités p, q, et divisons-

le :
Cp(q1)=>\1+}\2

RS =q1-5,'8>\2 =p-p.
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Découpons A, en deux exemplaires A, ,AY, , de frontiére commune. On obtient un espace

2‘2(#) ayant les propriétés suivantes :

o, S .(p)= Z?(p)/(q)) ot (P) est la relation d'équivalence obtenue en
identifiant A, ,AY .
20 . Soit ™M, 2-‘3({)) » 2 ,(p) l'application canonique. rp restreint 2 77;1 2,(p)

est un monomorphisme. Posons 771;1 2,(0)= 2?({1). Ceci nous permet de définir 1'es-
pace suivant :

Y =T, T?) ... F(Va)—;JE:,(P))u;JE’?(p))/(q))

ol

Y s'étend A tous les points de forme 20, et (D) est obtenue par I'identification des
(p

2, (p)C (T TP ) PV =0T (p) avec les 22(p)c3%(p).
30 . ®” induit une immersion
b
q)Ys Y,»E,
telle que

b —_ —®P -
"y nqt T Fev =0y Ly naTh T L Fov,).

40 . Considérons dans chaque int 22(#} un cercle Cp qui a la propriété sui-
vante : il existe une couronne circulaire Y C E?(p) telle que a’yp = CP - (?\'2 v }\'; ).
A une isotopie prés, Cp est univoquement déterminé. Les {Cp} engendrent Wi(Ya)'
c'est-a-dire qu'en tuant les Cp ,ontue 7,(Y,).

En utilisant les techniques classiques [ 12 ] on peut prouver la chose suivante :
pour chaque c; (voir définition de {ztu E’) ), il existe une immersion :

i n(i) | .
riiDYy - v intdl, sy,

;2“/}\_/

(disque percé)
telle que : -ri(Sil = 'aDi2 ) =c;

P
- il existe une fonction (1,...n(i)) ¥ {p} = ensemble des points de forme 20de

(t?,Th) ... E(V,) satisfaisanta :

ri(sl=0dy)=Cpi ...
En fait, ri ne va pas exactement dans Y, mais dans ;3 qui est obtenu & partir de Y,
comme K, a partit de K, (voir lemme 1.2). Il y a évidemment cgtrespondance biunivo-
que naturelle entre les immersions Y ,» E , et les immersions Y ,» E .. Il n'y a donc
aucune ambiguité.

Désignons par {r.(d.)) la (1-1)-S,-figure de Y, formée par C i, ., et
20 ) 1 3 pi(i)
le champ transversal induit par r ( D'2 - U  int d’2 ).
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5° . (généralisation de 3°): toute application F : (Tb, —'I_‘b) F(Vg) - E, qui
coincide localement avec ‘I'p induit une immersion univoquement déterminée (i une

homotopie réguliére prés)

ayant la propriété suivante :
Fy Ly, ,ner?, ). Fev) =Fly ncrh, T Fov ).
Pour toute (1,1)-§,-figure 7y de Y., de support Cp’ ona:
@ (Fy (YN=w'(Gy (7))  (dans Ey)
ot F, G sont deux applications
(TP, T?)... F(V)~ E,

quelconques, coincidant localement avec ‘I’p .

On voit aisément que :

w (WP (ZPUZ) D=l (ridl)) D+ @ P dd)) N+
'@ (V) {ZiuZ ) ) = X" (Ve )N {ry(d))) N+ (@™ (VeI ({rydi ) )+
mais compte tenu de 5° :

wl(WP( (rydl ) )= (" (V) (ry(dl)) ).

C.0.F.D.
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CHAPITRE III

LE PRODUIT CARTESIEN REGULARISE PAR UN CARRE

Avant de commencer les considérations proprement dites de ce chapitre, je vais
rappeler quelques définitions relatives &

la chirurgie de Morse (Morse surgery). On trouve
des détails dans [ 22 ] par exemple.

Soit V,_, une variété compacte 2 n - 1 dimensions; soit un difféomorphisme :
’J)\ : Sy xD -V .
RS n=A-=1 n=-1

On observe qu'il existe un difféomorphisme naturel :

O(SxA XDy g )=SaXS, ony =0(Dyyy XS, n )

On désignera par (V__,; h)\) I'espace suivant :

(Vpeg=int BMSAX D a0 (Do 4 XS, o0/ ()

o O(SaxD,__) et 9(Dy, L XS, -n_p) sont identifiés. D'une fagon analogue,
si 1'on a plusieurs applications bl.)‘i, telles que les Im bz"" sont disjointes, on pourra

A
deéfinic (V,_ 3 byt bo% byt ),

Soit maintenant V_ une variété compacte a bord, de bord V _ = 3Vn. Soit le

disque & n dimensions,
Dy x Dn -2 Dn

BDn =S\ o XDyt DaxS _a-
Soit

A

-1, N
h 'Sx-lan’)« Vn-l

un difféomorphisme. On désignera par [Vn;bx 171 Il'espace (V,u Dn)/((l)) ou chaque

p€SA_xD, _ 5 est identifié avec b)\ “1(p). D'une facon analogue, si I'on a plusieurs

bii a images disjointes, on définit :

IS IS N
(v, 3N, b2, L hhb],
A A T . . .
Les (V _ :bhit,obyb)y e [V bt by ] sont des variétés différentielles (apres

un arrondissement d'angles) et :

Ay

AV, 3 h M, byl =(V, _ ihy bk

n=1 >
Si I'on choisit un systéme de coordonnées pour D _j , on définit par b>"1 une (A -1,2=A)-

Sy. -figare de V _ ., de support bk'l(S)\__1 X 0) que l'on désignera par <b)"l> .
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Soit V, _ =S __ et [ une (i,I)-S,-figure quelconque de S__ ., on pose par
définition
wl(f) (dans Sp-1) = w!(f) (dans Sy =P)
ol p € support | .

On prouve sans peine le lemme suivant :

LEMME 3.1. Soit
X,=[D% h,.. h/l].
Si
w®( (h}) )=0 (dans S, =23D)
pour tout i, alors Xy est difféomorphe a (Ds—:L/) int d;) XD, ou dé sont plongés
d'une fagcon C° dans D ,, disjoints, et ne touchent ;ms BDS.

Ces préparatifs une fois finis, on va définir un foncteur

®:K s~ O
ol : A) Ka = la catégorie des complexes finis & 3 dimensions, ayant seulement des
points réguliers dans le sens suivant : Ez(Ka'P) est dans l'une des situations sui-
vantes (voir aussi 10 , 20, définition 2.4)

a) 22(K3, p) est un complexe fini contenu dans 52 . C'est une variété a bord
dans tous ses points, sauf en un nombre fini d'entre eux ayant des voisinages qui sont
des suspensions sur deux segments disjoints.

B) Ez(Ks(p» =Q/(®) ot Q est un carré de sommets ¢ ,,9,,9,, 9, (dans
I'ordre naturel). (@) est obtenue en identifiant g, et g,; 9, et q,.

Y) T, (K, (p))=S§, xS, -intD, .

On demande de plus que tout K 5 € Ka ait la structure suivante :

10 . Pour chaque p € K, une application ‘I’p : Za(Ka' p) - E, est définie : pour
le cas a), 'I’p est donnée par un plongement 22(K3, p)-S,, pour le cas By, ‘I‘p se
définit comme pour la forme 20 (définition 2.4) en choisissant tout d'abord un plongement

S,(Kgp)sS XS, —intD, =(3,(K,p)J,
pour le cas ), ‘Ir‘p se définit en assimilant justement 22 (K, p) aun (Ez(Ka, P))~.
On procéde comme pour la forme 2° (définition 2.4).

20 . Les ‘I‘p sont compatibles dans le sens suivant: sur Za(Ka‘ p) DES(KS, q),
‘PP ,‘Pq coincident (3 une isotopie prés).

On dira que K, a une «structure locale». Les morphismes de K, sont les plon-
gements lLp.m. K, L K'y, compatibles avec les structures locales \I’i(p)oi=‘l’

p ’
c'est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif :
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S ,(Kyp) : >~ S,(Ky.i(p)

» Yiep)

EG

~

Il existe une sous-catégorie trés importante de X ,Ka: c'est l'ensemble des

complexes K, pour lesquels EQ(KS, p) est toujours une variété i bord. Pour chaque
23(K3, p) il y a alors une seule fagon possible de définir les ¥

b et on vérifie sans
peine que les différents ¥

p sont bien compatibles. Il existe une application naturelle :
T: K, - K, (T?=T)

définie ainsi: si K, 6K3 est donné, on définit (X ,(K,,p )" pour Chaque*) 23(,(3' )

si p est dans le cas a), on fait comme dans le lemme 1.2, si p est dans le cas ), on

pose (23(1(3 ) p))«, =(C, (S, xS, ~intD,) eton choisit l'inclusion

3Ky p)5 (S (K p )™

de telle fagon que le diagramme suivant commute :

(K p) : > (3,(Kp 00"

‘I'p !IJP

E,

on voit que i est univoquement déterminé. (Un tel i et un tel diagramme existe évidem-
ment pour le cas a). Dans le cas ) on met tout simplement 3 S Kyp)= (% oKy p))”.
Il est trés facile de former de UZ (K p) (en posant des 1dent1f1catlons naturelles
sur les EZ(K p)) un complexe T(K ) 6}( (on désignera T(K ) aussi par K ) qui
est complétement déterminé par les propriétés suivantes :

- il existe un morphisme naturel T:iK,- K

-u("f(za(Ka,p))“=

Il est evxdent que si K, est un complexe de E ,, avec un prolongement donné sans E ,

K défini au cours de la demonstrauon du lemme 1.2 coincide avec le K, défini ici. Une

autre sous-catégorie importante de K est celle des (T’, T! )... F(Va) (vou lemme 2.7).

On suppose enfin aussi que tout K,e€ Ka est connexe.
, . e, R . . ®
B) @5:: la catégorie des variétés compactes a 5 dimensions, C  , a bord connexe;

. @ .
les morphismes sont les plongements C® . s admet une structure de semi-groupe, la

*) -
Pour des raisons typographiques les signes ou 2 placés au-dessus d'un groupe de

~
symboles K sont remplacés par une parenthése (K )™~ ou (K)V.
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loi de composition étant la somme connexe (+). On peut définir la somme connexe,

d'une fagon univoque, pour K C K constituée de ces K, € K3, qui n'ont pas de décom-

position

— el 2 /
Ka_Ka\’KaV"" K3

ou plus généralement
- 1 2 /
Ka—(KSVKSV"' Ka)/((l))

ot () est obtenue en considérant un nombre fini de points :

SVRTIVIN
p21 ,P22 reer p2n

et en identifiant p.. avec p,.. pour chaque i.

Construction du [oncteur 0O : nous allons construire le foncteur ® , explicitement
pour }( . Si K, EKS et a une décomposition K, = K;sz V.. Kf , K? GK; on met

par deﬁmtion :
B(K)=0(KH +O(KZ) +... +0(K)
Si K3 = (K;v ng)/((l)) comme ci-dessus, on met :

O(K) =[8(KkH+.. +0(kL); 59, B Sny) -k
ol le choix des b est quelconque X

Enfin, pour les K, EKS, quelconques, on posera

B(K,)=06 (K 3)-
Soit donc K, 6}2; (donc K,= Ka)' Tout & fait comme dans la démonstration
du lemme 1.2 on définit I? On considére un point p € K, pour lequel 2 (K,.p)CS,
On templace 3 3( Ky p) par (% (Ka,p))"‘— C (s, ) avec une mclusmn naturelle

2K, p ) - (2 4( K, p))~ telle que le dlagramme suivant soit commutatif :

3 (Kgp) d > (S (K, p)~

o

Ey

Si E,(K,p)=5,x S, - int sz , on pose par définition : Ea(Ka,p)=(23(K3.P))x.

E 3 .
)a( PINC) (K; )) est connexe.



SUR LES VARIETES TRIDIMENSIONNELLES AYANT LE TYPE D'HOMOTOPIE DE LA SPHERE 53 53

Les (Es(Ka,p));t se relient en un 7(3 EK; qui a la propriété que 22(;3,p) est un

disque D,, une sphére §,, ou bien §, x §,~int D, . Soient Py by les points de

K, de la derniére forme. Désignons par :
= N =
X,= K3-L1} Ea(Ks'pi)'
On va associer a chaque p; une boule D, et une (2, 1)—(S1 X S, —int D, )-
figure de S§;=0D, On plonge (S,X S ~intD,) dans S,=0D 6 comme dans la
définition 2.4 ((S1 X Sl- int D2) a un rétract de déformation, par des rétractions de

Whitehead, § v, : il y a donc essentiellement deux plongements possibles, correspon-

dant a la permutation des deux termes de S,V § ; on vérifie sans peine que ces deux

plongements sont réguliérement homotopes, mais non isotopes).

En choisissant une (2,1)-(S, xS, —int D,)-figure de S, = aDu, de support
le plongement suivant, on obtient 4 plongements :

(S,XS,=intD,)XD +S,.

On vérifie aisément que tous ces quatre plongements sont réguliérement homo-

topes et que deux seulement, qu'on va désigner par :
cp7;=22(1~<~v3,p1.)><D1~>53 j=0.1
sont isotopiquement différents.
Définissons :
O IN(K ) =@ fa i IN(K ) =
=®bﬂ“'W(§3)=«X3xD1)u(;LubQ¢)
ol p 622(1?3,;7!.) X DIC ?3(X3 X Dl) et cp{:i(p) € 'aDi sont identifiées.

©717 IN est une variété différentiable compacte a bord connexe, de dimension 4.
Posons par définition :

J g ieedi @y iR ) =
OR8] N(K,) =0 IN(K ) =
Tiiviin(R Y=0F i ine R
CRS! N(Kj) =04 N(Ky)xD,.
Je dis que :
) BLii IN(K ) =00 N (K ).
Alors on peut poser par définition :
@ (K =017 Nk ).
Reste a prouver (x). On le fera par des considérations empruntées a[ 13].

Soient [',f", deux sous-variétés de S, (plongées d'une fagon C%), difféomorphes

respectivement 4 V, X D, o V, est une variété bidimensionnelle 4 bord. Supposons
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que (53. ), (Ss' /") sont dans la situation suivante :
1°)Il existe dans S, un sous-ensemble difféomorphe a2 D ,: D ., tel que si nous
y introduisons un systéme de coordonnées rectangulaires : 0 < x < 4, 0Ly £ 4,052<4,

D N f' est la réunion des deux ensembles suivants :
A=10<%x24; 2-bh<Sy<2+4+h;3-hb<z<3+b}
B={2-h<x<2+h; 05y<4;1-hb<z21+h}
(AnB=¢)

20) 11 existe une fonction X(x,y):[0,41% - R*

X(2,2)=2
X(0,y)=X(4,y)=X(x,0)=X(x,4)=1.
Sur chaque segment reliant (2,2) a la frontiére de [0,4 1%, X(x,y) est liné
aire.
3°) On choisit un M positif, assez grand, tel que pour x,y €[2-h,2+ b ],
ona:

+h M
AL TERT PO

4°) On considére A'C D,:

M
A'={(x.y,4[(§)’”"'” 1)i(x,y,z) €A}
(A'nFrDszAnFr(Da).
5°) Le couple (S3 ;(f'=A)uUA’) est difféomorphe au couple (S3 ; f"); ceci
doit étre compris dans le sens suivant : on considére tout d'abord que la fibration

"=V, XD, coincide sur A avec la fibration par segments paralléles a 1'axe
2 1 P g

des z . Ceci donne un difféomorphisme
i
Vo, XD, » (f-A)UA".

Par définition, ce difféomorphisme coincide avec celui qui définit /" .

Plongeons maintenant §, dans § comme équateur, considérons un champ de §
normal & §,; ce champ va donner naissance a deux raires (S, f'x Dl) y (S, /" XD 1)

. o . . 7 ..

qu'on obtient ainsi : soit V,XD,» §, définissant f'. (S, f" X D,)=(S,,V, xD 1)

est donnée par :

V,XD, X0 > S
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On prend tout d'abord un diagramme commutatif comme ci-dessus. On prolonge j

4

V,XD, XD, =V, XD, alaide du champ normal a § .

j':V,XD,»S, définit bien (S, f'X D).

On fait de méme pour (S, f"XD,):j":V, X D,»S,.0n pfut prouver que ; 'et ;"
sont isotopes. On va construire seulement un difféomorphisme b (que l'on peut facile-

ment relier par une isotopie a l'identité) tel que :
q

= S
P
V,XD, b
7'_\A
S

soit commutatif.

On choisit dans §, un ensemble E difféomorphe a4 D, X E, muni d'un systéme
d'axes : '

0<x<4,0£y<4,0<z£4,-0<t<o

tel que: E r\Sa=D3;(x,"y,z,O) €eD,CSs, coincide avec (x,y,z) €D3C 53. Les
segments normaux sont x,y,z = const. z €[0,1] . Considérons maintenant les difféo-

. . *)
morphismes suivants :

1) b, (x,y,2,t)(x,y,z,t+ckX (x,y,2)) od X (x,y,2):E,;»E* (20)
est telle que :

-X, est 0 endehorsde 0 < x<4,2-2b<y<2+2b, 3-2h <z <3+2b

x(4=x)
-sur A le= -

K est un nombre > 0, assez grand pour que sur
2-bh < x<2+h,2-b<Xy<24+h,3-b<z5<3+h
K .fxl(x,y,z)>2.

N*(t)
2°)b2 :(x,y,z,t)-»(x,y,4[(-z)x(x‘y) 1.t) ot N*(t) est une fonc-

tion C” telle que
N*(t) = N, (suffisamment grand) pour ¢t > 2
N*t)=0 tZ£1

0 < N¥t)< N, pour (1,2).

30)},3,-(x,y,z,z)-»(x,y,z,t-—f(z(x,y,z)) ol 5(2 est définie ainsi :

*
) En réalité on doit encore arrondir un peu ce qui s'ensuit.
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~ On considere tout d'abord :

M:[0,4]3"[0:4]3 ~

JN*¥ kX (x,5,2)

#:(x.y.z)-»(x.y.4(§)X("”' ).

Cette application n'est pas biunivoque, mais | 4 est bien biunivoque. il(x,y,z)
est une fonction > 0, C*, définie sur [0, 4 ]° nulle en dehors d'un petit voisinage de
“(A). Si:

(x,y,2) EL(A)

on considére le point univoquement déterminé (x , ¥,,%2,) €A tel que:

M(x,y,z)=(x,5,2)
et I'on pose : fxz(x,y,z)= K'fxl(x,y,z) .
On peut faire une petite isotopie, facile & construire d'ailleurs, qui passede b o0h,0h,
au b cherché. ® est ainsi construit et on vérifie bien sa fonctorialité.
Les propriétés de ® : nous allons étudier maintenant les propriétés du foncteur ® , que

nous allons énoncer sous forme de lemmes. La plupart sont si évidentes que nous en

omettons la preuve :

LEMME 3.2. Il existe un plongement naturel i : K,C ®(K3) qui fait de K, un rétract

de déformation de ®(K3)' La rétraction se fait par des contractions de Whitehead.
(*
LEMME 3.3. La condition nécessaire et suffisante pour que

B(K,)=K,xD,
est que K, soit une variété compacte (éventuellement a bord).

C'est cette propriété qui justifie pour ® le nom de "produit cartésien régularisé

par un carré" .
LEMME 3.4. Si V, est une variété compacte et (F(V,), ®) une représentation
A(F(V,)=Dg.
: ’ " v+
LEMME 3.5. Soient K',, K% €K7 . Alors

®(K%+ K%)=B(K,) +O(K?).

*
%) I1 suffit de définir i pour le K3 =K 3° Pour le cas général on le définira par composition avec 1'inclu-

sion canonique Kac K3 . Il suffira de définir i localement et de vérifier que les définitions locales sont
compatibles. Si dans p, K3 est variété, p € X3 et i: X3-> ® (KS) est identité X point fixé de 9p 2"
Si 23(1(3 W P) = CP(S2 X Sl =int D2 ) on définira tout d"abord :

i' dans @’ul"’ ’p (K3~) comme

i . . .
ZG(KS.D)-’CD, ((Ppp X point frontiére de Dl(ZZ(Ka'p»

ou p' = centre de Dl:l et i = i* X point frontiére de D, .

1
On remarque que i(Ka)C B@<K3).
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LEMME 3.6. Soit K, €K3 et V, une partie de la frontiére Fr K, ayant les propriétés
suivantes :

-en tout point de V., K, peut étre localement plongé en E ,.

-V, ne contient pas d'aréte singuliére de K ,.
-V, est une variété a bord, sauf pour un nombre fini de points 9y 4y pour

lesquels 22 (V,.4q;) estun céne sur un nombre fini de segments disjoints. [/

existe
alors :

~

- Une wvariété a bord V,, univoquement déterminée, obtenue a partir de vV, en
ajoutant des triangles a chaque % ,(V,,q;) jusqu'a ce que % ,(V,,q.) devienne
Cq.(S1)' Le plongement 7 : V , » V, est univoquement déterminé.

13

- Un plongement (univoquement déterminé)
m:V, XD2a3®(K3)
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

i XD
v, %D, 2 > O(K,)

ka T

-~

Vv, XD,

~

La seule chose qu'il faut expliciter c'est le choix du passage V, >V, pour des points
du type suivant :

-3 ,(K,, p) = cbne sur deux disques disjoints = (céne K 1) v( céne K2).
-%,(V,,p) = (uiangle de sommet p sur la surface latérale du cone K, = Aty
(triangle de sommet p sur la surface latérale du cone K, = A?Y,

Soient &, O' les arttes de A? de sommet p, , 6, , 0" les arétes de A? de méme

sommet p. Orientons K! et K2 comme ‘I’P : 23( K,.p)~» E, l'impose. Supposons que

6, 6' aient été numérotés de telle facon que : si l'on identifie la surface latérale de

K?! et la surface latérale de K 2 , par un difféomorphisme qui renverse les orientations et qui appli-
1 2
que A% sur A%, 19iraex‘129et 19' en29'

~

alors V, est obtenu en ajoutant un triangle de cotés 1&, 19‘ ... et un triangle de
AL, .
cotés 29, 29
LEMME 3.7. Soient K';, K7 6}(3 et supposons que
’ ” - ’ n
KynKy=FrK,nFrK,=V,

ayant pour K'y, K'; les propriétés de V, du lemme précédent.
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Alors :

® (K% UK") = (O (K, U B (K3)/ ()
0 : 7V, XD,)C3(O(K,)
ot : TV, X D,)C (B (K)

sont identifiés.

LEMME 3.8. Soit V., une variété compacte a trois dimensions ayant le type d'bhomotopie

de S, et soit -
(x"(Val Xn(Va)) | (Y8, YE) ... (z"(Va)=,Zn (V) Tk, Th) L F(v,), ®)

la représentation du lemme 2.7.

On a alors les difféomorphismes suivants :
(v) O (T T ... F(V,)=0 (T *,Ti*Y) . F(Vv,)) it1<h
™) O (YY) .. F(V, ) =0 (Y *,Yi*)  F(v,) i+1<g
1l suffira de prouver (x), la preuve de (xx) est exactement la méme. Nous rappelons que
chaque (Ti+1,?i+1) est une paire canonique (définition 2.2) et que (lemme 2.8):
(T T LRV ) = LT LTI Supp (TP, T4 U Rest (THFL, THY)] /g
et que :

(T Ti%Y) supp (T, T4 Rest (T, T4 = § supp (Ti¥L it

On vérifie aisément que & Supp (Ti 1 T! *1) satisfait aux conditions du lemme 3.6.

De plus :

(T T (V) = [Supp (TN TP ) URest (THL, T 1/

Supp (T**Y, TH*) NRest (TH*L, T =
= (T T4 Supp (TEHY, TE4 ) A Rest (T, TE%Y) = § Supp (Ti¥L TiYY
Donc, vu les lemmes précédents :
O (TLTH .. F(V ) =(® (Supp (T, T 1))@ (Rest (T, T 1))/ g
BT LT ) L PV =T LT Y supp (TH 1, T4 ) U @ (Rest(THH LT )
Ce qui reste i faire est de construire un difféomorphisme :
bi+1 :@(Supp(T"”,'_I‘-"“)) 5 ((Ti'*l‘?i*l) Supp(Ti‘l—l,‘?i*'l))

tel que le diagramme suivant soit commutatif :
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., TMpity qinl L L —
SSupp (T ¥, TP*Y) —— 5 ST *L, T4 ) supp (T, THHY)

77X0l l‘ITXO

(Ssupp (Ti+1, Tx'#l)XD2 )‘\‘ (8(Ti+1, Tl“"l)supp (Tf+1' Tl+x)XD2)~

7 |7

i —_ h. . — . —_
SO(Supp(T ¥, TH*Y) 141 . s@T Y, T YY) supp(Ti*E, THHY)

On doit faire la preuve séparément pour chacune des trois formes canoniques.
Pour la forme canonique I c'est trivial. On va esquisser la preuve pour la forme canonique
II. Pour la forme canonique III, la preuve est analogue & celle pour la forme II.

Retournons & la définition 2.2. On voit tout d'abord qu'il existe des applicﬁtions

oo} . . . .
(plongements C ), telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

Ssupp (TH*L, TEYY) m > (8Supp (T, THYL)™

i | / L?

8@ (supp(T L Ti*) L 2

(On voit aisément que O (Supp (Ti¥, TiY) = D).

3, (T (Supp(T LT p)) S supp (T, T
‘y/ lw
‘ . —
Dy «—5— (8supp (T2, THH))™

On doit prouver deux choses :
1)@ (T, T supp (TP, THM)) = D
20) L'existence des plongements et diagrammes commutatifs, analogues aux

précédents :

(T, T supp (THL, T I (S(THFL T supp (TP, THY))T

,-l / i?*

AO(TH Y, T ) supp (T L THYY) <

o*
et:
22(23((Ti“,F"”)Supp(Ti”,F'.“),p)) f\8(Ti+1,—7—'i”)Supp(T"“,?"“)
vk
- P

(8(Ti"’1'—-’:1'*I)Supp(—ri*"l.?i*l))ﬂ‘

b,
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1°) se prouve de la maniére suivante : on prouve aisément qu'il existe un isomor-
phisme (canonique)
(Supp(T**L, T & A+ 4+ ya =TT Supp (T80, TH0))Y
ou A= Cpi(SIX §,~intD,).
Donc :
O (T L, TH*Y) Supp (T4, TH ) =@ ((Supp (T, TN £0(,4) + ...
mais chacun des termes du second membre est D .. D'on 1° .

20) résulte d'un raisonnement analogue & celui par lequel on a prouvé :
@{1,'... ]IXDl':@’{*l;." ]/XDI‘

Remarque importante : la démonstration ci-dessus, donne en réalité un peu plus : pour

des choix convenables d'indices, on a
OLile (T8, T o F(v ) =0 T (T T L F(V )

0 . .
Comme : ®lul "Z "t F((V,)) est toujours D, quels que soient les ]:.’ on en déduit qu'il

existe un systéme d'indices ], ,... [y tel que
Ol IN(TE,T?) L F(V )=
.0 -0
_ seen J -
=0/ /(F(Va))—Du...

Quand nous parlerons dorénavant de ®71**** ’N (... ) c'est de ce choix particulier

qu'il sera question en réalité.

LEMME 3.9. Soit V , une variété compacte a trois dimensions, ayant le type d'homotopie

de S, , et considérons la représentation du lemme 3.8. On a :

1000 ((zP*, 724,24, 28 L (TP TP L F(v ) =
=0z, Z) ... (T2, T") .. F(Vv ) b} 1.
2°) En général :
@ ((z"(Val™,Zn (V)™ L (Th, Th) . F(v,)=

- b Th pt 1
=[®(T", T?)... F(V));h ... b"("a"ll

on bil :S XDy 20 ((Tb,?b) ... F(V ) est écrit ainsi : bil se factorise :
i PR A —_
S, xD,4z'0zZi s 30l INWTE,TE) L POV ) —s
0 I Th T
X
1 —
et T .. F(v,).
XDI
Les fléches ont les significations suivantes :

F(Va))iZ o

* ' . -
) la fléche 00 3 @.. signifie ici 1'adjonction d'un champ normal a i’ (Z‘U z! ).
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a) S1 X D 11-1> Ad U—Z-i représente <Zi uzi> .

b)i': X, 3(9“71 “*(...) est X » X, X point frontiére de D, .

c) Soit V, C Fr X , une variété a deux dimensions. Alors i’ : vV, 3@.{ 1 (...)
est un plongement 3@1‘71 (... );D?G)u’l " (...) représente le passage de (V,) a
i'"(V,) muni d'un champ normal. *

d) Soit v,C a@uj\ e IN (...) une variété a 3 dimensions. Alors, par

V,C 38/t (L. )C (Bt (L)X D )=3(B(...))

V , est une sous-variété de 9(B(... )).

3011'“(...)»3@(...)

représente V ,C 90 (...) muni d'un champ normal.

LEMME 3.10. Soit S, plongée dans S,. Considérons une (1,1)-S -figure, f de S .
Considérons la (1,3)-S -figure de S, (', qu'elle engendre par l'adjonction du champ
de S, orthogonal & f, et du champ de S orthogonal a S . Ona:

W (f)=wl(f).
(w3(fr) em(0)=2,= T (P,) 9w1(/),P3= espace projectif) .

LEMME 3.11. w3( (b}) ) (calculé dans B@((T”,?”)...F(Va)))=Su)=w1(1" (z'uzi))
(calculé dans L1+ IN (TP, TP) ... F(V )i=5).

LEMME 3.12. 0i(i* {Z' Z') )=0 (calculé dans 30] 1IN (T?, T ))... F(v,))=5 ).

DEMONSTRATION. Considérons j ,...j, donnés. Soient p ,... oy les points de
forme 20 (définition 2.4) de (Tb,-'I:b) ... F(V ). Supposons que (p!.ii est décritainsi :

On considére un rétract de déformation (par contractions de Whitehead) de
S,0p) =S, (TP, T") L F(V ).,

S|1V S{’. On considére CPiji((Ez(pi)N X 0) comme étant X2 (définition 2.4). S'1 va
correspondre &4 C'=(Z =0) (x?% + y2 +2z2=1) et § a I'un des cercles de X,
C", qui a la propriété que C" coupe C' transversalement (exactement en un point);
C' v C" est un rétract de déformation par contractions de Whitehead, de X, *). on
prend le champ normal qui définit complétement cpt.ii ((Zz(pi)'\' X D), orienté vers
I'extérieur de x2 + y? + z2 = I. (On a fait tout ga dans E,=5,-()).

Ceci définit complétement cpi’i . On voit bien que (Pi’;' (75 # ;) est défini de la
méme maniére, en permutant §' avec SY. Supposons que le point g, corresponde a §'|
et g, a S7 (voir 2.4). C'est-a-dire que S§'\ N §7 = centre du carré Q, S = diagonale

9,49,, S = diagonale g, q,. Considérons alors I'espace Y, défini comme dans la

*) Pour la commodité on va prendre C" = (x = 0) N X2 .
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9

démonstration de 2.9. 3 5 (p;) contient une (1.1)-5,-figure, univoquement déterminé,
de support §,, (pi> . Le lemme 2.9 nous dit que si H: Y, -+ 5, est une immersion

telle que :
wl(H (pi Y)=0 pour tout i
alors wi(H {z'wZ))=0 pour tout ] .
On va construire un plongement c®
H:Y,» 300 inqTh, T?) . F(v,)=s,
ayant les propriétés suivantes :
1°.H|X3=i'| X,
2 . wl(H <pi>)=0 pour tout 7,
La construction de H est la suivante :
H(X,)=i'(X,)
et E] pour (X §(pi))mest par définition (voir la représentation ci-dessus) :
(x2+y2+22=1)-(2<=-2)-(z>2)UR,
o R est une bande de forme X, X D, définie par des vecteurs normaux, dirigés vers
'intérieur de x2 + y2 + z2 = 1. (C'est donc un ensemble difféomorphe 2 S,XD,).

On voit bien que la définition est cohérente, 1° est donc automatiquement satisfait.

Reste a prouver 20,

On observe que i{( <pi> y=1la (1, 1)-Sl-ﬁgure de support (x =0)NX,=C"
et dont le champ transversal est constitué par les vecteurs orientés vers 0. On observe
que dans @7;‘1 e IN (Tb,.’l—"b) F(Va)) il existe un disque D, dont la frontiére
contient I:I( <pi> ) (il suffit de voir que D3 existe dans Ea’ I'espace -dans lequel on
fait les considérations ci-dessus E, = 3D1-— (o0 )). Ceci nous dit (voir le lemme 3.10)
que

W (H({p,) M =0
dans 38 (TP, T?) ... F(V,)). Donc ,
w'(Hp;))=0
(dans 3@ %1 N ((T?,TP) .. F(V ).
11 suffit de combiner ces lemmes pour prouver le théoréme A de !'introduction.

En effet, le lemme 3.4 nous dit que @(F(Va)) = Ds' Le lemme 3.8 nous dit

donc que O((T?,T?)... F(V,)) =D, Les lemmes 3.1, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12, nous
disent que
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O((z"(Va)t, Zr (V) (TP, T) .. F(V,) =
n(Vy)  —; -
S,- \1) mtD‘B)XDe.

Le lemme 3.8 nous dit alors que

O((Y8, Y8)... (z"(Va)t, Zn (V) (rh,Th) . F(v,)=
- n(Vg) . i
=(S,~ Y intD )X D, .
D'autre part, comme ( Y&, YE) ... F(V,) estune variété a bord, le lemme 3.3 nous dit
que

® (Y8, YE)... F(V, ) =
=((Y8,Y8)... F(V ) XD,.

Mais le lemme 2.7 nous dit que

v "(va)- i

(Y8, Y8)... F(V,)=V,- u int D,
1

donc C.Q.F.D.
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CHAPITRE IV

CGMPLEMENTS DIVERS.

Nous allons montrer tout d'abord pourquoi le théoréme A prouvé i la fin du cha-
pitre précédent représente une approximation a un facteur [0, I ]-prés de 'hypothése
de Poincaré. On va donc prouver que 1'égalité du théoréme A, si I'on remplace le facteur
D, par D, (=[0,11), devient une égalité équivalente a l'hypothése de Poincaré,

Pour cela il suffit de prouver le théoréme suivant :

THEOREME B. Soit W, une variété compacte & bord, dont le bord BWS est la réunion
d'un nombre fini de sphéres St ... S'; . Supposons que
n .
— N i
W, X Dl_(sa“l“”‘Da)x D,
ou Dg sont des disques, C* | disjoints. (= signifie difféomorphisme). Alors
n
— : 1
Wa—(Ss-\ljmt D,).
° n .
DEMONSTRATION. Il est clair que 7 (W ) = 0. B(W3 XD,)= ?3((53 -y int D’3)><D1)
peut &tre décrit ainsi : on désigne par s’ le bord de Dg. On considére deux exemplaires

2
n . n . n .
. . T, . . 1 R . 14
de Ss-xlj int Dy : (Sa—Ll)mtDs)' et (53_.\1Jmt1)3)" .

a((sa-(; int D)X D, =[(S,~ (If int D) (S, - (;J int D))" 1/ )
ol chaque (s';‘, ) est identifié a (sl,;, .

On voit facilement que le revétement universel de 0 ((S,- \r_l) int Dia) XD,)=
3( W,xD,), )23, est S, a laquelle on a enlevé un ensemble parfait totalement discon-
tinu., Comme 7Tl(W3) = 0, l'inclusion naturelle W3 c B(W3 X D'l),(W3 X 0) se reléve
en un plongement C* | j : W, );_3 qui peut &tre considéré comme un plongement C%,
j'": Wy S, . Mais il est facile 4 prouver que toute variété C® a bord, contenue dans
S, » dont le bord est une réunion finie de S,y est homéomorphe 4 un disque percé[5].
Mais en dimension 3, homéomorphisme et difféomorphisme c'est la méme chose [10],

[31],[1]. Donc C.Q.D.S.

La distance qui sépare les énoncés :

n(Vy) | i n(Vy) | =, —
(Vy-i U int D)) XD, =(S,- U mtD’s)XDz

1 1

n(V,) i n(V,)  —— —_
(Va" glj mtDa)X D1=(Sa-—» 11) mtDa)xD1

. . . . ., N ®
peut étre mesurée par le fait qu'il existe des variétés V & bord, C, telles que:
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-7, (9V,) # 0 (donc V n'est pas homéomorphe 3 D)

-V,XD, = D 5 (difféomorphisme)

(voir [13],[7]1,[181). La plus simple maniére de décrire ces variétés se trouve dans
[18]. V';‘ (i=0,1,...) y est définie de la maniére suivante :

On considére un disque D ., dont on a enlevé un tube noué T, (noeud de trefle)
de frontiére T, .Dans § = aDu on considére un tore non noué, mais tordu, avec tor-
sion i. On identifie ce tore avec T, x D, C(D,~T,) x D, . On obtient ainsi Vi. On
prouve que :

. vidvi (7, 3V +m (3vY)

2. V‘; =D,. )

3 .VixD =V, xD, sii=i' (mod?2).

On a posé le probléme de déterminer Vi X D Lt [18]

Par des considérations apparentées & ce travail, on peut prouver que : si v est
une variété compacte, C®, a 5 dimensions, qui s'obtient en grossissant un complexe
contractible de dimension 2, K, ,*) (c'est-a-dire si V, se contracte, par contractions

de Whitehead a K, ), Vg est difféomorphe a Ds'**)

Ceci permet de prouver que n(V ) =1, et que Vi X D, =D, La démonstration
paraitra ailleurs.

Pour passer de n(V,) =1 a n(V,) =0 il faut résoudre un probléme de dénoue-
ment C°, de §, dans S ; pour passer de n(V ) =0 a la solution de I'hypothése de

. . , . . . . o]
Poincaré il faut résoudre un probléme de régularisation de fonctions continues, C , sauf

en un point. Pour des détails voir [ 16 ].***)

*)
7Ti(K2) =0.
*k) R 3
On prouvera méme le théoréme plus fort: eL'ensemble des grossissements différentia-

bles 5-dimensionnels d'un complexe 2-dimensionnel K2 , est complétement déterminé (a

un difféomorphisme prés) par le type simple d'homotopie de K2 » (voir [ 36 ]).
ek
Woir aussi [371,[38].
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