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morts en service commande

le 25juin 1963 a Detmold (Allemagne).

SUR LES CONNEXIONS D'ELEMENTS DE CONTACT
par Paul VER EECKE

INTRODUCTION *

Une connexion affine sur une variété de dimension n définit pour tout entier &,
1 <k<mn, un champ du 2€ ordre de k- éléments de contact dont les intégrales, si elles
existent, sont les sous-variétés totalement géodésiques de dimension k. On se pose
depuis longtemps la question suivante : étant donné un champ du 2€ ordre = de k- élé-
ments de contact, existe-t-il des connexions dont le champ géodésique du 2% ordre en
dimension k soit = ? Dans l'affirmative, peut-on distinguer une solution singuliere,
déterminée par des conditions géométriques intrinséques. Il s'agit en d'autres mots de
'interprétation géométrique d'un champ ou d'un feuilletage du 2% ordre. Le probleme le
plus simple de ce type consiste a construire une connexion dont les courbes géodésiques
forment un feuilletage du 2€ ordre donné a priori.

Douglas et E. Cartan entre autres avaient abordé ces questions et reconnu la
nécessité d'élargir la notion ordinaire de connexion affine au moyen des connexions
d'éléments de contact [4,5] .Ces auteurs adoptaient une forme privilégiée pour les équa-
tions du champ en coordonnées locales et calculaient les I“f]. d'une connexion spéciale
d'éléments de contact & partir des coefficients du champ donné. Ces artifices algébriques
procurent une solution singuliére dont le sens géométrique est caché. De plus cette
analyse n'explique pas la raison profonde de I'existence des solutions, en particulier
lorsqu'on en restreint la classe, soit qu'on impose la torsion ou la compatibilité avec une
G- structure. En effet ces questions ne peuvent &étre traitées de maniére satisfaisante que
dans le cadre de certains espaces fibrés dont les sections constituent les structures
géométriques globales en question, a savoir les connexions et les champs du 2€ ordre.

C'est ainsi que j'ai été amené a reprendre le probléme de la géométrisation des champs
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du 2€ ordre dans le langage le plus approprié en géométrie différentielle globale : celui
des jets infinitésimaux et des espaces fibrés au sens d'Ehresmann, qui sont des variétés
munies de groupoides différentiables d'opérateurs [ 12,b].

Il fallait d'abord exposer une théorie adéquate des connexions ponctuelles due
4 Fhresmann [ 11]; c'est 1'objet du premier chapitre. Soient V une variété paracompacte
de dimension n et ® un groupoide différentiable sur V. On définit la sous-variété Q(P)
de l'espace J(®,V) des jets de V dans ®. La variété Q(P) des éléments de ®-
connexion (définition I,1,1) est munie d'une projection naturelle g : Q(®) » V. Une ®-
connexion est une section de g (définition I,1,2). Il existe des ® - eonnexions car Q (D)
est une variété fibrée dont la fibre est un espace numérique. En effet un groupoide
différentiable transitif et localement trivial, opérant sur Q (P), se présente d'une maniére
naturelle (proposition I,1,3).

Une variété E de dimension 2n soudée a2 V, sur laquelle ® opére transitivement,
permet de définir la sous-variété Q(E) de Q(®) formée des éléments de @ - connexion
dans E c'est-a-dire compatibles avec la soudure (définition I1,2,1). Q(E) est un sous-
fibré de Q(®) admettant des sections; il existe donc des connexions dans E (corollaire
1,2,2).

La soudure X de E a V permet de définir en termes de jets la torsion d'un
élément de connexion dans E. On a en effet une sous-variété 112(3, E, V) de la variété
g (E', V) des jets inversibles semi-holonomes du 2% ordre de V dans une fibre de E;
on a une application & : Q(E)eﬁz(E,E, V). Le sous-groupoide Hf (v) de IT%(y)
définit sur 1—12(2 E, V) une relation d'équivalence; 1'application £ induit 8 : Q(E) >
1_2(2 E, V)/pz(v) qui 4 chaque élément de connexion fait correspondre sa torsion.
La torsion de la connexion X : V » Q(E) est la section G0 X : V—»HQ(E E, V)/Hz(v )
(définition I,3,2). On a une condition trés simple sous laquelle toute section de
e & E, V)/12 (v) est la torsion d'une connexion (corollaire 1,3,4).

Le deu;iéme chapitre traite de l'aspect géodésique des connexions. Il s'agit
d'abord d'introduire sur E des données supplémentaires adéquates qui conférent un sens
a la notion de champ du 2€ ordre géodésique d'une connexion dans E. Cette théorie
géodésique est a faire de maniére a éclaircir le probléme de la géométrisation d'un champ
du 2 ordre. Cette question ne peut &tre traitée qu'au moyen de connexions généralisées;
faire la théorie géodésique des connexions pour la dimension %k consiste a établir une
application d'une variété d'éléments de connexion généralisés dans la variété des k-
éléments de contact du 2 ordre sur V; montrer que tout champ de k- éléments de contact
du 2€ ordre est géométrisable revient & s'assurer que cette application est inversible a

droite, ou encore qu'il s'agit d'une fibration admettant des sections.
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On définit la sous-variété Q,(E) de Q(E) X T (V) formée des éléments de con-
nexion de k- vitesses; on définit de méme la variété Qh,c(E) des éléments de connexion
de k- éléments de contact. Une connexion généralisée s'identifie 4 une application de
Tk(V) (de Tk'C(V)) dans Q(E) qui & chaque k- vitesse (k- élément de contact) fait
correspondre un élément de connexion au point de contact (définition II,2,1). La donnée
d'un champ Ak de k- vitesses semi-holonomes du 2€ ordre sur les fibrés de E, invariant
par ®(définitions II,1,4 et II,3,1), induit une application A’z de Q,(E) dans la variété.
—T‘: (V) des k- vitesses réguliéres semi-holonomes du 2€ ordre sur V. Un champ analogue
d'éléments de contact Ak,c sur les fibres de E induit l'application correspondante :
A"};.C : Qk,c(E) - —’I_‘f'C(V). On peut appeler A",;(X, A) la k- vitesse géodésique de (X, \)
correspondant & la donnée A, sur E. Le champ géodésique de k- vitesses du 2€ ordre
de la connexion généralisée X : T,(V)~> Q(E) n'est autre chose que I'application qui a
tout A € T,(V) fait correspondre A%( X5, A) € ?: (V) (définition 11,3,2). Le champ géo-
désique d'une connexion ponctuelle X relatif 2 un champ A, (ou Ak,c) sur les fibrés de
E est par définition celui de la connexion de k- vitesses (de k- éléments de contact)
naturellement associée 2 X.

La soudure 3 induit un sous-groupoide II(X ,V) de II(V); I'application
A’z : Qk(E) > 7: (V) (1'application A’}Z'C : Qk’,c(E) »?E'C(V)) déterminée par un champ
du 2% ordre de k- vitesses (de k- éléments de contact) sur les fibrés de E admet des
sections si II(3,V) opére transitivement sur Tk(V) (sur Tk'_C(V)). Cela revient a
montrer que A% et A’l‘;‘c sont covariantes relativement 4 des groupoides différentiables
opérant transitivement(propositionsIl, 3,2 et II,3,3). Il en résulte que pour tout champ de
k-vitesses (de k- éléments de contact) du 2¢ ordre A, il existe une connexion de k-
vitesses (de k- éléments de contact) dont le champ géodésique soit A (corollaire II, 3, 3).Ce
résultat central sur la géométrisation des champs du 2€ ordre est aisément complété par
un théoréme d'existence de connexions généralisées admettant un champ géodésique et
une torsion donnés 3 priori (proposition II,3,5).

Le troisiéme chapitre applique les méthodes précédentes aux connexions affines
et projectives, de fagon a donner une présentation plus intrinséque et un contenu plus
précis aux propositions de Douglas. Cet auteur géométrise un champ du 2€ ordre au moyen
d'une connexion affine générale sans torsion construite grice a des artifices algébriques
[s]. Il s'agit ici d'obtenir des théorémes portant sur 'existence de solutions assujetties
a des conditions plus strictes, soit qu'on impose la torsion, soit qu'on impose que les
connexions soient compatibles avec une G- structure. C'est pourquoi il importait de
reconstruire la théorie classique des connexions affines dans le cadre des variétés

fibrées soudées a leur base. A la variété E des chapitres précédents correspond I'espace
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J(v) des vecteurs tangents; ® est ici un groupoide affine QA construit 4 partir d'un
sous-groupoide différentiable £ de II(V). On 7 une soudure naturelle & de J(V) a Vv
(proposition III,1,1). La variété des éléments de connexion affine dans QA compatibles
avec X s'identifie & la variété Q(()) des éléments de (1- connexion (proposition III, 1,2).
Q(f)) est une sous-variété de la catégorie f2 (V) des jets non-holonomes du 2€ ordre.
Le groupoide Hj opére a droite sur Q = Q(H(V)) ; le covariant de torsion des éléments
de §1- connexion affine s'identifie a 1'application canonique Q({))» Q/112; on a alors
des critéres trds simples pour qu'il existe une {)- connexion a torsion dgnnée ou pour
qu'une {1- connexion soit déterminée par sa torsion (proposition III,2,3).

Les connexions affines se prétent & une théorie géodésique compléte au sens du
chapitre précédent. En effet pour tout entier £, I < k< n, on a des champs holonomesdu
2% ordre de k- vitesses et de k- éléments de contact sur les fibres de J (V) invariants
par HA (proposition III,3,1); & toute connexion affine généralisée est donc attaché un
champ géodésique. On savait depuis longtemps qu'il existe des connexions affines géné-
ralisées dont le champ géodésique est donné a priori [ 5]. Les théorémes généraux du
deuxiéme chapitre appliqués aux {)- connexions donnent un résultat plus précis : soient
Q un sous-groupoide différentiable de [1(V), E un champ du 2€ ordre de k- vitesses (de
k- éléments de contact) sur V, si () opére transitivement sur Tk(V) (sur Tk'C(V)) alors
il existe une (- connexion de k-vitesses (de k- éléments de contact) dont le champ
géodésique soit Z (proposition III,3,3). Les théorémes correspondants du deuxiéme
chapitre fournissent des critéres fins pour qu'il existe des {1- connexions généralisées
admettant un champ géodésique et une torsion donnés a priori (proposition III,3,4). En
particulier, dans le cas k = 1, il existe des connexions affines d'éléments de contact
dont la torsion et le feuilletage des courbes géodésiques soient donnés & priori (corol-
laire III, 3,4) .

Ces propositions sur les {)- connexions ont pour corollaires des théorémes d'exis-
tence de connexions affines généralisées compatibles avec une G - structure et un champ
géodésique donné. En effet une connexion affine compatible avec une G -structure est une
HG' connexion ol HG est défini par la G - structure (définition III,4,3). Si le sous-grou-
pe fermé G de GL(n) opére transitivement sur Ln,k (sur la grasmannienne Mn‘k), il
existe des connexions affines de k- vitesses (de k- éléments de contact) compatibles
avec une G - structure et dont le champ géodésique est donné a priori (proposition III, 3, 3).
En particulier, soit & un champ du 2 ordre de k- éléments de contact sur un espace de

Riemann V; alors il existe des connexions riemanniennes de k- éléments de contact dont

le champ géodésique soit = .
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Parmi toutes les connexions ponctuelles affines projectivement équivalentes
admettant un systéme de courbes géodésiques donné, on ne peut en distinguer une par
des propriétés intrinséques. Plus généralement, il n'est pas possible de géométriser un
champ d'éléments de contact au moyen d'une connexion affine généralisée canonique,
a moins de supposer sur V une structure supplémentaire, par exemple une structure uni-
modulaire, et d'imposer & la connexion d'étre compatible avec cette structure; cette
question sera traitée dans le chapitre suivant. Certains auteurs [ 4, 15, 17] se sont alors
efforcés de géométriser canoniquement un champ d'éléments de contact au moyen d'une
connexion projective «ormales. Et ils y réussirent au moyen d'artifices de calcul qui
supposaient en fait la donnée supplémentaire d'une structure unimodulaire. Cette étude
était d'ailleurs rendue difficile par le pénible appareil analytique de la présentation
ancienne des connexions projectives. C'est pourquoi en vue de démystifier la question
des connexions projectives normales, il importait de développer une théorie synthétique
des connexions projectives selon le modéle des connexions dans une variété fibrée
soudée & sa base; l'idée en avait été émise par Ehresmann au Colloque de Topologie de
BRruxelles [ 7].

En vue du résultat cherché, il est commode de définir ici en termes de jets l'es-
pace projectif P tangent a V (définiiion III, S, 1) et le groupoide projectif HP opérant
transitivement sur P (proposition III,5,1). Comme 1'espace vectoriel tangent J s'iden-
tifie 4 un ouvert de P, la variété P est soudée 2 V. Une connexion projective est alors
par définition une connexion i valeurs dans HP et compatible avec la soudure (définition
I11,5,2). Cette soudure permet de définir la torsion d'une connexion projective sans
recours aux tenseurs projectifs. D'autre part, pour chaque entier k, 1 < k< n, le champ
de k- éléments de contact du 2 ordre sur J qui induit une théorie géodésique des con-
nexions affines se prolonge sur P en un champ invariant par HP (proposition III,G, 2);
ce n'est pas le cas pour les champs de k- vitesses. On a donc une théorie géodésique des
connexions projectives de k- éléments de contact pour tout k; a fortiori, le k-champ
géodésique d'une connexion projective ponctuelle est bien défini. A une connexion pro-
jective correspond canoniquement une connexion affine (proposition III,5,2); la torsion et
les champs géodésiques d'une connexion projective coincident avec ceux de la connexion
affine associée (corollaire III,%5,1 et proposition 1II,~,3). C'est pourquoi il est impossikle
de géométriser un champ d'éléments de contact au moyen d'une connexion projective
canonique X, car, dans l'affirmative, on pourrait aussi résoudre ce probléme au moyen
d'une connexion affine canonique,a savoir I'associée de X. Et ceci n'est vrai qu'a condi-
tion d'introduire une structure supplémentaire sur la variété; ce qu'on montrera dans le

chapitre suivant,
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Celui-ci, consacré i la géométrie des «paths»,est né de la question suivante :
>armi toutes les connexions affines généralisées admettant un systéme de courbes
géodésiques donné, peut-on en distinguer une par des propriétés géométriques intrin-
séques ? En d'autres mots, quel est le sens des calculs de Douglas qui permettent de
jéométriser un champ de vecteurs du 2€ ordre au moyen d'une solution canonique [ 5].
In définit la variété C des «éléments quadratiques» en termes de vecteurs du 2€ ordre
(définition IV,1,1); C est fibrée au-dessus de V. Un «champ quadratique», c'est-a-dire
une section deC au-dessus de V, s'identifie a un champ de vecteurs du 2% ordre dontles
intégrales paramétrées sont les géodésiques d'une connexion affine ponctuelle déter-
minée A sa torsion prés (corollaire IV,2,2). C'est la conséquence immédiate d'undifféo-
morphisme canonique (proposition IV,2,2) qui est & la base d'un théoréme de Ambrose-
Singer-Palais obtenu par des méthodes plus classiques [ 1].

La géométrisation d'un champ de vecteurs du 2% ordre au moyen d'une connexion
canonique «normale» repose sur cette propriété, ensuite sur une définition de la normalité
liée au transport infinitésimal (définition IV,2,1) et enfin sur la détermination d'un sys-
téme quadratique «singuliem = *: V 5 C & partir d'un champ de vecteurs <homogéne» du
2¢ ordre E (définitions IV, 1,2 et IV,1,3; proposition IV, 1,2). En effet, soient = un champ
de vecteurs homogeéne du 2€ ordre et [ un champ d'éléments de torsion; il existe une et
une seule connexion de vecteurs dont la torsion soit [ et le champ géodésique F, et
dont le systéme quadratique associé soit singulier (proposition IV,2,3). Cette connexion
est normale (proposition IV,2,1). Tin champ homogéne de vecteurs du 2€ ordre est donc
géométrisable au moyen d'une et d'une seule connexion normale a torsion ponctuelle
donnée (corollaire 1V, 2,3).

Le probléme devient indéterminé lorsqu'on remplace le champ du 2€ ordre homo-
gene par un feuilletage du 2% ordre; il existe toute une classe de connexions généra-
lisées normales i torsion donnée et dont les courbes géodésiques non paramétrées soient
les intégrales d'un feuilletage du 2% ordre donné. Comme on l'a remarqué au chapitre
précédent, il n'est pas possible non plus de géométriser un feuilletage du 2€ ordre au
moyen d'une connexion projective canonique. Il convient d'introduire, en termes de jets,
une structure unimodulaire sur V, supposée dés lors orientable. C'est ce que certains
auteurs ont fait d'une maniére plus ou moins consciente, mais au moyen d'un appareil
analytique assez gratuit qui masque les faits géométriques [ 5, 15, 17]. Le foncteur carac-
térisant une structure unimodulaire (définition IV, 3,1) induit un sous-groupoide de Ii(v)
et dés lors la notion de connexion affine compatible avec cette structure unimodulaire
(définition 1V, 3,2). Il existe alors une et une seule connexion de vecteurs normale unimo-
dulaire dont la torsion et les courbes géodésiques non paramétrées soient arbitrairement

données (corollaire 1V, 3,2).
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CHAPITRE PREMIFE

CONNEXIONS PONCTUELLES DANS UN ESPACE FIBRE SOUDE A SA BASE

La théorie géométrique des systémes différentiels du deuxiéme ordre qui sera
exposée dans ce travail revient &4 1'étude des connexions d'éléments de contact. Il
est indispensable de développer d'abord une théorie des connexions ponctuelles en ter-
mes de jets, qu' Ehresmann 2 créée [ 11] et diffusée principalement a travers son ensei-

gnement.

1. Connexions dans un groupoide .

Les structures différentiables seront de classe C*; par application d'une variété
dans une variété on entend une application différentiable; la variété fondamentale V est
de dimension n et paracompacte.

Soit ® un groupoide différentiable sur V [12] au sens suivant: (a,b): ® > Vx V
est une application surjective de rang maximum. V est isomorphe a la sous-variété de ®

formée des unités; on désigne par x l'unité correspondanta x € V.

DEFINITION 1, 1,1. Un élément de connexion dans ® au point x €V est un jet de

J(®, V) satisfaisant aux conditions suivantes [11]:

a) a(X)=x
b) : B(X)=x
c) a X =7,
d) b X =ij;

a X signifie igla) X, j, est le jet en x de l'identité sur V; j, est le jet en x de la

contraction de V en x. Soit Q(®) l'ensemble des éléments de connexion dans .

PROPOSITION 1, 1,1. Q(®) est une sous-variété non vide de | (®, V) et la restric-

-tionde a a Q (®) est une application de rang maximum sur V.

Pour démontrer des propositions de ce genre on aura souvent recours au lemme

suivant:

LEMME 1, 1,1. Soit [ une application de rang maximum d'une variété V sur W, V une
sous-variété de W, alors f"l(U) est une sous-variété de V et la restriction de [ a

Y U) est une application de rang maximum sur U.

Soit alors Q'(®) le sous-ensemble de J (D, V) formé des éléments X satisfai-
-sant aux conditions a X = fa(x) bX= jc:(X)' Q'(®) est une sous-variété et la restric-

-tion de @ 4 Q'(®) est de rang maximum sur V.
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En effet la surjection de rang maximum c=(a,b): P >V x V se prolonge en une
surjection de rang maximum ¢: J(®, V) J(VxV,V);, O'(D) est I'image réciproque
par ¢ de la sous-variété {jx, j;}xs v, isomorphe a V.

L'on achéve la démonstration en montrant que Q(®) est une sous-variété de
Q' (D).

Soit (®, V) I'image réciproque de la diagonale de V7 par I'application de rang
maximum de ®xV sur V2 qui a (f, x) fait correspondre (a(f), 6(f), x).En vertu du
lemme (®, V) est une variété et l'application naturelle de (9, V) dans V est une sur-
-jection de rang maximum, Si I'on démontre que y=(3,a): Q' (d)> (O, V) est une
surjection de rang maximum, la proposition sera établie car Q(® ) est I'image réciproque
par cette application de la sous-variété {x, x} isomorphe a V. ¥ est surjective: soit

(/o,xo) €(®,V); prenons X _¢€ Q'(®) quelconque, tel que a(Xp): x, (il en existg

car on a vu que a:Q'(® )~ V est surjective); soit g = ,B(Xo)alors X'o:[fng;\g ;1)]'Xo
est un élément de Q'(®) dont l'image par Yy est(f ,x )7, (/;?g o 1) est le jeten x o
de l'application constante sur /08;1 e®d; o désigne le prolongement de la composition
CI): -0 a ](ID; . V)s J(D,V), (I)>\(, ® étant la variété des couples composables .
Il reste a voir que 7y est de rang maximum. Soit X, €EQ(®), a(X,) = x,,
,B(XO) = f,; il suffit de construire une section / de y autourde (f,, x,) dans (®, V)
telle que I(f ,x,)=X,. Puisque a: Q'(®)- V est surjective de rang maximum, il
existe un relévement de o autour de x_, qui a x fait correspondre X, avec Xx0= X5
soit gx=ﬁ(Xx); on peut alors poser autour de (f,,x,): I(f,x)= jx(/ g;l) °oX .
I(f,x) estdéfini, Y(I(f,x))=(f x) et l(/o, x,)=X

o'

L'on notera désormais ¢ au lieu de a la projection naturelle de Q(®) sur V.

La proposition I. 1.1. permet de poser [11]:
DEFINITION 1. 1. 2. Une connexion dans ® est une sectionde q: Q(®)-> V.

Les considérations qui suivent préparent le théoréme d'existence des connexions.
L'on établit que Q(®) est un espace fibré au-dessus de V dont la fibre est un espace
numérique. Il s'agit donc d'abord d'exhiber un groupoide différentiable sur V, opérant

sur Q(®d) [12].

Soit ® le sous-ensemble de J(®,V) formé des A satisfaisant aux conditions

suivantes:
a) ;A=ja(A)
b) bAell(V)

~

On définit sur @ une loi de groupoide sur V de la maniére suivante:

Bo A est défini si3(5A)=a(B) et égale BbA®A. [9,c]
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PROPOSITION I,1,2. ® est un groupoide différentiable sur V.

En effet, d; est l'image réciproque par la surjection de rang maximum (a,b):
JB, V) J(VxV,V) de la sous-variété {j /A)'A}‘A eTl(y ) isomorphe & I(v); e
vertu du lemme 1,1,1, CI) est une variété et b : d 5> II(V) est surjective de rang ma-
-ximum. (I) est différentiable sur V car la projection naturelle (a@,b @) de (I) dans
VxV se factorise en des surjections de rang maximum 5 : - [I(v) et (a,8): TI(V )»
- VxV.

DEFINITION I,1,3. Soit ® un groupoide différentiable sur V, qui opére sur E;soit
(I):; E le groupoide sur E formé des couples composables de ®xE [ 121, ® X E est?
14

une variété, On dit que E est homogéne relativement & ® ou encore que ® opére transi-

-tivement sur E si @;; E est un groupoide différentiable.

PROPOSITION I,1,;3, [11].

a) g: Q(®)->V estun fibré a groupoide structural ®.
b) ® opére transitivement sur Q(® ).

c) La fibre est un espace numérique.

a) Il s'agit de définir une application d'une sous-variété de CII;X O(®P) dansQ (D),
pour laquelle ® soit un groupofde d'opérateurs et g la projection associée [ 12]. Puis-
-que g est surjective de rang maximum (PropositionI,1,1) et (i)' un groupoide différen-
-tiable sur V (Ptoposition 1,1,2), (a,q) est une application de rang maximum de
fDxQ(‘D) sur VxV et (I)XQ((D) I'image réciproque de la diagonale, est une variété.
Pour tout (A, X)E(I)V Q(®) on pose : AoX—[] (f) eX 0sAJ(bFA) Y on x=0a(A)=
=af(X), f=B(A), s est la symétrie dans ®. Il est trivial de vérifier que AoX est
défini, appartient 2 Q(®P) et que I'on a défini ainsi une loi d'opération du groupoide (5

sur Q(®), induisant la projection g.

b) Une fois établi que Q(®) est un espace fibré a groupoide structural @, il
suffit de vérifier qu'une fibre Q, (®) quelconque est homogeéne. Plus précisément, soit
X€Q (®); il s'agit de voir que l'application X * de (f)x dans O, (®),quia A fait
correspondre Ao X est de rang maximum et surjective; c'est évident car la restriction de

X* au sous-groupe fI)'x formé des A tels que B(A)=x et bA = 7, estun difféomor-

-phisme sur 9 (®).
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a

c) Vérifions que Q (®) est difféomorphe & un espace numérique. Soit (I)Z la
sous- variété de J(®d, V), formée des jets de V dans P, de source x et but ;; (Df:est
trivialement difféomorphe & un espace numérique. Soit X un élément de Q, (® ), 1'applica-

-tion X*:Q_x(d)) » ®7 quia Y associe Y .sX estun difféomorphisme.
COROLLAIRE. I, 1,3. Il existe des connexions dans ®.

En effet Q(®) est un espace fibré a base paracompacte et sa fibre est unespace

numérique; il admet donc des sections [ 15].
2. Connexions dans un espace fibré soudé a sa base.

Dans la suite de ce travail, @ est un groupoide différentiable sur V opérant tran-
-sitivement sur E; p:E » V est la projection définie par I'action de ®.[12,2a].0n sup-
-posera dimE = 2dimV. En outre E est soud¢ a sa base V, au moyen d'une soudure X

c'est- a- dire une section de a: J(E, V) V satisfaisant aux conditions suivantes [7]:
pour tout x €V
a) 3 estrégulier

-

by P, =7,
L'hypothése dimE = 2dimV implique:3 €ll(E _,V).Onpose x'=0(x)=[(3 ); 0
est une sectionde p: E-> V.

DEFINITION .I,2,1.(*)

Un élément de connexion dans E., au point x €V est un élément de connexion X
dans ® satisfaisant & la condition supplémentaire: X 8], (0 ) =73 ,; ® désigne le prolon -
-gement [ 10, b] de !'action de ® sur E en une application de ](@6 E,V) dans
J(E, V).

Soit Q! E) l'ensemble des éléments de connexion dans E.
PROPOSITION.I,2,1.

Q(E) est une sous-variété de Q(®), et la restriction de q & Q(E) est derang

maximum sur V.

(B,a): J(E,V) - Ex V est surjective de rang maximum; soit J'(E, V) la sous-variété
image réciproque de la sous-variété{ x’, x},x€V.Soit I :Q(®)-]J(E, V) 1T application

qui & X fait correspondre X.ia(x)(O'). La proposition sera établie en vertu du

(*) Définition posée par Ehresmann dans son cours ( 1961)
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lemme (I,1,1), si l'on démontre que / est surjective de rang maximum, car.

Q(E) est l'image réciproque par / de la sous- variété {Ex} <ey de J(E, V),

isomorphe & V. On se sert de la remarque suivante .

REMARQUE. I,2,1.

Soit ® un-groupoide différentiable sur V, il existe au voisinage de ( x_, x ) un
relévement [ de (b,a):® >V x V tel que f(x,x)=x. En effet soit g un relévement de

b: a‘l(xo)ﬁ V autour de x_ ; on peut poser autour de (x_, x,) dans V x V :

f(y,x)=g(y)g(x)"

Démontrons alors que [ est surjective. Soit S€J'(E, V), il s'agitd'exhiber un
X€Q(D) tel que X ®j (0)=S, od x=a(S). Puisque 6 E est un groupoide différen-
-tiable sur E, il existe, en vertu de la remarque, autour de ( x’, x’) dans E x E une appli-

-cation g dans ® satisfaisant aux conditions suivantes:
g(z,u)u est défini et égalea z
~v
glz,z)=p(z)

Il est alors trivial que g(S, 7,(0))=X estdéfini, appartient' 2 O(® ) et que

N

X ®j,(0)=S§. 1l reste & voir que [ est de rang maximum. Soit X, €Q(®), a( X )= x,
l(Xo) =-So,- il s'agit de définir au voisinage de S, dans J'(E, V) une section k de [
telle que k(S ) = X . Puisque ¢ : Q(®) > V est surjective de rang maximum, I'on a autour

de x, une section x » X de g ou Xx0 = X,. Si g est I'application définie autour

de (x(;,x(')) dont on s'est servi pour montrer que / est surjective , 1'expression
k(S)=(sg(X as) oja(s)(d),S)) ®X ,s) est définie lorsque § est voisinde § dans
J'(E, V), on vérifie aisément que k est une section locale de !/ satisfaisant & la condi-

-tion k(X _)=S_. On peut alors poser:
DEFINITION .I,2,2.
Une connexion dans E est'une sectionde q: Q(E)- V.

On va s'assurer qu'il existe des c/onnexions (désormais, il s'agit implicitement de conne-
-xions dans E, sauf mention contraire), par la méme voie que dans le paragraphe précé-
-dent.
Il s'agit de montrer que Q( E) est un sous-fibré de Q(® ), et que sa fibre est un espace
numérique .

Soit ¥ le sous-groupoide de ® pour lequel O( V) est stable. C'est un groupoide dif-

-férentiable sur V. Comme ® s'identifie a4 la sous- variété de ‘Dé E fommée des
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§f,0‘(a(f))5/€ 5 ¥ s'identifie & 1'image réciproque de o( V) x o( V )par l'application cano-
-nique c : @{(, E->ExE, on ¢(f,z)=(z, fz); on sait que ¢ est surjectivede rang ma-
-ximum car ® opére transitivement sur E (Définition I,1,3).; ¥ est alors isomorphe a

une sous-variété ¥' de ® x E; le fait que la restriction de ¢ a4 V' est de rang maxi-

-mum sur o( V)x o(V), (LemmeI,1,1). entraine que ¥ est un groupoide différentia-

-ble sur V. L'on peut donc considérer son prolongement & Soit &(2) le sous- groupof
-de de ‘i" , formé des A satisfaisant 4 la condition : E,B(A)Z'_A =B(A)S al A )"

En vue de la proposition suivante on a un lemme utile.

LEMME I,2,1.

Soient ®, ®' des groupoides différentiables sur V, a, b, a’, b’, les projections sour-
-ce et but correspondantes; soit ¢ un foncteur de ® dans @’ tel que a'op = a etb'oP =b.
Alors 9 (®) est un sous - groupoide différentiable de ®' sur V et ¢ est de rang maximum

sur ¢(D).

Une démonstration trés détaillée reviendrait & ceci : en bref @ (®), qui est
évidemment un groupoide sur V, est une sous- variété en raison des deux faits suivants:
D est localement isomorphe au groupoide différentiable trivial Vx ® _x V ot x €V est
arbitraire; d'autre part I'image d'un groupe de Lie par un homomorphismeanalytique / est
un groupe de Lie, et f: G -» f(G) est de rang maximum . Il en résulte que ¢(P) est une
sous- variété et que ¢ est de rang maximum sur ¢ (® ). Il est alors trivial que ¢ (P ) est

un groupoide différentiable sur V, & cause du diagramme:

P ¢ (D)

(a,b) (a',b")

VxV

ol (ab; est surjective de rang maximum.
PROPOSITION.I, 2, 2.

a) Y(X) est un sous - groupoide différentiable de @ sur V.
b) Q(E) est un sous- fibré homogéne de Q(®), a groupoide structural ¥ (Z).

c) la fibre de Q( E) est un espace numérique.

a) Soit € :¥ 5Il(V) le foncteur quia f fait correspondre 2;1(/)72 a(fl)
soit [I(S, V)=¢(¥). En vertu du lemme : [I( S, V) est un sous- groupoidedifférentiable
de [I(V) sur vV, et 8: ¥ > TI(2, V) est de rang maximum. Soit [I( V) ¥ le groupoide
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formé des (X, /) ell(V)x¥ tels que a(X)=a(f), A X)=b([); au moyen du lemme
(I,1,1) on voit aisément que Ii¢ V)$ ¥ est un groupoide différentiable sur V, car I(v)
et ¥ sont différentiables sur V. De méme, H(V){,< [T(T,V) est un groupoide différen-
-tiable sur V; comme e : ¥ > II(Z,V) est surjective de rang maximum, on a un foncteur
surjectif de rang maximum, €' : H(V){; v TI¢( V)é [[(2,V) forné au moyen de & et
de l'identité sur li(V ). En tenant compte du fait que b ‘i;—’ IT(v) est surjective de
rang maximum, on demontte facilement, par le Drocede utilisé dans la proposition (1,1,1)
que le foncteur (b B): ‘I’ - I¢ V)y S W oest sur;ecnf de rang maximum, _En vertu du lem-
-me (I,1,1), ‘IJ(Z) est alors manifestement une sous- variété de ~I’ et b: ‘I’(E)-;
»II(3, V) est de rang maximum surjective; en effet, ‘5(2) est 1'image réciproque dela
diagonale de II(3, V) xII (2, V) par le foncteur surjectif de rang maximum & ‘o b, D:
li" - TI¢ V)\); IS, v); @(2) est un groupoide différentiable sur V, car la projection
source- but deN‘i»;(E) dans V x V se factorise en deux applications surjectives de rang

maximum ; g.'W(E)%H(z,V),et (a, B): I(Z,V)>VxV.

b) L'on vérifie par un calcul simple que la sous-variété Q(E) de Q(®) est
stable pour les opérateurs de lI';(E) lorsqu'on considére ‘i"(Z) comme un sous- groupoi-
-de de (I) et l'action de (I) sur Q((I)) définie au paragraphe précédent. D' autre part I'en-
-semble des couples composables ‘{’(2) X Q(E) estune sous- variété de ‘P(Z) x O(E),
car a: ‘I’(E) >V et g: Q(E)->V sont surjectives de rang maximum, en vert de a) et
de la proposnmn (I,2,1). Q(E) est donc un fibré a groupoide structural ‘I’(E) Il res-
-te a voir que li}'(z) opeére transitivement sur Q( E); il suffit de le vérifier surune fibre.
Soit X €Q.(E) il s'agit de voir quel'application X*: lI';X(Z) - Q. (E) qui &3 A fait corres-
-pondre AoX est surjective de rang maximum , cela est évident car I'ensemble des A El;’
tels que a( A) =:c, B(A)= x, bA = 7, €stun sous- groupe ‘;1;; de li"x(i‘), et la restric-

-tion de X* a ‘P; est un difféomorphisme sur Q, (E).

c¢) En vertu de ce qui préceéde, il suffit de vérifier que \I’ est difféomorphe a un
espace numérique . Soit X €0 _(¥). L'application qui a A 6" fau correspondre XeAesX
est un difféomorphisme sur la variété W) formée des jets de V dans ¥ de source x, de

~ ) L. L.
but x. ¥x est évidemment un espace numérique.

COROLLAIREI,2,2.

Il existe des connexions dans E -
En effet, Q( E) est un espace fibré 4 base paracompacte; sa fibre est un espace

numérique; il admet donc des sections [ 15] .
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3. Torsion.
Si V et W sont des variétés feuilletées réguliéres [ 13], 1'ensemble 7’( W, v')
des jets semi- holonomes d'ordre r d'une feuille quelconque de V dans une feuille quel-

conque de W peut &tre naturellement muni d'une structure de variété satisfaisant aux con-
ditions suivantes :
(B,a): J(W,V)>WxV est surjective de rang maximum
B:TJUw, V') 7"1(W',V') o4 r> I est surjective de rang maximum,
Si les feuilles de V et de W ont la méme dimension, on considéreles sous-variétés
[I"(w', v') formées des jets inversibles; elles satisfont aux mémes propriétés.

Désormais on note & l'application qui & un jet semi-holonome du 2€ ordrefait
correspondre son but c'est-a-dire sa composante du 1¢T ordre.

Si on considére sur E le feuilletage régulier défini par sa fibration etsurVle
feuilletage trivial, la condition dim E=2 dim V et les considérations précédentesentrai-
-nent que [I2(E’, V) et [I(E’, V) ont un sens bien défini. Soit II2(3,E, v) I'image
réciproque de {2} ., par &: TT2(E", v)->TI(E',V); en vertu du lemme(I,1,1)
nz(s, E, V) estune sous- variété de MN2(E", V) et a:II1?(3,E,V)>V estune sur
-jection de rang maximum. Soit Hg(V) le sous- groupoide de H\Z(V) formé des X tels
que &8(X)= Tarx )i II g( V) opére sur N2(s,E,v) par composition de jets semi-holo-
-nomes. Les classes de la relation d'équivalence associée, c'est-a-dire les orbites de
HS(V)% forment un feuilletage régulier. En vertu de la théoriedes variétés quotients
s(E)=1%(3,E, V)/ng( V) est naturellement muni d'une structure de variété et 1'ap-
-plication canonique 7:112(3,E, V)~ S(E) est de rang maximum [ 13]. La surjection
de rang maximum a: [12(S,E,V) >V se factorise en tom et t: S(E) >V estalors sur-

-jective de rang maximum. Pour une raison qui sera bientdt claire, on pose :

DEFINITION I,3,1.

Un élément de torsion en x €V est une classe de jets [ €S(E), telle que

t(l')=x.
Soit ‘I’§ 2(y) le sous- groupoide de ‘Pi} [I2(v) formé des (/,X)‘ ‘tels
que /3 = Ey 8(X) o x=a(f), y=b(f).
PROPOSITION I,3,1.
a)y s TI2( V) est un groupoide différentiable sur V.

b) II2(3,E, V) et S(E) sont fibrés a groupoide structural ¥ 3 M2(v); l'appli-

-cation 7 est covariante| 12] par rapport a ¥ Z‘J( ﬁz( V).



SUR LES CONNEXIONS D'ELEMENTS DE CONTACT

a) On a vu dans le paragraphe précédent que & : ¥ » [I(3,V)estun foncteur
surjectif de rang maximum. Il en résulte que (€, 8): \Pij T2(v) > H(z,vy Ticv)
est un foncteur surjectif de rang maximum, tous les groupoides étant différentiables sur V.
“n vertu du lemme (I,1,1) l'image réciproque de la diagonale de II(2,V)x II(2,V),
c'est-a-dire précisément ¥ § [I2(V), est une sous-variété et le foncteur &' : ¥ ) T2y) »
ST, V), quia (f,X) faic correspondre 8(X), est surjectif de rang maximum Puisque
[L(X,V) est un groupoide différentiable sur V, il en résulte que ¥ § ﬁz(V)estungrou-
-noide différentiable sur V. :

b) Comme ¥ § [T%(V) est un groupoide différentiable sur V, et que a:112(3,E,V) »
>V est de rang maximum, l'ensemble des ((/,A),Z) de (UETAV)xII2(2,E,V)
tels que a(f)= a(Z) est une sous-variété. L.'application de cette variété dans TT%E" V)
qui a ((f,A),Z) fait correspondre (f,A)oZ =fZA™, obtenu par les opérations ordi-
-naires sur les jets semi-holonomes [ 10,a],prend des valeurs dans 12 (%,E,V)et
définit sur cette variété une structure d'espace A groupoide d'opérateurs, doncd'espace:
fibré a groupoide structural ¥ ) [12(V). Ce groupoide opére aussi sur S(E) de maniére
que 7) soit covariante; il suffit de remarquer que la relation d'équivalence sur ﬁz(E,E, V)
définissant S(E) est compatible avec l'action de ¥ § ﬁZ(V); plus précisément, soient
(1,4)e¥ §T12(v), Zell2(2,E, V), HETIZ(V) et a(H)=a(Z)=alA); il s'agit
de vérifier qu'il existe H' EHs(V) tel que (f,A)oZH = ((f,A)oZ)H" ou encore
fZHA™ = [ZA ™ H'. On peut prendre H'= AHA™; H' est holonome en vertude laremar-

-que suivante qu'on démontre par un calcul trivial.
REMARQUE I,3,1.

Le noyau de & Ls > L, est distingué dans L;f , lorsque l'on considére L:comme

T2
un sous-groupe de L .

Soit j: ® »II( E') 1'application qui a4 f fait correspondre jU(a(/))([). Soit @ le
prolongement[ 10, b] dela composition ordinaire des jets : II( E’)E I(E", v)>II(E", V)
en : J(IN(E")EH(E", V),v)~> J(II(E", V), V). Pour tout X €Q(E), §(X)=j”x-ix(2)
ot x=g(X), est un élément bien défini de IT2(s,E, V). Soit x le foncteur de ¥(X)
dans ¥ § ﬁ2(v) qui 2 A fait correspondre (ﬁ(A),’r_Z bA O}TA o]‘a{A )(2))'. la seconde
composante est obtenue par prolongement de la composition ordinaire des jets:
v, EnEIE)EINE , v)-TI(V) en J(I(V,E)EI(E)ET(E V), V) »
J(II(v),v), 7 désigne I'inversion des jets appliquant II(E’, V) sur [I(V, E'). Ondé-

-montre alors par un calcul trivial :
PROPOSITION I,3,2.

£:Q(E)- e (X, E, V) est covariante relativement au foncteur y : ‘:I;(E) - ¥ ’é av)
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Soit = mo£. 1l résulte de cette proposition et de la précédente que 6€:Q( B
-+ S(E) est covariante par rapport au foncteur y .

On peut poser:
DEFINITION I,3, 2.

a) Soit X €Q(E); on appelle O( X ) la torsion de X. On dit que X est sans tor-
-sion, ou & torsion nulle ou encore holonome, si O(X) estla classe [12(E', V)

ﬁf(}‘,, E,V) oa x=g(X), c'est-a-dire si et seulement si £(X) est holonome.

b) La torsion d'une connexion X : V » Q(E ) est la section 8o X de t: S(E)-»V.

On se propose d'indiquer le plus grand sous-fibré S'(E) de S(E) tel que toute
section de S'(E) au-dessus de V soit la torsion d'une connexion; on verra aussi sous
quelle condition on a S'(E )= S(E).

Soit () un sous-groupoide différentiable’ de II(V ), (c'est-a-dire désormaisun
groupoide différentiable sur V). Posons (12 =112(v)Nj(Q,v), Q2 =1(Q,v)NII2y),
Q12 et 02 sont des sous-groupoides différentiables de [12(V) et I12( V). L'image réci-
-proque des unités par le foncteur surjectif de rang maximum & : 025 QO est une sous-
-variété ﬁg; on définit de méme Qs . Soit H un repére semi-holonome du 2€ ordre en
x€V[9,a]l. H induit I'isomorphisme de groupes H’ : H’f (V)- Zs qui a X fait corres-
-pondre H™'XH. Cn identifie Es a L, x R"s[ 10,b] et on pose H=r0H’ od restla

. - 3
projection de L: sur R"°.
LEMME I,3,1.

La restriction de H & f—?(fx est un isomorphisme de groupes sur un sous-espace
. 3 . 2‘ . i
vectoriel M de R"”; I'image de Qo'x est le sous-espace N de M formé des (x;'k)i,j,k =1...n
symétriques par rapport aux indices inférieurs.
La régle de calcul des jets semi-holonomes du 2¢ ordre [10,b] entraine quele

composé de ((&1); oy | ,(aly); i4=1.. . ) etde ((8)

j
ij= fi=1...n(b)ij=1. 0

dans Ej égale (( szi)i,j=1 — (C{'k)i,j,k =1...n) O Cék = al, + bl, . Il en résulte que
f: I—;jx > R"% est un isomorphi~sme de groupes. Démontrons que ﬁix est fermé et con-
-nexe dans ﬁj}; son image par H sera un sous-espace vectoriel de R” [ 3,b]. Soit A
un élément de Qx(Q); soit Qz le sous-espace de ](Qx, V) formé des jets de source x
et de but j_; soit g : ﬁj}x(V) - Hz( V) la bijection qui 2 X fait correspondre A o X o7A
on Test 'inversion dans [(V); ce jet est obtenu en prolongeant la composition ordinaire
Cov)yZ vy ev)-Tiev) a ((liv)$ v) g vy, v)» J(Il(v), v). La dé
-monstration de la premiére partie de 'énoncé est achevée car A transforme Il'injectionna-

-turelle de ﬁi , dans ﬁs . (V) en l'injection naturelle de 1'espace vectoriel Q:dans

I'espace vectoriel Hz( V). Le deuxiéme énoncé découle de la remarque(I,3,1).Le lem-
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-me suivant exprime dans le langage des groupoides différentiables un théoréme classique

et plus général de surfibration [15].
LEMME I,3, 2.

Soit &  un groupoide différentiable opérant sur E et E', soit 9: E - E' uneap-
-plication surjective, covariante et de rang maximum.Si ® opére transitivement sur E,
alors le groupoide des couples composables CI><<, E' est différentiable sur E' et ¢: E »

> E' est une fibration admettant le groupoide structural @6 E'.

(D\); E' estun groupoide différentiable sur E'. En effet la projection source- but
[12,b] ¥x': (D\); E'>E'x E', qui a (f,z) fait correspondre ( z, fz) est surjective de

~

rang maximum & cause de :

% E X s ExE
lslf (99
rI){‘,E' X 4+ E'x E'

ol (@ @) et y sont par hypothése surjectives de rang maximum; Y fait correspondre
(f, 9z)) a(f,z). 1l rteste a voir que CI)\); E' opére sur E, de fagon que la projection
de E sur E' ainsi déterminée soit ¢. Puisque ¢ est surjective de rang maximum et que
(I)é E' est un groupoide différentiable sur E’, 1'application y" :((I)C E')x E>E'x E’'

qui & (/, 2", z) fait correspondre (z', ¢(z)) est surjective de rang maximum; l'image

réciproque de la diagonale est une sous-variété (@{(, E')E, E. L'application de
(D3 E')§, E dans E quia ((f,2'),z) fait correspondre fz fait de @} E un groupof-
-de d'opérateurs sur E qui induit la projection ¢: E » E".

Un théoréme classique affirme qu'une variété sur laquelle opére transitivement
(au sens ordinaire) un groupe de Lie, dénombrable 4 l'infini, est un espace homogene
de Lie [ 14]. Si le groupe structural de ® est dénombrable & 1'infini, ® opére transitivement
(au sens défini dans le paragraphe précédent) dés qu'il est transitif au sens ordinaire ;le lemme est
encore vrai sous la condition que ¢soitsurjective, covariante . Remarquons que chaque fois qu'on
applique ce lemme, il s'agira en fait d'un groupoide & groupe structural dénombrable 4 I'infini; ce

qui permet tra de simplifier fonnellement quelques démonstrations.

PROPOSITION I, 3, 3.
a) £(Q(E)) est une sous-variété de ﬁ2(z,E,V)

6) £:0Q0(E)-»£(Q(E)) admet des sections.
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a) On a vu que II(X, V) est un sous-groupoide différentable de II(V);
1:120(2, V) estune sous-variété de ﬁg(V) et a:ﬁg (2, V)~V estsurjectivederang
maximum. Par le procédé de la proposition(I,1,1)on voit aisément que le sous-
-ensemble ‘i"o de ](‘I’,”V) formé des A tels qué aA = gA:ja(A)’ B(A)= of(\X)
est une variété a:‘l‘o-» V est surjective de rang maximum. Soit X une conne-

-xion : il en existe en vertu du corollaire(I,2,2). Considérons le diagramme :

£ —_
Q(E) > [I2(2,E,V)
lkx . Iy (1)
~ e —
¥, ,  Hav)

on kX(A):;Xq(A)'A et ZX(Z)='_7-'(§(XOL(Z))) e (Z). Dans la demiére éga-
-lit¢é o représente le prolongement de la composition ordinaire des jets:
IVv,ENX IE, V)-TI(V) a ](H(V,E')E,H(E',V),V)-»](H(V),V) et T
l'inversion des jets appliquant II(E, V) sur I[(V,E'). Comme Iy est un dif-
-féomorphisme, la premiére partie de la proposition sera démontrée si l'on établit
que £(Q(E)) correspond par Iy a la sous-variété ﬁg'(Z,V); comme kX est
aussi un difféomorphisme, cela revient & montrer que E:‘i"oe ﬁg(E,V) est
surjective. Soient A Eﬁg (2,V), x=a(A), x un relévement local en Ty de
E:‘I’:H(E,V) qui 2a 7, fait correspondre x. I est alors évident que l'on a

;AG‘I’O et ©e¢A =A, en considérant A comme un jet de J(II(Z,V),V).

b) II suffit de démontrer que la restriction de £ aune fibre quelconque
£:0.(E)>%(Q,(E)) s'identifie a une application linéaire - surjective d'espaces
vectoriels. En effet, en vertu de la proposition (I,3,2), ‘17 (X), qui opére tran-
-sitivement sur Q(E), opére naturellement sur M2(s LE,V); £(Q(E)) est
stable pour ‘;(2) et £ est covariante surjective par rapport a \17(2). I résub

-te alors du lemme (I,3,2) que £:Q(E)-&(Q(E))est une fibration. Cette fi-

-bration admet des sectons , car £(Q(E)) est paracompacte comme V. D'autre

part la fibre de £ est un espace numérique, si la restriction de £ a 2.(E),

x €V, s'identifie 4 une application linéaire d'espaces vectcriels. Démontrons donc

ce détail.

Soient X €Q (E), Y€Q (¥); soit ‘I’: I'espace vectoriel formé des jets de
V dans ¥ _ de source x et de but x. De méme soit HZ(Z,V) I'espace vecto-
-riel des jets de V dans HZ(E,V) de source x et de but iy

L'on prolonge le diagramme trivialement dérivé de (1) par restriction a

Qx(E), dans le diagramme suivant:
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£
0,.(E) , S(Q.(E))
N l
(2) \?O'x € éng'x(z V)
ky Iy
A E 3
ve , LIz, v)

on ky(Z)=YoZ asY et l;,(Z):EY 0Z @ esY; ky et Iy sont desdifféomor-
-phismes et ©&: v H;’(E,V} est évidemment linéaire pour les structures vec-
-torielles induites. _
Désignons désomais &£(Q(E)) par dl2(X,E,V). Ua difféomorphisme
Iy : ‘ﬁz(E,E, V)- ﬁg(Z,V} du diagramme (1) montre que HE(E,V) opére sur
T12(3,E, V). Les classes de la telation d'équivalence associée foment un feuilletage
‘régulier; on a donc une variété quotient T12(3,E, V)/H2(2 v) et une application
canonique de rang maximum 7' —»'HZ(E E,v)- %= E V)/I‘[2(2 V) [13].L'in-
-jection canonique i:'H(Z E, V)—»H(Z E,V) se projette en une application i*:
.ﬁz(Z,E, V)/ Hs(Z,V)'}S(E) en vertu de théorémes généraux sur les variétés

quotients, et on a :

‘ﬁ%E,E,V) i ﬁ%E,E.V)
(3)
7 K
=2 z'*‘
'H(Z,E:V)/HE(Z,V) _— S(E)

i* est injective et réguliere comme on peut le voir en coordonnées adaptées [ 13]. 1l en
résulte que S’(E)— z*('ﬁ(E E, V)/Hz (s, V)) est une sous-variété de S(E). Remar
-quons enfin que ‘P(E) opeére sur ’H(E E, V)/H2(2 V), et que ( 3) est covariant
par rapport a ‘I’(E) Il suffit de s'assurer que si Z G'P(Z E,v), Hell2(%,v),
A 6‘{7(2), a(Z)=a(H)=a(A) ,alors il existe H'’ Eng(E,V) tel que Ao(ZH) =
= (Ao Z)H'. La proposition (I,3,1) assure qu'il existe un tel H'€ll2(V); puisque

Ao(ZH) et AoZ appartiennent a '[I1? (2 ,E, V) et que i* est injective, il en résulte

que H' appartient a II2(2,V).
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PROPOSITION I,3,4.

Soit @ une section de t:S'(E)- V. Il existe une connexion ayant pour torsion 9.
G:0(E)->S(E)
STI2(S,E, V) et 7'

section £ en vertu de la proposition (I,3,3). Il suffit d'établir que la seconde admet

aussiune section 7%; £*

se factorise en deux applications surjectives £ : Q(E) -

:'[12(2,E, V)~ S(E,V). La premiére application admet une

o M*o D est alors une connexion dont la torsion est M. Il s'agit
de démontrer que 7' : 'ﬁ(z E,V)-> 'ﬁ2(2 E, V)/nz (S,v) estune fibration dont la
fibre est difféomorphe a un espace numérique. Il est evxdent, a partlr de la démonstration
de la proposition (I,3,3), que ‘P(E) opére transitivement sur '1—'(2 E,V), comme 7
est covariante par rapport 4 ¥ (X)), il résulte du lemme (I,3,2) que 7 est une fibra-

-tion. D'autre part, la fibre est difféomorphe & un espace vectoriel

(1,3,1).

en vertu du lemme

On a la variété quotient T2 (V)/Hz(v) analogue a celles que l'on a définies

plus haut et l'application canonique de rang maximum {: HQ(V) - HZ(V)/H 20y).
D'on :

COROLLAIREI,3,4.

Si (: ﬁQ (2,V)- ﬁz(V)/Hg(V) est surjective, il existe une connexion

ayant pour torsion une section arbitraire de t : S(E)-> V.

Soit X une connexion; on a défini dans la proposition (I, 3, 3) le difféomorphisme

Iy :ﬁ2(2,E.V)~> ﬁs(V) qui a 'ﬁZ(E,E,V) fait correspondre ﬁs(Z,V).. On a:

T2, E, v)——2t  S2(3,E, v)——10—5S(E)
Iy Iy L
Hz(s,v) ——T2(v) P20V 120y,

ot i, i' sont les inclusions et I'; un difféomorphisme nawrellement induit par /y. L'hy-

-pothése entrafne manifestement S'(E )= S(E) puisque 7): TI2(3,E,V)»S(E) est
surjective.



CHAPITRE DEUX

CONNEXIONS GENERALISEES.

Ce chapitre traite 1'aspect fondamental du probléme de la géométrisation d'un champ
du 2¢ ordre de maniére & embrasser les questions particuliéres du chapitre suivant.Ils'agi-
-ra d'introduire sur E et ® des données supplémentaires qui permettront de donnerune dé-
-finition harmonieuse du point de vue de l'intuition géométrique pour 1'élément du 2¢ ordre

"géodésique" d'un élément de connexion généralisée.

1. Champs du 2€ ordre.

Soient §2(V) la variété des k-vitesses semi-holonomes d'ordre r [10,56]
SrZ(V) la sous=-variété de ETZ(V) formée des vitesses holonomes[9,a]. On réser
-vera les symboles usuels TZ(V), T;(V) pour désigner les sous-variétés de
72(V). jl'e(V) formées d'éléments réguliers. La projection naturelle 77(’):?2(V)->
>V est une fibration a groupoide strmctural transitif T17(V); TZ(V) est un sous-
-espace fibré a groupoide structural transitif [I7(V). EZ et L} opérent a droite,
par composition ordinaire deés jets, sur ?’,;(V) et TY(V). En raison dethéorémes
généraux sur les variétés quotients [13], déja utilisés dans le premier chapitre,
on a les variétés de k- éléments de contact d'ordre 7 : —T—z' c_( V)= ?2( V)/Z'zet T’,;, c_(V)=;
='T2(V)/L;e [9,b]. L'action de ﬁ'(V) sur ?2(\/) commute avec celle
de Lz; il en résulte que T;e‘ C(V) est un espace fibré sur V a  groupolde
structural II"(V ). On suppose désormais r< 2. On a une application naturelle
e ?i(V)»Tk(V), surjective de rang maximum et covariante par rapport au
foncteur §:112(V)-1(V); comme M2cv) opére transitivement sur ?i(V), il
résulte du lemme (I,3,2) que W:?i(V}-» Tk(V) est une fibration dont le
groupofde structural est ﬁi(V), formé des couples (A, Nell?(v)x T, (V) tels
que l'on ait :a(A)= T(N « 77 ?i(V)—» Tk(V) est compatible avec les relatons
d'équivalence définissant ?i'c(V) et Tk,c(V)' et induit donc une projection
?i‘C(V)-»Tk.c(V). que l'on désigne encore par 77, lorsqu'il n'y a pas risque
de confusion; cette application est surjective de rang maximum et covariante par
rapport a 8:112(V)»II(V); on a donc une fibraton 7: Ti' (V)T (V)
dont le groupoide structural est ﬁi'c(V) formé des (A,N €ll?(v)x Tk'C(V)
tels que a(A)=T(N.
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DEFINITION II,1,1.

a) Un champ de k-vitesses du 2% ordre est une section de W:_T:i(V) >
> T, (V). Un champ holonome est une section de T: Ti(V) > T (V).
b) Un champ de k-éléments de contact du 2¢ ordre , ou plus briévement
un k-champ du 2¢ ordre,est une section de T: ?i’ AV~ Tk, (V). Un k-champ

bholonome est une section de W’Ti.c(v)" Tk'c(V) [6].

On vérifie aisément que l'image réciproque d'un point par 77 dans a) ou b)
est difféomorphe a un espace numérique. Il en résulte que les fibrations 7 admet-
-tent des sections, c'est-a-dire qu'il existe des champs du 2¢ ordre de k-vitesses
ou de k-éléments de contact, et méme des champs holonomes. Il est utile de re-
-marquer qu'un champ de k-vitesses du 2¢ ordre, s'identifie a un champ ordinaire
de k- vitesses "semi-holonomes" sur T ,(V); on ala méme chose pour un k-champ
du 2€ ordre

En effet soit A € J(II(R*), R*) défini comme suit: A=jo(t ~jo(&)),
ol 91 est la translation de R¥ amenant o en ¢; pour toutl} € Fi(V), u(A\ )=
=A ®A est défini et appartient 2a 3k(Tk(V)); o est le prolongement de la com-
-position des jets J(V,R*)5eII(R¥)>]J(V,R*) en J(J(V,R*)KaII(R®) R¥)
S J(J(V.R*),R*). Soient 7' : T (T (V))>T (V) et 7" : T (V)>V, lesap
-plications naturelles qui a une k-vitesse font correspondre son point de contact.

On a alors:
T2(V) T (T (V)
77 W' ?7“
T, (V) - ﬁk(V)

oti i est l'injection naturelle. Il résulte de ce diagramme:u(?i(V))CTk(Tk(V))-
L'application u# est un difféomorphisme de ?i(V) sur la sous-variété de
Tk(Tk(V)) formée d'éléments A " semi-holonomes" «c'est-a-dire dont le point
d'appui  7'(A) coincide avec la projection T"A sui_vant T (V) V.11 est
alors clair qu'un champ de k-vitesses du 2€ ordre, c'est-a-dire une section de
7, s'identifie avec un champ de k-vitesses du 1€ ordre sur Tk(V) c'est-a-dire

une section de 77'. Vérifions sommairement que T, (V) s'identifie 4 une sous-
’
-v 2z z . .
ariété de Tk,c(Tk,c(V)) On a:
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k(‘/)\‘ — Ty c(V)
et par prolongement :
T (T (V) =T (T (V)
\ / m
v

On remarque : 77"(/\) €T, (V), si A €u(?2(V)); et par suite :

\\ / "
(V)

Soit o' : T (T, (V))>T, ( T, (V)) I'application canonique définie par
le quotient.. On vériﬁe que u: T (V) > u(T (V)) est compatible avec la projection na-

-turelle p”:?i(V)»?i,C(V) et,Oo,O.u(Ti(V))e . (T (V). Dot ledia

-gramme :

T2(V) - > u(T2V))
p" p'op
T2 (V) a AT, (T, (V)
. o
Tk,c(‘;)

ol 7' est la projection d'un élément de contact sur son pomt d'appux Aeu (T2 )
entralne que 7 ” A est un k-élément de contact et égale 7 (A) T V)s 1denuﬁepar
u' a une sous-variété de k-éléments de contact semx-holonomes :‘a Tk' (V) Il est
clair qu'un champ du 2€ ordre c'est-a-dire une section de 77 s'identifie 4 une section de 7'
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c'est-a-dire a un champ ordinaire de k- éléments de contact sur T : (V). Dans la sui-

-te, il sera parfois utile de généraliser la notion de champ du 2¢ ordre[ 10, a].

DEFINITION II,1,2.

Un k-systéme différentiel du 2€ ordre est un sous-ensemble 9 de Fi JAV),

qui se projette par T sur T, (V)

Soit une variété plongée[ 6] dans V de dimension k< n c'est-a-dire un couple
(W, /) ot [ estune application réguliére de W dans V. A chaque x € W correspond un élé-
-ment de T, (V. [(x)) représentable par fH ol H estun repére quelconque en x; cet
élément de contact est indépendant de H, on le notera j;(/). De méme a chaque x € W
correspond un élément de ?i. (V.ix(f)) que l'on désigne par j(f). Désormais on sup-
-posera implicitement que le premier prolongement (W, j'(f)) de (W, f) est unplongement
propre, c'est-a-dire que l'application réguliére j'('f) : W > Tk, (V) quia x fait corres-

-pondre j(f) estinjective.
DEFINITION II,1,3.

Une intégrale d'un k- systéme différentiel D du 2¢ ordre est une variété plongée

(W, f) de dimension k telle que l'image de W par j"(f) soit contenue dans 9D.

Une intégrale (W, f) d'un k-champ du 2€ ordre A : Tk’ C(V) - ?i’ (V) est
caractérisée parla propriété : j "'(f)= A(j (f)) pour tout x € W.

Soit E une variété réguliérement feuilletée. Comme on I'a fait remarquer en tétede
(1,3) on peut considérer les variétés | "(E', R k), f’( E',R k), formées des jets de R k
dans une feuille quelconque de E.Si l'on suppose que k est inférieur 4 la dimension des
feuilles, soient ?/’e (E'), TZ ( E') les sous- variétés de ]—'( E',R*), J'(E',R k) formées
de jets réguliers de source0. Ce sont les k- vitesses tangentes aux feuilles. ?2( E')est
un fibré sur E a groupofide structural I[I( E'). On a de mé&me des variétés d'éléments de
contact ?2, (E"), T]'z. <(E'). On désigne par 77, soit la projection naturelle de _'fi(E')
sur Tk(E'), soit celle de ?i. C(E') sur Tk, C(E').

DEFINITION I, 1, 4.

a) Un champ vertical du 2€ ordre de k-vitesses sur la variété feuilletée E est
une section de W.'?i(E')—» Tk(E').
b) Un k - champ vertical du 2€ ordre est une section de 7 : ?i c(E')>T, [(E').

2. Connexions de vitesses et d'éléments de contact.

Les applications g : Q(E)> V et 7: T ,(V)>V sont surjectives de rang maxi-
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-mum; il résulte du lemme (I,1,1) que l'ensemble Q ,(E)CQ(E)x T (V) formé des
(X,\) tels que g(X)=7 (A) est une sous- variété . On désigne par r la projection na-
- turelle de Q,(E) sur T, (V). De méme on a une sous-variété Q, JAE)CQIE)x
X Tk, (V) et une projection r: Qk, JAE)~ Tk, V).

DEFINITION II,2,1.

a) Un élément de Q ,(E) (de Q E, (E)) est appelé élément de connexion de k-
-vitesses ( de k - éléments de contact).

b) Une connexion de k-vitesses est une sectionde r: Q (E)> T (V), c'est-
-a-dire une application X : T ,(V)-> Q(E) satisfaisant a : gqX(N)=T (N) pour tout

NET (V). On définit de méme une connexion d'éléments de contact.

On remarque qu'une connexion ponctuelle X : V > Q(E) induit des connexions gé-
-néralisées. Il suffit de composer X avec 7: T (V)>V oum:T, (V)>V.

Les énoncés que l'on fera dans la suite sur les connexions de vitesses ont tous
leurs correspondants pour les connexions d'éléments de contact; on ne les explicitera pas
dans les cas ol la transposition est triviale.

On définit de maniére évidente les variétés SL(E), S k(E)' Sip M(E)NS, JE)
et leurs projections sur T ,(V), T, (V). On ales applications @k, 913 - deQ,(E),
Q4, (E) dans S}(E), S} (E) quia(X, \) font correspondre (G(X), A).
DEFINITION II,2,2.

La torsion de 1'élément de connexion généralisée (X, \) € Q ,(E) est O,(X,N). La
torsion de la connexion généralisée X : T (V)>Q(E) est I'application GoX : T,(V)-
> S(E).

PROPOSITION II,2,1.

Soit une section de la projection naturelle de S{(E) sur T (V), c'est-a-dire
une application [" : T ; (V) > S'(E) satisfaisant a t(I'(N)) = m(N) . Il existe une

connexion généralisée X : T ,(V )~ Q(E) admettant la torsion I,

En vertu de la proposition (1,3,4), 6: Q(E )~ S'(E) admet une section [. [o["
est une connexion généralisée ayant pour torsion [ . Il est utile, en vue de la suite, d'ex-

-hiber un groupoide différentiable adéquat opérant transitivement sur Q ,(E).
DEFINITION II,2,3.

a) Appelons C, (resp. C, ) I'bypothése suivante : [I[(Z,V) opére transitive -
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-ment sur Tk(V)(resp. Tk, C_(V)).

On a vu dans la proposition (I,2,2) que b : "{;(2) »II(3, V) est surjectif; com-
-me b est un foncteur, @(2) opére transitivement sur T z( V), sous la condition C x- Le
groupoide ¥ , formé des couples composables de ‘i"(Z) X T (V) est alors différentiable
sur T (V). Les éléments (A, A) de ¥ , sont caractérisé; par a{A) =7 (A); I'objet de
Tk( V) correspondant A l'unité a4 gauche de (A, A) est 5 AN, De méme sous la condition

C} . on aun groupoide différentiable ¥, . sur T, (V).
PROPOSITION II,2, 2.

r: QL (E)> Tk(V)(resp. 1:Qp AE)>Ty (V))estun fibré a groupoide struc-
-tural transitif ¥ , (resp. ¥, _) sous la condition C y(resp. C, _).

I s'agit de définir une application d'une sous- variété de ¥ , x Q ,(E) dansQ,(E)
munissant Q ,( E) du groupoide d'opérateurs ¥ , et defagon que la projection associée de
Q4(E) sur T (V) soit r[12]. La projection r: Q ,(E)-> T (V) est de rangmaximum;
puisque ¥, est un groupoide différentiable sur T ,(V), il résulte aisément du lemme
(I,1,1) que ‘I’kax(v) Q ,(E) formée des ((A, A),(X,\)) estune sous-variété de
W,pxQ,(E); Q4(E) est alors muni du groupoide d'opérateurs ¥ , par I'application de
v, TkX(V) Q4(E) dans Q,(E) qui a((A,N),(X,N)) fait correspondre (AoX,bAN);
AoX est le composé défini dans la proposition (I,1,3). Il est évident que la projection
de Q,(E) sur T (V) définie par I'action de ¥ , n'est autre que r. Il reste & voirque
R4 p opére transitivement ., Il suffit de le vérifier sur une fibre r'l( )\0) = Q,”( )\'o )( E)x{}\o},-
soit X € on(E), od x,=T(A,). Il s'agit d'établir que 1'application X} : ¥ B
> r‘I()\o) qui a (A, A,) fait correspondre (A, >\9_,)°(Xo’ ?\o) est surjective; ceci estévi-
-dent car la restriction d:e X* au sous- groupe ¥ ;‘o x{A,} de W kN est une bijection
sur r'1()\o),~ le groupe ‘I’;o que l'on a déja utilisé dans 13 proposition (1,2,2) est la
sous- variété de ](E’, V) formée des A tels que B(A) = LI aA="bA= jxo.

L'action de W (3 ) sur S(E) définie par les propositions (I,3,1) et (I, 3,2)mu-
-nit de la m&me fagon S ,(E) du groupoide d'opérateurs ¥ ,; &, : Q ,(E)~ S (E) est

covariante par rapport a ¥ .
3. Champs géodésiques .
DEFINITION II,3,1 -

a) On désigne par A, la donnée sur E d'un champ vertical du 2€ ordre de k - vi-
-tesses A : T,(E )~ ?i( E'), invariant par ®; c'est-a-dire que,pour tout ([, \) edx
T, (E') tel que a(f)=pm(N)ona:[TA(N) =A(TN).
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b) On désigne par A, _ la donnée sur E d'un k-champ vertical du 2¢ ordre in-

-variant par ®,

Puisque la dimension de la fibre de E égale n, ces données ont un sens pour
k < nen vertu de la définition (I1,1,4).

Soit [T2(3,E, V) la sous-variété de [1%(3,E, V)x T (V) formée des(Z,\)
tels que a(Z)=7(A). L'application £: Q(E) » I_IZ(E, E,V), qu'on adéfiniedans la
proposition (I, 3, 2), induit fk cQ4(E)> ﬁi(z, E,V), quia (X,A) fait correspondre
(£(X),N). On a aussi une application é:k, ¢’ Qk, JE)~ ﬁi C(Z, E, V), une donnée
Ay définit 1'application §k : ﬁi(z, E,V)> ?i( V) quia (Z,\) fait correspondre
Z’IA(ExK) ou x = 77(A). On remarque : W({,k(Z, A)=A. De méme une donnée A k. . dé-
-finit une application {,k, ¢’ ﬁi, C(E, E,V)-> ?i. ~(V)-0n designe aussi par Ak’ Ak,c les
applications composées Ckogk , ék' c° fk, c*

DEFINITION II,3,2.

a) Soit (X,N) €Q R(E); on appelle A (X, A) la vitesse géodésique de (X, )\)5
correspondant a la donnée A ; pour (X, N) €Q k, (E) on appelle A B, (X, NI élément.
de contact géodésique de ( X, \) correspondant a la donnée A o

b) Le champ géodésique relatif a une donnée A , d'une connexion de k-vitesses
X:T(V)>Q(E) est le champ du 2° ordre de k-vitesses A(X): T(V)- Fi(V)qui
a A fait correspondre A ,(X 5, N). On définit de méme le champ géodésique d'une con-

nexion de k- ¢lementsde contact,relatif & une donnée A L oo

Le champ géodésique d'une connexion ponctuelle relatif 2 une donnée A , ouA E,c
est celui de la connexion de k- vitesses ou de k- éléments de contact associée.

Une connexion de k- éléments de contact X et une variété (W, /) plongée dansV,
de dimension k&, définissent sur une fibre E , le systéme différentiel du 2€or-
-dre D(X,x,W,!1) formé des composés de la forme f_(f(X].;’(l))) j;(l), oy yew et
/ed)x' 1(y)’

DEFINITION II,3,3.

Un développement sur E _ de la variété plongée (W, 1) de dimension k, parrapport
& une connexion de k- éléments de contact X est une intégrale (W,1l') de Dex,x, w, 1)
PROPOSITION II,3,1.

Soient une donnée A 5 €t une connexion de k- éléments de contact X .Un dévelop-

-pement sur E _ d'une intégrale de A(X) est une intégrale de la restrictionde A a E _.
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Soit (W, ) une intégraie de A(X) et (W,I') un développement de (W, ) sur E..
En vertu de la définition (I, 1,3) on a pour tout y €W : js'(1') = [, & (Xjo g )iy (D).
Puisque (W, /) est une intégrale de A(X) on a 7"y'(l) =A(X)(j)'/( 1)); en substituant
cette valeur dans 1'égalité précédente, et en tenant compte de la définition de A( X )on
obtient ;"y’( I')= ]—yA(E I(y)j;,(l)). Comme A est invariant par ® on a enfin : j'y’( I')=
= A(ry b3 I(y)j)'/(l)) ce qui exprime que (W, /') est une intégrale de la restriction de A
4 E,.On remarque : I'(y) = fy(O’(l(}’)))-

On suppose’ désormais C , ou C}p, o réalisées, selon que la base des groupoides et
des fibrés considérés est T (V) ou Tk, (V). Le foncteur &: ¥ - [I(v) que l'on adé-
-fini dans la proposition (I,2,2) induit le foncteur Ek Y 2> l——[_i( V), qui a (A, A)fait

correspondre (€ A, A},
PROPOSITION II,3, 2.
L'application A g Qi(E)~ —’I:i( V) est covariante par rapport a Ek ;v & »ﬁi(V).

L'on a vu dans la proposition (I,3,1) que le foncteur &' : ¥ § ﬁ2( Vv)-II(2,V)

qui a (f, A) fait correspondre 8(A) = €(f) est surjectif de rang maximum ; commell( 3, V)

opére transitivement sur T ,(V), il en va de méme pour ¥ E I2(v); le groupoide

¥ Hi( V) des couples composables de (¥ [I12(V)) x T,(V) est différentiable sur
T,(V). L'action de ‘P’z‘;ﬁz(v) sur [12(3,E, V) induit une action de ‘}’Eﬁz(V)sur
ﬁ:(z, E, V); le composé de (f, A, A) et de (Z, n) est défini si A= p et égale
((f,A)oZ, 8(A)N);, (f,A)oZ est défini par la proposition (I,3,1). Lefoncteur
xy:P(E)-¥§ I12(V) de la proposition (I, 3,2) induit le foncteur y, : ¥, > ¥ $ ﬁf(V)
qui 2 (A, A\) fait correspondre (}y (A ), A). On a aussi un foncteur évident : X ¥ $ ﬁf(V)
> ﬁz (V). OnaAp=0,0&, € = Xp© Xk €t &, est covariante par rapport & x; ,comme
on le voit a partir de la proposition (I, 3,2); il suffit donc d'établir que {, : HE(Z,E, V) -
> "f: (V) est covariante par rapport a y}. Soient (Z, A) eﬁf (S,E,V) et (f, AKE
¥ Hz (V) composables, donc A= w. Il s'agit de vérifier que (x}(f, A, N) o (Ck( Z,A)
est défini et égale Ck((f,A,K) o(Z,N))[ 12]. X3 (AN =(AN) etr( gk(z, N)=A en

- trainent que la premiére expression est définie et on a:

(1A, 0)0 (G (ZAD=(A. Mo (2 (g, 2)=AZ (x5 )
I'autre part, on a :
Ly((f A N o(Z, M= (FZA™, 8(AM)=(/‘ZA“‘)'iA(z,,Wm

o p= 8(A)N; en vertu de la définition mé&me de Wﬁﬁz(V) on a: /’Eanzw(#)S{A)

Donc :
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7 -1, -1 17 -1 -
(fZA™) A(Z )= =AZ7f A(/z yh=AZ

car A est invariant par ®.
PROPOSITION II,3,3.

Les applications A, : Qk(E)-»Ti(V) et Ak, ¢’ Qk,c(E)e?i'c(V)aa'met-

-tent des sections.

On a vu dans la proposition (I,3,3) que £: Q(E) - TI2(3,E,V) estune applica-
-tion de rang maximum sur TI12(3,E, V), admettant des sections.Il en résulte trivialement
que §k FQR(E) > ﬁi(}), E, V) est une application de rang maximum, admettant des sec-
-tions sur la sous- variété 'ﬁkz(z, E,V) de 'ﬁz(ﬁ, E,V)x Tk(V) formée des(Z, A\)
tels que a(Z)=7(AN). Il s'agit donc de vérifier que Ck : "ﬁi(z, E, V)~ ?i( V ) admet
des sections. En vertu de la proposition précédente ék est une application cova-
~riante par rapport 2 ¥ 3> ce groupoide opére transitivement sur Q ,( E) en vertudela
proposition (II,2,2), donc aussi sur 'ﬁkz(E, E,V). Dés lors, il s'agit essentiellement
de démontrer que gk est de rang maximum, surjective, et que 1'image réciproque d'unélé-
-ment de ?i(V) est difféomorphe & un espace numérique. En vertu du lemme (I, 3,2)
C’k 212 (2 E,V)- Tk( V) est alors une fibration admettant des sections. Il suffit d'ail-
-leurs de démontrer que la restriction de Ck A une fibre 'H‘i' N %,E,V) apourimage
?i( V,A) et qu'elle s'identifie 4 une application linéaire d'espaces numériques. SoientX
un élément de connexion en x =7 (A), Iy: 'ﬁi(z, E,V)> ﬁi' x(z, V) le difféomorphis-
-me considéré dans la proposition (I, 3, 3); soit X*: ﬁi‘ L2 V) _T:i( vV, A) I'applica-
-tion qui & Z fait correspondre ZA (X, A). On a:

%

T2(s,E,v) s TV,

g

S1

I2 (2, V) > L(2V)

comme Tol x estun difféomorphisme, il reste a montrer que X * est surjective et s'identi-
-fie a une application linéaire.

Soit H un repére semi- holonome du 2€ ordre en x. En vertu du lemme (I, 3, 1)on
a un isomorphisme H; de H2 (Z,V) sur un sous-espace vectoriel M de R n’ .0Ona
aussi une carte H, de Tlf( v, )\) sur R"k X* définit donc X* ‘M- Rnk il s'agit de

voir que cette apphcanon est linéaire affine.

. ) .. =2 .
Puisque L ; opére transitivement sur L n, B+ OD peut s'arranger pour que le transformé par
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Hde A (X, \) soit ((8§)i=1,...k'(a£1)i,I=1,...k) ou les ai:l sont tous nuls; il est
j=1,...n j=1,...n

commode de représenter cet élément par (5,0). L'identification de M et de Hg , de

x

— 2

Ti( V.A) et de R™ ", le choix particulier de H et enfin les régles de calcul desjets
2

R nk

N

3
[10,b] impliquent que X%, est la restriction & M de la projection de R™ sur qui

a (“;)j)b,i,j=1,...n fait correspondre (“;)j)};'=1,..,n
Ji=1, ..k

Vérifions ce détail également pour la proposition associée, qui concerne des k-élé-
-ments de contact. Il s'agit exactement de démontrer que 1'application A*: ﬁi' L2,V )
- ?i, AV, A) qui & Z fait correspondre ZA, ot A € Fi' AV, A) s'identifie a une ap-
-plication linéaire affine. Soit A' une k- vitesse représentant A; X = 7(A’) est alors
un représentant de A. On a l'application surjective ¢ : ?i( V,N ) Fi' AV, Aetla fac--v
-torisation :

2 (3,v) il T2(v,\)
0, x ) —> k s

(1) A* ¢

TR (V. M)

A'*_est I'application qui @ Z fait correspondre ZA :[‘_i' C( V,\) est I'espace quotient
de Ti(V, N') pour la relation d'équivalence 0: A ~A' s'il existe A € Li o tel queA'=

2 ;
=-AA. Soit P le sous-espace vectoriel de R nk formé des systémes(a;)].)i=1 n

bh,j=1,...k
tels que 7 >k entraine a;:j = 0. Soit H un repére semi-holonome du 2€ ordre en x, quia
A' fait correspondre ( 8, 0) 625 z- On vérifie aisément par les régles du calcul des
—_— 4 2

nk

jets que si l'on identifie Ti(V, N) aR par H ,, alors o correspond a la relation

d'équivalence définie par P, de sorte que @: ?i( V,N) > ?i AV, A) s'identifie a1'ap-

2 2
-plication canonique Y : R " LR ”k/P. Le diagramme (1) s'identifie par H 4 :
M r . R nk 2
*
Ag Y
2
k
R™ /b

ol r est la projection indiquée ci- dessus.
Il est donc évident que A* s'identifie 4 une application linéaire A 1’; .

Il reste a voir que X*: ﬁ‘g L2, V) ?i(v, A) est surjective. On feraunedé-

-monstration, qui se transpose aisément au cas des espaces d'éléments de contact.Onpose
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A= AL (X, A); pour = E_T:i(V, A) il s'agit de trouver Z €ﬁ<2)' x(Z, V) tel que ZA=E,

Puisque [I(X, V) opére transitivement sur T ,(V), il existe au voisinage de (A A) dans
T,(V)x T, (V) une application L a valeurs dans [I(2,V) telle que L(A A) = i €t
L(v,w)p=v- Soit Y=L[u(F),u(A)] o u:T2(V)>T,(T,(V)) est I'injection
canonique, définie dans (II,1).Y € Tk(H(E, V),i,); on constate aY= BY = A donc
Y € Tk(H o(2,V), comme Y se projette par la sﬁrjection de rang maximum £ :IT_(Z,V)»
>V surla vitesse réguliere A, il existe Z EJ(HO(Z, V), V) de source x, de butj tel
que ZA=Y et £Z=j ; la demiére condition exprime que Z appartient & ﬁg(z, v) 1
reste 4 vérifier ZA=5.Oron a Z7(A) eu(A)=u(ZA) o e estle prolongement de
la composition ordinaire I(V) 3 Ty (V) TyV) a J(I(V)3 T (V),R*Y) > (T, (V),R*).

Les relations ZA= L(u(Z),u(A)), L(u(F), u(A))e u(A)=u(E) et le fait que u
est injective entrafnent donc ZA =5,

Il convient de modifier légérement cette démonstration dans le cas des espaces
d'éléments de contact. Il s'agit encore de trouver Z €ﬁ§ < (Z,V) tel que ZA=% ou A,
= sont des éléments donnés a .j)riori de —'I:: ) AV, A). On définit L comme ci-dessus,
compte tenu de la condition Ck,c; pour (i, V) suffisamment voisin de (A, A) dans Tk‘c(V)x
X Tk, AV) ona L(v,uypu=v, oo L(v,u) ell(2,V) et L(NA)= 7, Soient AT
des représentants de A,E dans ?:(V) tels que 7(A'")=7(E')= N'. On se sertdu

diagramme :

To(V) s Te (V)

P
™ / "

/

.

déja considéré dans (II,1). Soient A" = Pu(A') et " =pu(E'). A" et =" appartien-

-

v

-nenta T,(T, .(V),\) et se projettent par 7™ sur \'. Soit Y = L(Z" ,A") ;on constate
comme ci-dessus que YeTk(H(Z ,V)) et qu'il existe Z Eﬁg (X,V) telque ZN =Y. On
a:ZN eA"=F" ol e est cette fois le prolongement de II[(V)3 T (V)= T, (V) a
](H(V)i; Ty (V) R%) J(Ty V), R%). 1l s'agit de voir que cette égalité entraine
ZA=F.0nazZN eA"=Z X\ epu(A')=p(ZN eu(A))=pu(ZA'). Il en résulte
Pu(ZA" )= pu(='). Le diagramme établi dans (II,1) en wvue d'expliciter l'injectionde
?: (V) dans T, (T, .(V)) montre que ZA' et ' définissent le méme élément de

contact; on a donc ZA =5,
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COROLLAIRE II,3,3.

a) Soient sur E un champ vertical de k-vitessesA du 2% ordre invariant par O et
A un champ de k-vitesses du 2° ordre sur V. Si II(2, V) opére transitivement sur T (V),
il existe une connexion de k-vitesses X, telle que N\ soit le champ géodésique de X par
rapport a A.

b) Pour tout k-champ vertical A du 2° ordre sur E, invariant par ®, et tout
k-champdu 2€ ordre N sur V, il existe une connexion de k-éléments de contact X ayant
pour champ géodésique par rapport a N, pourvu que II(3,V) opére transitivement sur
Ty V).

Dans chaque cas, X est obtenu en composant A avec une section de Ay i QuE)~>
S TZ(V)oude Ay 20y (E)»>TE (V).

On établira enfin un résultat qui renforce a la fois les propositions (II, 2, 1)et
(11, 3,3); a savoir qu'il existe des connexions généralisées dont le champ géodésique etla
torsion sont donnés a priori, pourvu qu'ils soient compatibles dans un sens apréciser.

L'application m: '[12 (3, E, V)~ S(E) définie dans la proposition (I,3,1) induit
les applications évidentes 1, :'TI2(5, E, V) > S (E)etn, 7 (3,E,V)sS, (E)
qui & (Z,A) font correspondre (7(Z ), A). Unedonnée Ak définit Sk(E)K ?i( V),
I'image de 'ﬁi(E, E,V) par(m,, {k) : ’ﬁ‘i(ﬁ,, E, V)—)lSk(E)x 7i(V). Une donnée
A} . définit de méme I'espace S, C(E)X ?i' AV

PROPOSITION II,3,4.

SLE)X T2(V) est une variété et (m,,0,): TI2(2,E,V)» S, (E)§T4V)

admet des sections. !

L'action de H(Z)(E, V) sur ’I—IZ(E, E, V), (voir les considérations qui suiventla
proposition (I, 3,3)), induit une action de HOZ(Z, V) sur 'ﬁi(z, E,V):(Z,N)A=
=(ZAN).1Il 5(2, V) opére par composition a gauche sur ?i( V). Les relations d'équiva-
-lence associées sont compatibles avec §k et leurs classes forment des feuilletagesré-

-guliers : les théorémes généraux sur les variétés quotients [ 13] entrafnent le diagramme :

9

T2(3,E, V) , ?i(V)
N ¢
S (E) ‘i TZ(V)/
k , RV, v)

les fléches verticales sont de rang maximum surjectives. Ck est surjective de rang maxi-

-mum, en vertu de la proposition (II, 3, 3): C}e I'est donc aussi. Il est évident que
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S (E) X ?g(_w est l'image réciproque par ( {}, ) S;(E)x?‘i(V)-»?i(V)/ﬁi(z’V)
x ?i ( V)/H 203 v) de la diagonale; ( QI;», @) est surjective de rang maximum;
le lemme (I, 1, 1) entraine donc que § k(E)K —'I:i( V ) est une sous- variété.

Les propositions (I1,3,1) et (II,3,2) impliquent sur T2(s,E,v), SL(E)et
sur —T—i(V) des structures fibrées A groupoide structural ¥ & telles que Mg Ck soient
covariantes. On a donc sur § k(E)X ?i( V) une structure fibrée a4 groupoide structural
z{'k; (‘T]k, lk): 'ﬁf(z, E,V)~» Sk(E)K Fi(V) est covariante par rapport A ‘I’k. 11
suffit maintenant de vérifier que la restriction de ¥ , a chaque fibre s'identifie a une
application linéaire affine d'espaces numériques; puisque (7, Ck) est surjective, cO-
-variante, cette application est alors de rang maximum; comme ¥ , opére transitivement
sur 'ﬁf(z, E, V), il s'agit alors d'une fibration; cette fibration admet des sections fuis-
-que l'image réciproque d'un point est difféomorphe & un espace numérique.

Au moyen d'un élément de connexion X en x =7 (A) et d'un repére semi-holono-

-me du 2€ ordre H en x, on construit des diagrammes :

T2(2,E,V) g , T2v, M)

3 [

— T
Hi(E,V) —-——I—L M — M ———X:-——;R"kz
H
T2 i .
(s, E, V) s SL(E)
IX Ik
= P .77: __\2V
HO(Z;V) ‘HO(E’V)/Hi(Z,V)
H Hj
v ' R
M K , M/y

les notations sont celles de la proposition (II, 3,2). 7 est la bijection correspondant par
H al'inversion desjets dans ﬁﬁ(z, V), au moyen du calcul des jets [ 10, b], on voit ai-
-sément que 7T est linéaire. Voici comment on construit le deuxiéme diagramme :II i(E,V)
opére a droite sur ﬁﬁ(z, V), définit une variété quotient et une application canonique
M'; Iy se projette suivant 7),7' en une bijection I} . Les régles du calcul des jets
montrent comme dans la proposition (I,3,2) que la relation d'équivalence définie par

I'action de II ﬁ(zu V) sur ﬁg(z, V) est transportée par H; en une relation compatible
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avec la structure vectorielle de M, d'ou 1'espace vectoriel quotient M/N, I'application

linéaire 7)'" et la bijection H ;. Ces deux diagrammes montrent que :
(M. L) s T2 NS, E V)8, ((E)X TRV, )
s'identifie par H a l'application linéaire affine :
2
(1", X*%o7): M>M/yxR"™
COROLLAIRE II,3,4.

a) Soit une donnée A, et supposons la condition C  réalisée; dans ce cas
(G, A y): Qu(E) » Sk(E)KT: (V) admet des sections.
b) Soit une domnée A, _ et supposons la condition C, _ réalisée; alors

(Qk ANy )0y (E)>S, C(E)X ?i (V) admet des sections.

En effet (Qk,/\k) se factorise en deux applications admettant des sections :
£, 0 (E)>"TI2(2,E, V) et (m,,0,): TI2(5,E,V)>S,(E)X T4(V).On a des

cas particuliers intéressants de la proposition précédente.
proPoOsSITION II,3,5.

a) Soient A, (resp. Ak, o) bolonome, A un champ holonome du 2€ ordre de k-
-vitesses (resp. de k-éléments de contact). On suppose S'(E)=S(E) et que, . pour
A quelcongque , H‘zl y )\)(2, V) opére transitivement sur Ti( V,A) (resp. Ti' AV, N));
dans ce cas il existe une connexion holonome de k- vitesses ( de k-éléments de contact)
admettant A\ pour champ géodésique.

b) Soient une donnée A | (resp. A 1, e A un champ du 2° ordre de vecteurs (resp. de
droites de contact)]’ une section de t,:S(E)~ T(V) (resp. ty o S1,¢1E) > TC‘(V)).
Si pour tout A ,Hg‘,n( )\)(E, V) opére transitivement sur T?(V,\) (resp. TCZ(V,A))
alors il existe une conmexion de vecteurs (resp. de droites de contact)ayant | pour
torsion et N pour champ géodésique.

a) Soit ' : V » S(E) l'application qui & x associe 1'élément de torsion nul en
x. Soit X une section de (6, ,A,): Qu(E)~> S, (E)§ TZ(V), x existe en vertu du
corollaire (I, 3,4). Si on démontre que (["o 7,A) : T(V) > S, (E)x TE(V) prend
ses valeurs dans Sk(E)X T:(V) alors y o (Mo ,A): T,(V)> Q,(E) estune con-
-nexion généralisée holonome dont le champ géodésique est A, Soit donc Z €'I12(3,E,V)
x=T(A),c'est-a-dire un élément holonome; Z existe puisque l'on a par hypothése S'(E )=
= S(E); puisque Ay et Z7'A(z %)  sont holonomes, il existe par hypothese
YeHix(E,V) tel que YA, = Z"iA(Zx SE Il en résulte : ZYe'ﬁ;‘: (2,E, V)et
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Ay =04(ZY), Cwer) =M(ZY), ce qui montre bien : (I"o7(N), Ay, €
SLE)XTZ(v).
b) Il s'agit encore de vérifier que ([, A) : T(V)-~ SI(E)x T2(V) prend ses
valeurs dans SI(E)K T2(V) etdela composer avec une section de(@I,A 1):0Q(E)~
A) I(E)X T2(V). On se sert essentiellement de : Fz(V):TZ(V); en considérant,
pour A quelconque, Z € 'il2 (M(Z,E, V) tel que 7(Z)=TI", , on acheve la démons-
-tration en calquant celle de a).



CHAPITRE TROIS

CONNEXIONS AFFINES ET PROJECTIVES.

Douglas interprétait géométriquement un champ du 2 ordre au moyen d'une con-
nexion affine, obtenue empiriquement [ 5]. L'objet principal de ce chapitre est d'assu-
jettir les solutions de ce probleme a certaines restrictions,soit par exemple qu'on exige
que les connexions soient compatibles avec une G- structure. Il fallait d'abord recons-
truire rigoureusement la théorie des connexions affines dans un cadre adapté, celui des
chapitres précédents; quelques énoncés inédits d' Ehresmann jalodnaient déja la voie 2
suivre. L'analyse critique de la notion de « connexion projective normales [ 17] exigeait
enfin un bref exposé sur les connexions projectives en vue de rappeler que la théorie

géodésique d'une telle connexion se réduit & celle d'une connexion affine associée.

1. Connexions affines .

Soit HA la sous- variété de II(V ) x T (V) formée des ( X, \) tels que B(X)=
=T(N). HA est munie d'une loi de composition partiellement définie: (Y, t)o( X, \)
aun sens si S(X)=0a(Y) et égale:(YX,u+YN); la structure vectorielle naturelle
sur chaque fibre de J( V) et la composition des jets justifient bien cette définition.
Cette loi de composition munit II A d'une structure de groupoide différentiable
sur V. L'unité correspondant & x est (j,,¥) ou X désigne le vecteur nul en x. (v)
s'iden:i\ﬁe a4 un sous- groupoide de HA par le foncteur qui a X fait correspondre
(X,B(X)). Un sous- groupoide différentiable (2 de II( V) induit le sous- groupoide (2 ,
formé des (X,A) on X €. HA opére sur J (V) comme groupoide d'opérateurs :
( (X, )oN est défini si a( X)=7(\) et égale 4+ XA, L'action de HAisut J(v) pro-
-longe 1'action naturelle de II(V). J(V) s'identifie & un sous- groupoide de II , par
I'application qui & A fait correspondre (j () N); il en résulte que () A Opére transiti-
-vement sur J (V) quel que soit le sous- groupoide différentiable () de II(V). Q estle
sous - groupoide d'isotropie de QA correspondant a la section triviale de J( V) au- des-
-sus de V.

Il importe de montrer que (V) est soudé a V au sens de la définition posée
dans (I, 2).

PROPOSITION OI,1,1.

Il existe une soudure 3. de V a J (V) satisfaisant aux propriétés suivantes :
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,B(Ex): x pour tout x €V ; EyX = -)—(_*Ex pour tout X €ll(V), o x=a(X), y=B(X) et
oa X*: 3.X(V) - jy( V) est la bijection induite par X.
Vérifions d'abord la proposition sur R"; pour x €R™ on pose Se=ily-1,t~>

(y—-x)t+x)) dans Iz, J‘(frx(R"), R"). On voit aisément que I'application § : x » S,
est une soudure de R” a J(R™ satisfaisant aux conditions de 1'énoncé. Soit Hev)
I'espace des repéres; on considére l'application ¢: H(V ) » Tvyv) qui & X fait
correspondre 5(_*.S‘OX'1 o X*: iro(R") - .‘J;(R") est la bijection induite par X et ol
x=[3(X).Sion vérifie que X, Y 6}(::(‘/) entrafne @(X )= (Y ) alors ¢ se projette en
une application %' :V » I(F(v),v) car B: H(v)>V estde rang maximum. Or cela
revient 4 démontrer E*So =8,Z,ou Z= Y7IX, ce qui découle des propriétés de la sou-
-dure S. Il reste & voir que la soudure X satisfait 4 la deuxiéme condition de 1'énoncé.
Soient X €l1(V ), Y un repére en x =-a( X ). On a par définition : ?*SO=ZxY et W*So =
= EyX Y, ot y=B(X); il en résulte }*Ex = ZyX.

On peut alors poser conformément aux définitions (I,1,1) et (1,2,1):
DEFINITIONIII, 1, 1.

Soit {) un sous-groupoide différentiable de I1(V ) :
a) un élément de (l-connexion linéaire est un élément de Q((1)
b) un élément de (I-connexion affine est un élément de Q(QA) compatible avec la sou-

-dure 3.

Soient QA(Q) I'ensemble des éléments de ()-connexion affine. Les définitions

a) et b) coincident au sens de la proposition suivante.
PrRoPoOSITION III, 1,2.

Soit y : J(Q, V)~ ](QA, V) I'application qui & X fait correspondre (X, de)).
La restriction de x a Q((1) est un difféomorphisme sur Q , ().

Il est évident que (X, de)) appartient 3 Q(QA); d'autre part, la conditionde
soudure et la définition de la composition dans HA entrainent qu'un élément ( X, Z ) de
Q(QA) appartient a QA(Q) si et seulement si Z = za(X)'

Désormais un élément de connexion affine désignera, suivant le contexte,soit un

élément de Q (1), soit son correspondant dans QA(Q), sauf lorsqu'il sera utile de

faire la distinction formelle.
2. Torsion.

Il est commode d'écrire (X, A) €ll, sous la forme ["30 X, o est la loi de compo-
N
-sition du groupoi'd/s HA , X est identifié a (X, (X)), r). est la translation dans S-y(V)
qui améne y=/(X) en A,'est-a-dire 1'élément (jy,R) de HA‘ L'élément de ()-con-
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-nexion affine correspondant & X €Q({)) s'écrit alors sz eX, ol x=0(X) etod @
désigne le prolongement de la loi de composition dans II, a: J(TI, 3 I1,,V) > J( I, v).

La proposition (III, 1,2) et la suivante permettront de caractériser trés simple-
-ment la torsion d'un élément de connexion affine. Convenons d'écrire Q, Q,, g au lieu
de O(TI(V)), 0,(Ti(v)),T (V). On déduit une application £:Q,>112(2,T,v )

comme dans le cas général de la proposition (I, 3,2).

PROPOSITION III,2,1.

L'application & : 04~ T12(3,9,V) est un difféomorphisme.

Soit sz ® X un élément de connexion affine en x. On a par définition :
(1) T2, ex)=7(TS, ex)ej (3)=7TS, e;X ej ()

Le demier terme est obtenu par prolongement de la composition ordinaire des jets:
0T g H(i')f’; Mg, v)-I(T,v) a: (I(TH)XIT)H)ZIT, v), v) »

JUI(T',v), V). £ est injective car §(F2x @X)=&( Ex ® Y ) entrafne A cause de

(1y:7Xx ej (2)= IR% ®; (Z); en vertu des propriétés de la soudure 3, énoncées dans
la proposition (IIT, 1,1) cette égalité se transforme en : jx(ix) X = jx(ix) oY, ou
e désigne le prolongement de la composition des jets I1(J", V):‘, O(v)-1I(T",v) a
J(II ,V){(, II(v),v)»J(II(T',v), V). ll en résulte immédiatement X = Y. Il reste
3 voir que £ est surjective. Remarquons d'abord que le groupoide II(X,V)= &(¥) défi-
-ni dans la proposition (I,2,2) est exactement (), dans lecasod E=J ,® = QA ,
étant un sous-groupoide différentiable de II( V). Ceci découle des propriétés de la sou-
-dure 3, et du fait que ) est le groupoide d'isotropie de QA par rapport a la section
triviale de J au-dessus de V. Il en résulte : ﬁs (2,Vv) =-ﬁ§ (V) dans le cas ol @:HA.
Dans la proposition (I,3,3) on a établi une correspondance bijective entre 11 2(3,E, V)
et ﬁf (V) qui applique £(Q(E )) sur ﬁg (2,V); puisque dans le cas présent:ﬁg(z, V)=
= Hg (V), il en résulte : £(Q4) = I12(32,T,Vv). La bijection & est un difféomorphisme
car elle est de rang maximum, comme on l'a vu dans la proposition (I, 3, 2).

La proposition (II[, 1,2) et la précédente définissent un difféomorphisme &= £oy
de Q sur [12(3%,J,v). A l'action de I12(V) sur 12(2,J,V) définie dans (I, 3)
correspond par £' l'action suivante de Hg(V) sur Q:si Z EHj(V), X€eQ et a(Z)=
= g(X), alors le transformé de X par Z est le composé XZ dans la catégorie diffé-
-rentiable ]~2 (V) des jets non holonomes du 2% ordre [ 10 ,a]; en effet 0 est stable

pour cette composition avec un élément de Hg (V). Soit alors § = Q/112 (v)sona une
o

application canonique &:Q » S et un diagramme obtenu avec les notations de (I, 3):
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X ¢

0 QA___,ﬁz(E,j,V)

n

Nl
[

— S(T)

én

&' est la bijection déduite de &' par projection suivant & et 7). Compte tenu de la dé-
finition (I, 3, 3), de l'identification de Q et Q , au moyen de y, il est légitime d'appe-
ler 6( X ) la torsion de 1'élément de connexion affine défini par X € 0, Comme £ est sur-

jective, la proposition (I, 3,4) entraine trivialement :

PrROPOSITION III, 2, 2.

1] existe des connexions affines & torsion donnée.

Soit ) un sous- groupoide différentiable de II(V). Qi opére sur Q( ), a I'ins-
tar de Hi(V) sur Q; on a une variété quotient S(Q)= Q(Q)/Q‘Z) et une application
canonique 6: Q(Q)- S(Q). L'injection i : Q- II(V) induit I'injection 7 : Q(Q) - Q,
laquelle se projette en une injection 7': S({1) > S. Le diagramme précédent est prolon -

gé en :

Q) 0,

! 0 £
X X
0(9Q) __;__, 0 ___é_,___qﬁz(z,fr, V)
6 6 n
S(‘KLI) TS ST

D'apres la définition (I, 3, 3) il est alors légitime d'appeler 8( X) la torsion de 1'élément
de - connexion affine défini par X € Q( (). Compte tenu du corollaire (I, 3,4) et de
II(3,v)=Q dans le cas ot ® = QA' E =3, la proposition (IIl, 2, 2) peut alors &tre

trivialement précisée par la suivante.
PROPOSITION III, 2, 3.

Soit Q un sous - groupoide différentiable de II(V ).

a) Si Qi est réduit 3 I'ensemble de ses unités, alors une ()- connexion affine est
déterminée par sa torsion.

b) Si pour tout X Eﬁﬁ(V) il existe Z EHi(V) tel que X Z appartienne a ﬁz

alors il existe des ()- connexions affines dont la torsion soit donnée & priori.
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3.Champs géodésiques .

afin d'obtenir la notion de champ géodésique d'une connexion affine généralisée. Il s'agi-
-ra pour chaque k, I<k<n, d'un champ de k- vitesses du 2° ordre induisant sur chaque

Il importe d'indiquer des champs verticaux du 2€ ordre sur J , invariants par II
espace affine tangent le feuilletage du 2€ ordre [ 6] formé par les sous- variétés linéaites
affines de dimension k. Toutefois, il est nécessaire d'écrire explicitement les applica-

[+ y étant la source de f4

- tions définissant ces champs verticaux. Soit 7' : Tk(j') >J la projection naturelle;
pour tout ?xETk(fr') tel que 7'(A) =%, o x €V, le jet jI2 ojo(;\) ET (T (T )

T TT)>T T ) a:

est bien défini; j HA »II(J") fait correspondre ]'y.(,") a
5' T2
artient & u(T7% (T7)). ot

e désigne le prolongement de la composition ordinaire : [[(J")

J(I(3r)

X
u: Ti( V)T, (T ,( V) ) estl'injection naturelle définie dans (II,1). On désignera sou-
j 1 s

-vent un élément de Li p Par un couple (a',a’'’); a’ représente le systéme(’ai:)i

=1,.p
= .n

T (T, R*) > J(T ((F"),R*); jT Nej_(A) app

J
représente le systéme (alx:k)i k=1 pdes
j=1,.n

rr

des composantes canoniques premiéres; a
composantes canoniques secondes| 10]. On notera (a, 0) le jet dont les composantes se-

-condes sont nulles.

PrRopPosSITION IIT,3,1.

A chaque k, 1<k<n, correspond un champ vertical de k-vitesses du 2°€ ordre

Ay Tk(ff") - -'1_“‘2(3') invariant par HA et satisfaisant aux conditions suivantes :

a)SiT'(N)=%, ona u(A,(N)=;\ej (N,

b)A p est holonome

c ) Pour tout }\ETk(‘.,T') eta€l, ona :Ak(>\a)=/\k()\)(a,0).

a) Soit ’}‘k(ﬁ") la sous- variété de Tk(ir') formée des A tels que T'(A) soit
de la forme #. Un champ de k- vitesses vertical du 2€ ordre sur J est une section de

e -T_i(f‘-') - Tk(fr'). Puisque II( V) opére transitivement sur T, (J'), toute section
de 71'' au-dessus de ’f’ k(ff'), invariante par I(v) se prolonge en un champ de k- vites-

-ses vertical du 2% ordre, invariant par HA' I1 s'agit donc de vérifier que l'application de

%k(j') dans ?i(ﬁr') qui & A fait correspondre u'I(j—l_'Kojo(X)) est invariante par
[I(v). Soient X €ll(V),x=a(X), NeT (T ,, %), il faut démontrer :
i(u'l(ﬁ:XOjo(X))) = u'l(jI_'XKOjo(}K)); X désigne , suivant le contexte,

(1)

un jet dul®f ou du 2€ ordre de X .-?a(x)» f‘TB(X)' On a
X(T (2))=Ty (Xz); ot z,2' €T et T(z)=7T(z')=a(X). Soit A,
le jet en t de la translation dans R* amenant ¢ en 0, soit A= jo(t=>z(t)) une repré-

(2)
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-sentation de A. On en dérive des représentations pour chaque membre de (1) :

3 }_(u”’(ﬁq}\ojo(;\))):io(t»FZU)KAI):;'OU—»jt(t'ex(rzmz(t'-‘t)‘)).
—_— ~ _—

(4) u iU XNej (XN))=j (t> D xgyXMAJ=i (1=t >Tyx  ( fXz(t'=1)))).
On voit que (1) est la conséquence de (2) en comparant (3) et (4).

b) Un isomorPhisme de 1'espace vectoriel J, sur l'espace vectoriel R” trans-
-forme Ay : T, ;(gx)e?z ,i(gk) en l'application A% :L, ; - Z: p ia A fait
correspondre (A,0). Ceci signifie que Ak est holonome car le sous-espace L: k de
L: Lk est caractérisé par le fait que ses composantes canoniques secondes sont symétri-
-ques par rapport aux indices inférieurs [ 10,b].

c) 1l découle trivialement de b) que l'on a : Ak(Ka)= Ak(K)(a,O) lorsque
AE ’}‘(3" ); par translation 1'égalité vaut pour tout A,

Il résulte de c) que A, est compatible avec les relations d'équivalence définis-
-sant les quotients Tk, C(j" ), T,z C(f]" ) de Tk(S" ), Tf (I, A, induit par passage:
au quotient Ak, Ty, c(‘j- ) > Ti :c(ff' ), ¢'est-a-dire un k-champ vertical du 2€ ordre
holonome et invariant par HA‘ Quand il sera question d'éléments géodésiques d'une
connexion affine ce sera en référence aux données A, Ak, o qu'on vient de construire.
Soient X €0, A€ Ty(V), q(X)=11( A); on a le jet bien défini : FX)\ojo( X)GTk(Tk(V)),
ot T est l'inversion dans II(V) et e le prolongement de la composition ordinaire :
(VIS TR(V)»Ty(V) a: ](H(V):(, Tk(V),Ek)aj(Tk(V),Rk); on constate que
ce jet appartient d'ailleurs & la sous-variété u(Ti (V)). Conformément a la convention
découlant de la proposition (I, 1,2) on identifie Q4 et Q, Q4 4 etla sous-variété
Q) de Ox T (V) formée des (X, A\) tels que g( X )= 7(A); on identifie de méme Qp & c
avec une sous-variété 0, e de OxT, , J{ V). La définition (II, 3, 2) induit pour chaque k
des applications A, : Qké?f(V) et Ak, e, C—»?: Le(V).

PrRoOPoOSITION III,3,2.

@) Ay:Qp~T2(V) fait correspondre u™(TXN®j (X)) a (X, N).
b) Ap(X,Na)=Ag(X,N)(a,0) pour tout (X,N)€Q, et tout a€L,.
c)Ona:

P 14

Qk,c Ak > T:,c(V)

» €

o ¢ est formée de l'identité sur Q et de l'application canonique de T (V) sur son
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quotient Tk V) Y est I'application canonique de -’1—”15 (V) sur son quotient.

a) Compte tenu de la définition (II, 3,2) et de la proposition (II, 3,1), il s'agit
de vérifier :

-1, = AN -1,07 . N

(D E(X)(u (’7'X>\.]o(>\)))=u (lrzxKOIO(Ex)\))
ot x =7T(A)=¢g(X). On a obtenu dans la proposition (III,2,1) :
(2) E&X)=iTS, ejX ®j (%)
En vertu d'une identité qui a déja servi dans la proposition (I1,3,3), on a:
(3) E(X)(u™H(TXN) .io(;\))= u-l(f(X)K‘(FXK‘iO(K)))

ol le premier @ du second membre désigne le prolongement de la composition ordinaire
(T V¥ To(V) > T (T a (T VIFTR(V), RY > J(TT"), R*). (2) entraine
alors :

(4 E(X)h=TTS NeTXN oS\

A cause de (3) et (4), la démonstration de (1) revient donc a vérifier :

(s) X eSheTxNej ()= ,-O(z'x\x)

Or les propriétés de la soudure 3, énoncées dans la proposition (III, 1,1) entrainent :

TX®j (5)eTX=j_(3,); et ceci implique (5).

b) Désignons momentanément par A}, et A}, _ les applications de la proposition
(II1,3,1) définissant les champs verticaux du 2€ ordre dans 9.0na par définition :
A',e(2x>\)= f(X)Ak(X, A\) pour (X, A\) €Q, et x=q(X) = 71( A). La relation A'k(zxka) =
=A% (2, AN)(a,0) démontrée dans la proposition (II1,3,1,c) entraine par composition
avec £(X)™t Ap(X, ha)=Ay(X,N)(a,0).

c) L'élément X €Q détermine le diagramme :

3 A; )T
Te(V.x) %, T(J %) %, Ti(ffx,a?)_g(_)._,T:(V,x)

~

A )
T dV.x) %, T, (5. %) _ﬁ_C,Tg‘c(fx,f)_f__,Ti,c(V,x)

ol x=¢g(X) et Zx, £(X)! sont les applications obtenues par la composition & gauche
avec X _, &(X)7t; les fléches verticales sont des applications canoniques sur des va-

-riétés quotients, La troisiéme partie de 1'énoncé est alors démontrée car on a par hypo-

-thése :
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A (X, M) = E(X)TA (S, N), pour NeT (V. x)etAy (X, M)=&x)TAL (S N),
pour A€ T, (V,x).

On sait depuis longtemps qu'il existe des connexions affines généralisées, dont

le champ géodésique est donné a priori [ 5]. C'est un cas particulier du corollaire(1I, 3, 3)

appliqué aux connexions affines :
PROPOSITION III,3,3.

Soient () un sous - groupoide différentiable de I1(V ), E un champ du 2¢ ordrede
k-vitesses (de k-éléments de contact) sur V. Si () opére transitivement sur T, (V)
(sur T k C( V)), il existe une ()-connexion de k- éléments (de k- éléments de contact)

dont le champ géodésique soit & .

C'est une conséquence immédiate du corollaire (II,3,3); parce que l'on a
II(3,v)=Q dans lecas ot E=9,® = QA , comme cela a été remarqué en démontrant

la proposition (III, 2, 1). Cet énoncé peut &tre précisé grace a la proposition (II,3,5):

PROPOSITION III, 3, 4.

Soit ) un sous - groupoide différentiable de 11( V).

a) Soit 5 un champ holonome du 2€ ordre de k-vitesses (de k-éléments de contact )
sur V. Supposons que {1 opére transitivement sur T (V) (sur Tk, C(V)), que pour
tout M\ de T (V) (de Tk' (V) Qg',n()\) opére transitivement sur Ti(V,)\)
( sur Tz. SV, N)); on suppose enfin que la restriction a f—)g de I'application canonique
ﬁi( V)- ﬁﬁ( V)/H i( v) est surjective : il existe alors une {1- connexion affine holono-
-me de k-vitesses (de k - éléments de contact) dont le champ géodésique est E,.

b) Soient = un champ de vecteurs ( de droites de contact) du 2€ ordre, ® une section de
§1(Q) au-dessus de T(V)(de S, Q) au-dessus de T (V). Supposons réalisées
les deux premiéres conditions de a). Il existe alors une ()- connexion affine de vecteurs

( de droites de contact) dont la torsion est ® et le champ géodésique =

j=

Ces énoncés sont la conséquenc.e immédiate de la proposition (II,3,5); en effet
les champs verticaux sur J sont holonomes d'aprés la proposition (III,3,1); d'autre

part 'on a Q=I1(2, V) dans le cas présenton E=J, ®=0Q,.

COROLLAIRE IIT, 3,4.

a)Soit 5 unchamp bolonome de k- vitesses (de k- éléments de contact) sur V, il
existe une connexion affine holonome de k-vitesses (de k- éléments de contact) dont le

champ géodésique est .
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b) Scient T un champ de vecteurs (de droites de contact) du 2€ ordre sur V,
A un champ généralisé d'éléments de torsion. 1l existe des connexions affinesde vecteurs

(de droites de contact) dont la torsion est ® et le champ géodésique Z .

a) La premiére et la troisiéme hypothése de la proposition (III, 3,4, a)sont satis-
-faites trivialement. Il s'agit de vérifier la deuxiéme; c'est-a-dire que Ls o, Opére transi-

. 2 N 2 S ' S .72
-tivement sur L= ( A), od A€L, & est fixe; ou encore que I'application A : L o

L2 K A) qui a X fait correspondre XA est surjective avec A€L2 k(}\)- on peut

supposer A= ( 81 ) k et A=(A,0). Soient M le sous-espace vectonel de R"

1.
1.

_ i
={x jl} iil=1,. , formé des systemes symétriques par rapport aux indices inférieurs,

N le sous- espace analogue de R nk? ={x bj} i=1,..n - Au moyen du raisonnement du
h,j=1,..k

lemme (I,3,1) on voit que A : L i' o L ﬁ' k(?\) s'identifie & la projection de M sur

N quia {x;;j}i,b,j=1,..n fait correspondre {x;]} .Si he Tk'C(V,x), il

i=1, n

bh,j=1,..k
est vrai a fortiori que HO x(V) opére transitivement sur Ti C(V, A); en effet si

N o€ T ,(V) est un représentant de A ,on a une application surjective : Ti( V,N)-»
- Ti' AV, A\) compatible avec les opérateurs de Hﬁ. (V).

- b) Compte tenu de a), il suffit de vérifier que tout champ généralisé d 'éléments
de torsion prend ses valeurs dans S(II(V)); or on a vu dans la proposition (III,2,2) :

S(I(v))=5s(T).

4 . Connexions compatibles avec une G - structure.

Soit G un sous- groupe fermé de E' . G opere sur H"( V) par composition des
jets; les classes de la relation d'équivalence ainsi définie forment un feuilletage régulier;
on a donc une variété quotient }( ( V)/G et une application canonique de rang maximum
n: }( v)-H*( V)/G [ 13].Convenons d'écrire désormais 117, K ’, etc au lieu de ),
H™(v), etc. 7m: H"> v induit une applicatiom de rang maximum de '/G sur V, qui se-

-ra encore désignée par 77, s'il n'y a pas risque de confusion.
DEFINITION III ,4,1.
Une G - structure d'ordre r est une section de 1 : K '/G »>visl.

Le lemme suivant permet d'énoncer rigoureusement quelques préliminaires.

LEMME IIT,4,1.

Soient R la relation d'équivalence définie sur V par un feuilletage régulier, Wune
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sous - variété propre de V, saturée par R. L'application i : W/R > V/R induite par l'in-

-jection canonique de W dans V est un difféomorphisme sur une variété propre de V /,

W est fermée ou ouverte; donc i est un homéomorphisme sur un sous- espace de
V/R[ 3,a]; i est réguliére en vertu des remarquesgénérales sur les variétés quotients [ 13].
7 opére comme groupoide d'opérateurs sur Hr, voyons que ce groupoide opére
aussi sur K ’/G' Soient Il '6 K '/G la sous- variété de 117 x K '/G_foml_ee des(X,Y)
tels que a( X)=7(Y),I I'identité sur II7, L'application @: H’X Hro Hrx H7 qui a
(X,Y)_fait correspondre (Y,XY) induit I apphcauon surjective de rang maximum ¢’
er }('/I x G~ K'X_H v/ Hrx H'/G « G est difféomorphe a H /Gx}( /Get
7« }(r/lx G 2 7« }('/G. En vertu du lemme (111, 4, 1), ﬁ':; }(’/G correspond par
ce difféomorphisme 2 une sous- variété de 117 x X r/l « ¢ difféomorphe & i i X '/l < G-
Il en résulte que @' s'identifie & une application surjective de rang maximum @'':
: ﬁ"l} K ’/G > K '/G x K '_/G dont la deuxiéme composante fait de 117 un groupoide
d'opérateurs transitif sur K '/G. Le groupoide d'isotropie I G Par rapport a une section
o:v-H f/G est un sous- groupoide différentiable de ﬁ', comme on l'a vu incidemment
dans le contexte plus général de (I,2). On appellera I

: ¢ le growpoide distingué de la
G - structure , 11

¢ opére transitivement sur la variété des repéres distingués, c'est-a-dire
I'image réciproque }(G de o(Vv) par m: {7~ }('/G.[S].

Comme il ne s'agit pas de faire ici une théorie autonome des G - structures, on
suppose désormais que G est un sous- groupe fermé de Lie; les remarques qui suivent

ont toutefois une portée plus générale. G définit un sous- groupoide différentiable trivial

[l de II(R™) a groupe structural G; G'= 2”](H* R™) estun sous-groupe fermé de

L 2 Soitdans ](3{ V) la sous- variété ](}{ V) des X te1<que7TX = ]a(X)’ ](}(/G, V)

demgne la sous-variété analogue de ](}(/G, V). On a la bijection v : J(}{, V)~ K2

qui 4 X fait correspondre X/5(X)®A; A€]?(R") est défini par A=j (t->j,(t" -

>(t'—t))); e désigne le prolongement de la composition ordinaire des jets (II(V, R");n

(R -TI(v,R™) a: J(I(v, Rn)an(R”),R")-» (Il(v,R™),R™). L'application
L Xall(R J

n:H- H/G se prolonge en 7: ](“, V)- ](}(.,/G, V), d'autre part on a une applica-

T . - .
-tion canonique 7)' cH2 L H2y G's v est compatible avec 7 et M)' et se projette en un

difféomorphisme v’ ](]{/ V)~ H2/ G- H opére sur {2 et commute avec G'; ﬁs
opére donc sur K2/ G' et définit la variéte P =(H%/ ')/ 2 ainsi que l'application
canonique (: 12/ G'> PG . L'image de H? par Lo 7' est uneosous-vanete P_. de P

Une G-structure o: V - X/ G définit la Gstructure du 2€ ordre o' : v » J(2 / G quia x
fait correspondre v'(j, (0)); 0" est le prolongement de o[ 8]. L'élément {(0'(x)) € P G
peut étre appelé le tenseur de structure en x de la G-structure O; si le tenseur de struc-

-ture prend ses valeurs dans P on peut dire qu'il est nul [8].
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DEFINITION IIT, 4 , 2.

Un repére distingué du 2% ordre d'une G-structure est un repére distingué de son
prolongement.
La variété des repéres distingués du 2€ ordre d'une G-structure est l'image par
: 2 caes T =2 _T2
v ](}(, V)- H2 de la sous-variété ](}{G, V). Le groupe G =»Ln'o(‘](H’E,R”) est

3 . .
le sous-ensemble de L, x R” formé des systémes (( 8;)1.,]. =1...n5 (ai.k)), ol pour

. k=L
k fixé (aé,k)i,;‘ = 7 ... appartient & l'algébre de Lie § de G; ceci découle de la défi-
-nition de [I%.. G? s'identifie donc comme groupe A l'espace vectoriel g”; GQ=L3 N

-2 . Iy . n , i .
M G* s'identifie au sous-espace vectoriel g formé des (ajk) iik=1...n symétriques
par rapport aux indices inférieurs. Il est utile de préciser le lemme (I, 3, 1) par la remar-

-que suivante.

REMARQUE III, 4, 1.

L'isomorphisme de groupe I; : ﬁg,x - E;O déterminé par un repére distingué du
2¢ ordre H applique (HG)i,o sur G2 et (HG)E'O sur G2.

En effet Hé coincide avec le groupoide distingué HG' défini par le prolongement
de la G-structure. Si H el ,Z €ll? , alors H™'ZHeG"; 1'énoncé est alors évident
puisque G2 est lenoyau de 8:G' > G et I'NI applique Hf’o sur Lfl'o en conséquence
de la remarque (I,3,1).

s o7

Il résulte de cet énoncé que (ﬁG )5'0 s'identifie & g7, et (Hé)x’o agi au

moyen d'un repére distingué du 2€ ordre en x.

DEFINITION IIT, 4, 3.

Un élément de connexion affine compatible avec une G-structure est un élémentde
HG' connexion [ 2].

On adapte trivialement une série de propositions des paragraphes précédents au
cas des connexions compatibles avec une G-structure, grace a la remarque précédente.

Tout d'abord la proposition (IIl, 2, 3) entraine le résultat connu[ 2] :

PROPOSITION III, 4, 1.

Soit V munie d'une G-structure.

a) La condition nécessaire et szlﬁisan{e pour qu'un élément de connexion compa-
-tible avec la G-structure soit déterminé par sa torsion est que le groupe G ? soit réduit
a l'élément unité.

b) Si la restriction 3 G2 de I'application canonique E: 0 E; o/ 12 estsur
’ ’ n,o

-jective, alors il existe des connexions affines compatibles avec la G-structure et dont la

torsion est donnée a priori.



SUR LES CONNEXIONS D'ELEMENTS DE CONTACT 41

On déduit de la proposition (III, 3,3):

propPoOSITION IIT 4, 2.

a) Si L, i estun espace bomogéne de G, alors il existe des connexions affines
de k-vitesses compatibles avec une G-structure et dont le champ géodésique est un champ
de k-vitesses du 2€ ordre donné a priori.

b) Si la grasmannienne M, , est un espace bhomogéne de G, alors il existe des
connexions affines de k-éléments de contact compatibles avec une G-structure et dont le
champ géodésique est un k-champ donné a priori.

Il s'agit de remarquer que si G opére transitivement sur Ln,k (sur Mn,k) alors
HG opére transitivement sur T, (sur Tk,c) . Ceci est évident car un repére distingué en
x de la G-structure transforme 1'action de G sur Lo (sur Mn,k) en l'action de (HG)x
sur Tk’x (sur Thc.x)-

Soient par exemple V un espace de Riemann, = un champ du 2% ordre de k-élé-
-ments de contact sur V. Il existe une connexion riemannienne de k- éléments de contact
dont le champ géodésique soit = ; en effet pour tout k, I<k<n, M n,k EStUD  espace homogene de
O(n). La remarque (III, 4, 1) permet enfin d'exprimer sous une forme trés pratique les
hypothéses de la proposition (III, 3,4), dans le cas des connexions compatibles avec

2 .
une G- structure. Soit N, le sous- espace vectoriel de R k" formé des (x;)j)

i=1,...n

bj=1,...k
symétriques par rapport aux indices inferieurs;Soit [ : gT->N U application induite par

3 2 .
. . k .« o ; .

la projection de R” sur R™® quia (x ;’].) b.i,j=1,...n fait correspondre (%*h)i=1,..n"
” bh,j=1,..k

Désignons par N} le sous-espace de R("-%)%" formé des systémes (%37 i=1,...n- kk

B j=T, ...

symétriques par rapport aux indices inférieurs; soit /', larestriction & g’ de la projec-

. 3 - 2 . 3
-tion de R™ sur R(7-%)k qu1é.(x}:].)i'h'l.:

1
1 ..p fait correspondre (y bj) i=1,.n-k

xx

] . bj=1,....k
3 Pkt , ’
oty pi= Xy

PROPOSITION III,4,3.

Soit V munie d'une G -structure.
a) Supposons queG ipére f:ansitivement suan' k( resp. M n, &), que lk : SZ*Nk
(resp. Z;e : gz >Njlet 9: G 25 L 5 o/L 2 soient surjectives. Il existe alors une
’ n,o .
connexion aV/ine bolonome de k-vitesses (de k-éléments de contact), compatible avec
la G- structure et dont le champ géodésique soit un champ holonome de k-vitesses

(resp. k-éléments de contact) donné a priori.

b) Soient Z un champ du 2¢ ordre de vecteurs ( resp. droites de contact) ® une



42 VER EECKE

section de S I(H ) au-dessus de T (resp. S ; ) C(H G) au-dessus de T _). Supposons
réalisées les deux premiéres conditions de a). Il existe alors des connexions affines de
vecteurs ( de droites de contact) compatibles avec la G - structure dont la torsion soit 9,

et le champ géodésique &

Il résulte des propositions précédentes que la premiére et la troisiéme condition

N

sont équivalentes a celles qui leur correspondent dans la proposition (1II, 3, 4, a). Il res-
-te A vérifier que si I, : g7 >N , €st surjective, alors (11 c) j x opére transitivement
sur TZ(N) ot AT ,,x=7(N). Soit H un repére distingué du 2 ordre en x; puisque
G opére transitivement sur L ., on peut supposer que le repére du 1€ ordre défini par

H transforme Aen 8= ( 8{) j=1 & - Envertude laremarque (III,4,2), H transforme
j=1,...n

I'action de (HG)E L x Sur T:(K) en l'action de G 2 sur L'f, &'( 8). Désignons parA
I'élément (5,0) € Lﬁ &l 8). Il s'agit de voir que l'application A : G 2 » Ls 5( %) qui

a4 X fait correspondre XA est surjective. Or cette application s'identifie 2 Ly 8%-N,

N

4 cause du choix de A. Il s'agit ausside vérifier que (II é) o, x  OPére transitivement

sur T} , (M), ou x=T(N), \€ Ty orSily: g%~ N} est surjective. Puisque G opé-
-re transitivement sur M n k il existe un repére distingué du 2€ ordre H en x, tel que le
repére du 1€ ordre associé transforme A en I'élément & de M, , admettant pour repré-
-sentant o. Soit A* € Tlf ) R 7 &%) 1'élément de contact défi’ni par A. En vertu de la
remarque (III,4,1), il s'agit de vérifier que 1'application A c G2 T,i(R ”,8%) quia
X fait correspondre X A* est surjective. Or on a :

~

A
G2 , L2 (%)

—> n,k

~

A* yel

Ti (R™,8%)

s C

olt p est l'application canonique sur le quotient défini par l'action de L f o- Soit P, le

sous - espace vectoriel de N & formé des (x;;].) i=1 n tels que i >k entraine x ;;].=O.
bh,j=1,...%
Si I'on identifie L 3 & 8)anN i la relation d'équivalence définie par l'action de

L : o correspond a celle qui détermine P ,; p s'identifie a l'application canonique de
N, sur Nle/P . Puisque N k/P . s'identifie a N, il en résulte que &*: pPo & s'iden-
-tifie a4 I'application surjective [} : g Z » N . La deuxiéme partie de I'énoncé découle
trivialement de ce qui précéde et de la proposition (III,3,4,b).

Si V est munie,par exemple, d'une SL - structure, c'est-a-dire d'un champd'é-
-léments de volume, il existe des connexions de vecteurs, compatibles avec la structure

dont la torsion et le champ géodésique sont arbitraires .
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5. Connexions projectives.

Soit P la sous- variété image réciproque de V'=V x{©o} par I'application

ﬂ.'TC(VxR)—»VxR.

DEFINITION III,5,1.

P est I'espace fibré projectif tangent a V.

La restriction de 7: T (VX R)~»> V x R et l'identification de'V et V' définis-
sent une projection de P sur V qu'on désigne encore par 7. T(V x R, V') est la réu-
nion disjointe de J x TO(R) etde T x {8}, ot 6 désigne 1'élément trivial de T o(R).
L'application canonique ¢: T(Vx R)-» T _(V x R) fournit par restriction une applica-
tion de rang maximum de T(V xR,V’') sur P. Soient P , = o T x T,(R)), P, =

=9 Tx{é}). P, est ouvert et disjoint de P; la sous-variété fermée Pl,difféomorphe
& T, peut étre appelée la variété des points projectifs 4 I'infini; quand on aura montré
que la variété P, des points projectifs " a distance finie" s'identifie canoniquement 2
J, on pourra dire que le fibré projectif tangent est obtenu en complétant lé fibré affine
tangent par la famille P, des hyperplans a I infini[ 4]. 4
Les éléments de II = II( V) correspondent aux applications linéaires biunivoques
entre fibres de J . L'ensemble des homothéties sur les espaces vectoriels tangents a V
est une sous-variété de 1, difféomorphe & V x R*; R* opére sur II : le composé de a €R*
et de X €Il est X®(a,x) = f")(a.y)X ot x=0a(X),y=p8(X) et o ®(a,x) est [*homo-
thétie d'amplitude a sur ffx. L'action de R* définit la variété quotient H/R* et l'appli-
cation canonique o:[I-1l/ R*- (a,B) : 1>V xV se projette en une application de
rang maximum (a',B'): I/ g*= VxV, en vertu de théorémes généraux sur les variétés
quotients [ 13]. Le sous-espace II/ p« ;;H/ r* de II/ pxx I/ px formé des (Y, X)
tels que a'(Y) =/3'(X) est donc une sous-variété. L'application Y : H{‘, IT 5 11 defi-
nissant la loi de composition des jets, se projette en ' : 1511/ ps  px> 11/ pa; cela
a un sens car [l 1] est saturé pour la relation définie par R*x R* sur [IxIl. On a un
difféomorphisme canonique H/R*x 11/ R*~ IxI1/ px x R* qui, en vertu du lemme
(11,4, 1) applique I1/ px3$T1/ p# sur une sous-variété difféomorphe & 15 T1/ pa  pas
Il en résulte que ' s'identifie & une application " : I/ Ry L/ g1/ pesy ™, at,
B' munissent I1/ R* d'une structure de groupoide différentiable sur V. Il en résulte que
le sous-groupoide HP de II(VxR)/ R* formé des éléments ayant leur source et leur but
dans V' est un groupoide différentiable sur V. Ceci découle du lemme (I,1,1) car HP
est 'image réciproque de V'x V' par I'application surjective de rang maximum (a', 8"):

:II(VxR)/ g* » (VXR)X (VxR). On peut appeler HP le groupoide projectif de V;on

désignera encore par (a,f3) les projections source et but sur V,
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Soit J* I'espace des covecteurs et 77: J* V la projection associée. Avec la
convention J(V )= ], on désigne par | 6 fri(, J* la sous-variété de Jx J x T* formée
des(X,Y,Z) tels que (Y)=(X),T(Z)=a X); soit J* la sous-variété de J( VxR)
formée des éléments ayant leur source et leur but dans V'; posons pour tout x €V : [, =
=j,(t>(x,t)) dans T _.(VxR), ot x'=(x,0); soit enfin [ : V> VxR l'application
qui 2 x fait correspondre x’. On a un difféomorphisme naturel u:J*> 73T Y 3'*5, I (R);
si on caractérise un élément de J(VxR) par les deux composantes de son représentant
dans J(V,VxR)x J(R,VxR), alors u(X,Y) estle systéme : (ij(l), X1,.,Yj[(0),
YI,), ot x'=a(X)=afY).Soit u': 114 > ] {(, 3'6 g x jO(R) I'injection qui a ( X,A\)
fait correspondre (X, A, £*, ¢ ), od £* est le covecteur trivial en x = a( X) et e le vec-

teur unitaire de TO(R), Désignons par II* la sous-variété de II( VxR) dont les élé-
ments ont leur source et leur but dans V', il résulte de la définition de HP que l'on a
un foncteur O:I*5 11, Soit & :11, -1, 1'application composée po u"ou'; le foncteur
O aun sens car "' oy’ prend ses valeurs dans la sous-variété ouverte I* de J*; O est
un isomorphisme de HA sur un sous-groupoide différentiable H'A de H'P.L'application
¢: T(VXRV')~> P induit v:J > P qui a A fait correspondre @(A,e); v est undif-
-féomorphisme de J sur P 4. On peut maintenant affirmer que le fibré projectif tangent

est le complété du fibré affine tangent dans un sens trés précis [ 4,7].
PROPOSITION III,5,1.

a) HP opere transitivement sur P.
b) H'A est le sous-groupoide de HP qui laisse P, et P, invariants.
c) v:J > P est covariante par rapport a O : I,-1p.

Le sous-ensemble HP{(' P de pr P formé des (X, Y) tels que a( X)=7(Y)
est une sous-variété. Il s'agit de définir une application de HP;; P dans P qui fassede
HP un groupoide d'opérateurs transitif sur P[ 12]. Soit i : II( VxR)v>; RT(VxR)>
- Tc( VxR)x TC(V x R) l'application qui a (X, Y) fait correspondre (Y, XY) et
soit TI(Vx R)/px S gT (VxR) la sous-variété de II(V x R)/gsx T .(VxR)
formée des (X, Y) tels que a’(X)=7(Y). Désignons par [ 1'identité sur T (V x R);
 se projette en une application surjective de rang maximum :

Y TV R) S RT (VX R)/Ray [>T (VXR)xT (VxR).
Le lemme (111, 4, 1) entraine que II(V x R) 5 gT (V% R)/R*x | est canoniquement
difféomorphe a I1(V x R)/R* ViR Te(VxR); dob une application surjective derang
maximum: ' : [I(V x R)/R*V);RTC(VXR)" T (VxR)xT_(VxR). Lasous-
variété image réciproque pari’’ de P x P est précisément Il , 3 P on voit aisément

que la seconde composante de ¥*' : I pv P- PxP faitde Il , un groupoide d'opéra-
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-teurs sur P; ce groupolde est transitif car /'’ est surjective. On vérifie aisément les
énoncés b) et ¢) a partir de a) et des définitions précédentes.

Posons pour tout x €V : %! =v3 , od 3 est la soudure de J a V, définiedans
la proposition (TI,1,1). L'application X' : x > X' est une soudure de P a4 V compte
tenu de la proposition précédente. On peut alors, conformément & 1'idée d'Ehresmann[7],
développer une théorie des connexions projectives dans le cadre général des connexions

dans un espace fibré soudé a sa base. Posons donc dans I'esprit de la définition (I,2,1)

DEFINITION III,5, 2.

Un élément de connexion projective est un élément de connexion dans Il p» com-
- patible avec 3.'.

On désignera 1'ensemble des éléments de connexion projective par Q p ; une con-
-nexion projective est une section de.la projection naturelle g : Q p > V. On va montrer
qu'une connexion projective est caractérisée par les données d'une connexion affine et
d'un champ de covecteurs semi-holonomes du 2¢ ordre, triviaux au 1¢fordre. Posons
2:'=(2,.j,(€é)) dans J(T . (VxR),V), cette définition a un sens car T,(V xR)
contient jx x T (R); soit 0'"(x)= 5(2;’) =(%,e) et soit Q'(I*) le sous- ensemble
de Q(II*) formé des X satisfaisant a la condition supplémentaire : X @ (0'') = b3 L ou
x=g(X) et on e désigne le prolongement de: H*i} T(VxR,V')>T(VxR,V'"
a ](H*{(, T(VxR,V'),V)>]J(T(VxR,V'),V). On démontre que Q'(I*) est une
variété par le procédé de la proposition (I,2,1). Soit 9*2 la variété des covecteurs
semi-holonomes du 2¢ ordre [9,al; on a les projections naturelles & : F*2,T* et
7:9*2 , v, désignons par ff*;z la sous- variété image réciproque par & de { £}, v
Soit f(T*, V) la sous-variété de J(T*, V) formée des X tels que 77X = T a¢x ) €t dont
le but est trivial ; soit A =] oft>] t( t'>(t'-t))) dans fz(R 7). L'application A Tgi
> f2(R™, V) quia X fait correspondre le produit AX, au sens de la composition des
jets non holonomes [ 10], est un difféomorphisme sur J(J*, V). SoitQ , 3§ T*? la sous-
-variété de Q 4 x 3";2 formée des (X, Y) tels que g(X)=7(Y). On a établi ci- dessus
la bijection u : J¥» ] 3 T35 T*x T (R); soit Q la sous- variété de u(I1*) formée des
(X,Y,Z,U) tels que Z ell,U=-e; soit QI =u-1(Q). La restriction de p: I1*5 HP
a Q,; estun difféomorphisme sur un ouvert (1, de Il , contenant les unités. Désignons
par r la restriction a () de la projection naturelle de J 3 3_6 J*xJ (R) dans [ xT.
L'injection ' : Il , > J 3 3{; J*xJ ,(R) prend ses valeurs dans (). On a :

I, 1

l >
bt A
(D T Q /
N‘ lp' 77
3

2
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i est l'identité, & est le foncteur défini plus haut; 7) est déterminé par la bijection
p'= po ul, Lorsqu'on identifie HA 2 un sous- groupoide de II p tout fe Q2 se facto-

-rise canoniquement dans 1] p en f=f;0f,, enimposant f, =7(f).

PROPOSITION III,5,2.

a)b: HA "HP induit une injection 0. Qa~>0p.
b) Il existe une bijection w : Q p~9Q A\); 3:2 dont la premiere composante est la

restriction de ) : ](Q2,V)—>](HA,V).

a) La restriction de O : J(I 4, v)> (T, V) applique Q(II 4) dans Q(II p)puis-

que O est un foncteur. Il reste & voir que X ®j (o) =3  entraine 8x o (0')=2" o
X EQ(HA), x=gq(X), 0'=Bo2". Or on a par définition 2= ;Ex, donc 0" =vo0.
Puisque v : J » P est covariante par rapport 2 Oil en résulte par prolongement T{ X ®7,(0))=
-6Xe i,(9), c'est-a-dire T = 6x ®j (0'), ou encore X | = Bx o (o).
b) On établit des bijections y : Q' (II*) » QA{} 31";2 et x':Qp- Q'(I1*) et l'on
posera W=y oy'. Puisque 7: Qz - HA est compatible avec les projections source et
but et que Q2 est un voisinage ouvert des unités de Il p+Q p est contenu dans ](Qz'V)
et appliqué dans Q(II 4) par m: ](Q2 , V) ](HA , V). Lorsqu'on construit labijection
@ on vérifiera trivialement, grice au diagramme(1), que sa premiére composante est7).
Soit ' l'ouvert de ]6 3'6 gy jo(R) formé des (X, Y, Z,U) tels que X €Il posons
Qr=Tl*riwl(Qr). Q' estun voisinage ouvert de 1'espace des unités dans [1*. Il en
résulte que u : J(J*, V)- (] 6 fT{(, T*x T o( R), V) induit par restrictionuneinjection
w:Q(I®) s (U, V). J(Q,V) s'identifie a la variété J(IL, V) (T, v)F (T vix
X ](jo(R), V) formé des systémes (X, Y, Z,U) tels que BX = EY, aX =7 Z.Sion
caractérise un élément de Q (II*) par son correspondant naturel dans J(J(V,VxR),V) x
JC(J(R,VxR), V) et que l'on pose u = (u,,u,,uy, u,),on obtient : ;l(X, Y)=X @ jﬁ(l),
u,(X,Y)=Xe®j (1), us(X,Y)=Y &j2(1), u(X,Y)=Y @] (1), ot x'=a(X)=
a{Y) et o les o désignent des prolongements infinitésimaux appropriés des lois de
composition entre jets. On voit que 171 prend ses valeurs dans Q et ;3 dans la sous-
-variété que l'on a identifiée ci-dessus a 7‘;2 . La condition 2;::-(X, Y)ej (o") qui
caractérise un élément (X, Y) de la sous-variété Q'(I1*) de Q(II*) entraine que 172 s

u, sont constantes sur chaque fibre de Q' (I*). En effet (X,Y) ij(ye()'/‘,e)) =

(2,.7,(€)) et I,=(J,e) entalnent u,(X,Y)=2%,, u(X,Y)=j,(é). On a donc
I'application [: Q'(I*)> Q, qui a (X, Y) fait correspondre (u,(X,Y), 1-4-2(X, Y))
et par suite X : Q' (II*) » QA:,T‘;2 formée au moyen de [ et de 173. On vérifie aisé -
-ment que y est une bijection. La bijection p: O, » O, induit p: J(§y , V) » J(Q,,V).

Puisque (), est un voisina(ge des unités de Ilp, J(§1,,V) contient Qp. La condition
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u(Z)=j,.(€), od Z €Q'(II*),x=0(Z) entraine que J({),,V) contient Q'(I*). Si
'on démontre que p applique Q'(I1*) sur Q p» on prendra pour x' la restriction de pta
Q p. Puisque p est un foncteur il s'agit seulement de s'assurer que o et o1 conservent
les conditions de soudure . Vérifions cela pour p.J x{e} est par hypothése stable pour

I'action de Ql; la restriction de ¢: T(VxR,V')»P a I x{e} estun difféomorphisme
sur PA .On a:

Ql{}(ﬂ'x{e}) 4 ,  JIxiel
@, @
L/"
Q,% Py » Py

¢, est formé au moyen de O et de ¢; s et ' définissent la composition naturelle sur

des espaces de couples composables; les fléches verticales sont bijectives. Soient

X eQ'(I1*),x=-q(X),; on a successivement —J;(X, jx(O'"))= 2;’,¢, "Q (X, j (o)) =
= C—PZ o \Z'(/-?X, i,(0'))=2%",, ce qui montre que 0 X est un élément de connexion pro-
-jective.

Il résulte de cette proposition que sil'on plonge Q , dans Q [ par 0, alors T est
une projection de Q ,, sur Q ,, induisant par restriction l'identité sur Q 4. On a aussi :

12
Q A > Q P
\ w

Q4% Ti*

l'injection { fait correspondre 2 X le couple formé de X et du covecteur trivial en g( X ).
Un élément de connexion affine correspond 4 un élément de connexion projective particu-
lier, caractérisé par le fait que son covecteur associé est trivial . Une connexion projec-
tive X équivaut 4 la donnée d'un champ de covecteurs semi-holonomes du 2€ ordre, tri-

viaux au 1€Tordre, et de sa connexion affine associée 7o X.

6. Torsion et champs géodésiques des connexions projectives .

On a des applications & : QAaﬁ 2(3,9,v) et £ QP-»—[:{Z(E’,P, V )en ver-
tu de la proposition (I, 3,2). L'injection v:J » P et la relation 3’ = 03 induisent
une bijection canonique v*: I2(s,9,v)- I2¢(s',P,v). Soitll p le sous- groupoi-
de d'isotropie de Il , par rapport a la section 0’ : V » P et soit [I{ la sous- variété

* . - . =
de I1 p formée des éléments dont le but coincide avec la source; soit enfin 11 % la sous-



48 VER EECKE

variété de H'P formée des X tels que BX =jarx) €t tels que (X)) soit 'unité cor-
respondant 4 af X) . L'application 7: O, » [T, qu'on a définie dans le paragraphe pré-
cédent induit la factorisation 7*:(, - I, x Il qui a f fait correspondre (7(f),
N(f) o f), I, étant identifié & un sous-groupoide de IIp; m* induit une application
T Op~04 {; II3 en vertu de la proposition_(III, 5,2). Bien que cette présentation
concrétise le difféomorphisme @ : Q[ Q4 {‘, ir’;z, il faut remarquer que les éléments
de la forme M(f)" o f, o f€Q, ne sont pas particuliérement simples; on n'a pas intérét

a les caractériser. La torsion et les champs géodésiques d'éléments de contact d'une

connexion projective sont ceux de la connexion affine associée; ceci résultera de la pro-
position suivante.

PROPOSITION IIT,6,1.

- .
& :Qp-I%%, P, V) se décompose en : QPQ QAéﬁz(z,i, v)STzstp,v).

On a un foncteur €: H'P »I1 défini comme dans la proposition (I,2,2), par rapport a
la soudure % '. La proposition revient 4 montrer que l'application 1, : Qp > H?, déd:lite
deN"T)* posséde la propriété suivante : -é('r]l(X))= 75 ol X€Qp, x=q(X) eton ®: H;)-)
> II? est le prolongement naturel de €. Soit 7, :Q, > HP I'application qui a f fait

correspondre fo 1(f)7}; 7, se prolonge en ”772 :QPQJ(HP,V); on a pour X €Qp,

x=q(X): 57-72X='[3-7-7-2X=j;,/3(ﬁ2X)=;. Soit [ : pr,P-»H(P') I'application qui
4 un couple composable (f, z) fait correspondre j () et désignons par L le jet en

0'(x) de l'injection de P dans P. La proposition revient alors & vérifier pour tout
élément de connexion X en x la relation suivante dans 112 ( Px) :

(1) T, XE = iy

o I:J(P $Hp, P> J(II(P"), P,) est le prolongement de 1. Soit X = (y~[y);
on peut supposer f,, €{),; on a vuque fy €{), est caractérisé par un systéme (4,, )\y,
cy); >\y est un vecteur tangent en x, Ay un élément de II de source y de but x, c_ un:

covecteur en y. Si l'on identifie S-x a un ouvert de P_, alors 7),(f,) est une trans-

-formation projective de P, qui au voisinage de £ est définie en notations traditionnelles
par M, (f,): Aa(l+ c'y( A— ?\y))"l?\; c'y()\— )\y) est la valeur en }\-.?\y du covecteur
image de c, par AZ'; la condition de soudure implique PRESMEES )\y) . La démonstra-

tion de (1) revient alors a vérifier dans e (fo) :

(2) (N> f s (c"(R)(A=p)+ D)) =j%

Py

x
ot le covecteur c¢"(A) dépendant de A est déterminé par : c"()xy) = c‘y; cette définition

aunsenscar X =j (y- >\y) est un jet inversible; on remarque que ¢"(xX) est trivial.

On vérifie aisément ( 2) par le calcul des jets en se plagant dans R™ aumoyen d'une base
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de I

x° _
L'espace des éléments de torsion de Q , est un quotient S(P) de 22,9, v)
conformément & la définition (I, 3,1). La bijection v*: I1?(%, J,v)-1%(3", P, V)in-
duit une bijection canonique v**:S(J ) S(P). La proposition précédente entraine

alors :

0p 7 ) S(P)

(3) ,?7 U**
6

04 5 S(9)

ot O désigne les applications qui & un élément de connexion font correspondre sa torsion,

conformément & la définition (I,3,3). L'énoncé suivant a alors un sens trés précis.

COROLLAIRE III,6,1.

La torsion d'un élément de connexion projective est cellede I'élément de conne -

xion affine associé,

Il existe donc des connexions projectives dont la torsion ® soit donnée a priori.

En effet, en vertu de la proposition (III, 2,2) il existe une connexion affine X dont la
torsion soit ®, compte tenu de la bijection v**: S(P)- S(J ). X s'identifieaune conne-
xion projective dont la torsion est ® en vertu de la proposition (III,5,2) et de(3).0On
peut s'assurer que la torsion projective, qu'on vient de définir correspond bien a la notion.

que Cartan a élaborée au moyen des tenseurs projectifs [ 4].

Afin de faire une étude géodésique des connexions projectives, dans le cadre de

(11, 3), il faut définir des champs verticaux du 2€ ordre sur P, invariants par I p

proposITIiON III,6, 2.

1l existe pour chaque k,1<k<n, un champ vertical holonome du 2 € ordre de k -é-

léments de contact sur P, invariant par 1 p dont]la restriction a T soit le champ /\1e c

déduit de la proposition (IIl, 3,1).

La proposition (III,6, 1) implique que I p opére transitivement sur T k C(P'),'
si le champ de I'énoncé existe, il est donc unique. Soit T k C(ir’) la sous- variété de
T, C(g') formée des A tels que 7( A) soit de la forme £. Il s'agit simplement de véri-
fier que la restriction de A k. c a ’;‘ k. C(P') est invariante par le groupoide II P défini
plus haut. Or A, _ est déduit d'un champ de k- vitesses A, par passage au quotient,

comme on |'a précisé dans la proposition (III,3,1). Soient Ae T k( Gr,%) et /: Px > Py
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un élément de I1 p; il s'agit de vérifier que A k(f)\.) et A k()\) définissent le méme é1é-
ment de contact. Or H'P est contenudans (), qu'on a défini dans les préliminaires de
la proposition (III, 5, 2). Il en résulte que f se factorise en f=f, of,, ob f,=7(f) ap-
partient a HA' Puisque A, est invariant par rapport a HA , l'on est amené a vérifier
qu'il existe A E—Lji tel que A (n)A = ]—2Ak(/‘L)' ou U= f_1>\. Or on voit, comme dans
la proposition (III,6,1),que [, est une transformation projective de P y qui au voisina-
ge de y s'écrit de la maniére suivante dans S'y : /2(>\) =(c(N)+ 1)1\, ott ¢ est un
covecteur ; cette expression est plus simple que dans le cas général, évoqué dans la pro-
position (III,6,1),car un élément de H'P est caractérisé par le fait que son vecteur as-
socié est nul. En transportant le probléme dans R” au moyen d'une base de J y» oncons-

tate que la solution est donnée par :

A=((8]z:)i,j=<1,...k'('szzc('u“b)'Sic(p'i)b,i,yel,...k)’

ol (,,.. [, sontles vecteurs constituant la k- vitesse (L.

Remarquons qu'il n'y a pas de champs verticaux de k- vitesses, invariants parll p
et prolongeant les données A, de la proposition (III, 3,1). C'est pourquoi il n'est pas
interessant de faire une théorie géodésique des connexions projectives de k- vitesses, en
particulier de considérer les géodésiques paramétrées d'une connexion projective ponc-

tuelle. Si on rapporte !'étude géodésique des connexions projectives d'éléments de cone
tact aux champs du 2¢ ordre définis par la proposition précédente, alors celle- ci jointe

a la proposition (II1,6,1) et a la définition (11, 3,2) entraine :
PROPOSITION IIT,6,3.

Soit (X, N) un élément de connexion projective de k- éléments de contact; le k-

élément de contact géodésique de ( X, \) coincide avec celui de (ﬁ X, N).

Il en résulte que si un k-champ du 2% ordre E est le champ géodésique d'une con-
nexion projective de k-éléments de contact X, alors & est aussi le champ géodésique
de la connexion affine canoniquement associée & X par 7): Q p>Q,4 En particulier le
feuilletage du 2€ ordre formé par les géodésiques d'une connexion projective ponctuelle,
coincide avec celui de la connexion affine associée. Ceci éclaire le probléme ancien de
la recherche de connexions projectives normales [ 4,16,17], qui consiste & associer a
un k- champ du 2° ordre Z une connexion projective canonique de k- éléments de contact
dont le champ géodésique soit = . Or, si ce probléme était résoluble il existerait, d'aprés
la proposition précédente, une connexion affine canonique dont le champ géodésique soit

= . Cela n'est vrai que si l'on introduit une structure supplémentaire sur la variété, comme

on le montrera au chapitre suivant. Les auteurs qui ont cherché des connexions projecti-



SUR LES CONNEXIONS D'ELEMENTS DE CONTACT 51

ves normales exigeaient implicitement que la connexion affine associée fiit compatible a-
vec une structure unimodulaire; conformément a la proposition (III, 5, 2) le probléme se
ramenait alors & chercher des applications dans 3’:2’ déterminées par des conditions al-
gébriques sur la courbure projective, dont aucun auteur n'explique la signification géo-

métrique [ 4, 16].



CHAPITRE QUATRE

CONNEXIONS AFFINES NORMALES

Dans ce chapitre, il s'agira de géométriser des champs de vecteurs et de
droites de contact du 2€ ordre au moyen de connexions affines canoniques. On est amené

a introduire des objets géométriques du 2€ ordre, qui éclairent le sens intrinséque des

calculs de Douglas[ 5] .

1. Systemes quadratiques.

Soient E un champ de vecteurs du 2€ ordre en x € V, c'est-a-dire une sec-
tion de 77: Tf > T,, H un corepére en x semi-holonome du 2% ordre (on dira désormais
corepere du 2€ordre), H, le corepére du 1%Tordre défini par H. On déduit une appli-
cation T' : T~ L: 1 qui & A fait correspondre HE(A) =((H1}\)i =i ()\))i= L

»™H .n
Si pour le repére particulier H, chaque fonction E;-I est la restriction d'une forme qua-
dratique sur ffx (ou, par abus de langage,une forme quadratique sur T, ), cette propriété
est vraie pour tout autre corepére du 2% ordre H' en x. On a en effet: H'Z(A) =
rpy -1 = . =l -7 2 2 i 7 .
(H'H™)HZ(A); H'H €L’ a des coordonn?es ((z].)l:’]. =1 (zj,k)i,j,k.= 1,--71)’
au moyen du calcul des jets on obtient : E;,,( A) = z:S(Hl}\)r(H:L}\)S + z:E;_[(?\),
i=1,..n. Puisque A- ((Hl}\)i)i =1,..n €St linéaire, chaque fonction E;{. est une
forme quadratique. On peut alors poser :

DEFINITION IV, 1,1.

Un élément quadratique = en x est un champ de vecteurs du 2% ordre en x
q q
tel que, pour tout corepére du 2% ordre H en x, chaque coordonnée canonique seconde

de HE(N) € L: , Soit une forme quadratique en A.

Remarquons qu'un élément quadratique est un objet géométrique du 2€ ordre [ 12,c] . Soient

X Eﬁ;‘: x(W, V), X, = 8(X ), H un élément quadratique en x ,; on a:

i

T (V) — 5 TXV)
l X, l X
T, (W) — X T5(w)

~ ~

les bijections X, et X formées par composition & gauche avec X, et X transforment
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I'élément quadratique % en un élément quadratique EX‘ Dans le cas ot W = R” et on

N e - 2
X est un corepére du 2° ordre, Sy:L, > Ln détermine un systéme ( §lk)

»

i,7,k=1,,
symétrique par rapport aux indices inférieurs, tel que l'on ait: ,ﬂx (A =( }\’, f:sk")\s)i -
On dira que les rf;k sont les coordonnées canoniques de =, ou les composantes de =
par rapport a X,

Désignons par C('V ) ou simplement par C I'ensemble des éléments quadratiques
sur V et montrons que C est munie d'une structure de variété telle que toutes les appli-
cations dans lesquelles C interviendra dans la suite soient différentiables. Soient
p : C >V laprojection naturelle, @ un atlas de V, ¢ : U> R” une carte de {; ¢ déter-

mine en ch%q,ue x € U un corepere du 2€ ordre T 2(@); d'on la bijection ¢*:p Tu) >

o(U)X R qui & = fait correspondre I 2(°P)’ oi x=p(E). On voit que
{ o} engendre 1'atlas d'une structure dxfferennable sur C. Soient Z€eC, Z 6H2
pe@ s

p(Z)=a(Z)=x, l'application Z= : T - Tf qui & A fait correspondre Z ¥ (A) est un

N

champ de vecteurs du 2€ ordre en x, c'est méme un élément quadratique a cause de la

propriété d'invariance. En vue de la suite il est utile d'établir que Hg opere d'une
maniére simplement transitive sur chaque fibre de C. Soit CCC la sous-variété de

C X C formée des (T ,E') tels que p(E ) =p(E").

PROPOSITION IV, 1,1

a) ZE =5, 00 Z ll? B eC, entraine Z =jZ.
b) 1l existe une application ( : C{<, C- Hj telle que l'on ait [(Z',E)E =7’
pour tout (%2,3").

Posons C, = C_(R") et construisons une application { : C, xC -?L: o

et Ec :(;lk

satisfaisant a b). Soient & = ( fk Sij ), ik=1,

. ij b= n des éléments

de C,; il est évident que Q(.., ,_)__((S{)l] 1,..n’(>ik §zk Lik = 1. ,) véri-
fie § (E',Z)E =F". La propriété a) est évidente sur C, - On la transporte aisément a
=€ C, au moyen d'un corepére du 2% ordre H en x. En effet, soit Z Eﬂs o ZZ =%
dans C, est équivalent 2 (HZH”I)_qH = EH dans C_; HZH e an , en vertu de
la remarque (I,3,1) donc HZH™' et par suite Z sont des éléments unités. Soit
T2 X C C la sous-variété de H*2 x C x C formée des (H,=,5') tels que 77(H)=
P(-—r) = p(:‘ ). L'application C c Jx2x C C - Hs qui a (H,E',Z) fait corres-
pondre H"lél(E'FNEH)H vérifie C (H,., ,..,)"' =5'; il résulte de a) que @2 est
indépendante de H et induit une apphcauon {:C% C-1I2 satisfaisant a b).
Appelons systéme quadratique en x, une application de T dans C_; un systéme
quadratique sur V est une application de T dans C, compatible avec les projections

naturelles sur V.
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DEFINITION IV, 1,2,

Un systéme quadratique T, en x est singulier s'il vérifie les conditions suivantes.

a) & o ne dépend que de I'élément de contact défini par N\ € T, .

b) Dans ] * (T2,T,) on a identiquement en ?\eTx:ji(;L»E#(,u)):ji(,uea)\(,u-)).

Un systéme quadratique sur V singulier en chaque point est un systéme quadra-
tique singulier sur V. Un systéme quadratique singulier en un point conserve cette
propriété si on le transforme par un jet inversible semi-holonome du 2€ ordre. Cn aura
donc un critére utile pour reconnaitre au moyen d'un corepére du 2 ordre H en x si un
systéme quadratique = en x est singulier. En effet H et son corepére associé du

Ll

1%7 ordre H, introduisent une transformation de = en = y déterminée par :

Tx Cx
Ln, 1 - Cn
~H

L= inouli = . i ' ..
Si 7= est singulier alors = : (A )i=1,..n"(§;‘k(}\))i,]’,k= 1.7 I'est aussi; cela

signifie que les fonctions §]’k sont homogénes de degré 0 et vérifient :

37,
—— (M)A =0, ijk=1,..n; N€L,

3 Ak o

DEFINITION IV, 1,3,

Un champ de vecteurs du 2° ordre (en x) = est homogéne si on a pour a € L .
NET(NET, ) :E(Na)=E(N)(a,0).

Un champ de vecteurs du 2% ordre homogéne en un point conserve cette propriété
lorsqu'on le transforme au moyen d'un jet inversible du 2€ ordre semi-holonome. Cette
propriété d'invariance entraine le critére suivant : soient = un champ de vecteurs du 2€

ordre en x, H un corepére du 2% ordre en x; = est homogéne si et seulement si les
composantes secondes E;-I du transformé EH : L 1> Ls , sont des fonctions homo-
, .

génes de degré 2 en (}x')i= 1 ..p- 1l en résulte qu'un élément quadratique en x est un

champ de vecteurs du 2° ordre homogéne en ce point. Un cham p quadratique, c'est-a-dire
une section de p: C -» V, s'identifie au champ homogéne de vecteurs du 2% ordre qui 2
A€ T fait correspondre = 7en) A). Plus généralement, un systéme quadratique = : T.~C,
qui ne dépend que de 1'élément de contact, définit le champ homogeéne en x : A E 5(A);

la proposition suivante donne en un certain sens une réciproque qui justifie les notions

introduites.



SUR LES CONNEXIONS D'ELEMENTS DE CONTACT 55

PROPOSITION IV, 1,2.
Soit = un champ de vectzurs du 2° ordre homogéne (en x); il existe un et un
seul systéme singulier E*(en x) tel que I'on ait EX(N) = E(A) pour tout Ne T(N€T ).
On se servira dans la suite de 1'énoncé global; la démonstration ci-dessous indique
clairement la nature locale de la solution. Vérifions d'abord I'unicité. Soient A, A' des
systémes quadratiques singuliers en x qui engendrent le champ homogéne = en x. On
a par hypothese : 7 X (> A (1)) =i;\(,u->E(/Jv)) =i (> AY(u) dans]g(Ti,Tx)
pour tout A€T . Il en résulte Ay = A" pour tout A; en effet, pour que deux éléments
- quadratiques en x coincident il suffit qu'ils aient en un seul point le méme jet du 2€
ordre; c'est trivial dans C, et on le vérifie par conséquent dans C,_ au moyen de la
transformation naturelle de C, sur C, opérée par un corepére du _Z_e ordre en x. Soit
maintenant & un champ homogéne du 2€ ordre sur V. Pour tout H € H*?2 pous désignons

o 2
par ", L 1—»Ln'

’

, le champ homogéne obtenu en transformant au moyen de H la

restriction de Z & T, . Soit Hy (A")»(>\i,§;',(>\))i= \ . n- Définissons B 2eC_
I/’a2 ;i (>\-) e '
2
oy _ ﬁH [ T] T N
par S 7\‘("—,“* - et soit =5y : 1 » Cy oy ) le systéme quadra-
) Iniank o seetl (H) (H)
tique obtenu en transformant au moyen de H™! le systéme E‘H : Lﬂ' > C, quia Afait
correspondre E.',H »- Les fonctions f;i sont homogénes de degré 2; il en résulte que,
pour tout H, E}-I est un systéme quadratique singulier engendrant EH . Par transforma -
tion au moyen de H™! on voit alors que E'I'_l est un systéme quadratique singulier en
x=T(H) tel que l'on ait E;l A(A) =E(A) pour tout A€ T,. A cause de l'unicité
démontrée plus haut, E'}'i ne dépend pas de H lorsque H parcourt I'ensemble des core-
péres du 2€ ordre en x. Il en résulte que l'application y : Hx2 >\</ T ~ C qui a chaque
(H,\) tel que 7(H)=T7(\) fait correspondre E‘;{ 5, induit l'application cherchée
Ex:T>C.

DEFINITION IV ,1,4.

Un systéme singulier de covecteurs en x €V est une application A : T - 3:
vérifiant :

a) A ne dépend que de I'élément de contact.

b) On a dans J(R, Tx) I'identité en N€ Tx :
P> AN ) = o> ACEI1).

Un systéme singulier de covecteurs sur V est une application A : T » J * compa-

tible avec les projections naturelles sur V et qui induit un systéme singulier en chaque
. L . .

point. Désignons par gm'n I'ensemble des X € J(R_,R, ) de source et de but 0. Un

N o . . [
repéte H en x transforme d'une maniére naturelle une application A : Tx—>J"; en
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Ay:L, - fl'n déterminée par :

n, 1
A
£
T, — %
ﬁl A
Ay
Ln,l 1,n

Un jet inversible du 1°f ordre transforme un systéme singulier de covecteurs en
un systéme singulier. gz particulier A, @ (A"),_ 1oim
r

ce qui s'exprime par : — ( MAT=0,i=1,..n, A €L, . On déduit de la forme de AH
1 i3

> (al )\))i= 1,.n €St singulier,

9
que la propriété b) de la définition (IV,1,4) équivaut 2 affirmer que jH(u > A(Q) A) est
trivial dans J{R, Tx) pour tout A . Remarquons que A A(A)A est une fonction numé

rique homogeéne sur T .
PROPOSITION IV, 1,3.

Soit f une fonction numérique homogéne de degré 1 sur T (sur T ). Il existe un
et un seul systéme singulier de covecteurs A (en x) tel que l'on ait A(N)A= [(N) pour
tout N € T (pour tout A € Tx).

L'énoncé global est un corollaire de 1'énoncé local. Vérifions d'abord I'unicité.
Soient [ une fonction numérique homogéne sur T et A, A’ deux systémes singuliers de
covecteurs en x vérifiant l'énoﬁcé. On a dans J (R ,Tx) pour tout A € Tx (A MNp) =
Pl f(w))=j(p>A"(AN)p). Il en résulte que les covecteurs A(A) et Ab'(>\)
coincident parce qu'ils ont le méme jet en A lorsqu'on les considére comme des applica-

tions linéaires. Soit maintenant f une fonction numérique homogéne de degré 1 sur T .

Un repére H transforme la restriction de [ 2 Tr(y) enune fonction /’% sur L, homo-
H ’

géne de degré 1. Définissons A, : L > e en posant A, (A) = o (M) .2 ;

_ n, 1 1,n H I\ i=1,..n

Ay estun systéme singulier de covecteurs qui engendre /H et est transformé par H ‘en

un systéme singulier de covecteurs A'H en T(H) tel que l'on ait : A'H(K) A= f(A) pour

tout A €T A cause de I'unicité démontrée ci-dessus A}, ne dépend que de 7 (H);

T(H )"
l'application( X) : }(C T->J* qui a (H,\) tel que 77 (H) =7 (X) fait correspondre
A‘H(K) se projette en une application A : T > J * satisfaisant aux conditions de 1'énoncé.
Désignons par I la sous-variété de Il formée des X vérifiant : a(X) = B(X).
L'application @: }({‘, Ho > R* qui a un couple composable (Y, X) fait correspondre le
déterminant de Y1XY € L, se projette en une application D : HO-’ R*. Soit 5*1 la
sous-variété de J(R, V) formée des éléments dont le but est 1. Puisque ﬁj est une
sous-variété de ](Ho, V), D définit par prolongement 1'application D: ﬁj - 3-*1 qui a

Z fait correspondre Dz.
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Un champ de vecteurs en x du 2 ordre = : T, - T’f compatible avec les rela-

tions d'équivalence définissant T

cx €t T’Q , induit par passage au quotient un champ
. E

d'éléments de contact en x du 2 ordre = : T, .~ Tf’x. Désormais on appelle feuil-
letage du 2€ ordre (en x) un champ du 2€ ordre de droites de contact (en x). Si deux
champs de vecteurs du 2€ ordre = et E' (en x) induisent le méme feuilletage du 2€
ordre, on a une fonction numérique f sur T (sur Tx) déterminée par : Z'(N) =E(AX1,/(N));
si B et ' sont homogenes, alors [ est homogéne de degré 1. Un systéme quadratique
(en x) qui ne dépend que de 1'élément de contact définit un champ de vecteurs du 2€

ordre homogéne (en x) et donc un feuilletage du 2¢ ordre (en x). L'identification natu-

relle de J* et de 5""1 confére un sens précis a 1'énoncé suivant :
PROPOSITION IV, 1.4.

Soit A un systéme singulier de covecteurs en x. Il existe une et une seule
application Z : T, - H:'x ne dépendant que de ['élément de contact et vérifiant les
conditions suivantes :

a) BZ)\Z A(N) pour tout A€ T,

b) Si E est un systéme quadratique singulier quelconque en %, alors le systéme
quadratique ZE qui a N\ € T, fait correspondre Z+E est singulier et définit le méme
feuilletage du 2° ordre en x que = .

On a alors : Zy Z(N) =Z(N)(1 ,-n—i—lA()\)}\) pour tout A\ € T, et tout sys-
téme quadratique singulier 5, en x. Dans le cas oa A est un systéme singulier de
covecteurs sur V, on a un énoncé global correspondant.

Voyons d'abord qu'une solution Z en x est entiérement déterminée par le sys-
téme singulier de covecteurs A en x. Un repére du 2€ ordre H et son repére associé du 1

ordre H, définissent :

X 1, x
z\.ﬁj >
(1) H', HiL_z'x H"
L !
1 "t
n AH 1,n

Le sens des fléches verticales est évident; u est l'identification naturelle. LLa trans-

r
ri’i=1,..

414 T -2 .
sente un élément de L: , bar ses composantes secondes dans L_). Soient Zy:
,

O\i)i= 1,270 z;k(}\))i,j,k’—‘ 1,.n ¢ AH1 ; (Ai)i= 1,003 (A= - La condi-

tion a) s'exprime au moyen de H par:

formée naturelle y de D est de la forme : (z ;k)i,j,k =1,.n" (z n (on repré-
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(2) z:i()\)zai(K), KELn'I, i=1,..n.

Soient = un systéme quadratique singulier en x et EH L, »C

, son transformé par

H. Exprimons que ZZ est singulier ou encore que (ZE)H = ZHEH est un systéme
quadratique singulier. Soit EH @S PR (f;k( K))i,j,k =y,..n Onaalors ZyEy:
(?\’)i=1' —»(z]k()\)+»‘: (?\))x]k__.1 . Puisque B et Z EH sont des systémes
quadratiques singuliers, on a: _23;;’ (MAT =0 et —-a—-k-(z ir + f' YN =0, A€l

n, 1
£
etijk=1,..n; don I
azi’ , N
(3) —B——JZ(K)K =0, A€ Ln,l’ ik =1,.n
A

Exprimons enfin au moyen de H que & et ZZX définissent le méme feuilletage en x. Il

existe sur T  une fonction numérique homogeéne de degré 1 vérifiant :

(4) ZyFo =E (N (1, /(N NeT,
Cette relation équivaut a :

ol [*: L, >R est la transformée naturelle de f par H . On traduit (5) par :

(6) 2 (MATAS = MIf*(N), NeL,,, ijk=1l.n
En dérivant (6) deux fois par rapport a }\i,>\k et en tenant compte de (3),on obtient :
) Slaf*(x)+ 190 g + A SCAIAINY ik =1,..n
TNk AN AN INF
Puisque f* est homogéne de degré 1, on a :
) 227 = (n+1) 207, i =1.n
9N
1.'identité d'Euler ft‘ZBB—L*(x) A" et (2) entrafnent alors :
ATo
) ¥ =537 2, (WA
en appliquant la proposition précédente on trouve :
(10) -2 g, i=lL.n.
OA?
d'ol en transportant (9) et (10) dans (7) :
(11) zi ==L (8Ta, (M) + 81 a (n) + A2 (2, (M)
romri £ NI NE

ce qui montre que Z est univoquement déterminé par A et par les conditions de I'énoncé.
Les relations (4), (5), (9) entrainent alors: Z,E(A) = E (N ,7’.52'_—1 A(N)N) pour tout

systéme quadratique singulier = en x. Il reste & établir le théoréme d'existe.ce, lequel
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est de nature locale. Soit A un systéme singulier de covecteurs sur V. Pour tout
repére du 2€ ordre H on désigne par z']’:k : Ln. . R le deuxiéme membre de (11) on
(a;);= Lm représente le transformé A, de la restriction de A a Torr(n) H estle
repére ordinaire déterminé par H. Soit Z'H : L”' 1 En2,o obtenue en posant Z'H(}\)z
(z'].}e( >\))i, iE=1,..n° On remarque que les 'z'];e sont homogeénes de degré G et symétriques
par rapport aux indices inférieurs; les z'];e vérifient aussi (2), (3) et (6) ot [* est déter-
minée par (9). Il en résulte que Z}, : Ln, 1 L:,o est la transformée par H d'une appli-
cation Zy: T, ~ Hz’x, ot x = 7(H), vérifiant I'énoncé local pour la restriction de A 2
T,. A cause de l'unicité Z}, est indépendant de H 61(5 ; il en résulte que l'application
g K2 >§, T > Hj qui & (H,\) tel que 77(H) = () fait correspondre Z';,, 5, induitune

application Z : T » H: satisfaisant aux conditions de 1'énoncé.
2. Connexions normales.

Un élément de connexion affine (on dira désormais simplement : élément de
connexion) X en x induit en vertu de la définition (II, 3, 2) et de la proposition (111, 3,2)
I'application A*(X) : T, Ti qui & A fait correspondre A (X, A). Les champs verti-
caux 1\1 : T(S'x)» T2(3'x) définis dans la proposition (III,3,1) sont quadratiques.
A*(X) est donc un élément quadratique parce que transformé de 1'élément quadratique
A T’?(ﬂx)e T;(‘Ix) au moyen de £(X) €ﬁ2(jx, V). On a donc une application
A*: 05 C, une connexion X : V » Q définit le champ quadratique A*o X, une connexion
de vecteurs en x, c'est-a-dire une application X : T - Q  induit en x le systéme
quadratique Afo X: T, »>C,.

Soit T? 1'espace des vecteurs du 2% ordre non holonomes [ 10,b] réguliers,
c'est-a-dire le sous-espace de J2(V,R) formé des Z tels que a(Z)=0 et 8(Z),
EZ €T.On remarque que l'injection z : T? , T(T) considérée dans (II, 1) se prolonge en
une bijection u : ;2 » T(T). Désignons par Q:; T:} T la sous-variété de O X T X Z‘
formée des (X, A, ) tels que g(X) =m(A) = 7( ). On a l'application A : Q C TéT-» 7?2
qui a (X, A\, i) fait correspondre ™ (TXA\ ® jo(,&)); ® est le prolongement de I] 6 T->T
a J(IIZT,R)>J(T,R). On a au moyen de la proposition (IV,3,2) : A(X, A, \)=
ACX,N).

DEFINITIONIV, 2, 1.

a) A(X, N, ) est le déplacement infinitésimal de | opéré par X le long de A.

b) Une connsxion de vecteurs locale X : Txa Q, est normale si ia(v- A(XV,K,;L))
est trivial dans ] ( T: ., T, ) pour tout N\, it €T . Une connexion de vecteurs est normale

si elle I'est en chaque point.

D'une maniére intuitive on peut dire qu'une connexion de vecteurs X : T » Q est
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normale si, pour A, pu € T, le déplacement infinitésimal de 41 opéré par X, le long de
A est indépendant de v au 1°¥ ordre lorsque V est voisin de A dans T, . Convenonsqu'un
systéme quadratique est singulier au sens large s'il satisfait a 1'axiome b) de la défi-
nition (IV, 1, 2). On dira qu'une connexion de vecteurs X est 2 torsion constante ou

ponctuelle si oX : T » § est constante sur chaque fibre de T.
PROPOSITION IV, 2,1.

Pour qu'une connexion de vecteurs en un point a torsion constante soil normale,

il faut et il suffzt que son systéme quadratzque soit singulier au sens large.

Soit 32 m la sous-variété de | 2(R™,R™) formée des Z tels que a(Z) =

B(B(Z))=0; on écrit 532 E:'n . On peut représenter Z € Q’f.m par un systémetriple

de coordonnées canoniques :
j (ot
(=), .,,,),(z,.).

i
won i

L=B(Z),

1,.
1,..n

14
tom (e e ()i
1,..n ]=1...n j

wn

(z '7z)l - m= £ Z . les composantes troisiémes sont définies comme pour les jets semi-
1,..

holonomes [ 10,b]. L'espace Q™ des éléments de connexion sur R” en 0 est une

sous-variété de 95, les coordonnées canoniques de Z € Q(") satisfont aux conditions

caractéristiques suivantes : (z’ )z =1, est la matrice unité, (z'l )z i=1, est la
matrice nulle. Les coordonnées canoruques d'un élement de Q(") sont par defmluon

ses composantes troisiémes dans 532 ‘Posons enfin L 2 = Tk (R"™,0).

Soient A : Tx > Qx une connexion de vecteurs, H un corepére du 2€ ordre en «x,

H | le corepére ordinaire associé. On a :

A 2
T XT, XT, % [ Q XT XT, 2 LT

(D H, lH* lH
Lo xL . xL .. %®,0™MxL  xL B rz
n,1 n,1 n,1—> Q n,1 n, A= Tn,1

H, transforme (A, 1, V) en (H,ANH pu,H V); H(Z)=HZ estbien définipar la compo-
sition des jets du 2 ordre non holonomes [ 10] ; H*(X, >\,/J,)=jo(H1) OXH—l,Hl)\,Hlp-)
ot XH™* €J2(V,R") est obtenu par composition de jets du 2€ ordre non holonomes et
ot e désigne le prolongement de J(R",V)y J(V,R") > J(R") a
JOJ(R™, V)G J(V,R"),R")> J(J(R"),R®). On adésigné par ¢ I'application qui &
(A, 1, v) fait correspondre (A, ,A,u); les bijections Hl, H* transforment ¢ en
(O N 07 N €7 D € L D VU €\ PRPISN 070 FURP DAY
est 1'application A dans le cas des connexions affines sur R”. En tenant compte de la

signification des coordonnées canoniques des jets du 2€ ordre non holonomes on voit que
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An.fait correspondre ((,u."),(}\i),(—x:s H'}\S))i= 1.0 2 ((a;k)i,j,k= 1'_"‘,(?\"),-_._.1'”,,,

(K5 = 1,__n). Posons A*(A\,u,v) =—»a:s(V),LL'>\S, i =1,..n. En vertu de la définition

(IV, 2,1) et de (1), A est normale si ja(v->A (9'(N, u,v) )) est trivial pour tout

A, n €L, . Cette condition équivaut aux identités en A, #:_B_A; N, L, N)=0, i,j=1,..n
g v

ou encore aux identités en A :

dat
(2) —II(MAT=0 Lk=1,.
ER
Il s'agit ensuite d'exprimer au moyen des fonctions a;:k que le systéme quadratique de A
est singulier au sens large. Compte tenu de l'identité A(x, AN, A) = A(X, N, de la défi-
nition (IV, 1, 2) et du diagramme (1), le systéme quadratique de A est singulier au sens
large si on a les identités en A: 772\ (v~ Ai( N, A, V) = ]i( Vo Ai( v,v,v),i=1,..n
c'est-a-dire :

9 a’:’ 9 a’;~ .
(3 (—LZ(N) + L(MW)A"=0; iLik=1,..n.

ANk RS
Il reste A voir que (2) équivaut a (3) si la torsion de A est constante. On a vu dans (III, 2)
que la torsion d'un élément de connexion est son image par l'application canonique

. . 3 ;

6:0-0/ Hs . Soit M le sous-espace vectoriel de R"" = {x;k}i'}.'k= y,..n formé des
éléments symétriques par rapport aux indices inférieurs. A 1'action de I1? sur Q corres-

3
pond par H* celle de M comme groupe de translations sur Q (™) identifié 2 R"” . Il en

résulte que les fonctions “;k—“ij sont indépendantes de ?\eLn 1+ On a donc: ?ig;'k=i‘£k;‘;
i,j,k = 1,..n et ceci entraine que (2) équivaut a (3). a3

Soit Q* l'image de Q par l'application 7': J(II, V) J(II, V) qui a X fait
correspondre TX. La variété Hs opére a gauche sur Q*; si on a X €Q*,Z EH: ,
g9(X)=o0a(Z), alors ZX est par définition obtenu par prolongement dans II {‘, II-11 a
](Héﬂ, V)»>J(I,V). On a une variété quotient S* = Q*/ Hoz et une application
canonique % :'Q*5 S*; 7' est compatible avec 6 et O%; d'ou:

;—n

0 —

8 l oy 1}
T

S$—o—_—

¥

9*
*

nE—1Q

Soit A'*: 0%, C l'application obtenue en composant T' et A*: Q- C. On vérifie

trivialement que A'* permute avec les éléments de Hg opérant a gauche. C'est pourquoi
il est commode de modifier les définitions de la maniére suivante : désormais on appelle
élément de connexion affine un élément X € Q*; O*( X ) est la torsion de X TX € 0]
devient le coélément [ 11] de connexion affine de X; on redéfinit de méme les éléments

de connexion généralisés. La théorie géodésique que l'on a faite reste valable si l'on
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convient que la vitesse ou l'élément de contact géodésique d'un nouvel élément de
connexion généralisé est par définition celui de son coélément; on modifie de la méme
maniére la définition (IV,2,1). Le champ de vecteurs géodésique attaché a une conne-
xion de vecteurs X : T » Q* est alors le champ défini par le systéme quadratique asso-
ciée A'*oX: T>C; la proposition (IV,2,1) est donc conservée. Désormais on entend
par connexion, torsion, etc... les notions modifiées dans le sens qui précéde; toutefois
on conservera les notations Q, 0,5, A* etc..., au lieu d'adopter 0*, 6% s* A'* etc...
Soit S{; C la sous-variété de S X C formée des (®,2) tels que (D) =p(E).
Ambrose-Palais-Singer ont obtenu par des procédés classiques [ 1] un résultat qui

découle essentiellementde :

PROPOSITION IV,2,2.

L"application (6,A*): 0> S35 C estun difféomorphisme.

Il s'agit d'exhiber une inverse a une application. L'action de Hf sur Q et l'iden-
tité | sur C induisent une relation d'équivalence sur la sous-variété Q 6 C de QX C
formée des (X,% ) tels que l'on ait ¢(X)=p(E); en vertu du lemme (III,4,1)
Qi} c/ Hs x| €st difféomorphe a S\); C. Il s'agit donc de définir @: Q{; C > Q qui se
projette en une application y : Qi; C/ 112 x 1~ Q. inverse de (6,A"). 11 suffit de
poser (X, E )= E(E,A#(X))X, ou (: OC:; C- Hs est 'application définie dans la
proposition (IV,1,1).

COROLLAIRE IV, 2,2,

Soient B : V- C un champ quadratique, ® : V> S un champ d'éléments de
torsion, il existe une et une seule connexion ponctuelle dont la torsion soit ® et dont
le champ de vecteurs géodésique soit le champ du 2° ordre défini par Z, .

L'application X : V » Q qui & x fait correspondre X(@)x,Ex) est la connexion
cherchée : en effet A*o X : V5 C s'identifie au champ de vecteurs géodésique de X en
vertu de la définition de A*.

On savait déja par le corollaire (III, 3,4) qu'il existe des connexions de vec-
teurs dont le champ géodésique et la torsion sont arbitraires. Si le champ de vecteurs du
2¢ ordre donné est homogéne au sens de la définition (IV, 1, 3), alors on peut distinguer
une solution canonique de ce probléme, c'est-a-dire une connexion déterminée par des

conditions supplémentaires intrinséques. Cela découle de la proposition suivante qui

éclaire un résultat classique [ 5] .
PROPOSITION IV ,2,3.
Soient ® : T > S une application compatible avec les projections naturelles sur

V et B un champ de vecteurs du 2% ordre homogéne. Il existe une et une seule connexion

de vecteurs X dont la torsion soit @, dont le champ géodésique soit B, et dont le

It
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systéme quadratique associé soit singulier.

En vertu de la proposition (IV, 1,2) il existe un systéme quadratique singulier
Z*: T C tel que I'on ait Z%(A) =E(A) pour tout Ae T. Soit X : T > Q 1'application
qui & A fait correspondre x (®,,5%).0n a: A X ;) =55, A(X,N) = AXX DN =
E’l;\( A) =E(A) ce qui montre que = est le champ de vecteurs géodésique de X et que

le systéme quadratique défini par X est singulier. Il est évident que 9 est la torsion de

X. Il reste & voir I'unicité. Si X et Y sont des connexions de vecteurs satisfaisant aux

conditions de 1'énoncé, alors A*o X et A*o Y sont des systémes quadratiques singu-

liers définissant le méme champ homogéne = ; on a donc en vertu de la proposition

(v,1,2 : A¥x 2= A% Y 5) pour tout AeT. (X ) = O(Y ) entraine alors Xa= Yy
pour tout A€ T car on a vu dans la proposition (IV,2,2)  que (6,A*): Q- §3C est
injective.

Dans la suite on identifiera souvent une connexion d'éléments de contact
X : T_- Q avec la connexion de vecteurs X o o induite, o p est I'application canonique
de T sur T _. C'est dans ce sens qu'on parlera du champ de vecteurs géodésique, du
systéme quadratique et de la normatité d'une connexion d'éléments de contact. On dit
aussi par abus de langage que ® : V » § est la torsion d'une connexionde vecteurs a
torsion ponctuelle ®o 7: T » §. La démonstration de la proposition précédente montre
que X est une connexion de droites de contact lorsque la torsion @ : T » § qui contribue
a déterminer X ne dépend que de l'élément de contact. Il existe donc une et une seule
connexion de droites de contact (que l'on appellera désormais, sauf risque de confusion,
simplement éléments de contact) & systéme quadratique singulier, dont la torsion soit
arbitrairement donnée 3 priori et dont le champ de vecteurs géodésique soit un champ
homogéne donné. Remarquons d'ailleurs que le champ de vecteurs géodésique d'une
connexion d'éléments de contact est nécessairement homogéne. Compte tenu des conven-
tions de langage adoptées, la proposition (IV, 2, 3) entraine un corollaire dont la signi-

fication géométrique est plus concréte.
COROLLAIRE IV, 2,3.

Soit = un champ de vecteurs homogéne du 2° ordre,® : V » S un champ d'éléments
de torsion. Il existe une et une seule connexion normale d'éléments de contact dont le
champ de vecteurs géodésique soit = et la torsion © .

En effet, il existe une connexion de vecteurs X a systéme quadratique singulier,
dont la torsion soit ® et le champ géodésique E. Puisque la torsion de X ne dépend
que de l'élément de contact, X est une connexion d'éléments de contact; X est normale
en vertu de la proposition (IV, 2, 1). Le systéme quadratique d'une autre connexion Y

satisfaisant aux conditions de 1'énoncé e st singulier & cause de la proposition (IV, 2, 1).
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11 résulte alors de la proposition (IV, 2,3) que les connexions X et Y a systéme quadra-
tique singulier coincident puisque elles ont méme torsion et méme champ de vecteurs
géodésique.

Dans le cas o ® est la torsion nulle, X est une réalisation géométrique de =
définie par des conditions intrinséques : X est la connexion normale sans torsion d'élé-
ments de contact dont les géodésiques paramétrées sont les intégrales du champ homogene

du 2% ordre = .

3. Connexions normales unimodulaires.
L'application D : HO » R* que l'on a définie dans (IV, 1) est un foncteur pour le

groupe multiplicatif R*. On peut donc poser :

DEFINITION IV,3 1.

Une structure unimodulaire sur V est la donnée d'un foncteur de 11 dans R* dont
la restriction a Ho soit D.

Soit D : Il 5 R* une structure unimodulaire; on désignera par Il = le sous-
groupoide différentiable de Il formé des X tels que D(X) = 1. Toute SLn- structure au
sens de la définition (III, 4, 1) détermine une structure unimodulaire D telle que HD
coincide avec le groupoide HSL de la SL - structure que l'on a défini dans (III, 4).
En effet, soit KSLn:;Hi;}(SLn la sous-variété de }(SLn x IT x }(SL formée des
(Y',X,Y) tels que Y' XY soit défini; 1'application : }(SL \X,Hiﬂ(sz > R* qui a
(Y', X,Y) fait correspondre Det( Y'™IXY) est indépendant: de Y, YV' ent .induit un
foncteur D : II» R*. On voit aisément : II) = Il . Réciproquement une structure
unimodulaire D étant donnée, on peut construire une cla:se de S L -structures auxquelles
D soit associée. En effet on obtient une SL - structure a partir de D en fixant un repére
X et en considérant la sous-variété Hx de H formée des composés Y X on Y €HD; }(X
est la variété des repéres distingués d'une SL - structure engendrant D. Une structure
unimodulaire correspond a une classe de SL - structures définissant le meme groupoide
HSL . On suppose désormais V orientable, condition nécessaire et suffisante pour que
1% agmette une structure unimodulaire. L'identification canonique de J* et de g"; donne

un sens a l'énoncé suivant.

PROPOSITION IV, 3, 1.

Soient D une structure unimodulaire sur V et X une connexion normale d'élé-
ments de contact. Lr’application X* T-»g.*l qui a A fait correspondre BXX est un
systéme singulier de covecteurs.

Puisque X* ne dépend évidemment que de l'élément de contact, il s'agit seule-

ment de vérifier la propriété b) de la définition (IV, 1,4). Désignons par 7 l'inversion
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dans R* comme dans Il. Il est évident qu'un systéme A : T » 3*1 est singulier si et
seulement si TA : T » 3"“1 I'est. Puisque D est un foncteur, cette remarque permet de
démontrer la proposition en adoptant la signification premiére de Q, c'est-a-dire anté
‘rieure aux conventions précédant la proposition (IV,2,2). Soit H un repére en x du 2€

ordre distingué relativement & une SL - structure compatible avec D, soit H  le repere

ordinaire déterminé par H. On a :

T, X, 0, -2 ,T%x X T
™ 1 X Xy l(:) X kHi
Ln,l > Q S\al,n

~

u est l'identification naturelle, H la transformation dont on s'est servi dans la proposi-

tion (IV, 2, 1). Compte tenu de la signification des coordonnées canoniques d'un élément
(n) v (4l r ; CONE i

de Q" onary s (ai); i pmy, i (4)im g, e SOIE XY (N a2 (@ (M), ey

Les remarques qui suivent la définition (IV, 1, 4) et le diagramme (1) impliquent que X*

est singulier si et seulement si l'on a:

r
2 “frs (ot =0, i=1,..n; NelL,

‘a}\i .1

En comparant (1) avec (1) et (2) de la proposition (IV,2,1) on voit que X est

normale si et seulement si l'on a:

i
(3) “diront=o, ij k=1,.n; NeL,
Nk '

La démonstration est achevée car (2) est une conséquence de (3).

1

Conformément 4 la définition (II1,1,1), on peut poser :
DEFINITION IV, 3, 2.

Un élément de connexion unimodulaire sur une variété V munie d'une structure

unimodulaire D est un élément de HD - connexion.

N

On est maintenant 4 méme de traiter la question suivante . parmi toutes les
connexions d'éléments de contact admettant une torsion et un feuilletage géodésique
donnés a priori (il en existe en vertu du corollaire (III, 3,4)) peut-on en distinguer une
qui soit déterminée par des propriétés intrinséques ? Remarquons d'abord que sur une
variété munie d'une structure unimodulaire, il existe des connexions unimodulaires de
vecteurs (d'éléments de contact) dont la torsion et le champ de vecteurs (le feuilletage)
géodésique soit donnés a priori; ceci résulte des critéres de la proposition (III, 3, 4).

Parmi toutes les connexions d'éléments de contact admettant une torsion ponctuelle et un

feuilletage géodésique donnés, il en existe une et une seule qui soit normale. Cela
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, . . . . . e ’ , .
découle de la proposition suivante qui rejoint des énoncés anciens [s].

PROPOSITION IV,3, 2.

Soient D une structure unimodulaire, ® un champ d'éléments de torsion, = un
feuilletage du 2 ordre, A : T - Sv"; un systéme singulier de covecteurs. |l existe une et
une seule connexion d'éléments de contact X satisfaisant aux conditions suivantes :

a) X est normale

b)® est la torsion de X

c)E estle feuilletage géodésique de X

d) BX)\= A pour tout ANET.

Soit Z' un champ de vecteurs du 2eorqre homogéne, dont le feuilletage soit = ;
' existe car,en vertu de la proposition (II, 3, 3) , on a une connexion d'éléments de
contact dont le feuilletage géodésique soit = ; le champ de vecteurs géodésique de cette
connexion est homogéne et engendre le feuilletage &, en vertu de la proposition (III,3,2,c).
Soit Y une connexion normale d'éléments de contact dont la torsion soit ® et le champ
de vecteurs géodésique Z'; Y existe en vertu du corollaire (IV, 2, 3) et vérifie a), b)
et ¢). Au moyen d'un opérateur Z : T » Hf défini adéquatement on transformera Y en
une connexion normale d'éléments de contact ZY : A» Z, Y qui vérifie d), mais sans
altérer la torsion ni le feuilletage géodésique; ZY est alors une solution. L'application
A" T—»j*l qui & A fait correspondre —D_Y')\ est un systéme singulier de covecteurs en
vertu de la proposition (IV,3,1). Soit A" : T » 5.*1 I'application qui a A fait correspondre
Ay o;A';\; T est l'inversion dans R* et e désigne le prolongement de la muliiplication
R*X R*s R* en J(R*¥X R*, V)~ J(R* V). On vérifie aisément que A" s'identifie a
un systéme singulier de covecteurs. En vertu de la proposition (IV, 1,4) A" détermine
une application Z : T » Hj , ne dépendant que de I'élément de contact, qui transforme un
systéme quadratique singulier en un systéme quadratique singulier sans altérer le feuil-
letage induit et qui vérifie _D—Z)\= A%, A€ T. Montrons que ZY : A\ > Z,Y, satisfait a
toutes les conditions de l'énoncé. ZY est manifestement une connexion d'éléments de
contact obtenu sans altérer la torsion de Y. Voyons ensuite que ZY est normale; en
vertu de la proposition (IV, 2,1) il suffit de s'assurer que son systéme quadratique
A*o ZY est singulier. Or on a A#(ZXYX) = Z)\A#( Y,), A€ T dans C ce qui montre
que A*s Z Y estle transformé par Z du systéme quadratique de Y, A*oY est singulier
en vertu de la proposition (IV, 2, 1); il résulte alors des propriétés de Z que AtozY
est singulier aussi. On a remarqué que le feuilletage géodésique d'une connexion d'élé-
ments de contact est induit par son systéme quadratique; il résulte des propriétés de Z
que Ao Y et Z(A*Y) = A*o Z Y induisent le méme feuilletage; c¢) est donc démontré.

Il reste & vérifier d). Puisque D est un foncteur on a pour tout A€ T : -D—(Z)\Y A=
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-D-Z)\ .BY)\: A‘;\ eAL=(A, @ 7—'A')\) ® A% = A,, ou e est le prolongement de la multi-
plication dans R* en J(R*x R* , V)> J(R*,V).

Démontrons enfin 'unicité de la solution. Soient X et X’ des connexions d'élé-
ments de contact vérifiant les propriétés de 1'énoncé. Puisque X et X' ont la méme
torsion, il existe une application Z : T » Hj ne dépendant que de 1'élément de contact
et qui vérifie :

(1 X5 =ZyX», NET

X ‘et X' ont le méme feuilletage géodésique; il existe donc une fonction [ : T » R,
homogene de degré 1 telle que 1'on ait dans T2 :

(2 ACX5,A) = A(X5, NI, f(A), NET

En vertu de la proposition (IV, 1, 3) il existe un systéme singulietr B : T » 5*1
vérifiant :

3 fCN) =B(MA, ANET
On a par la proposition (IV, 1, 4) une application ne dépendant que de 1'élément

de contact Z' : T » H: qui transforme un systéme quadratique singulier en un systéme
quadratique singulier, sans altérer son feuilletage du 2% ordre et qui vérifie
(4) Dz4=2%1p,, NeT

" Le systéme quadratique de X est singulier en vertu de la proposition (IV,2,1);
on a alors & cause de (3),(4) et de la proposition (IV, 1, 4)
(5 ZA5A (X5, A) = A(X5, ML, f(A)

Les propriétés de Z' entrainent que le systéme quadratique A~ ZHA #(Xx) est

singulier; ce systéme définit le méme champ de vecteurs du 2 ordre que le systéme
quadratique singulier Ao X'; ceci résulte de la comparaison de (2) et de (5); on aalors
en vertu de (1) et de la proposition (IV, 1, 2):
ZhA X)) = AP (XY = A*(Z,X9) = ZHAK(Xy), NeT

Il en résulte d'aprés la proposition (IV,1,1,a):
) Zy=12Y, AeT
BXK= 5X'7\= BZ% OBX)\ et (6) entrainent : BZ'-K= T (N (f). On sait par la proposi-
tion (IV,1,4) que I'application \» Z% est univoquement déterminée par A» D Z%. Il en
résulte : Z4 = j,ﬁ/(k) ; (1) et (6) entrafnent enfin : X4 = XY, ANET.
COROLLAIRE IV, 3, 2.

Soient @ un champ d'éléments de torsion, = un feuilletage du 2€ ordre sur une
variété V munie d'une structure unimodulaire; il existe une et une seule connexion normale

unimodulaire d'éléments de contact dont la torsion soit B et le feuilletage géodésique

.
=
=
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La connexion cherchée X est déterminée en vertu de la proposition précédente

par les données @, = et A : Ao j 9, (1),

Dans le cas ot ® est.la torsion nulle, X est une réalisation géométrique de &
définie par des conditions intrinséques; X est la connexion normale unimodulaire d'élé-

. , , . . b
ments de contact sans torsion, dont les courbes géodésiques sont les feuilles de = .

Addendum.

On a omis de définir quelques notations dont le sens est généralement clair

d'aprés le contexte; les applications ci- dessous combleront cette lacune,

1. Soit D un groupoide sur V; on désigne généralement par @, b les applications de ®
dans V qui a f € ® font correspondre sa source a(f) et son but 6(f).

2. Soient f une application différentiable définie sur la variété V et x € V, on écrit
i (1) aulieude j1([).

3. Soit V wune variété; on désigne par .‘fk'x(V) ou par jk(V, x) l'espace des k-
vitessesen x €V ; j-k(V, W) désigne la sous- variété de jk(V) formée des k-
vitesses dont le but appartient 4 la sous-variété W de V.

"‘2 P . . . T2
4. L, o désigne le noyau de la projection naturelle : L > L .
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