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SUR LES CONNEXIONS D’ELEMENTS DE CONTACT

Paul VER EECKE

TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Séminaire dirigé par Charles Ehresmann

1962
A la mémoire de mes compagnons d’armes

du Régiment Para-Commando
morts en service commandé

le 25 juin 1963 à Detmold (Allemagne).

- INTRODUCTION*

Une connexion affine sur une variété de dimension n définit pour tout entier k,

1  k - un champ du 2e ordre de k - éléments de contact dont les intégrales, si elles

existent, sont les sous-variétés totalement géodésiques de dimension k. On se pose

depuis longtemps la question suivante : étant donné un champ du 2e ordre 5 de k - élé-

ments de contact, existe-t-il des connexions dont le champ géodésique du 2e ordre en

dimension k soit 13? Dans l’affirmative, peut-on distinguer une solution singulière,
déterminée par des conditions géométriques intrinsèques. Il s’agit en d’autres mots de

l’interprétation géométrique d’un champ ou d’un feuilletage du 2e ordre. Le problème le

plus simple de ce type consiste à construire une connexion dont les courbes géodésiques
forment un feuilletage du 2e ordre donné à priori.

Douglas et E. Cartan entre autres avaient abordé ces questions et reconnu la

nécessité d’élargir la notion ordinaire de connexion affine au moyen des connexions

d’éléments de contact [4,5] .Ces auteurs adoptaient une forme privilégiée pour les équa-
tions du champ en coordonnées locales et calculaient les F" . d’une connexion spéciale
d’éléments de contact à partir des coefficients du champ donné. Ces artifices algébriques

procurent une solution singulière dont le sens géométrique est caché. De plus cette

analyse n’explique pas la raison profonde de l’existence des solutions, en particulier

lorsqu’on en restreint la classe, soit qu’on impose la torsion ou la compatibilité avec une

G- structure. En effet ces questions ne peuvent être traitées de manière satisfaisante que
dans le cadre de certains espaces fibrés dont les sections constituent les structures

géométriques globales en question, à savoir les connexions et les champs du 2e ordre.

C’est ainsi que j’ai été amené à reprendre le problème de la géométrisation des champs

*
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du 2e ordre dans le langage le plus approprié en géométrie différentielle globale : celui

des jets infinitésimaux et des espaces fibrés au sens d’Ehresmann, qui sont des variétés

munies de groupoides différentiables d’opérateurs [ 12,b] .
Il fallait d’abord exposer une théorie adéquate des connexions ponctuelles due

à Ehresmann [ 11] ; c’est l’objet du premier chapitre. Soient V une variété paracompacte
de dimension n un groupoide différentiable sur V. On définit la sous-variété 

de V) des jets de V dans 03A6. La variété Q(4J) des éléments de 03A6-

connexion (définition 1,1,1) est munie d’une projection naturelle q : Q (4J) - V . Une cI&#x3E;-

connexion est une section de q (définition I,1,2). Il existe des 03A6 - connexions car 

est une variété fibrée dont la fibre est un espace numérique. En effet un groupoîde
différentiable transitif et localement trivial, opérant sur se présente d’une manière

naturelle (proposition 1,1,3).

Une variété E de dimension 2n soudée à V, sur laquelle ~ opère transitivement,

permet de définir la sous-variété Q (E) de Q (q,) formée des éléments de -connexion

dans E c’est-à-dire compatibles avec la soudure (définition 1,2, 1). Q(E) est un sous-

fibré de admettant des sections; il existe donc des connexions dans E (corollaire

1,2,2).

La soudure S de E à V permet de définir en termes de jets la torsion d’un

élément de connexion dans E. On a en effet une sous-variété FI (S, E, V ) de la variété

(E’, V ) des jets inversibles semi-holonomes du 2e ordre de V dans une fibre de E;

on a une application ~ : Q(E) -~ ~ 2 {~, E, V ). Le sous-groupoide de 

définit sur ~I 2 (~ , E, V ) une relation d’équivalence; l’application ç induit 6 : 

03A02(03A3,E,V)/03A0 2 
(V) qui à chaque élément de connexion fait correspondre sa torsion.

La torsion de la connexion X : .’ V ~ Q(E) est la section 8 o X : .’ 
~

(définition 1,3,2). On a une condition très simple sous laquelle toute section de

(2 , E, V) 2 
(V~ 

est la torsion d’une connexion (corollaire 1, 3,4) .
~

Le deuxième chapitre traite de l’aspect géodésique des connexions. Il s’agit
d’abord d’introduire sur E des données supplémentaires adéquates qui confèrent un sens

à la notion de champ du 2e ordre géodésique d’une connexion dans E. Cette théorie

géodésique est à faire de manière à éclaircir le problème de la géométrisation d’un champ
du 2e ordre. Cette question ne peut être traitée qu’au moyen de connexions généralisées;
faire la théorie géodésique des connexions pour la dimension k consiste à établir une

application d’une variété d’éléments de connexion généralisés dans la variété des k.

éléments de contact du 2e ordre sur V; montrer que tout champ de k - éléments de contact

du 2e ordre est géométrisable revient à s’assurer que cette application est inversible à

droite, ou encore qu’il s’agit d’une fibration admettant des sections.
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On définit la sous-variété de Q (E) X Tk(V) formée des éléments de con-
nexion de k - vitesses; on définit de même la variété ~b, c(E) des éléments de connexion
de k - éléments de contact. Une connexion généralisée s’identifie à une application de

Tk (V) (de dans Q(E) qui à chaque k - vitesse (k - élément de contact) fait

correspondre un élément de connexion au point de contact (définition II,2,1). La donnée

d’un champ Ak de k - vitesses semi-holonomes du 2e ordre sur les fibrés de E, invariant
par ~(définitions II,1,4 et II,3,1), induit une application li) de dans la variété

des k-vitesses régulières semi-holonomes du 2e ordre sur V. Un champ analogue
d’éléments de contact sur les fibres de E induit l’application correspondante :

*k,c : Qk c(E) ~ Tk2 (V ) . On peut appeler la k - vitesse géodésique de (X, À.)

correspondant à la donnée Ak sur E. Le champ géodésique de k - vitesses du 2e ordre

de la connexion généralisée X : .’ Tk (V) -~ Q (E) n’est autre chose que l’application qui à
tout fait correspondre Xx, X) E T k (V) (définition II, 3, 2). Le champ géo-

désique d’une connexion ponctuelle X relatif à un champ Ak (ou sur les fibrés de

E est par définition celui de la connexion de k - vitesses (de k - éléments de contact)

naturellement associée à X.

La soudure 2 induit un sous-groupoide V ) de l’application

At : T k (V) (l’application 11k, c : déterminée par un champ
du 2e ordre de k - vitesses (de k - éléments de contact) sur les fibrés de E admet des

sections si opère transitivement sur T k(V) (sur Cela revient à

montrer que At et sont covariantes relativement à des groupoîdes différentiables

opérant transitivement(propositionsll,3, 2 et II,3,3). Il en résulte que pour tout champ de

k - vitesses (de k - éléments de contact) du 2e ordre A, il existe une connexion de k -

vitesses (de k - éléments de contact) dont le champ géodésique soit 6 (corollaire n,3,3).Ce
résultat central sur la géométrisation des champs du 2e ordre est aisément complété par
un théorème d’existence de connexions généralisées admettant un champ géodésique et

une torsion donnés à priori (proposition II, 3,5).
Le troisième chapitre applique les méthodes précédentes aux connexions affines

et projectives, de façon à donner une présentation plus intrinsèque et un contenu plus

précis aux propositions de Douglas. Cet auteur géométrise un champ du 2e ordre au moyen
d’une connexion affine générale sans torsion construite grâce à des artifices algébriques
[ 5] . Il s’agit ici 

. 

d’obtenir des théorèmes portant sur l’existence de solutions assujetties
à des conditions plus strictes, soit qu’on impose la torsion, soit qu’on impose que les

connexions soient compatibles avec une G - structure. C’est pourquoi il importait de

reconstruire la théorie classique des connexions affines dans le cadre des variétés

fibrées soudées à leur base. A la variété E des chapitres précédents correspond l’espace
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3(V) des vecteurs tangents; ~ est ici un groupoide affine ~A construit à partir d’un

sous-groupoide différentiable 03A9 de On *a une soudure naturelle S de 5(V) à V

(proposition 111,1,1). La variété des éléments de connexion affine dans D A compatibles
avec S s’identifie à la variété Q (D) des éléments de D - connexion (proposition III,1,2).
Q (D) est une sous-variété de la catégorie 2 (V) des jets non-holonomes du 2e ordre.
Le groupoide 03A02o opère à droite le covariant de torsion des éléments

de .0 - connexion affine s’identifie à l’application canonique Q ( .0) ~ Q 2 ; on a alors
o

des critères très simples pour qu’il existe une .0- connexion à torsion donnée ou pour

qu’une S- connexion soit déterminée par sa torsion (proposition III,2,3).
Les connexions affines se prêtent à une théorie géodésique complète au sens du

chapitre précédent. En effet pour tout entier k, 1  k  n, on a des champs holonomesdu

2e ordre de k - vitesses et de k - éléments de contact sur les fibres de 5(V) invariants

par TI A (proposition III,3,1); à toute connexion affine généralisée est donc attaché un

champ géodésique. On savait depuis longtemps qu’il existe des connexions affines géné-
ralisées dont le champ géodésique est donné à priori [5]. Les théorèmes généraux du

deuxième chapitre appliqués aux .0- connexions donnent un résultat plus précis : soient

H un sous-groupoide différentiable de un champ du 2e ordre de k - vitesses (de
k- éléments de contact) sur V; si fi opère transitivement sur (sur alors

il existe une 03A9-connexion de k - vitesses (de k-éléments de contact) dont le champ

géodésique soit E (proposition III,3,3). Les théorèmes correspondants du deuxième

chapitre fournissent des critères fins pour qu’il existe des .0- connexions généralisées
admettant un champ géodésique et une torsion donnés à priori (proposition 111,3,4). En

particulier, dans le cas k = 1, il existe des connexions affines d’éléments de contact

dont la torsion et le feuilletage des courbes géodésiques soient donnés à priori (corol-
laire III, 3,4).

Ces propositions sur les H- connexions ont pour corollaires des théorèmes d’exis-

tence de connexions affines généralisées compatibles avec une G - structure et un champ

géodésique donné. En effet une connexion affine compatible avec une G-structure est une

03A0G-connexion où TIG est défini par la G-structure (définition III,4,3). Si le sous-grou-

pe fermé G de GL (n) opère transitivement sur L , (sur la grasmannienne ,), il

existe des connexions affines de k - vitesses (de k - éléments de contact) compatibles
avec une G- structure et dont le champ géodésique est donné à priori (proposition 111,3,3).
En particulier, soit 5 un champ du 2e ordre de k - éléments de contact sur un espace de

Riemann V ; alors il existe des connexions riemanniennes de k - éléments de contact dont

le champ géodésique soit H .
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Parmi toutes les connexions ponctuelles affines projectivement équivalentes
admettant un système de courbes géodésiques donné, on ne peut en distinguer une par
des propriétés intrinsèques. Plus généralement, il n’est pas possible de géométriser un

champ d’éléments de contact au moyen d’une connexion affine généralisée canonique,
à moins de supposer sur V une structure supplémentaire, par exemple une structure uni-

modulaire, et d’imposer à la connexion d’être compatible avec cette structure; cette

question sera traitée dans le chapitre suivant. Certains auteurs [4, 16, 17] se sont alors

efforcés de géométriser canoniquement un champ d’éléments de contact au moyen d’une

connexion projective «normale». Et ils y réussirent au moyen d’artifices de calcul qui

supposaient en fait la donnée supplémentaire d’une structure unimodulaire. Cette étude

était d’ailleurs rendue difficile par le pénible appareil analytique de la présentation
ancienne des connexions projectives. C’est pourquoi, en vue de démystifier la question
des connexions projectives normales, il importait de développer une théorie synthétique
des connexions projectives selon le modèle des connexions dans une variété fibrée

soudée à sa base; l’idée en avait été émise par Ehresmann au Colloque de Topologie de

Bruxelles [ 7] .

En vue du résultat cherché, il est commode de définir ici en termes de jets l’es-

pace projectif P tangent à V (définition III, 5, 1) et le groupoide projectif TI p opérant
transitivement sur P (proposition III,5,1). Comme l’espace vectoriel tangent 5 s’iden-

tifie à un ouvert de P , la variété P est soudée à V. Une connexion projective est alors

par définition une connexion à valeurs dans TI p et compatible avec la soudure (définition

111,5,2). Cette soudure permet de définir la torsion d’une connexion projective sans

recours aux tenseurs projectifs. D’autre part, pour chaque entier k , 1 g k  n , le champ
de k - éléments de contact du 2e ordre sur 5 qui induit une théorie géodésique des con-

nexions affines se prolonge sur P en un champ invariant par TI p (proposition 111,6,2);
ce n’est pas le cas pour les champs de k - vitesses. On a donc une théorie géodésiquè des

connexions projectives de k - éléments de contact pour tout k ; à fortiori, le k - champ

géodésique d’une connexion projective ponctuelle est bien défini. A une connexion pro-

jèctive correspond canoniquement une connexion affine (proposition III,5,2); la torsion et

les champs géodésiques d’une connexion projective coincident avec ceux de la connexion

affine associée (corollaire III,6,1 et proposition C’est pourquoi il est impossible
de géométriser un champ d’éléments de contact au moyen d’une connexion projective

canonique X ; car, dans l’affirmative, on pourrait aussi résoudre ce problème au moyen
d’une connexion affine canonique, à savoir l’associée de X. Et ceci n’est vrai qu’à condi-

tion d’introduire une structure supplémentaire sur la variété; ce qu’on montrera dans le

chapitre suivant.
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Celui-ci, consacré à la géométrie des «paths»,est né de la question suivante :

)armi toutes les connexions affines généralisées admettant un système de courbes

géodésiques donné, peut-on en distinguer une par des propriétés géométriques intrin-

sèques ? En d’autres mots, quel est le sens des calculs de Douglas qui permettent de

~éométriser un champ de vecteurs du 2e ordre au moyen d’une solution canonique [5].
On définit la variété C des «éléments quadratiques» en termes de vecteurs du 2e ordre

(définition IV,1,1); C est fibrée au-dessus de V. Un «champ quadratique», c’est-à-dire

une section deC au-dessus de V, s’identifie à un champ de vecteurs du 2e ordre dont les

intégrales paramétrées sont les géodésiques d’une connexion affine ponctuelle déter-

minée à sa torsion près (corollaire IV, 2,2). C’est la conséquence immédiate d’undifféo-

morphi sm e canonique (proposition IV, 2,2) qui est à la base d’un théorème de Ambrose-

Singer-Palais obtenu par des méthodes plus classiques [ 1] . i

La géométrisation d’un champ de vecteurs du 2e ordre au moyen d’une connexion

canonique «normale» repose sur cette propriété, ensuite sur une définition de la normalité

liée au transport infinitésimal (définition IV,2,1) et enfin sur la détermination d’un sys-

tème quadratique «singulier» ~*.’ V - C à partir d’un champ de vecteurs «homogène» du

2e ordre 5 (définitions IV,1,2 et IV,1,3; proposition IV,1,2). En effet, soient ~ un champ
de vecteurs homogène du 2e ordre et r un champ d’éléments de torsion; il existe une et

une seule connexion de vecteurs dont la torsion soit F et le champ géodésique ~ , et
dont le système quadratique associé soit singulier (proposition IV,2,3). Cette connexion

est normale (proposition IV,2,1). Tjn champ homogène de vecteurs du 2e ordre est donc

géométrisable au moyen d’une et d’une seule connexion normale à torsion ponctuelle
donnée (corollaire IV, 2,3).

Le problème devient indéterminé lorsqu’on remplace le champ du 2e ordre homo-

gène par un feuilletage du 2e ordre; il existe toute une classe de connexions généra-

lisées normales à torsion donnée et dont les courbes géodésiques non paramétrées soient

les intégrales d’un feuilletage du 2e ordre donné. Comme on l’a remarqué au chapitre

précédent, il n’est pas possible non plus de géométriser un feuilletage du 2e ordre au

moyen d’une connexion projective canonique. Il convient d’introduire, en termes de jets,
une structure unimodulaire sur V, supposée dès lors orientable. C’est ce que certains

auteurs ont fait d’une manière plus ou moins consciente, mais au moyen d’un appareil

analytique assez gratuit qui masque les faits géométriques [ 5, 16, 17 ] . Le foncteur carac-
térisant une structure unimodulaire (définition IV, 3,1) induit un sous-groupoide 
et dès lors la notion de connexion affine compatible avec cette structure unimodulaire

(définition IV, 3,2). Il existe alors une et une seule connexion de vecteurs normale unimo-

dulaire dont la torsion et les courbes géodésiques non paramétrées soient arbitrairement

données (corollaire IV,3,2).
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CHAPITRE PREMIFR

CONNEXIONS PONCTUELLES DANS UN ESPACE FIBRE SOUDE A SA BASE

La théorie géométrique des systèmes différentiels du deuxième ordre qui sera

exposée dans ce travail revient à l’étude des connexions d’éléments de contact. Il

est indispensable de développer d’abord une théorie des connexions ponctuelles en ter-

mes de jets, qu’Ehresmann à créée [ 1 1 ] et diffusée principalement à travers son en sei-

gnement.

1. Connexions dans un groupoide.

Les structures différentiables seront de classe C~ ; par application d’une variété

dans une variété on entend une application différentiable; la variété fondamentale V est

de dimension n et paracompacte .

Soit ~ un groupoi’de différentiable sur V [12] au sens suivant : ( a, b ) : ~ ~ Vx V

est une application surjective de rang maximum. V est isomorphe à la sous-variété 

formée des unités; on désigne par x l’unité correspondant à x E V .

DEFINITION 1, 1, 1. Un élément de connexion dans 03A6 au point x E V est un jet de

V ) satisfaisant aux conditions suivantes [1 1 ] ;

a X signifie jx(a) X; jx est le jet en x de l’identité sur V ; 1 x " est le jet en x de la

contraction de V en x. Soit Q l’ensemble des éléments de connexion dans 4&#x3E;.

P ROP OSITION 1, 1 , 1. est une sous-variété non vide de J (cI&#x3E;, V ) et la restric-

-tion de a à Q est une application de rang maximum sur V .

Pour démontrer des propositions de ce genre on aura souvent recours au lemme

suivant :

L E MM E 1, 1 1. Soit f une application de rang maximum d’une variété V sur W, V une

sous-variété de W ; alors f "i( U ) est une sous-variété de V et la restriction de f à

U ) est une application de rang maximum sur CI ,

Soit alors Q’ le sous-ensemble de J (03A6, V ) formé des éléments X satisfai-

-sant aux conditions a X = h x = Q’ est une sous-variété et la restric-

-tion de a à Q’(03A6) est de rang maximum sur V.
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En effet la surjection de rang maximum c = ( a, b ) : 4J - V x V se prolonge en une

surjection de rang maximum ~F. /f~, 1" x V, V~/ Q ’ ( 4J ) est l’image réciproque

Far c de la sous-variété 1 /~ , ;~ !~~ ~, isomorphe à V.
- L’on achève la démonstration en montrant est une sous-variété de

0~ ~;.
Soit fî), V ) l’ image réciproque de la diagonale de V ~ par l’application de rang

maximum de 03A6 V sur V 3 qui à ( f , x ) fait correspondre ( a ( f ) , b(f), x).En vertu du

lemme (03A6 , V ) est une variété et l’ application naturelle de (03A6, V ) dans V est une sur-

-jection de rang maximum. Si l’ on démontre que y= ( 03B2, a ) ; Q’(03A6) ~ (03A6 , Vjt est une

surjection de rang maximum, la proposition sera établie car est l’image réciproque

par cette application de la sous-variété jx,~! isomorphe à V. y est surjective : soit

f/ . xo) ~ (03A6, V ); prenons X 6 quelconque, tel que x ( il en existe,

car on a vu que a: Q’(03A6) ~ V est surjective) ; soit go = 03B2(Xo) alors 
est un élément de 0’ ( ~ ) dont l’image par y ~) est le jet en x
de l’application constante sur / 6~; ~ désigne le prolongement de la composition

03A6 V03A6~03A6 à J ( 4Y / 4Y&#x3E; V)~ 7f 4Y , V ) , V 1 4Ù étant la variété des couples composables .
Il reste à voir que y est de rang maximum. Soit X 6 = x 

o,

/3~X ~ = f o ; il i suffit de construire une section / de y autour de ( f o, dans f(J), VJt

telle que 1 ( = X~. Puisque a; ()’(’ ~~ -~ V est surjective de rang maximum, il

existe un relèvement de a, autour de qui â x fait correspondre Xx avec Xx o = Xo;
soit ~~=/3~X~); on peut alors poser autour de ( f o, x~~ ; 1( f , x ) = jx( f 
l( f, x ) est défini, yf /( f,x))=( f, x ) 

L’on notera désormais q au lieu de a la projection naturelle de Q(03A6) sur V.

La proposition I. l. l. permet de poser [11] :

DEFINITION 1. 1. 2. Une connexion dans 03A6 est une Section de q: Q(03A6) ~ V.

Les considérations qui suivent préparent le théorème d’existence des connexions.

L’on établit que est un espace fibre au-dessus de V dont la fibre est un espace

numérique . Il s’agit donc d’abord d’exhiber un groupoîde différentiable sur V, opérant
sur (3 f~ ~ [12] .

Soit ~ le sous-ensemble de J (4Y , V ) formé des A satisfaisant aux conditions

suivantes :

On définit sur ~ une loi de groupoide sur V de la manière suivante :

B o A est défini a ( B ) et égale B b A s A. [9, c]
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~~

PROPOSITION 1,1,2. ~ est un groupoide différentiable sur V.
~

En effet, ~ est l’image réciproque par la surjection de rang maximum (~,~):
:J(03A6, V)~(V V, V ) de la sous-variété ! isomorphe en

vertu du lemme I ,1,1, 03A6 est une variété et b : 03A6 ~ 03A0(V) est surjective de rang m a-
N

-ximum. $ est différentiable sur V car la projection naturelle (a , b) de 03A6 dans
~~

Vx V se factorise en des surjections de rang maximum ~ : ~) ~ V ) et { a, ~) : 
~ VxV.

DEFINITION 1,1,3. Soit 03A6 un groupoïde différentiable sur V, qui opère sur E;soit
..

E le groupoïde sur E formé des couples composables de 03A6 E [ 12 J ; ,. E est

une variété. Qn dit que E est homogène relativement à 03A6 ou encore que 03A6 opère transi-

sur E E est un groupoïde différentiable.

PROPOSITION I, 1 , 3, [11].
~’

~~~.’Pf~~V esi un fibré à groupoide structural ~.
N

b ) $ opère transitivement sur ~f~~.
c ) La fibre est un espace numérique.

N

a ) Il s’agit de définir une application d’une sous-variété de xQ() dans~(~),
*~

pour laquelle ~ soit un groupoide d’opérateurs et q la projection associée [ 12 ] . Puis-
. 

*~

-que q est surjective de rang maximum (Proposition I, 1, 1) et 03A6 un groupoide différen-

-tiable sur V (Proposition 1,1,2), ( a., q ) est une application de rang maximum de
.

sur V x V ,.., l’image réciproque de la diagonale, est une variété.

Pour tout ( A, X )~(03A6  Q(03A6) on pose : Ao X = [j() 2022 X 2022 sA](bA)-1 où 
V x

= a( X ), f = /3(" A ), s est la symétrie dans 03A6. Il est trivial de vérifier que A 0 X est
N

défini, appartient à et que l’on a défini ainsi une loi d’opération du groupoïde 03A6
sur 0 ( ~ ) , induisant la projection q .

N

b ) Une fois établi que est un espace fibre à groupoide structural $, il

suffit de vérifier qu’une fibre quelconque est homogène. Plus précisément, soit
~

X il s’agit de voir que l’application X * de  x dans Q fait

correspondre AoX est de rang maximum et surjective; c’est évident car la restriction de
~

X * au sous-groupe 03A6’x formé des A tels que 03B2( A ) = x et 6 A = jx est un difféomor-

-phisme sur Q x(03A6).
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c ) Vérifions que 0 (eV) est difféomorphe à un espace numérique. Soit Ofl la

sous- variété de J (03A6, V), formée des jets de V dans 03A6x de source x et but x; est

trivialement difféomorphe à un espace numérique. Soit X un élément de Q (03A6); l’applica-
-tion X* : Qx(03A6) ~ 03A6ox qui à Y associe Y .5- X est un difféomorphisme.

COROLLAIRE. I, 1 , 3 . Il existe des connexions dans ~ .

En effet est un espace fibré à base paracompacte et sa fibre est un espace

numérique; il admet donc des sections [ 15].

2 . Connexions dans un espace fibré soudé à sa base.

Dans la suite de ce travail, $ est un groupoide différentiable sur V opérant tran-

-sitivement sur E; p.’ E ~ V est la projection définie par l’action de 4l . [ 12, a] .On sup-

- posera dim E = 2 dim V. En outre E est soudé à sa base V, au moyen d’une soudure S ,
c’est- à- dire une section de satisfaisant aux conditions suivantes [7]:
pour tout x E V

a)  
x 

est régulier

L’hypothèse dim E = 2dimV implique:!, V). On pose x’ = cr~ ~ ;== ~(~x); o~
est une section de p : E - V.

DEFINITION .1, 2, 1 .(’~)

Un élément de connexion dans E, au point x EV est un élément de connexion X

dans 03A6 satisfaisant à la condition supplémentaire: X 03C3) = 03A3x; 2022 désigne le prolon -
- gement ( 1 Q, b] de l’action de 03A6 sur E en une application de E, V ) dans

J(E, V).
Soit ~f~~ l’ensemble des éléments de connexion dans E.

PROPOSITION . I, 2, 1.

Q ( E ) est une sous - variété de Q ( c~ ), et la restriction de q à Q ( E ) est de rang

maximum sur V. 
’

(/?,o.):/(E,V~ -~ E x V est surjective de rang maximum; soit J’(E , V ) la sous-variété

image réciproque de la Soit 1: Q ( ~ ) -~ )’(E , V ) l’ applicatio n

quia X fait correspondre X ~r ~Q(~)( a ) . L a proposition sera établie en vertu du

(*) Définition posée par Ehresmann dans son cours ( 1961)
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lemme ( I, 1 , 1 ), si l’on démontre que 1 est surjective de rang maximum, car

Q ( E ) est l’image réciproque par 1 de la sous- variété de J ( E , V ),

isomorphe à V . On se sert de la remarque suivante . 
’

REMARQUE. 1,2,1.

Soit V un groupoïde différentiable sur V; il existe au voisinage de ( xo, xo) un

relèvement f de ( b, ~) .’ ~ -~ V x V tel que f ( x, x) = x. En effet soit g un relèvement de

b : V autour de x ; on peut poser autour de dans V x V :

Démontrons alors que 1 est surjective. Soit ~6J~E’,V~/ il s’ ag i t d’ exhiber un

X tel que = S, où x = a( S ) . Puisque 03A6 V E est un groupoide différen-

-tiable sur E, il existe, en vertu de la remarque, autour de ( x’, x’ ) dans E x E une appli.

-cation g dans V satisfaisant aux conditions suivantes :

g ( z, u ) u est défini et égale à z

Il est alors trivial ( U ) = X est défini , appartient à 0 ( ~ ) et que

S , Il reste à voir que 1 est de rang maximum. Soit a( X 0) = xo,
il s’agit de définir au voisinage de So dans J’(E, V) une section k de 1

telle que k( 50) = Xo. Puisque q : .’ ()($~ ~ V est surjective de rang maximum, l’on a autour
de xo une section x - X x de q où x = X . Si g est l’application définie autour

o

de ( x ô, x ô ) dont on s’est servi pour montrer que 1 est surjective, l’expression
k ( 5) = ( sg(X03B1(S)2022j03B1(S)(03C3),S))2022X03B1(S) est définie lorsque 5 est voisin de So dans

J’( E, V); on vérifie aisément que k est une section locale de 1 satisfaisant à la condi-

- tion = So . On peut alors poser :

DEFINITION .1, 2 , 2.

Une connexion dans E est’ une section de q : Q ( E ) - V .

/

On va s’assurer qu’il existe des connexions ( désormais, il s’agit implicitement de conne-

-xions dans E, sauf mention contraire), par la même voie que dans le paragraphe précé-
-dent.

Il s’agit de montrer que Q( E ) est un sous-fibre et que sa fibre est un espace

numérique .
Soit 03A8 le sous-groupoide de 03A6 pour lequel crf V ) est stable. C’est un groupoide dif-

-férentiable sur V. Comme 03A6 s’identifie à la sous- variété de 03A6 V E formée des



6 VER EECKE

1 BIl s’identifie à l’image réciproque de cr( Y) x 03C3( V)par l’application cano-

-nique c : 03A6 V E ~ E x E, où c( f , z ) = ( z, fz ); on sait que c est surj ectivede rang ma-

-ximum car 03A6 opère transitivement sur E (Définition I,1,3).; 03A8 est alors isomorphe à

une sous- variété 9’ de V x E ; le fait que la restriction de c à 03A8’ est de rang maxi-
-mum sur cr( V ) x crf V ), ( Lemme I, 1, 1 ). entraîne que T est un groupoide différentia-

*« N

-ble sur V. L’on peut donc considérer son prolongement ’-JI. le sous- groupoï-
-de de formé des A satisfaisant à la condition : 03A303B2(A)bA = 03B2(A)03A3 03B1(A).

En vue de la proposition suivante on a un lemme utile.

LEMME I, 2, 1 .

Soient t}&#x3E;’ des groupoïdes différentiables sur V, a, b, a’, b’, 1 le.ç projections sour-

-ce et but correspondantes " soit cp un foncteur de 03A6 dans que = a =.b.

Alors 03C6(03A6) est un sous - groupoide différentiable de 03A6’ sur V et ? est de rang maximum

sur ~r~~

Une démonstration très détaillée reviendrait à ceci : en bref 03C6 (03A6), qui est

évidemment un groupoide sur V, est une sous- variété en raison des deux faits suivants :

1&#x3E; est localement isomorphe au groupoide différentiable trivial V x V où x EV est

arbitraire; d’autre part l’image d’un groupe de Lie par un homomorphismeanalytique f est

un groupe de Lie, et / ; (7-~ f ( G ) est de rang maximum. Il en résulte est une

sous- variété et que 03C6 est de rang maximum sur cp (03A6). Il est alors trivial que 03C6 (cI&#x3E; ) est

un groupoïde différentiable sur V, &#x3E; à cause du diagramme:

où (a, b j est surjective de rang maximum .

P R O P O SIT IO N .1 , 2 , 2 .

(2) est un sous - groupoïde différentiable de 03A6 sur V .
-

b) Q ( E ) est un sous - fibré homogène de Q (03A6), à groupoïde structural 03A8 (03A3).

c) la fibre de Q ( E ) est un espace numérique.

a ) Soit ~:03C8~ R ( V ) le foncteur qui à f fait correspondre 03A3-1b(f) f03A3a(f);
soit 03A0 ( 03A3, V ) = 8 ( ’II ). En vertu du lemme : TI ( 03A3, V) est un sous - groupoide différentiable

de 03A0 ( V) sur V , L (2, V ) est de rang maximum. soit 03A0 ( v ) o 9 le groupoïde
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formé des ( X, V ) x ? tels que a,( X ) = a ( f ), ~( X )= b( au moyen du lemme

(1,1,1) on voit aisément que I~ ( V ) 00FF ’If est un groupoide différentiable sur V, car 

et 03A8 sont différentiables sur V. De même, 03A0(03A3,V) est un groupoïde différen-

-tiable sur V; comme ~ : 03A8 ~ 03A0(03A3, V ) est surjective de rang maximum, on a un foncteur

surjectif de rang maximum, 80’ : V) V 03A8 ~ FI( V) V TI (2 , V ) formé au moyen de ~ et

de l’identité sur 03A0( V ) . En tenant compte du fait 03A0( V ) est surj ective de

rang maximum, on démontre facilement, par le procédé utilisé dans la proposition (1,1, 1 )
N

que le foncteur (b,03B2) : 03A8 ~ 03A0(V) V 03A8 est surjectif de rang maximum . En vertu du lem-
l’V -« N

-me ( I, 1,1 ) , 03A8(03A3) est alors manifestement une sous- variété de 03A8
f«

~ II (2., V ) est de rang maximum surjective; en effet, lp (2.) est limage réciproque de la

diagonale de par le foncteur surjectif de rang maximum ~’o( b, ~:
N

.’~~nfV)~ ~I(~, V); qt (2.) est un groupoide différentiable sur V, car la projection
~

source- but de dans V x V se factorise en deux applications surj ectives de rang
~~

maximum; b : qt ( 2. ) ~ VJ et ( a,, /3~ ; nf~ ~ V) -~ V x V.

b) L’on vérifie par un calcul simple que la sous- variété Q(E) de est
N N

stable pour les opérateurs lorsqu’on considère 03A8(03A3) comme un sous - groupoi-
-de de 03A6 et l’action de 03A6 sur définie au paragraphe précédent. D’autre part l’en-

’x ....

-semble des couples composables g( E ) est une sous- variété Of EJ,

car a,.’ ~(~) ~ V et q : Q( E ) -7 V sont surjectives de rang maximum, en vertu de a ) et

de la proposition (1,2,1). Q ( E) est donc un fibre à groupoide structural Il res-
«

-te à voir opère transitivement sur il suffit de le vérifier sur une fibre.
~~

Soit il s’agit de voir quel’application qui à A fait corres-
2014’

-pondre A 0 X est surjective de rang maximum, cela est évident car l’ensemble des A 6~
N ~

tels que a,( A) = x, x, b A = jx, , est un sous- groupe de et la restric-

-tion de X* est un difféomorphi sm e sur Qx 

c) En vertu de ce qui précède, il suffit de vérifier que ’x est difféomorphe à un
~~ . 

-

espace numérique. Soit X L’application qui à A ~03A8x fait correspondre 
est un difféomorphisme sur la variété ~P~ formée des jets de V dans ~~ de source x, de
but x. ~x est évidemment un espace numérique.

COROLLAIRE 1 ,2 ,2 .

Il existe des connexions dans E ~

En effet, Q ( E ) est un espace fibre à base paracompacte; sa fibre est un espace

numérique ; il admet donc des sections [ 15 ] .
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3. Torsion.

Si V et W sont des variétés feuilletées régulières [ 13], l’ensemble ~j r( W’, V’ )

des jets semi- holonom es d’ordre r d’une feuille quelconque de V dans une feuille quel-

conque de W peut être naturellement muni d’une structure de variété satisfaisant aux con-

ditions suivantes :

est surjective de rang maximum

Si les feuilles de V et de W ont la même dimension, on considère les sous-variétés

TI’( W’, V’) formées des jets inversibles; elles satisfont aux mêmes propriétés.
Désormais on note 8 l’application qui à un jet semi-holonomedu 2e ordrefait

correspondre son but c’est-à-dire sa composante du 1er ordre.

Si on considère sur E le feuilletage régulier défini par sa fibration et sur V le

feuilletage trivial, la condition dim E= 2 d im V et les considérations précédentes entraî-

-nent que et Ff f EB VJt ont un sens bien défini. Soit V) l’image

réciproque de par S ; TI2(E’, V ); / en vertu du lemme(I,I,I)

E, V ) est une sous - variété de 03A02( E’, V ) et a, : 03A02(03A3, E, V) ~ V est une sur-

-jection de rang maximum. Soit 03A020( V) le sous- groupoide de II 2 ( V ) formé des X tels

que = j03B1(X); 03A020( V ) opère E, V ) par composition de j jets s emi-holo-

-nomes. Les classes de la relation d’équivalence associée, c’est-à-dire les orbites de

~I ~ ( V )J forment un feuilletage régulier. En vertu de la théorie des variétés quotients

S( E ) = 03A02(03A3, E, est naturellement muni d’une structure de variété et l’ap-

-plication canonique E , V ) ~ S ( E ) est de rang maximum [ 13] . La surj ection
de rang maximum a : E, V ) ~ V se factorise en et t : S( E ) - V est alors sur-

-jective de rang maximum. Pour une raison qui sera bientôt claire, on pose :

DEFINITION 1, 3 , 1 .

Un élément de torsion en x EV est une classe de jets r ES( E ), telle que

Soit 9 ] V) le sous- groupoide II 2 ( V) formé des ( f , X ) tels

que

P R O P O S I T IO N 1,3 1 .

03A02( V ) est un groupoïde différentiable sur V.

b ) ( 03A3 , E, V ) et S( E ) sont fibrés à groupoïde structural 03C8 03A3 03A02 ( V ); 

-cation ~ est covariante [ 12] par rapport 03A02( V ) .
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a ) On a vu dans le paragraphe précédent que 8 : foncteur

surj ectif de rang maximum. Il en résulte que (8, 8) : ’II ~ V ) -+ II (S, V) ~ 
est un foncteur surjectif de rang maximum, tous les groupoides étant différentiables sur V.

-n vertu du lemme l’image réciproque de la diagonale de 
c’est-à-dire précisément 9 § I~ 2(V), est une sous-variété et le foncteur 8’ : h 2(V) -~
~03A0(03A3,V), qui à ( f , X ) fait correspondre 8( X ), est surj ectif de rang maximum Puisque

est un groupoide différentiable sur V, il en résulte que II 2( V )est un grou-
-noi’de différentiable sur V .. 

’

b ) Comme 03A8 03A3 03A02(V) est un groupoide différentiable sur V, et que 
- V est de rang maximum, l’ensemble des (( f , A ), Z ) de (’~! ~ II 2(V)) x II 2 { ~, , E , V )
tels que a ( f ) = a( Z ) est une sous-variété. L.’application de cette variété dans V)

qui à (( f, A ), Z ) fait correspondre obtenu par les opérations ordi-

-naires sur les jets semi-holonomes [ 10, a ] , prend des valeurs dans 03A02 (03A3, E , V ) et

définit sur cette variété une structure d’espace à groupoide d’opérateurs, donc d’espace
fibré à groupoi’de structural 9 f TI 2 (V ). Ce groupoide opère aussi sur S ( E ) de manière

que 7~ soit covariante; il suffit de remarquer que la relation d’équivalence sur II V)

définissant S ( E ) est compatible avec l’action plus précisément, soient

et a( H ) = a( Z ) = a( A); il s’agit
de vérifier qu’il existe tel que ( f , A ) o Z H = ( ( f , A ) 0 Z) H’ ou encore

f Z H A ‘t = r Z A ’"1 H’ . On peut prendre H’ = A H A -1; H’ est holonome en vertu de la remar-

-que suivante qu’on démontre par un calcul trivial.

REMARQUE I, 3 , 1 .

Le noyau de 8 : L2n ~ L est distingué dans L n 2 , lorsque l’on considère L 2ncomme
un sous-groupe de 

03A0( E’ ) l’application qui à f fait correspondre j ( f ) , Soit e le

prolongement[ 10 , b] de la composition ordinaire des jets 

Pour tout X ~Q( E ),
où x = q ( X ), est un élément bien défini de E , V ). Soit y le foncteur de T (2)

dans 03A8 03A3 TI 2 ( V ) qui à A fait correspondre ( f3 ( A ),03A3 b A )( 03A3 )); la seconde
composante est obtenue par prolongement de la composition ordinaire des jets:
TI ( V , E’)É V)-~ rif v) en ; fnr v, E~ ) ~ n fEB V), J V) 

] V ) ; T désigne l’inversion des jets appliquant V ) sur 03A0( V, E’ ) . On dé-

-montre alors par un calcul trivial :

PROPOSITION I, 3, 2.

03BE : Q( E ) ~ 03A02( 03A3, E, V ) est covariante relativement au f oncteur X : (I,) -. 03A8 03A303A02( V )
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Soit 9= Il résulte de cette proposition et de la précédente que i9.’0fS-~
- S ( E ) est covariante par rapport au foncteur y .

On peut poser :

DE FINITION I, 3, 2 .

a ) Soit X EQ ( E ); on 9f torsion de X. On dit que X est sans tor-

-sion , ou à torsion nulle ou encore holonome, si 03B8( X ) est la classe ( E ’ , V ) jD

n~f~, E , V) où x = q ( X ), c’est-à-dire si et seul ement si ~( X ) est holonome.

b ) La torsion connexion X : .’ V ~ Q( E ) est la section 03B8o X de t : .’ S( E )- V.

On se propose d’indiquer le plus grand sous-fibre de tel que toute

section de au-dessus de V soit la torsion d’une connexion; on verra aussi sous

quelle condition on a S’( E ) = 

Soit H un sous-groupoide différentiable’ de ( c’ est-à-dire désormais un

groupoide différentiable sur V ) . Posons 11 ~ = = 

03A92 et 03A92 sont des sous- groupoîdes différentiables de II 2( V ) et II 2( V ). L’image réci-

-proque des unités par le foncteur surjectif de rang maximum 03A9 : 03A92 ~ H est une sous-

-variété 03A92o ; on définit de même Soit H un repère semi-holonome du 2e ordre en

x 6V [ 9 , a] . H induit l’isomorphisme de groupes H’ : V ) ~ L 2n qui à X fait corres-

-pondre H 1 X H . On identifie à Ln x Rn 3 [ 10 , b ] et on pose H N = r o H’ ou r est la

projection de Lj sur 

LEMME I, 3 , I .

La restriction est un isomorphisme de groupes sur un sous-espace

vectoriel M de R n 3; / l’image de est le SOUS-eSPaCe N de M f ormé des (xijk)i,j, k = 7 n
symétriques par rapport aux indices inférieurs.

La règle de calcul des jets semi-holonomes du 2e ordre [10, b ] entraîne que le

composé de et 

dans L à égale f f Sp~~~ ~ .n, ( c1k)~~~~k = ~ ... ~ ~ = aÎk 
 : 03A02o,x ~ Rn 3 est un isomorphisme de groupes. Démontrons que 03A92o,x est fermé et con-

-nexe dans 03A02o,x; son image par H sera un sous-espace vectoriel de R" [ 3,b] . Soit A

un élément de P (03A9); soit le sous-espace ,V) formé des j ets de source x

et début ; ; soit A : V ) la bijection qui à X fait correspondre A e X 2022A

di rest l’inversion dans jet est obtenu en prolongeant la composition ordinaire

0393( V ) V 03A0( V ) V 03A0( V ) ~ 03A0( V ) à J(03A0( V ) V 03A0( V ) V 03A0( V ), V ) ~ J(03A0( V ), V ). Ladé-
-monstration de la première partie de l’énoncé est achevée car A transforme l’injectionna-

-turelle 
x 

dans 
x 

en l’injection naturelle de l’ espace vectoriel Dedans
l’espace vectoriel Le deuxième énoncé découle de la remarque( I, 3, 1 ) . Le lem-
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-me suivant exprime dans le langage des groupoides différentiables un théorème classique
et plus général de surfibration L 15].

LEMME I, 3, 2.

Soit 03A6 un groupoïde différant sur E et E’ , soit 03C6: E ~ E’ uneap-

- plication surjective, covariante et de rang maximum. Si 03A6 opère transitivement sur E,

alors le groupoi"de des couples composables   E’ est différentiablre sur E’ et y: E -

~ E’ est une fibration admettant le groupoïde structural 03A6 V E’.

1&#x3E; ~ E’ est un groupoide différentiable sur E’ . En effet la projection source- but

[ 12, b] Y"; ~~ E’ ~ E’ x E’, qui à ( f , z ) fait correspondre ( z , f z ) est surjective de

rang maximum à cause de :

où X sont par hypothèse surjectives de rang maximum ; ~ fait correspondre
( f, 03C6( z )) à ( f, z ). Il reste à voir que 03A6 V E’ opère sur E, de façon que la projection
de E sur E’ ainsi déterminée soit cp. Puisque y est surjective de rang maximum et que
4Ù ~ E’ est un groupoide différentiable sur E’ l’application y" :(1&#x3E; ~ E ’ )x E -~ E’ x E’

qui à ( f , z’, z ) fait correspondre ( z’ , est surjective de rang maximum ; l’image
réciproque de la diagonale est une sous-variété E’)#, E. L’application de

( 4Y F E’ ) É , E dans E qui à ( ( f , z’ ), z ) fait correspondre f z fait un groupoi-
-de d’opérateurs sur E qui induit la projection cp: E - E’.

Un théorème classique affirme qu’une variété sur laquelle opère transitivement

(au sens ordinaire) un groupe de Lie, dénombrable à l’infini, est un espace homogène
de Lie [ 14]. Si le groupe structural de 03A6 est dénombrable à l’infini, 03A6 opère transitivement

(au sens défini dans le paragraphe précédent) dès qu’il est transitif au sens ordinaire ;le lemme est

encore vrai sous la condition que cpsoit surjective, covariante. Remarquons que chaque fois qu’on

applique ce lemme, il s’agira en fait d’un groupoide à groupe structural dénombrable à l’infini; ce

qui permettra de simplifier fonnellement quelques démonstrations.

PROPOSITION 1,3,3.
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a) On a vu que 1~~ V~ est un sous - groupoide différentiable de I1( V);

03A020(03A3, V ) est une sous-variété de 03A020 ( V ) et a : 03A02o (03A3, V ) i V est SUri ective de rang

maximum.. Par le procédé de la proposition(I, 1, 1) on voit aisément que le sous-

-ensemble 03A8o de J(03A8,V) formé des A tels A), 03B2(A)= 03B1( Aj

est une variété i V est surjective de rang maximum. Soit X une conne-

-xion : il en existe en vertu du corollaire (1,2,2). Considérons le diagramme :

où et lX(Z)= (03BE(X03B1(Z))) 2022 (Z). Dans la dernière éga-

-lité o représente le prolongement de la composition ordinaire des jets :
à / fri( V~ E ~ ; ~. n fi? B V ;. V ; -. ; (IIf V~ V; et T

l’inversion des jets appliquant 03A0(E’, V ) sur H( V, E’ ). Comme 1 X est un dif-

-féomorphisme, la première partie de la proposition sera démontrée, si l’on établit

que E ) ) correspond par lX à la sous-variété (S, V ) ; comine k X est

aussi un difféomorphisme, cela revient à montrer que e : ’P 0 - H (S, V ) est

surjective. Soient A ~03A02o (03A3, V), x = un relèvement local en jx de

qui fait correspondre x.. Il est alors évident que l’on a

et EX A = A , en considérant A comme un jet 

b) Il suffit de démontrer que la restriction de ~ aune fibre quelconque

03BE : Qx(E) ~ 03BE(Qx(E)) s’identifie à une application linéaire surjective d’espaces
vectoriels. En effet, en vertu de la proposition { I , 3 , 2 ) , 03A8(03A3), qui opère tran-

-sitivement sur Q( E ), opère naturellement V ); 03BE(Q(E)) est
- -

stable pour ’P3l &#x3E; et 03BE est covariante surjective par rapport à 9£ &#x3E;. Il résul-

-te alors du lemme (I,3,2) que ; : Q ( E ) - 03BE(Q(E)) est une fibration.. Cette fi-

-bration admet des sections, car f(Q(E ) ) est paracompacte comme V. D’autre

part la fibre de 03BE est un espace numérique, si la restriction de 03BE à Q x( E ),
s’identifie à une application linéaire d’espaces vectoriels. Démontrons donc

ce détail.

Soient soit l’espace vectoriel formé des jets de

V dans W de source x et de but x. De même soit V ) l’espace vecto-

-riel des jets de V dans V ) de source x et de but j .
L’on prolonge le diagramme trivialement dérivé de (1) par restriction à

dans le diagramme suivant :
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où k’Y(Z) = Y Y et l’Y(Z)= E Y o 2; e k’Y et l’Y sont des difféomor-

-phismes est évidemment linéaire pour les structures vec-

-torielles induites.

Désignons (désormais 03BE(Q( E ) ) par ’03A02(03A3,E r V ) . Un difféomorphisme

1 ~ : ’n~(2 E, V ) ~ ~Q ( ~ , v ) du diagramme ( 1 ) montre V ) opère sur

( 1, E, V ). Les classes de la relation d’équivalence associée tonnent un feuilletage

régulier; on a donc une variété quotient "H (~ E ~ V~/j~[2 /~ y ~ et une application
- 

-2014 2014 o *
canonique de rang maximum ~’=’03A02(03A3,E,V)~’03A02(03A3,E,V)/03A02o(03A3, V [ 13 ].L’in-

-2 =2 o * 

-jection canonique z : ’11(1, E, V) -~ E, V) se projette en une application x* :

-2
’ii(2 ,E, V~/ ~2 /~ vB -~ J~f E~ en vertu de théorèmes généraux sur les variétés

o ’

quo ti en ts, et on a :

z* est injective et régulière comme on peut le voir en coordonnées adaptées [ 13 ].. Il en

résulte que S’( E ) = 1*l’il(Àé , E, V ) /fl2 (03A3,V)) est une sous-variété de S( E ). P.emar-

-quons enfin qu e ’Î ( É ) opère sur t II (!. E V)/03A02o(03A3,V)2 e t que ( 3) est covariant

par rapport à B}I (2).. Il suffit de s’assurer que si Z 6 ’I1(~, E , V ) , H E I1~ (I, V) ,
A 6T ( 1 ) , a(Z )= a( H ) = OLf A ) , alors il existe H ’ V ) tel que ~o(Z ~ ~ =

= ( A o Z ) H ’ . La proposition (I, 3,1)~ assure qu’il existe un tel 1 ~V’cl~~~ V ) ; puisque
et A o Z appartiennent à ’I12 (I. E , V) et que z* est injective, il en résulte

que H ’ appartient à (X V ) .
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PROPOSITION I, 3 , 4 .

Soit 0 une section de t: S’( E ) -~ V. Il existe une connexion ayant pour torsion 9 .

6’ : Q(E) ~ S ( E ) se factorise en deux applications surjectives 03BE : Q(E) ~
- ’TI 2 (S E, V ) et 7]’ : ’TI 2 (S E, V ) -~ S’( E, V ). La première application admet une

section ~* en vertu de la proposition (I,3t3). Il suffit d’établir que la seconde admet

aussi une section 7fi; 9 est alors une connexion dont la torsion Il s’agit
de démontrer que 7)’ : : ’H (2, E , V ) -~ E , ~~/]T[ 2 /~ ~/ B est une fibration dont la

fibre est difféomorphe à un espace numérique. Il est évident, à partir de la démonstration

de la proposition (I,3,3), que (03A3) opère transitivement sur ’03A02(03A3, E, V); comme 7/

est covariante par rapport à (03A3), il résulte du lemme (I,3,2) que ~’ est une fibra-

-tion.. D’autre part, la fibre est difféomorphe à un espace vectoriel en vertu du lemme

(I, 3, I ).

On a la variété quotient n~V~/~[2/~B analogue à celles que l’on a définies
plus haut et l’application canonique de rang 

.

D’ où :

COROLLAIRE I, 3 , 4 .

Si ~ : ~~ (2, V ) -~ f~ )/][’[ o 2 (V) est surjective, il existe une connexion

ayant pour torsion une section arbitraire de t : S ( E j -~ V.

Soit X une connexion; on a défini dans la proposition (I , 3, 3 ) le difféomorphisme

/,. : n~ ( 1 ,E, V~ ~ n~ V ~ qui à ’TI~ (2. ,~. V~ fait correspondre ~Iô(~,V).. On a: 1

ou z, z’ sont les inclusions et 1 g un difféomorphisme naturellement induit par lX.* L’hy-
-pothèse entraîne manifestement S’(E ) = S ( E ) puisque ~: ’FI 2(03A3, E, V ) ~ S ( E ) est

surjective.



CHAPITRE DEUX

CONNEXIONS GENERALISEES.

Ce chapitre traite l’aspect fondamental du problème de la géométrisation d’un champ
du 2e ordre de manière à embrasser les questions particulières du chapitre suivant. Il s’agi-
-ra d’introduire sur E et 03A6 des données supplémentaires qui permettront de donner une dé-

-finition harmonieuse du point de vue de l’intuition géométrique pour l’élément du 2e ordre

"géodésique" d’un élément de connexion généralisée.

l. Champs du 2e ordre.

Soient Jrk(V) la variété des k-vitesses semi-holonomes d’ordre r [10,b],
la sous-variété formée des vitesses holonomes[9,a]. On réser-

-vera les symboles usuels T k( V ) pour désigner les sous-variétés de

~ k( V ), ~ k( V j formées d’éléments réguliers. La projection naturelle ~t j; T k( V ) -~
~V est une fibration à groupoide stnictural transitif est un sous-

-espace fibre à groupoide structural transitif n~(V~. Li et L k opèrent à droite, 
’

par composition ordinaire des jets, sur raison de théorèmes

généraux sur les variétés quotients [~3]~ t déjà utilisés dans le premier chapitre,
on aies variétés de k-éléments de contact d’ordre r : Trk, c(V)=Trk(V)/-Lrk et Trk, c(V)= -

= Trk(V)/Lrk [9,b]. L’action de 03A0r(V) sur commute avec celle

de L J/; il en résulte que est un espace fibré sur V à grouporde

On suppose désormais r  2, On a une application naturelle

03A0 : T2k(V)~Tk(V), surjective de rang maximum et covariante par rapport au

opère transitivement sur ~~f~~ il

résulte du lemme (1,3,2) que 77.’r~V)-.T~V~ est une fibration dont le

groupoide structural est n~(V~ formé des couples tels

que l’on est compatible avec les relations

d’équivalence définissant T ~ /~ et T ~ ~ c~~ et induit donc une projection

~1 ~5 ~ C ~~~z. ? t ~ f~~’ que l’on désigne encore par 7T&#x3E; lorsqu’il n’y a pas risque
de confusion ; cette application est surj ective de rang maximum et covariante par

rapport à on a donc une fibration 03C0 : T2k, c(V) ~ T k, c(V)
dont le groupoïde structural formé des (A , 03BB) ~03A02(V) Tk, c(V)

tels que OL(/U= ~~.
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DE FINITION II, 1 , 1 .

a) Un champ de k -vitesses du 2e ordre est une section 

-~ Un , cham p holonome est une section de ~t : T k ( V ) -~ Tk(V).
6 ) Un champ de k - él éments de contact du 2 e ordre, ou plus brièvement

un k - champ du 2 ~ ordre, est une section de ~t : T k ! C ( V ) -~ ( V ). Un k.champ

ho 1 onom e est une section de 1T: T k ~ ~( V ) ~ T ~ ~ ~,( V ) [6j.

- On vérifie aisément que l’image réciproque d’un point par 7T dans a) ou b)

est difféomorphe à un espace numérique.. Il en résulte que les fibrations 7T admet-

-tent des sections, c’est-à-dire qu’il existe des champs du 2Q ordre de k-vitesses

ou de k - éléments de contact, et même des champs holonomes. Il est utile de re-

-marquer qu’un champ de k-vitesses du 2e ordre, s’identifie à un champ ordinaire

de k - vitesses " semi.. holonomes " sur T k ( V ); on a la même chose pour un k -champ
du 2 e ordre

En effet soit A R k ) défini comme suit : .’ A = ~ 

où 9 t est la translation de R amenant o en t; pour tout A . E T fl(V ), u(A)=

= A eA est défini et appartient k ( T k( V)); ® est le prolongement de la com-

-position des j 
Soient et 03C0" : Jk(V)~V, les ap-

-plications naturelles qui à une k-vitesse font correspondre son point de contact.

On a alors :

où i est l’injection naturelle.. Il résulte de ce diagramme : u ( T f  V ) ) ~T k (Tk( V ) ).

L’application u est un difféomorphisme de T2k( V) sur la sous-variété de

Tk(Tk(V)) formée d’éléments  " semi-holonomes " c’est-à-dire dont le poin t

d’appui ’() coïncide avec la proj ection t1 suivant 77" : Tk(V) ~ V. Il est

alors clair qu’un champ de k - vitesses du 2°e ordre, c’est-à-dire une section de

77, s’identifie avec un champ de k-vitesses du ler ordre sur T k( V) c’est-à-dire

une section de 7T’.. Vérifions sommairement que T ( V ) s’identifie à une sous-, c

-variété t ~ ( ~ ~ ~ ° On a: "
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et par prolongement :

On remarque : /

Soit T k ( T k c ( V ) ) ~ T k c ( T k ( V ) ) l’application canonique définie par

le quotient.. On vérifie que u : .’ est compatible avec la projection na-

. -turelle p" : T2k( V) ~ T2k, c(V) et p’ 0 p: u(T2k (V))~ T k, c( T k, c( V )). D’où le dia-
-gramme :

où 7T ’ est la proj ection d’un élément de contact sur son point , d’appui ; a’1 ~ u’ t’ { T2k, c ( V ))entraîne que  A est un k-élément de contact et égale ’ ( j. T’ 2k, c (V ) s’identifiepar
u’ à une sous - variété de k - élém ents de contact " semi- holonomes " à Tk, c ( V ).Il. est

clair qu’un champ du 2 e ordre c’est. à-dire une section de 03C0 s’identifie à une section de 7T’
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c’ est- à- dire à un champ ordinaire de k - éléments de contact sur T k ,. c( V ). Dans la sui-

-te, il sera parfois utile de généraliser la notion de champ du 2e ordre[ 10, a].

DEFINITION II, 1 , 2 .

Un k - système différentiel du 2e ordre est un sous - ensemble ~ de T ~( V ),

qui se projette par 03C0 sur c( V J.

Soit une variété plongée[ 6] dans V de dimension k n c’ est- à- dire un couple

( W, f ) où f est une application régulière de W dans V. A chaque x E W correspond un élé-

-ment de c(V,f(x)) représentable par f H où H est un repère quelconque en x ; cet .

élément de contact est indépendant de H; on le notera j’x( f )’ De même à chaque x E W

correspond un élément de T k .-f V, jx ( f )) que l’on désigne Désormais on sup-

-posera implicitement que le premier prolongement ( W , j’ ( f ) ) de ( W, f ) est un plongement

propre, c’ est- à- dire que l’application régulière j’ (’ f ) : W ~ T k qui à x fait corres-

-pondre j’x(f) est injective.

DE F INITION II, 1 , 3 .

Une intégrale d’un k - système différentiel D du 2e ordre est une variété plongée
( W , f ) de dimension k telle que l’image de W par j" ( f ) soit contenue dans ~.

Une intégrale ( W, f ) d’un k - champ du 2e ordre A : est

caractérisée parla propriété : j "x ( f ) = A ( j , x ( f ) ) pour tout x E w .
Soit E une variété régulièrement feuilletée. Comme on l’a fait remarquer en tête de

(1,3) on peut considérer les variétés /~E~R~,~(E~R~, formées des jets de R k
dans une feuille quelconque de E.Si l’on suppose que k est inférieur à la dimension des

feuilles, soient T k ( E’ ), T k ( E’ ) les sous- variétés de J’( E’, R k), J ’( E’ , R k ) formées
de jets réguliers de source 0. Ce sont les k - vitesses tangentes aux feuilles. T k ( E’ ) est
un fibré sur E à groupoide structural n~E~). On a de même des variétés d’éléments de

contact Tk, c( E’), T k J’E’). On désigne par 7T, soit la projection naturelle 
sur Tk( E’), soit celle de Tk2 , Ç( E’ ) sur Tk ~jT~?’).

DEFINITION II, 1 , 4 .

a ) Un champ vertical du 2e ordre de k - vitesses sur la variété feuilletée E est

une section de 03C0 : T k (E’) ~ Tk( E’ ) .

b ) champ vertical du 2 e ordre est une section de T  c ( E’ ) -~ T k ~.( E’).
2. Connexions de vitesses et d’éléments de contact.

Les V et 7T : T k ( V ) ~ V sont surjectives de rangmaxi-
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-mum ; il résulte du lemme ( I; 1, 1) que l’ensemble Qk( E ) CQ( E ) x T k ( V ) formé des

( X , À) tels que q(X)=03C0(03BB) est une sous- variété. On désigne par r la projection na-

- turelle de Q k ( E ) sur T k ( V ). De même on a une sous - variété Qk, c( E ) C Q ) E ) x

x T ~ ~ c( V j et une projection r : ~ k ~ c( E ) -~ T’ ~ , c( V )’

DEFINITION II, 2 , 1 .

a ) Un élément de Q k ( E) c( E ) ) est appelé élément de connexion de k -
- vitesses ( de k - éléments de contact ) .

b ) Une connexion de k - vitesses est une section de r : Q k ( E ) - T k ( V ), c’est -
- à - dire une application X : T k ( V ) -~ Q ( E ) satisfaisant à : q(X ( À))= 7T (À) pour tout

B6 On définit de même une connexion d’éléments de contact.,

On remarque qu’une connexion ponctuelle X : .’ V ~ Q(E) induit des connexions gé-

-néralisées . Il suffit de composer X avec 7T : V ) ~ V ou 7T : T k, c( V ) ~ V.
Les énoncés que l’on fera dans la suite sur les connexions de vitesses ont tous

leurs correspondants pour les connexions d’éléments de contact ; on ne les explicitera pas
dans les cas où la transposition est triviale.

On définit de manière évidente les variétés 5’~fE~~~(F~5’~ j E)
et leurs projections sur T k( V ), T, , c ( V ) . On a les applications deQk( E),

Q k, c( E ) dans S k ( E ), E j qui à (X, À) font correspondre X ), ~).

DEFINITION II, 2 , 2 . 0

La torsion de l’élément de connexion généralisée ( X, À) E Q k ( E ) est 8k( X, 03BB). La

torsion de la connexion généralisée X : Tk(V)~Q(E) est l’application 03B8oX : T k(V)~
- S(E).

PROPOSITION II, 2 , 1 . 0

Soit une section de la projection naturelle de S k( E ) sur T k ( V ), 1 c’est - à - dire

une application r : V) -~ S’( E ) satisfaisant à t( r ( ii.) j = 7T (À) . . Il existe une

connexion généralisée X : T k ( V ) -~ Q ( E ) admettant la torsion h.

En vertu de la proposition ( I,.3, 4), 8 : Q( E ) -~ S’ ( E ) admet une section 1. 

est une connexion généralisée ayant pour torsion r. Il est utile, en vue de la suite, d’ex-

-hiber un groupoide différentiable adéquat opérant transitivement sur Qk(E).

DEFINITION II, 2 , 3. 0

a) Appelons Ck (resp. Ck, c) l’hypothèse suivante : 03A0 (03A3, V ) opère transitive-
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-ment sur T k ( V )( V )).

On a vu dans la proposition (1,2,2) que b : V ) est surjectif; com-

-me b est un foncteur, ’11(2) opère transitivement sur T k (V ) J sous la condition Cie. Le

groupoïde 03A8k formé des couples composables T k ( V) est alors différentiable

sur T k ( V ). Les éléments sont caractérisés par OL~A~==7r~À.~/ l’ objet de

T k ( V) correspondant à l’unité à gauche de ( A, À) est De même sous la condition

C k e on a un groupoide différentiable 03A8k, c sur T k , c(V).

PROPOSITION II,2,2.

r : Qk(E) ~ T k ( V ) ( resp. r : Q k, c(E) ~ Tk, c ( V ) est un fibré à groupoïde struc-
-tural transitif 03A8 k sous la condition 

Il s’agit de définir une application d’une sous- variété de 03A8 kx Q k( E ) dans 

munissant Q k ( E ) du groupoide d’opérateurs 03A8k et de façon que la projection associée de

sur T k( V) soit r [ 1 2 ] . La projection r .. ()~fjE~-~ T k ( V ) est de rang maximum ; 1

puisque 03A8k est un groupoide différentiable sur T k( V), J il résulte aisément du lemme

( I , 1, 1) que Q k ( E ) formée des ((A, X), CX, À)) est une sous - variété de

est alors muni du groupoide d’opérateurs 03A8 k par l’ application de

T (V) Q k ( E ) qui à ( ( A , ~’ ~’ ~ ~ fait correspondre 
A o X est le composé défini dans la proposition ( I , 1, 3 ) . Il est évident que la projection

de Q k ( E ) sur T k ( V) définie par l’action de 03A8k n’est autre que r. Il reste à voir que

ip k opère transitivement. Il suffit de le vérifier sur une fibre r"~ ( À.o) = Q 7T( Ào ~E~x{~{;
soit X o ( E ), où x = ~ ( ~.Q ) . Il s’agit d’établir que l’application 
- r-1 ( ô ) qui à ( A , À ) fait correspondre ( A , À )o( X J À ) est surjective; ceci est évi-

-dent car la restriction de X â au sous-groupe 03A8’x x {À 0 { de 03A8k, 03BBo est une bijection
sur r (À le groupe ’11’ 

X^ que l’on a déjà utilisé dans la proposition (1,2,2) est la

sous - variété V ) formée des A tels que f3( A ) = x ; / a A = b A .

- 
0 

o

L’action sur S ( E) définie par les propositions (1,3,1) et (1,3,2 )mu-
-nit de la même façon S k( E ) du groupoîde d’opérateurs 03A8 k; 8k : Qk(E)~Sk(E) est
covariante par rapport 

3. Champs géodésiques.

D E FIN 1 T ION II, 3, 1 .-

a ) On désigne par la donnée sur E d’un champ vertical du 2e ordre de k - vi-

-tesses  : Tk( E’ ) -+ T E’ ), invariant par 03A6; c’est - à - dire quepour tout ( f, 03BB)~03A6 x

tel que 
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b ) On désigne par la donnée sur E d’un k - champ vertical du 2e ordre in-

-variant 

Puisque la dimension de la fibre de E égale n, ces données ont un sens pour

~ ~. ~ en vertu de la définition ( II,1, 4) .

Soit la sous-variété de II2(~,E, V)x T k ( V) formée des(Z,~)
tels que a( Z ) _ ~ ( ~.). L’application ç: Q ( E ) -~ II 2(L, E, V ), qu’on a définie dans la

proposition (1,3, 2 ) , induit Q k ( E ) - II k ( ~ , E , = V ),_ qui à ( X, ~.) fait correspondre

ÀJ. On a aussi une application 03BEk,c : Qk, 03A02k, ( 1 , E, V ) ; une donnée
définit l’application 03B6k : 03A02k(03A3, E , V) ~ T2k( V ) qui à ( Z, 03BB) fait correspondre

x 
À) où x = 03C0(03BB). On remarque : 03C0(03B6k(Z, 03BB))=03BB. De même une donnée C 

dé-

-finit une application 03B6k, c : 03A02k,c(03A3, E, V) ~ T2k, c(V). On désigne aussi par A, , les

applications c’ 
°

DEFINITION II, 3 , 2 .

a ) Soit ( X, À) E Q k ( F ) ; on appelle k( X, À) la vitesse géodésique de ( X , 03BB),
correspondant à la donnée -A k; pour ( X 1 À) c( E ) on appelle A k c( X , 03BB)l’élément
de contact géodésique de ( X , À) correspondant à la donnée A k.~ c.

b ) Le champ géodésique relatif à une donnée ~ ~ d’une connexion de k - vitesses

X : est le champ du 2 ° ordre de k - vitesses 1~ ( X ) : 

à 03BBfait correspondre A k( X03BB , À). On définit de même le champ géodésique d’une con-

nexion de k - élémentsde contact, relatif à une donnée c’ 
.

Le champ géodésique d’une connexion ponctuelle relatif à une donnée A k ouk, c

est celui de la connexion de k - vitesses ou de k - éléments de contact associée.

Une connexion de k - éléments de contact X et une variété ( W ,1 ) plongée dans V,

de dimension k, définissent sur une fibre E x le système différentiel du 2eor-

-dre D( X , x, W, l ) formé des composés de la j"y( 1). où y E W et

DE FINITION II, 3 , 3 .

Un développement sur E x de la variété plongée ( W 1 ) de dimension k, par rapport
à une connexion de k - éléments de contact X est une intégrale ( ~’, l‘ ) de 9 ( X, x, W, 1).

PROPOSITION 11 , 3 , 1 .

Soient une donnée k, c et une connexion de k - éléments de contact X .Un dévelop-
-pement sur E x d’une intégrale de A ( X ) est une intégrale de la restriction de A à E .
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Soit (W, 1 ) une intégrale de A ( X ) et ( W, 1 ’ ) un développement de ( W, 1 ) sur E .
En vertu de la définition ( II ,1, 3 ) on a pour tout y ~W : j"y(l’) = fy03BE (X ’r (1)) j" ( l ) .
Puisque (W, 1) est une intégrale de A ( X) on a j’’y(l)=(X)(j’y(l)); en substituant

cette valeur dans l’égalité précédente, et en tenant compte de la définition de A ( X ) on

Comme A est invariant par 03A6 on a 

= A( f ~ ~ 1 (Y )j~,( l ) ) ce qui exprime que (W, Z’) est une intégrale de la restriction de A
à Ex. On remarque : .- l’( y) = 

On suppose’ désormais C k ou réalisées, selon que la base des groupoides et
des fibrés considérés est T k ( V ) ou T k, c( V ). Le foncteur ~ : 03A8 ~ TI ( V) que l’on adé-
-fini dans la proposition (1,2,2) induit le foncteur ~k : 03A8k ~ IY V ), qui à ( A , À) fait

correspondre ( Ë A , B).

PROPOSITION II, 3 , 2 ..

L’application A k : Q k( E ) ~ T k ( V ) est covariante par rapport à ~k : 03A8
1

L’on a vu dans la proposition (1,3, 1) que le foncteur 8’ : ’II ~ II 2 ( V) -~n f2.V~
qui à f/, A ) fait correspondre ô( A ) _ ~ ( f ) est surjectif de rang maximum ; comment, V)

opère transitivement sur T k( V), il en va de même pour 9 ( II 2 ( V); le groupoide

n~ V ) des couples composables de (qt ~ II 2 ( V ) ) x T k ( V) est différentiable sur

Tk ( V ). L’action 03A02( V ) sur ( 03A3, E , V ) induit une action de 03A8 03A3 03A02k ( V ) sur
03A02k (2,, E, V ) ; le composé de ( f, A, À) et de ( Z, est défini si et égale

( ( f , A ) o Z, S(A ~~/ ( f , A ) o Z est défini par la proposition (1 , 3, 1). Le foncteur

y : 1 (2 ) ~ ~ ~ II 2 (V) de la proposition (1, 3, 2) induit le foncteur y ~ : 9 ~ - W ( 
qui à ( A , À) fait correspondre (~f~~À.).Ona aussi un foncteur évident : X k : ~Y ~ 
- V). On a Ak = ~k o ~k, 8k = ~~ o Xk et ~k est covariante par rapport à y ~,comme
on le voit à partir de la proposition (I , 3 , 2 ) ; il suffit donc d’établir que k : 
- Tk ( V ) est covariante par rapport à X k . Soient ( Z , À) EIIk ( ~ , E , V ) et 

TI i ( V ) composables, donc x= /~. Il s’agit de vérifier que (y~( /, ~ , À)) o ( ~k( Z, ~.))
est défini et égale 03B6k((f, A, 03BB) 0(2,À))[ 12]. x 1  / , A , x&#x3E; =  A , x&#x3E; 03BB))=03BB en-

- traînent que la première expression est définie et 

D’autre part, on a :

où  = 03B4( A )03BB; en vertu de la définition même de 03A8 03A3 I12 ( V ) on a : 
Donc : .
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car A est invariant 

PROPOSITION II, 3 , 3 .

-tent des sections.

On a vu dans la proposition (I, 3, 3) que 03BE : Q(E) ~ 03A02(03A3, E, V) est une applica-
-tion de rang maximum sur ’TI 2 E , V ), admettant des sections. Il en résulte trivialement

que ~7 ; Qk(E) -~ I~ ~(~, E, V) est une application de rang maximum, admettant des sec-

-tions sur la sous- variété E, V) de ’TI 2(2, E, V) x T k( V) formée 
tels que a( Z ) = 7T( B). Il s’agit donc de vérifier ’n~(2 . E, V ) -~ V ) admet

des sections. En vertu de la proposition précédente 03B6k est une application cova-

-riante par rapport à 03A8 k ; ; ce groupoide opère transitivement sur Qk( E ) en vertu de la

proposition (II, 2, 2), donc aussi sur ’n’~S.E.V~. Dès lors, il s’agit essentiellement

de démontrer que  k est de rang maximum, surj ective, et que l’image réciproque d’un élé-

-ment de est difféomorphe à un espace numérique. En vertu du lemme (1,3,2)

03B6k:’03A02k(03A3, E, V ) - T’2k(V) est alors une fibration admettant des sections. Il suffit d’ail-

-leurs de démontrer que la restriction de 03B6k à une fibre , 03BB(03A3, E, V) a pour image

1 fl ( V , X ) et qu’elle s’identifie à une application linéaire d’espaces numériques. SoientX

un élément de connexion en x = 03C0( 03BB), lX : ’03A02x(03A3, E, V) ~ 03A02o, x(03A3, V) le difféomorphis-
-me considéré dans la proposition (1,3,3); soit X* : V) ~ T2k( V , 03BB) I’applica-
-tion qui à Z fait correspondre Z A k ( X , 03BB). On a :

comme est un difféomorphisme, il reste à montrer que X* est surjective et s’identi-

-fie à une application linéaire.

Soit H un repère semi- holonome du 2e ordre en x. En vertu du lemme (I, 3, 1) on

a un isomorphisme H 1 de n (03A3, V) sur un sous - espace vectoriel M de R . On a

aussi une carte H2 de V , À) sur X * définit donc X H : M -&#x3E; il s’agit de

voir que cette application est linéaire affine.

Puisque L  opère transitivement sur L ~ ~, on peut s’arranger pour que le transfonné par
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Hde A ~ ~f X, À) soit (( S~J ~ Z __ 201420142014 -~ ~  t t t ~ &#x26;~~~7~ , ï t ~ ~ ~ /- ? 201420142014 ~~WW~&#x26; ~ où les a iz sont tous nuls ; il est
j= 1 , .. , n j=l,...n

commode de représenter cet élément par f§,0~. L’identification de M et de de
2014 ~ 2 

. O , x

de R nk , le choix particulier de H et enfin les règles de calcul des jets

[ 10,b] impliquent que est la restriction à M de la proj ection de R n 3 sur R nk 2 qui .

à  a 1» &#x3E; , 1 , ’-1 ... n fait correspondre f ~ ~ ~ ’ ~;~ z=2 ~ ,... ~

Vérifions ce détail également pour la proposition associée, qui concerne des k-élé-

-ments de contact. Il s’agit exactement de démontrer que l’application A* : x ( 1 , V )~
- T 2k ( V , 03BB) qui à Z fait correspondre Z A, ou A E ( V , À) s’identifie à une ap-

-plication linéaire affine. Soit A’ une k - vitesse représentant A; 03BB’ = 7T( A’ ) est alors

un représentant de B. On a l’application surjective 03C6 : T 2k( V, 03BB’ ) ~ T 2k, c( V, À) et la fac---
-torisation :

6’* est l’application qui à Z fait correspondre T k ~ est l’espace quotient
de T’ k ( V, À/ ) pour la relation d’équivalence p : A 2 "A’ s’il exi ste A E 

’ 0 
tel queA’=

= A A. Soit P le sous- espace vectoriel de R 
2 

formé des systèmes ( a ihjJ i= 1 ... n

tels que i &#x3E; ~k entraine 0 . Soit H un repère semi - holonome du 2e ordre en x, quia
6’ fait correspondre fS,o~~L" ,. On vérifie aisément par les règles du calcul des

jets que si l’on identifie T’ k ( V , ~.’ ) à R n’~ 
2 

par H 2’ alors p correspond à la relation

d’équivalence définie par F, de sorte T2k( V , 03BB’ ) ~ s’identifie à l’ ap-

-plication canonique R Le diagramme (1) s’identifie p ar H à :

où r est la proj ection indiquée ci-dessus.
Il est donc évident que A* s’identifie à une application linéaire 6. ~ .

Il l reste à voir que X* : V ) ~ T2k( V , 03BB) est surjective. On feraunedé-

-monstration, qui se transpose aisément au cas des espaces d’éléments de contact. On pose
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pour E il s’agit de trouver Z fS, V ) tel que ZA=5.
Puisque V ) opère transitivement sur T~~f~~ il existe au voisinage de fB À) dans

une application L à valeurs dans V~ telle que et

Soit 1 où u: T2k( V ) ~ T k( T k( V )) est l’injection

canonique, définie dans (II .1) . Y E V ) , j ~ ) ; on constate OL V= 13Y = À,’ donc

comme Y se projette par la surjection de rang maximum 

~ V sur la vitesse régulière A, il existe V), V) de source x , de but; tel
que Y et fz = ; ; la dernière condition exprime que Z appartient à v ). Il

reste à vérifier ZA = S. Or on a Z03C0(0394) 2022 u(0394) = u(Z0394) où 2022 est le prolongement de

la composition ordinaire "( V) F ~~~~~~ à 
Les relations Z/~= L( ~(A))~ u (A )= ~(E ) et le fait que u

est injective entraînent donc Z £l = 5 .

Il convient de modifier légèrement cette démonstration dans le cas des espaces

d’éléments de contact. Il s’agit encore de trouver Z ~03A02o, x(03A3, V) tel que ZA = S où A,
0396 sont des éléments donnés à priori de 

, C’ ( V, X) , . On définit L comme ci-dessus,

compte tenu de la condition pour (p , 1~) suffisamment voisin de (B/B) dans T, , fV)x
x T~ ~ V; on a L( ~ = i~, où L( ~,/~) E n(S ,V~ et L( = ;~ . Soient 6’, ~t
des représentants de A ,3 dans V ) tels que 77(A’ )== 7T ( Z ’ ) = À’ . On se sert du

diagramme :

déjà considéré dans (II ,1 ) . Soient A" = p u{ Q’ ) et 0396" = 03C1u(0396’). A" et S" appartien-
’ 

-nent à Tk(Tk,c(V),03BB) et se projettent par 77"’ sur À.’. Soit Y =L(5", A"); on constate

comme Ci-deS SUS que V ) ~ et qu’ il existe Z ,V) tel que Z ~.’ = Y. On

a : Z À’ wA" = ~" est cette fois le prolongement de Hf V ~ V T  c( V j -~ T~ c( V ) à
/ V ~ V Tk, c ( V~ , R~ ~ 7~~ c~ ~~’ ~~ ~’ ~ s’agit de voit que cette égalité entraîne

Z A= ~. On ~Q" = II en résulte

pM(ZA’)==/3~(S’). Le diagramme établi dans (11,1) en vue d’expliciter l’injection de

dans V ) ) montre que Z A’ et ~’ définissent le même élément de

contact; on a donc 
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COROLLAIRE II, 3 , 3 .

a ) Soient sur E un champ vertical de k-vitesses  du 2e ordre invariant par 03A6 et

0394 un champ de k-vitesses du 2Q ordre sur V . Si 03A0( L, V ) opère transitivement sur Tk ( V ),

il existe une connexion de k-vitesses X, telle que 0394 soit le champ géodésique de X par

rapport à A .

b ) Pour tout k-champ vertical A du 2e ordre sur E, invariant par et tout

k-champdu 2Q ordre ~ sur V , il existe une connexion de k-éléments de contact X ayant b

pour champ géodésique par rapport à A, pourvu que V ) opère transitivementsur

T~t~( v).
Dans chaque cas, X est obtenu en composant 0394 avec une section de E )~

On établira enfin un résultat qui renforce à la fois les propositions ( II, 2 ,1 )et

( II, 3, 3); à savoir qu’il existe des connexions généralisées dont le champ géodésique et la

torsion sont donnés à priori, pourvu qu’ils soient compatibles dans un sens àpréciser.

L’application définie dans la proposition (1,3,1) induit

les applications évidentes 7Jk E, V)-~ 
c c(~, E, 

qui à (Z, À) font correspondre (7J( Z), À). Une donnée A~ définit S k( E ) ~ T fl ( V ) ,
l’image de V) par(’~ , ~ ) ,~ ’~2(~,, E, V)-~~S (E) x T 2(V). Une donnée
Ak , C définit de même l’espace Sk,c( E )  T2k , c (V).
PROPOSITION II, 3 , 4 .

admet des sections. j

L’action de 03A02o (2, V ) sur E , V ) , ( voir les considérations qui suiven t la

proposition ( 1 , 3 , 3 ) ) , induit une action de V) sur E, V) ; .- f Z, À.M=
= V) opère par composition à gauche sur Les relations d’équiva-
-lence associées sont compatibles avec 03B6k et leurs classes forment des feuilletages ré-

-guliers : les théorèmes généraux sur les variétés quotients [ 13] entraînent le diagramme :

les flèches verticales sont de rang maximum surjectives, est surjective de rang maxi-
-mum, en vertu de la proposition (II, 3, 3) : 03B6’k l’est donc aussi. Il est évident que
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~~ est i’image réciproque 
x T k 2 ( V ) ~~ 2 .( ~ ~ ~ de la diagonale ; ( 1 §&#x3E; c~) est surjective de rang maximum ; ’
le lemme( 1,1,1) entraîne donc est une sous-variété.

Les propositions (1,3, 1) et ( II, 3, 2) impliquent sur ’11 ~f S, E, V), S ~( E ) et
sur des structures fibrées à groupoide structural 1 telles que soient

covariantes. On a donc sur une structure fibrée à groupoîde structural

~ ~’’ ~ ~~ ’ ~kj : -’ ’fl f ( 1 ’ covariante par rapport ° Il

suffit maintenant de vérifier que la restriction de ’II k à chaque fibre s’identifie à une

application linéaire affine d’espaces numériques; puisque ( ~k, 03B6k) est surjective, co-

-variante, cette application est alors de rang maximum; comme 03A8k opère transitivement
sur ’I~ f( £ , E, V), il s’agit alors d’une fibration ; cette fibration admet des sections fuis-

-que l’image réciproque d’un point est difféomorphe à un espace numérique.
Au moyen d’un élément de connexion X en x = 7T ( À) et d’un repère semi-holono-

-me du 2Q ordre H en x, on construit des diagrammes :

les notations sont celles de la proposition (II, 3, 2). T est la bijection correspondant par
H àl’inversion des jets dans IY (X, V); au moyen du calcul des jets [10,b], on voit ai-
-sément que T est linéaire. Voici comment on construit le deuxième diagramme 

opère à droite sur V), 1 définit une variété quotient et une application canonique

7~’ ; 1 x se projette suivant ~,7~’ en une bijection 1 X. Les règles du calcul des jets
montrent comme dans la proposition (l, 3 , 2) que la relation d’ équivalence définie par

l’action de 11~ (S, V ) sur V ) est transportée par H 1 en une relation compatible
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avec la structure vectorielle de M; d’où l* espace vectoriel quotient M/N, l’application
linéaire ~" et la bijection H’1. Ces deux diagrammes montrent que :

s’identifie par H à l’application linéaire affine :

COROLLAIRE II, 3 , 4 .

a) Soit une donnée ~ ~ et supposons la condition C k réalisée; dans ce cas

cas particuliers intéressants de la proposition précédente.

PROPOSITION II, 3, 5.

a) Soient ( res p . k,c) holonome, 0394 un champ holonome du 2 e ordre de k -

- vitesses (resp. de k - éléments de contact ). On suppose S’ ( E ) = S ( E ) et que , pour

À quelconque ’ ( ~)( ~ , V ) opère transitivement sur T k ( V , À) ( resp T k ~ ~( V , ~)); ’
dans ce cas il existe une connexion holonome de k - vi~tesses ( de k - éléments de contact)

admettant ~ pour champ géodésique.
b) Soient une donnée (resp. , C), ~ un champ du 2e ordre de vecteurs de

droites de contact ) ~’ une section de t ~ : S I ( E ) -~ T ( V ) (resp. " S 1,/ E ) -~ V ) ).

Si pour tout À ,I12 ~( ~~( ~ , V ) obère transitivement sur T ~ ( V , ~.) T ~ (V, ~)
alors il existe une connexion de vecteurs de droites de contact)ayant r pour

torsion pour champ géodésique.
a ) Soit r : V - S ( E ) l’application qui à x associe l’élément de torsion nul en

x. Soit X une section de t~k ) : E ) -~ Sk ( T k X existe en vertu du

corollaire (II, 3, 4 ) . Si on démontre que (r o ~, ~ ) : Tk ( V ) -~ Sk ( E ) x Tk ( v &#x3E; prend
ses valeurs dans Sk ( E ) K ( V ) alors X 0 (r 0 7T ,6) : i Tk ( V ) - Qk ( E ) est une con-

-nexion généralisée holonome dont le champ géodésique est 6. ’Soit donc Z V)

x= un élément holonorne; Z existe puisque l’on a par hypothèse S’( 
= S( E ); puisque 6À et À) sont holonomes , il existe par hypothèse

x(03A3,V) tel que Z -1 A.( ¿: 
x 03BB). 

Il en résulte : Z Y ~’03A02x (03A3, E, V)et
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b) Il s’agit encore de vérifier que (r, ~) : T( V ) -~ ~ ~ fi?) x T 2( V) prend ses

valeurs dans S j ( E ) ~ T 2 ( V) et de la composer avec une section de ( E )-+

S I ( E ) ~ T 2( V ). On se sert essentiellement de : V ) ~ T’ 2( V ); en considérant,

pour À quelconque, Z E ’03A0203C0(03BB)(03A3, E, V ) tel que = 039303BB , on achève la démon s-
-tration en calquant celle de a).



CHAPITRE TROIS

CONNEXIONS AFFINES ET FROJECTIVES.

Douglas interprétait géométriquement un champ du 2e ordre au moyen d’une con-

nexion affine, obtenue empiriquement [5] . L’obj et principal de ce chapitre est d’assu-

jettir les solutions de ce problème à certaines restrictions,soit par exemple qu’on exige

que les connexions soient compatibles avec une G- structure. Il fallait d’abord recons-

truire rigoureusement la théorie des connexions affines dans un cadre adapté, celui des

chapitres précédents; quelques énoncés inédits d’Ehresmann jalonnaient déjà la voie à

suivre. L’analyse critique de la notion de «connexion projective normales [ 17] exigeait
enfin un bref exposé sur les connexions projectives en vue de rappeler que la théorie

géodésique d’une telle connexion se réduit à celle d’une connexion affine associée.

1. Connexions affines .

Soit TI A la sous- variété de formée ’des (X, À) tels que f3( X) =.
= 77(B). TI A est munie d’une loi de composition partiellement définie : ( Y, À)

a un sens si /3fX)= OL(Y) et égale : i’yX,/~+YB~; la structure vectorielle naturelle

sur chaque fibre de  ( V) et la composition des jets justifient bien cette définition.

Cette loi de composition munit d’une structure de groupoide différentiable

sur V. L’unité correspondant à x est ( jx, x) où x désigne le vecteur nul en x. fl( v )
s’identifie à un sous- groupoide de TI A par le foncteur qui à X fait correspondre

Un sous- groupoide différentiable 03A9 de TI( V) induit le sous- groupoïde 03A9A
formé des (X, À) où 03A0A opère sur J(V) comme groupoide d’opérateurs :
: ( X , est défini si 03B1(X) = 03C0(03BB) et égale  + X03BB. L’action de sur J(V) pro-
-longe l’action naturelle s’identifie à un sous - grouporde de IIA par

l’application qui à Bfait correspondre (j03C0(03BB), 03BB); il en résulte que 03A9A opère transiti-

-vement sur J(V) quel que soit le sous- groupoide différentiable H de TI( V ). n est le

sous-groupoide d’isotropie de D A correspondant à la section triviale V) au-des-

-sus de V.

Il importe de montrer que est soudé à V au sens de la définition posée

dans (1,2).

PROPOSITION 1 .

Il existe une soudure ~ de satisfaisant aux propriétés suivantes :
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/3(S~ = x pour tout X = Pour tout 1 où x = af X ), y = /3f X ) et

où X* : Jx( V) ~ Jy( V ) est la bijection induite par X.
** 

Vérifions d’abord la proposition sur R" ; pour on pose Sx = jx(y ~ jo(t ~
On voit aisément que 1’ application S : x - S x

est une soudure de R n à 5 ( Rn) satisfaisant aux conditions de l’énoncé. Soit }{ ( V ) 
‘

l’espace des repères ; on considère l’application cp: qui à X fait

correspondre X*So où X* : ~o (R") ~ 5 x ( Rn ) est la bijection induite par X et où

x = /3(~X ). Si on vérifie que X, Y V ) entraîne cp( X ) = pf Y ) alors Cf&#x3E; se projette en

une application S : V - TI (5 ( V )‘, , V) car f3: H( V ) -~ V est de rang maximum. Or cela

revient à démontrer = S 0 Z , où Z = y -1 X , ce qui découle des propriétés de la sou-
-dure S. Il reste à voir que la soudure S satisfait à la deuxième condition de l’ énoncé.

Soient X EII( V ), Y un repère en x =. a( X ). On a par définition : et X*Y*S 0 =
= où y = il en résulte X*x 

On peut alors poser conformément aux définitions (1,1,1) et (1,2,1) :

DEFINITION III, 1 , 1 .

Soit ~ un sous-groupoide différentiable de TI ( V ) :

a ) un élément de ~-connexion linéaire est un élément de Q ( D)

b ) un élément de 03A9-connexion affine est un élément de Q ( compatible avec la sou-

-dure 03A3.

Soient l’ensemble des éléments de n-connexion affine. Les définitions

a) et b) coïncident au sens de la proposition suivante. ,

PROPOSITION III, 1 , 2 .

Soit X : " /(~. V) ~ J ~/4’ V ) l’application qui à X fait correspondre (X, ~~X~.
La restriction de X à Q (D) est un difféomorphisme sur QA ( ~ ).

Il est évident que appartient à d’autre part, la condition de

soudure et la définition de la composition dans FI. entraînent qu’un élément ( X, Z ) de

Q (DA) appartient à QA ( ~ ) si et seulement si Z = 

Désormais un élément de connexion affine désignera, suivant le contexte,soit un

élément de Q (.0), soit son correspondant dans 0~(0), sauf lorsqu’il sera utile de

faire la distinction formelle.

2. Tors ion.

Il est commode d’écrire ( X , À) ETI A sous la forme X; o est la loi de compo-

-sition du groupoide IIA , X est identifié à ( X , 03B2(X)), 1 r À est la translation dans Jy(V)
qui amène y=/3(X) en 03BB,c’est-à-dire l’élément À) de L’élément deH-con-
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-nexion affine correspondant à X6()( H) s’écrit alors F ~,x ~ X, où x = et où ~

désigne le prolongement de la loi de composition dans 03A0A à : J(03A0A V 03A0A, V) ~ J(03A0A, V).
La proposition (III , 1 , 2) et la suivante permettront de caractériser très simple-

-ment la torsion d’un élément de connexion affine. Convenons d’écrire Q, Q, , ~ au lieu
de 9~(1~ " ~)) ,~~ ~~ - On déduit une application f 1 Q~ -. 11~ (I ,T , V ;
comme dans le cas général de la proposition (1,3,2).

PROPOSITION III, 2 , 1 .

L’application 03BE : QA ~ 03A02(03A3, J, V ) est un difféomorphisme.
Soit h ~x ~ X un élément de connexion affine en x . On a par définition :

Le demier terme est obtenu par prolongement de la composition ordinaire des jets:

n~~n~~nr3B~ ~ à i 11(~r, 

J (ri( ~’ , V ), V ) . f est injective car X) = ~{r 1~ e Y ) entraîne à cause de
( 1) : y X f ; (S) = 1 Y ( ~ ) ; en vertu des propriétés de la soudure S, énoncées dans~ ~ ~ 

A A

la proposition (III, 1,1 ) cette égalité se transforme en : /’~(2~) ~X= 1 x ( ~ x ) ° Y, où

~ désigne le prolongement de la composition des jets 11(3~’ V ) ~ à:

J ( ~’ , V ) ~ V~V ;-. ;(n ( 5’ , V;, V~. Il en résulte immédiatement X = Y. Il reste

à voir que 03BE est surjective. Remarquons d’abord que le groupolde défi-

-ni dans la proposition (1,2,2) est exactement H, dans le cas où E = 5 , V = ~A , H

étant un sous-groupoide différentiable de 03A0(V). Ceci découle des propriétés de la sou-

-dure 03A3, et du fait que H est le groupoide d’isotropie de 03A9A par rapport à la section

triviale de 3T au-dessus de V. Il en résulte : V ) V ) dans le cas 

Dans la proposition (1,3,3) on a établi une correspondance bijective entre 03A02 (X E , V)
et V ) qui sur 03A02o (03A3, V)/ puisque dans le cas présent : 03A02o(03A3, V)=
= 03A02o ( V ), il en résulte : 03BE(QA) = 5 , V ) . La bijection 03BE est un difféomorphisme
car elle est de rang maximum, comme on l’ a vu dans la proposition (1,3,2).

La proposition (III, 1 , 2 ) et la précédente définissent un difféomorphisme03BE’=03BEoX
de Q sur Ii 2 ( £ , 5 , V ) . A l’ action de 03A02o ( V ) sur 03A02 (I 5 , V ) définie dans ( I , 3)

correspond par f’ l’action suivante de V ) sur Q : si Z V ), X ~() et 

= q( X ), alors le transformé de X par Z est le composé X Z dans la catégorie diffé-

-rentiable J 2 ( V ) des jets non holonomes du 2e ordre [ 10 , a ]; en effet Q est stable

pour cette composition avec un élément de n~~V/. Soit alors S = Q /~ 0 2 ( V ) ; on a une
application canonique 6 : Q - S et un diagramme obtenu avec les notations de (1,3):
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~" est la bijection déduite de ~’ par projection suivant 8 et 7~. Compte tenu de la dé-

finition (1,3, 3 ), de l’identification de Q et Q A au moyen de X , il est légitime d’appe-
ler la torsion de l’élément de connexion affine défini par X E Q . Comme ~* est sur-

j ective, la proposition (1,3,4) entraîne trivialement :

PROPOSITION III, 2 , 2 .

Il existe des connexions affines à torsion donnée ,

Soit n un sous - groupoide différen tiable de TI ( V ) , 03A92o opère sur Q ( 0), à l’ in.s -

tar de sur Q ; on a une variété quotient 5(0)= Q(0)/D2 et une application° 
o 

~

canonique 6~: S( .0). L’injection i: induit l’injection ï ; Q( D) -+ Q,
laquelle se projette en une injection ï’; s . Le diagramme précédent est prolon -

gé en :

D’après la définition (1,3,3) il est alors légitime d’appeler 8( X ~ la torsion de l’élément

de 0 - connexion affine défini par ( 0). Compte tenu du corollaire ( 1 , 3 , ~ ~ et de

VJ’ = ~ dans le cas ~A, E = 3, la proposition {III, 2, 2) peut alors être
trivialement précisée par la suivante.

PROPOSITION III, 2, 3. "

Soit n un sous -groupoide différentiable de V ).

a j Si est réduit à l’ensemble de ses unités, alors une 0 - connexion affine est

déterminée par sa torsion.

. 

b ) Si pour tout X E II ~ ( V ) il existe Z E TI 2 0 ( V ) tel que X Z appartienne à ~Q
alors il existe des f2 - connexions affines dont la torsion soit donnée à priori.
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3. Champs géodésiques . 
’ 

.

Il importe d’indiquer des champs verticaux du 2~ ordre sur 5 , invariants par n . ,
afin d’ obtenir la notion de champ géodésique d’une connexion affine généralisée. Il s’agi-
-ra pour chaque k , 1 ~ k  n, d’un champ de k - vitesses du 2e ordre induisant sur chaque

espace affine tangent le feuilletage du 2e ordre [ 6] formé par les sous- variétés linéaires
affines de dimension k. Toutefois, il est nécessaire d’écrire explicitement les applica-
- tions définissant ces champs verticaux. Soit 77’ .’ T k(J’) ~ J la projection naturelle;
pour tout B~ tel que 03C0’(03BB) = , où x EV, le 

est bien défini; ; : 03A0A ~ 03A0(J’) fait correspondre j(f) à / ’ Y étant la source de f,
~ désigne le prolongement de la composition ordinaire :nf3~~ à :

J(03A0(J’) J Tk(J’), Rk) ~ J(Tk(J’), Rk) ; j039303BB2022jo(03BB) appartient à 

u : : T2k( V ) ~ Tk(Tk(V)) est l’injection naturelle définie dans (II, 1). On désignera sou-
-vent un élément de 

p par 
un couple ( a’, a" ); &#x3E;. a’ représente le système  a 1&#x3E; ._ I ,.p

- 1= I ,.n
des composantes canoniques premières ; a" représente le système ( a Îk ) i , k-1," des

composantes canoniques secondes[ 10] . On notera (a, 0) le jet dont les composantes se-

-condes sont nulles.

PROPOSITION III, 3 , 1 .

A chaque k , I  k  n , corres pond un champ vertical de k - vitesses du 2 e ordre

n k : invariant par 03A0A et satisfaisant aux conditions suivantes :

A

a) Soit T k ( ~’ ) la sous - variété de T k ( ~’ ) formée des À tels que 77’( À) soit

de la forme Un champ de ~-vitesses vertical du 2e ordre sur ~ est une section de
- A

77" .- Puisque FtfV) opère transitivement sur T~f3’’~ toute section
A 

_

de 77" au- dessus de T k(J’), invariante par se prolonge en un champ de k - vites-

-ses vertical du 2e ordre, invariant par II A . Il s’agit donc de vérifier que l’application de

T k( ~’ ) dans T ~( ~’ ) qui à À fait correspondre est invariante par

nf Y). Soient X E V) , x = a ( X ), À E T ,f3’ _, x); il faut démontrer :
(1 ) X(u-1(j039303BB2022jo())) = u-1(j0393X03BB2022jo()); X désigne, suivant le contexte,

un jet du 1er ou du 2e ordre de Q( ~ ) 
-+ :r /3 ( X ). On a :

( 2 ) où E  et 77 ( ~ ) == 77 ( ~~= cL(X). Soit At ~
le j jet en t de la translation dans R amenant t en 0; soit ~.= j~(t -+ j2’(’f )) une repré-



35SUR LES CONNEXIONS D’ELEMENTS DE CONTACT

-sentation de À. On en dérive des représentations pour chaque membre de ( 1 ) :
- - 

’" 
___

On voit que (1) est la conséquence de (2) en comparant (3) et (4) .

b ) Un isomorphisme de l’ espace vectoriel  x sur l’ espace vectoriel Rn trans.’

-forme T k , x ( ~x ) ~ x { ~k ) en ’ PP° n, k .~ L n k fait

correspondre (À, 0 ) . , Ceci signifie que Ak est holonome car le sous-espace L n k de

L2n, k est caractérisé par le fait que ses composantes canoniques secondes sont synétri-
-ques par rapport aux indices inférieurs [ 10, b ] .

c ) Il découle trivialement de b) que l’ on a : A k ( = A k ( À) ( a, 0 ) lorsque
03BB~ (J’); par translation l’ égalité vaut pour tout 03BB.

Il résulte de c) que Ak est compatible avec les relations d’équivalence définis-

-sant les quotients c(J’), Tf c(J’) de Tk (5’); Ale induit par passage.
au quotient : c(J’) ~ T2k, (5" ), c’ est-à-dire un k-champ vertical du 2e ordre
holonome et invariant par Quand il sera question d’éléments géodésiques d’une

connexion affine ce sera en référence aux données qu’on vient de construire.
&#x3E; 

- 
A

’soient X EQ, ~E T k( V), q( ) X = ~t { ~. ); on a le et bien défini : ’rX o ( À) ET k(T Ie(V)),
où T est l’ inversion dans TI ( V ) et . le prolongement de la composition ordinaire :

on constate que

ce j et appartient d’ ailleurs à la sous-variété u ( T k ( V ) ) . Conformément à la convention
découlant de la proposition (III, 1 , 2 ) on identifie QA et Q, k et la sous-variété

Qk de Qx T k( V) formée des ( X, À) tels que q( X ) = 7T( 03BB); on identifie de même QA k c
avec une sous-variété Q k c de Q x ~( V ). La définition (II, 3, 2) induit pour chaque k~

des applications -~ ( V ) et Tk c( V ).

PROPOSITION III, 3 , 2 .

où p est formée de l’identité sur Q et de l’application canonique de V ) sur son
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quotient ),. 1./J est l’application canonique de T’~ ~ V ) sur son quotient.
a ) Compte tenu de la définition (II , 3 , 2 ) et de la proposition (III , 3 , 1 ) , il s’agit

de vérifier :

où x = 7T( À) = q ( X ) . On a obtenu dans la proposition {III , 2 ,1 ) :

En vertu d’une identité qui a déjà servi dans la proposition (II , 3 , 3 ) , on a :

où le premier 8 du second membre désigne le prolongement de la composition ordinaire
~.. . _. y

alors :

A cause de ( 3 ) et ( 4 ) , la démonstration de ( 1 ) revient donc à vérifier :

Or les propriétés de la soudure S , énoncées dans la proposition ( III 1, 1) entraînent :

b) Désignons momentanément par Ak et Ai, les applications de la proposition
(111,3, 1) définissant les champs verticaux du 2e ordre dans 3B On a par définition :

A’~(I~À.)= et 7?-(B). La relation 

= Ar(~ B)(c,0) démontrée dans la proposition (III,3,l,c) entraine par composition

c ) L’élément X E Q détermine le diagramme:
N

où x = q( X ) et 03A3x, )-1 sont les applications obtenues par la composition à gauche
avec 03A3x, 03BE(X)-1; les flèches verticales sont des applications canoniques sur des va-
-riétés quotients. La troisième partie de l’énoncé est alors démontrée car on a par hypo-
-thèse :
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pour

On sait depuis longtemps qu’il existe des connexions affines généralisées, dont

le champ géodésique est donné à priori [ 5 ] . C’est un cas particulier du corollaire( II, 3, 3)

appliqué aux connexions affines :

PROPOSITION III, 3 , 3 .

Soient 03A9 un sous - groupoïde différentiahle de un champ du 2Q ordre de

k - vitesses ( de k - éléments de contact ) sur V. Si 03A9 opère transitivement sur T k ( V )

f sur T k C ~ V ) ), il existe une D - connexion de k - éléments ( de k - éléments de contact )

dont le champ géodésique soit E .

C’est une conséquence immédiate du corollaire ( II , 3, 3 ); parce que l’on a

rifS, V ) _ ~ dans le cas où E=3B$==n., comme cela a été remarqué en démontrant
la proposition ( III, 2 , 1 ) . Cet énoncé peut être précisé grâce à la proposition ( II, 3 , 5 ) :

PROPOSITION III, 3, 4 .

Soit f2 un sous - groupoide différentiable de II ( V ).

a ) Soit E un champ holonome du 2 e ordre de k - vitesses ( de k - éléments de contact )

sur V. Supposons que 03A9 opère transitivement sur T k ( V ) ( sur c( V ) ), que pour

, 

tout A de T k( V) ( de T k , c( V ) ), opère transitivement sur T k( V, À)
( sur T2k, c(V, 03BB)); ,° on suppose enfin que la restriction à 03A92o de l’application canonique

V)/03A02o( V ) 
est surjective ; il existe alors une D - connexion affine holono-

-me de k - vitesses ( de k - éléments de contact ) dont le champ géodésiquE est 0396.

b) Soient E un champ de vecteurs (de droites de contact) du 2~ ordre, ~ une section de

S 1 ( D) au - dessus de T ( V ) ( de S 1 o( D) au - dessus de T ~( V )). Supposons réalisées
les deux premières conditions de a). Il existe alors une 03A9-connexion affine de vecteurs

(de droites de contact) dont la torsion est 0398 et le champ géodésique w.

Ces énoncés sont la conséquence immédiate de la proposition (II, 3, 5) ; en effet

les champs verticaux sur J sont holonomes d’après la proposition ( III , 3 , 1 ) ; d’autre

part l’on a ~2= II(~, V) dans le cas présent où E = 5", cI&#x3E; 

COROLLAIRE III, 3 , 4 .

a) Soit E un champ holonome de k - vitesses ( de k - éléments de contact ) sur V ; il

existe une connexion affine holonome de k - vitesses ( de k - éléments de contact ) dont le

champ géodésique est 0396.
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b ) Soient S un champ de vecteurs (de droites de contact) du 2e ordre sur V,

0398 un champ généralisé d’éléments de torsion. Il existe des connexions a f finesde vecteurs

(de droites de contact) dont la torsion est 8 et le champ géodésique ~ .

a) La première et la troisième hypothèse de la proposition (III, 3,4, a)sont satis-
-faites trivialement. Il s’ agit de vérifier la deuxième; c’est-à-dire que opère transi-

* -~

-tivement sur Ln k( ~.), ’ où est fixe; ’ ou encore que l’application A : -

L n ~ k( ~.) qui à X fait correspondre X A est surjective avec Â6L~ 72 , ~ z,(~); on peut
supposer À= ( ~~ )~ _ ~ . , . k et A = ( ~, 0 ). Soient M le sous-espace vectoriel de 

j = 7 ... ~

= { x ~{ [- 1 n formé des systèmes symétriques par rapport aux indices inférieurs,
N le sous- espace analogue de R nk = t_.j , , . n . Au moyen du raisonnement du

_ 

h,j=1,..k

lemme (1,3,1) on voit que A .’ L 2 o ~ L 2 Ie( À) s’identifie à la projection de M sur

N fait ~V~). il
’ 

~, ;= J , .. ~
est vrai a fortiori que 03A02o, x ( V ) opère transitivement sur c 

effet si

est un représentant de ~on a une application surjective : 
- ~( V , ~) compatible avec les opérateurs de n x( V ).

- b ) Compte_ tenu de a ) , il suffit de vérifier que tout champ généralisé d’éléments

de torsion prend ses valeurs dans S ( I~ ( V ) ); ,° or on a vu dans la proposition ( III , 2 , 2 ) :

4. Connexions compatibles avec une G - structure.

Soit G un sous- groupe fermé de L ~ . G opère sur ~.r( V ) par composition des

jets ; les classes de la relation d’équivalence ainsi définie forment un feuilletage régulier;
on a donc une variété quotient et une application canonique de rang maximum

~.- K~V~K~V~ [13] .Convenons d’écrire désormais etc au lieu de 

J{ , ( V ), etc . Hr ~ V induit une applicatiom de rang maximum de J{’ / G sur V, qui se-

-ra encore désignée par 7T, s’il n’y a pas risque de confusion.

DEFINITION III , 4 , 1. 

Une G - structure d’ordre r est une section de  : Hr/G ~ V[8].
Le lemme suivant permet d’énoncer rigoureusement quelques préliminaires.

L E M M E III, 4, 1 .

Soient R la relation d’équivalence définie sur V par un feuilletage régulier, Wune
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sous - variété propre de V, saturée par R. L’application i : W V /R induite par l’in-
-jection canonique de W dans V est un difféomorphisme sur une variété propre de V 

W est fermée ou ouverte ; donc i est un homéomorphisme sur un sous - espace de

V~R ( 3, a] ; i est régulière en vertu des remarques générales sur les variétés quotients [ 13].
II T opère comme grouporde d’opérateurs sur K~; voyons que ce groupoide opère

aussi sur Soient 03A0r V Hr/G la sous- variété de des (X Y)

tels que l’identité sur L’application qui à

( X, Y ) fait correspondre ( Y,~XY) induit l’application surjective de rang maximum 

, est 

TI r x à 03A0r x K r/G. En vertu du lemme Hr/G correspond par
ce difféomorphisme à une sous- variété x G x G.

Il en résulte que cp’ s’identifie à une application surjective de rang maximum cp" :

; 11 r~G ~ ~ r~G dont la deuxième composante fait de TI r un groupoide

d’opérateurs transitif sur Le groupoide d’isotropie 03A0G par rapport à une section
V -~ ~.’~G est un sous- groupoide différentiable de comme on l’a vu incidemment

dans le contexte plus général de (1,2). On appellera le groupoide distingué de la

G- structure. TI G opère transitivement sur la variété des repères distingués, c’ est- à- dire
l’image réciproque de o~( V ) par 7~ : K ~ -~ K r~G . [ 8].

Comme il ne s’agit pas de faire ici une théorie autonome des G - structures, on

suppose désormais que G est un sous- groupe fermé de Lie; les remarques qui suivent

ont toutefois une portée plus générale . 0 G définit un sous- groupoide différentiable trivial

TIG de à groupe structural G ; 6*’= L2n~J(03A0*G, Rn) est un sous-groupe fermé de

L n . 0 Soit V) la sous- variété des X J(J{/ G’ V )
désigne la sous-variété analogue de J(H/G, V ) . 0 On a la bijection J (3-( , V ) ~ H2
qui à X fait correspondre A EJ2 (Rn) est défini par 

- ( t’ -. t ))); 2022 désigne le prolongement de la composition ordinaire des jets ( 03A0( V, 

à : L’application

7]: J{ -+ J{ / G se prolonge en ~ : J(H, V) ~ d’ autre part on aune applica-

-tion canonique ~’ : H2 ~ H2 / G’; v est compatible avec 7J et 7J et se projette en un

difféomorphisme v’ : (H/G, V) ~ H2/G’. 03A02o opère sur H2 et commute avec G’ ; 03A02o
opère donc sur H2 / G’ et définit la variété PG = (H2 / G’) / n 2 ainsi que l’application

canonique 03B6 : H2 / G’ ~ P G . L’image de J{ 2 par 03B6o ~’ est une sous-variété P G de P G"
TTne G-structure V - K/ G définit la G=structure du 2e ordre cr’ : V -~ / G quia x
fait correspondre cr’ est le prolongement de a[ 8 ] . L’élément 

peut être appelé le tenseur de structure en x de la G-structure cr; si le tenseur de struc-

-ture prend ses valeurs dans PG on peut dire qu’il est nul ( 8 ] .
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DEFINITION III, 4, 2 .

Un repère distingué du 2e ordre d’une G-structure est un repère distingué de son

prolongement.
La variété des repères distingués du 2e ordre d’une G-structure est l’image par

v : .’ ; (K. J{2 de la l..e groupe G 2 est

le sous-ensemble de L x Rn formé des systèmes (( 03B4ji)i,j = 1  ; (ajik)), où pour

k fixé ( al I, k } . I, t = Î ... * appartient à l’algèbre de Lie 9 de G ; ceci découle de la défi-

-nition de fl ) , G 2 s’identifie donc comme groupe à l’espace vectoriel g n ; G2 = L2n n

n G 2 s’identifie au sous-espace vectoriel gns formé des { al k ) i, j, k = I , , , n symétriques
par rapport aux indices inférieurs. Il est utile de préciser le lemme (1,3, 1) par la remar-

-que suivante.

REMARQUE III, 4 , 1 .

L’isomorphisme de groupe H : L 2 déterminé par un repère distingué du
2e ordre H applique sur G 2 et sur G 2 .

En effet IIG coïncide avec le groupoide distingué IIG, défini par le prolongement
de la G-structure. Si H alors H l’énoncé est alors évident

puisque G 2 est le noyau de 8: G’ ~ G et H applique sur 
o 

en conséquence

de la remarque (I , 3 , 1).

Il résulte de cet énoncé que o 
s’identifie à 3" , et à au

moyen d’un repère distingué du 2 e ordre en x.

DEFINITION III, 4, 3 .

Un élément de connexion affine compatible avec une G-structure est un élément de

connexion [ 2 ] .
On adapte trivialement une série de propositions des paragraphes précédents au

cas des connexions compatibles avec une G-structure, grâce à la remarque précédente.
Tout d’abord la proposition (III , 2 , 3 ) entraîne le résultat connu [ 2 ] :

PROPOSITION III, 4 , 1 .

Soit V munie d’une G-structure.

a ) La condition nécessaire et suffisante pour qu’un élément de connexion compa-
-tible avec la G-structure soit déterminé par sa torsion est que le groupe G 2 soit réduit

à l’élément unité.

b ) Si la restriction à G 2 de l’application canonique o ~ L2n,o/L n,o 2 .est sur-

-jective, alors il existe des connexions affines compatibles avec la G-structure et dont la

torsion est donnée à priori.
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On déduit de la proposition (III , ,3,3) :

PROPOSITION III, 4 , 2 .

a ) Si . L n, k est un espace homogène de G, alors !/ existe des connexions a f f ines
de compartibles avec une G-structure et dont le champ géodésique est MM 

de du 2e ordre donné à priori.

b) Si la grasmannienne est un espacé homogène de G, alors il existe des

connexions a f fines de de contact compatibles une G-structure et dont le

géodésique est MM donné à priori.
Il s’ agit de remarquer que si G opère transitivement sur L , ( sur Mn L) alors7Ï ~ ? , 

II~ opère transitivement sur Tr ( sur T, ). Ceci est évident car un repère distingué en
x de la G-structure transforme l’action de G sur L ~ /: z_ (sur en l’ action de 

sur 

Soient par exemple V un espace de Riemann, S un champ du 2e ordre de k-élé-

-ments de contact sur V. Il existe une connexion riemannienne de k-éléments de contact

dont le champ géodésique soit 3; en effet pour tout k, 1~kn, Mn,k est un espace homogène de

0(M~. La remarque (111,4, 1) permet enfin d’ exprimer sous une forme très pratique les

hypothèses de la proposition (111,3,4), dans le cas des connexions compatibles avec
0

une G- structure. Soit N7 le sous- espace vectoriel de Rnk2 formé 

I,...k

symétriques par rapport aux indices inférieurs ; Soit l k : gns ~ Nk l’ application induite par
la proj ection de R 

" 
3 

sur R "" 
2 

qui à ( x J , ... f ait correspondre ( x ,J._ ..~/ A~ï,;=~,...M p ~7 *2014 ~,..."

Désignons par N k le sous- espace ~~ ~ formé des systèmes ( 
~~-=Y~’.....~

symétriques par rapport aux indices inférieurs; soit /, larestriction à gs de la projec-
-tion de R" 

3 

sur R( n-k)k
2 

qui à f x .) , 
t, b, j= 1,.. n 

fait corres p ondre j)

, 

h,j= I,....k

PROPOSITION III, 4 , 3 .

Soit V munie d’une G - structure.

a) Supposons queG opère transitivement surLn, k( resp. M n, k), que 1 k .’ gns~Nk
l’k : 0[ " -&#x3E; et cp; G2 ~ L n , /, 2 soient surjectives. // existe alors une

~ 

’ 

connexion holonome de k-vitesses ( de k-éléments de contact ), avec

fa G - structure et dont le géodésique soit MM 

de contact ) donné à priori.
b) Soient 0396 MM champ du 2 e ordre de uecteurs (resp, droites de contact) 0398 une
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section de au - dessus de T (f?~~. ~ y fn ~~ au - dessus de T ~ ) . Supposons
réalisées les deux premières conditions de ~~. il existe alors des connexions a f f ines de
vecteurs ( de droites de contact ) com patibles avec la G - structure dont la torsion soit 0,

et le champ géodésique 5 .

Il résulte des propositions précédentes que la première et la troisième condition

sont équivalentes à celles qui leur correspondent dans la proposition ( III, 3, 4, a) . Il res-

-te à vérifier que si lk : gns ~ Nk est surjective ’ alors (03A0 G)2o, x opère transitivement
sur (~ où ~~ T~, x =7rf~. Soit H un repère distingué du 2 e ordre en x; puisque
G opère transitivement sur L n , k, on peut supposer que le repère du le ordre défini par
H transforme ~ en S = ( §~ ~ ~ ~ . , En vertu de la remarque ( III, 4 , 2 ) , H transforme

j= J, ... n
l’action de (11 ~) ~ ~ sur en l’action de G 2 sur L ~ S~. Désignons parA’ ’ « 

°

l’élément ( ~, o ; S;. Il s’agit de voir que l’application A G 2 -~ L ~ M ~ ~ ,f ~) qui
à X fait correspondre XA est surjective . Or cette application s’identifie à /7 : .° 
à cause du choix de A. Il s’ agit aussi de vérifier 

a , x opère transitivement

sur T2k, c(03BB), où x = 77 f 03BB), 03BB~Tk, c, 
si l’k : .. 9 ? - N k est surjective. Puisque G opè-

-re transitivement sur il existe un repère distingué du 2e ordre H en x, tel que le

repère du 1e ordre associé transforme X en l’élément 03B4* de M 7 admettant pour repré-
-sentant S. Soit A* E , c(Rn, 03B4*) l’élément de contact défini par A . En vertu de la

remarque ( III, 4, 1 ), il s’agit de vérifier que l’application A* .~ G 2 -~ T ? ( R ~, qui à

X fait correspondre est surjective . Or on a :

où p est l’application canonique sur le quotient défini par l’action de L £ o. Soit P 7 le
sous- espace vectoriel de N k formé des ~_.j ~ , , , n 

tels que i &#x3E;k entraine x !.=0.
~ ~ /= ~ , ... ~

Si l’on identifie (3) à la relation d’équivalence définie par l’action de

correspond à celle qui détermine P k; ,° p s’identifie à l’application canonique de

N k sur Puisque N k / P s’identifie à N k 1 il en résulte que 6* = p 0 6 s’ iden-

-tifie à l’application surjective 1 k : 9 ~~ N 1 . La deuxième partie de l’énoncé découle
trivialement de ce qui précède et de la proposition ( III, 3, 4, b) .

Si V est munie,par exemple, d’une S L n- structure, c’ est- à- dire d’un champ d’é-
-léments de volume, il existe des connexions de vecteurs, compatibles avec la structure

dont la torsion et le champ géodésique sont arbitraires . 
’
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5 . Connexions projectives .

Soit P la sous- variété image réciproque de par l’application

T c(Vx R)-~ Vx R.

DEFINITION III, 5 , 1 .

P est l’espace fibré projectif tangent à V.

La restriction de 77; .° et l’identification de V et V’ définis-

sent une projection de P sur V qu’on désigne encore par 7T. T ( V x R , V’ ) est la réu-

nion disjointe et de T {ô}, où ô désigne l’élément trivial de 5 ( R ) .
L’application canonique cp; r T ( V x R ) - T c(V x R ) fournit par restriction une applica-
tion de rang maximum de Tf Vx R, V) sur P. 

= {o}). PA est ouvert et disjoint de Pj; § la sous-variété fermée PI’ difféomorphe
à T ~ , peut être appelée la variété des points projectifs à l’infini; quand on aura montré

que la variété PA des points projectifs " à distance finie" s’identifie canoniquement à

y, on pourra dire que le fibré projectif tangent est obtenu en complètant le fibré affine

tangent par la famille Pj des hyperplans à l’infini [ 4 ] .
Les éléments de II = correspondent aux applications linéaires biunivoques

entre fibres L’ensemble des homothéties sur les espaces vectoriels tangents à V

est une sous-variété de II, difféomorphe à V x R* ; R* opère sur n : le composé de a ER*

et de X ~03A0 est X0398(a,x) = 0398(a,y)X où x= 03B1( X ) , y = {3( X) et où 0398(a,x) est 

thétie d’ amplitude a sur 3~ . L’action de R* définit la variété quotient TII R* et l’appli-
cation canonique p : II/ R*. (03B1,03B2) : 03A0 ~ V x V se projette en une application de

rang maximum ( a’ , /3’ ) : II / R* ~ V x V , en vertu de théorèmes généraux sur les variétés

quotients [ 13] . Le sous-espace n/ R* x n/ R* de n/ / R* formé 

tels que 03B1’(Y) = 03B2’(X) est donc une sous-variété. L’ application 03C8 : 03A0 V 03A0 ~ TI défi-

nissant la loi de composition des jets, se projette en ~’ : R* i ~ / R* ; cela
a un sens car 03A0 V fl est saturé pour la relation définie par R* x R* sur II x FI. On a un

difféomorphisme canonique qui, en vertu du lemme

(III , 4 , 1 ) applique II / R*  R* sur une sous-variété difféomorphe p~
Il en résulte que y;’ s’identifie à une application ~ " : fl / / j~~ -~ n / R* ; tJ; a’,

/3’ munissent R* d’une structure de groupoide différentiable sur V . Il en résulte que

le sous-groupoide 03A0P de Vx R )/ R* formé des éléments ayant leur source et leur but

dans V’ est un groupoide différentiable sur V. Ceci découle du lemme (1,1,1) car Hp
est l’image réciproque de V’xV’ par l’application surjective de rang maximum (a/,/3’): i
: II t V x R ) / R* - ( VxR) x ( VxR ) . On peut appeler 03A0P le groupoide projectif de V; on

désignera encore par ( cc, ~} les projections source et but sur V.
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Soit 3~ l’espace des covecteurs la projection associée. Avec la

convention J ( V ) = j , on désigne par J V J F 5* la sous-variété de J x 5 x 5* formée
des ( X, Y, Z ) tels que 7T ( Y ) = /3f X ), soit J* la sous-variété de J( Vx R)
formée des éléments ayant leur source et leur but dans V’; posons pour tout x EV : f =

=jo(t(x,t)) dans Tx,(VxR), ou x’=(x,0); soit enfin l: .- V-. VxR l’application
qui à x fait correspondre x’. On a un difféomorphisme naturel u : J* -~ / ~ 3~ ~ 3~*~ 3~ o(R);
si on caractérise un élément de /(VxR) par les deux composantes de son représentant

dans J(V, VxR) x ] ( R, VxR), alors u ( X, Y) est le système : (X jx(l), Y ;~~
où x’ = af X ) = OLfY) . Soit u’ : .- n~ -. ; ~ 7’~ 5* ~ l’injection qui à ( X, À )

fait correspondre ( X, /B., ~*, e ), où x* est le covecteur trivial en x = a( X) et e le vec-

teur unitaire de Désignons par ? la sous-variété de n(VxR) dont les élé-
ments ont leur source et leur but dans V’; il résulte de la définition de 03A0P que l’on a
un foncteur n p . Soit e: l’application composée po u -1 0 u’; le foncteur
e a un sens car u -1 o u’ prend ses valeurs dans la sous-variété ouverte I1* de J*; 9 est 

_

un isomorphisme de IIA sur un sous-groupoi’de différentiable 03A0’A de application
03C6: T(V R,V’ ) ~ P induit v : J ~ P qui à À fait correspondre 03C6( 03BBe): v est un dif-

-féomorphisme de J sur P.. On peut maintenant affirmer que le fibré projectif tangent
est le complété du fibre affine tangent dans un sens très précis [4,7] . 0

PROPOSITION III, 5, 1 .

6t) 03A0P opère transitivement sur P.

b) TIA est le sous-groupoide de 03A0P qui laisse PA et PI invariants.

c ) v : J ~ P est covariante par rapport à 8 ; 03A0P.
Le sous-ensemble P de IIP x P formé des ( X, Y ) tels que o-fX )== 7T( Y )

est une sous-variété. Il s’agit de définir une application de 03A0P V P dans P qui fasse de

TI p un groupoide d’opérateurs transitif sur P [ 12]. 

- T c( V x R ) x T c ( V x R ) l’application qui à ( X, Y ) fait correspondre ( Y, X Y ) et

soit R)/R* R) la sous-variété de 03A0( V  R)/R*x Tc(Vx R )
formée des (X, Y ) tels que a’ ( X)= Y ). Désignons par 1 l’identité sur T c( V x R );

~ se projette en une application surjective de rang maximum :
°

Le lemme (111,4,1) entra1he que x R)/R*x 1 est canoniquement

difféomorphe à d’où une application surjective de rang
Lasous-

variété image réciproque par03C8" de P x P est précisément II P V P ; on voit aisément

que la seconde composante de %b " P V P - P x P fait de FI p un groupoide d’opéra-
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- teurs sur P ; ce groupoide est transitif car ~/" est surjective. On vérifie aisément les

énoncés b ) et c ) à partir de a ) et des définitions précédentes .
Posons pour tout x ~ V ; S ’ = i~S , où ~ est la soudure de 5 à V, définie dans

la propo sition (TU, 1,1 ). L’application S’ .’ ~ ~ ~*. est une soudure de P à V compte

tenu de la proposition précédente. On peut alors , conformément à l’idée d’ Ehresmann[ 7 ] ,

développer une théorie des connexions projectives dans le cadre général des connexions

dans un espace fibré soudé à sa base . Posons donc dans l’esprit de la définition (1,2,1)

DEFINITION III, 5 , 2 .

Un élément de connexion projective est un élément de connexion dans TI 
p , 

com -

- patible avec 03A3’.

’ 

On désignera l’ensemble des éléments de connexion projective par Q p ; une con -

- nexion projective est une section de la projection naturelle q : Q - V . On va montrer

qu’une connexion projective est caractérisée par les données d’une connexion affine et

d’un champ de covecteurs semi - holonomes du 2 e ordre, triviaux au 1~~ ordre. Posons

= (03A3x,jx(ê)) dans ;f T . ( V x R ), V ) ; cette définition a un sens car T;( V x R)

contient y  To(R); soit 03C3’’(x)=03B2(03A3’’x)=(,e) et soit Q’(03A0*) le sous- ensemble

de pfn*) formé des X satisfaisant à la condition supplémentaire : ( ~" ) = ~ x où
x = q ( X ) et où e désigne le prolongement de : T ( V x R, V’ &#x3E; - T ( V x R, V’).

. 

On démontre que Q’(TI*) est une

variété par le procédé de la proposition (1,2,1). Soit ~*2 la variété des covecteurs

semi- holonomes du 2e ordre [9, a] ; on a les projections naturelles §.’3~*~-~~* et

7T : 5" *2 -+ V ; désignons par J*o2 la sous - variété image réciproque par 8 de 
Soit [( 5" *. V ) la sous - variété de J( 5" *, V ) formée des X tels que 03C0X = j Q( X ) et dont

le but est trivial ; soit A = jo( t ~ jt(t’ ~ t))) dans 2 ( R n ) . L’application Ã : J
-~ J 2 ( R’~, V) qui à X fait correspondre le produit A X, au sens de la composition des

jets non holonomes [ 10 ] , est un difféomorphisme V ) . Soit Q A V ~~ 2 la sous-
-variétéde formée des ( X , Y ) tels que q ( X ) = 7T( Y ). On a établi ci - dessus

la bij ection u : .’ J*~/~ 3~~ 3~*x3~~fR~; soit H la sous - variété de ~(11*) formée des
( X, Y, Z, U) tels que U = . e ; soit = u -1( f2). La restriction de p: TI * -+ n p

à f2 1 est un difféomorphisme sur un ouvert 03A9 2 de TI 
p contenant les unités. Désignons

par r la restriction à 03A9 de la projection naturelle de J V J V J*  J o(R) dans J x 3".

L’injection u’ : .- n . ~ / ~ 3~~ prend ses valeurs dans H. On a :



46 VER EECKE

i est l’identité, 6~ est le foncteur défini plus haut; 7~ est déterminé par la bijection

p’ = po u-1. Lorsqu’on identifie TI A à un sous- groupoide de TI p , tout f E O2 se facto-
-rise canoniquement dans TI p en /= f 1 o f 2, en imposant Il = ~(f).

PROPOSITION III, 5 , 2 .

_ .

induit une injection ~ : Q A - Q p .
’ 

b ) Il existe une bijection Q p -~ Q A 00FF ~~ ~ dont la premiere composante est la
restriction de 

a ) La restriction applique dans Q p)puis-
que 9 est un foncteur. Il reste à voir que X = S entraine eX ( cr’ ) = S ’x où
X x = q( X ), 0-’ = Or on a par définition 03A3’x = v03A3x, donc 

Puisque v : 5 - P est covariante par rapport à 03B8il en résulte par prolongement 

=~X~7(cr), c’est-à-dire 8X 81’ ou encore  x = 8X ~j x( ff’ ).
b) On établit des bijections x Q’(TI*) -+ Q et X’ : .. Q p - Q’(TI*) et l’ on

posera X 0~’. Puisque ~; n~ -~11. est compatible avec les projections source et

but et que Q est un voisinage ouvert des unités de TI 
p , Q p est contenu 

et appliqué dans par 1 .. Lorsqu’on construit la bij ection
6J on vérifiera trivialement, grâce au diagramme( 1), que sa première composante est~.
Soit l’ouvert de J*  Jo(R) formé des ( X, Y, Z, U) tels que X ~03A0;posons
~ "_ ~ ~‘ ~~~~’ j ( ~i’ ) . D." est un voisinage ouvert de l’espace des unités dans n*. Il en

résulte que induit par restriction une injection
û : .. Q’(II*)-~ J(~’, V). ;f~V) s’identifie à la 

formé des systèmes (X, Y, Z , U ) tels que 03B2X = 03C0Y, 03B1X = 03C0 Z.Si on
caractérise un élément de ()(?) par son correspondant naturel dans J(J( V, Vx R ), V) x

J ( J( R, V x R), V) et que l’on pose u = (u 1, u 2 , u 3, ~), on obtient : 

~3fX.Y)=Y~~f~, où x’ =. a( X ) =

a( Y ) et ou les e désignent des prolongements infinitésimaux appropriés des lois de

composition entre jets. On voit que u 1 prend ses valeurs dans Q et dans la sous-

-variété que l’on a identifiée ci-dessus à ~ â 2 . La condition £1 =.( X , Y~ ~y (cr") qui
caractérise un élément (X, Y ) de la sous-variété Q’(n*) de Q (11*) entraine que u 2 ,
U 1+ sont constantes sur chaque fibre de Q’(n*). En effet (X,Y) ~7~-fy-~fy,e~ =

et 7~=ry~~ entratnent Y)=~x, u,~(X, Y)= jx(ê). On a donc
l’application qui à (X, Y) fait correspondre ;2(X, Y))
et par suite X : Q’(03A0*) -&#x3E; QA VJ*o2 formée au moyen de l et de u3. On vérifie aisé -
-ment que X est une bijection. La bijection p: 03A91 ~ 03A9 2 

induit p : V ) ~ J(03A92, V).
Puisque ~ 2 est un voisinage des unités V ) contient Q p . La condition
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où Z ~ Q’f ri*;, x = a( Z ; entraîne que j(~I,~t) contient Si

l’on démontre que ,o applique Q’ (I1*) sur Q p , on prendra pour X’ la restriction de 

Q p . Puisque p est un foncteur il s’agit seulement de s’assurer que 03C1 et p-t conservent
les conditions de soudure. Vérifions cela pour p . ~ x { e ! 1 est par hypothèse stable pour
l’action la restriction T’ ( V x R, P à ~ x { e! 1 est un difféomorphisme
sur PA. On a :

(p est formé au moyen de p et de w; gb et définissent la composition naturelle sur

des espaces de couples composables ; les flèches verticales sont bijectives. Soient

X on a successivement ~fX. ~fcr-) )== 1~ ~ ~ cp~X , ~fo-’~ )==
= . 03C603A3 ", 03C8’(03C1X,jx(03C3’)) = 03A3’x, ce qui montre que 03C1 X est un élément de connexion pro-

-jective.
Il résulte de cette proposition que si l’on plonge Q A dans Q p par 8, alors 7~ est

une projection de Q p sur induisant par restriction l’identité sur Q ~ . On a aussi :

l’injection ~ fait correspondre à X le couple formé de X et du covecteur trivial en q( X ).

Un élément de connexion affine correspond à un élément de connexion projective particu-

lier, caractérisé par le fait que son covecteur associé est trivial. Une connexion projec-
tive X équivaut à la donnée d’un champ de covecteurs semi-holonomes du 2e ordre, tri-

viaux au lerordre , et de sa connexion affine associée X .

6. Torsion et champs géodésiques des connexions projectives .

On a des et ~’ : ~ p -~ ~j 2 ( ~’ , P , V ) en ver-
tu de la proposition ( I , 3 , 2 ) . L’injection v : 5 - P et la relation 03A3’ = Fi induisent

une bijection canonique V* : 03A02(03A3, J, V). Soitn 03A0’P le sou s - groupot-
de d’isotropie de 03A0P par rapport à la section cr’ : V ~ P et soit la sous- variété

de 03A0’P formée des éléments dont le but coïncide avec la source; soit enfin TI p la sous-
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variété de 03A0’P formée des X tels que 03B2X=j03B1(X) et tels que 03B2(X) soit l’unité cor-

respondant à oe X ) . L’application ~: 03A92 ~ 03A0A qu’on a définie dans le paragraphe pré-

cédent induit la factorisation ~* : 03A92 ~ 03A0A  03A0oP qui à f fait correspondre (~(f),

~(f)-1of), 03A0A étant identifié à un sous-groupoide de IIp; 7J* induit une application

3f : vertu de la proposition (III , 5 , 2 ) . Bien que cette présentation

concrétise le difféomorphisme . faut remarquer que les éléments

de la forme ’~ ( f )-1 o f , où ne sont pas particulièrement simples; on n’a pas intérêt

à les caractériser. La torsion et les champs géodésiques d’éléments de contact d’une

connexion projective sont ceux de la connexion affine associée; ceci résultera de la pro-

position suivante.

PROPOSITION III, 6, 1 .
- 

y -

On a un foncteur e : défini comme dans la proposition (1,2,2), par rapport à
’ 

f~

la soudure S’ . La proposition revient à montrer que l’application ~1 : QP i IIP déduite
de ~* possède la propriété suivante ~(~ /X)) = l x où X x = q ( X ) et où e: 

-~

~ I12 est le prolongement naturel de 8.. Soit Tjt 2 : 03A92 ~ 03A0P l’application qui à f fait

correspondre f o f ) ~1; ’~ 2 se prolonge en 17 2 : Q p -~ J V ) ; on a pour X 

x = q ( X ) : 03B1~2 X = 03B2~2 X = jx, 03B2(~2 X ) =;. Soit l : P i 03A0( P’ ) l’ application qui
à un couple composable ( f, z) fait correspondre et désignons par Lx le jet en

~’ ( x ) de l’injection de P dans P. La proposition revient alors à vérifier pour tout

élément de connexion X en x la relation suivante dans I~2 ( Px) :

où 1 : j P~ ) -. ; fn ( P’ ), Px) est le prolongement de l. Soit X == ~fy -. f y );
on peut supposer f y on a vu que /y E [22 est caractérisé par un système (Ay, À. ,
c y ) ; À y est un vecteur tangent en x , J A 

y 
un élément de TI de source y de but x, c un

covecteur en y. Si l’on identifie à un ouvert de Px , alors ~2(fy) est une trans-

-formation projective de Px qui au voisinage de x est définie en notations traditionnelles

/ ) .’ À -)(J + c’ y (À-  ) )"1 i~; e’ y (À- À ) y est la valeur en ~- B du covecteur

image de cy par A~~; la condition de soudure implique ~). La démonstra-
tion de ( 1 ) revient alors à vérifier dans 03A02 (Jx):

où le covecteur c" ( À) dépendant de 03BB est déterminé par : c" (03BBy) = cette définition

a un sens car 03A3x = jx( y ~ Ày) est un jet inversible; on remarque que est trivial.

On vérifie aisément ( 2) par le calcul des jets en se plaçant dans Rn au moyen d’une base
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de ~ .
x

L’espace des éléments de torsion de Q p est un quotient S ( P ) de 03A02  i ’ , J, V )

conformément à la définition (l, 3,1 ) . La bijection v* : 03A02 (I, 5 , V) ~ 03A02 (03A3’, P , V ) in-

duit une bij ection canonique v* * : S ( 5 ) - S ( P ) . La proposition précédente entraîne

alors :

où 9 désigne les applications qui à un élément de connexion font correspondre sa torsion,
conformément à la définition (1,3,3). L’énoncé suivant a alors un sens très précis .

COROLLAIRE III, 6, 1.

La torsion d’un élément de connexion projective est celle de l’élément de conne -

xion a f f ine associé.

Il existe donc des connexions projectives dont la torsion 8 soit donnée a priori.
En effet, en vertu de la proposition (III, 2, 2) il existe une connexion affine X dont la

torsion soit 0, compte tenu de la bi j ection v** : S ( P ) - S ( 5 ) . X s’identifie àune conne-

xion projective dont la torsion est 0398 en vertu de la proposition ( III , 5 , 2 ) et de( 3).On

peut s’assurer que la torsion projective , qu’on vient de définir correspond bien à la notion.

que Cartan a élaborée au moyen des tenseurs proj ectifs [4].
Afin de faire une étude géodésique des connexions projectives, dans le cadre de

( II , 3 ) , il faut définir des champs verticaux du 2e ordre sur P , invariants par TI p .

PROPOSITION III , 6 , 2 .

Il existe pour chaque k, 1  k  n, un champ vertical holonome du 2 e ordre de k -é-

léments de contact sur P, invariant par dont la restriction à J soit l e champ 
déduit de la proposition ( III , 3, I ) .

La proposition (III, 6,1) implique que TI p opère transitivement sur 
si le champ de l’énoncé existe, il est donc unique. Soit T k , c(J’) la sous- variété de

T k formée des À tels que 03C0( K) soit de la forme Sl . Il s’agit simplement de véri-

fier que la restriction de A 7 à T k , C( p’ ) est invariante par le groupoide 03A0’P défini

plus haut. Or est déduit d’un champ de k- vitesses A 7 par passage au quotient,
comme on l’a précisé dans la proposition ( III, 3,1 ) . 
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un élément de il s’agit de vérifier que k(f03BB) et fk(03BB) définissent le même élé-
ment de contact. Or n p est contenu dans Q qu’on a défini dans les préliminaires de

la proposition ( III , 5 , 2 ) . Il en résulte que f se factorise en f = f 2 o f l, où f 1= f ) ap-

partient à Puisque est invariant par rapport à l’on est amené à vérifier

qu’il existe A E L l tel que où /~=/.B.0ron voit, comme dans
la proposition (111,6, f 2 est une transformation projective de P y qui au voisina-

ge de y s’écrit de la manière suivante dans ? f ~ ( ~.) _ ( c ( ~.) + 1) -1 X, où c est un

covecteur ; cette expression est plus simple que dans le cas général, évoqué dans la pro-

position (III ,6 , 1 ),,car un élément de TI p est caractérisé par le fait que son vecteur as-

socié est nul. En transportant le problème dans R n au moyen d’une base de J y, oncons-
tate que la solution est donnée par :

où ~.1, . , sont les vecteurs constituant la k - vitesse /~.

Remarquons qu’il n’y a pas de champs verticaux de k - vitesses , invariants par II p
et prolongeant les données A k de la proposition ( III , 3, 1). C’ est pourquoi il n’est pas
intéressant de faire une théorie géodésique des connexions projectives de k - vitesses, en

particulier de considérer les géodésiques paramétrées d’une connexion projective ponc-

tuelle. Si on rapporte l’étude géodésique des connexions projectives d’éléments de cond

tact aux champs du 2e ordre définis par la proposition précédente, alors celle- ci jointe
à la proposition ( III, 6, 1 ) et à la définition ( II, 3 , 2 ) entraîne :

PROPOSITION III, 6 , 3 .

Soit ( X , À) un élément de connexion projective de k - éléments de contact; le k -

élément de contact géodésique de (X J À) coincide avec celui de X J À.).

Il en résulte que si un k - champ du 2e ordre 2 est le champ géodésique d’unecon-

nexion proj ective de k - éléments de contact X J alors 0396 est aussi le champ géodésique
de la connexion affine canoniquement associée à X par 7j: Q P -~ Q A . En particulier le

feuilletage du 2e ordre formé par les géodésiques d’une connexion projective ponctuelle,
coïncide avec celui de la connexion affine associée. Ceci éclaire le problème ancien de

la recherche de connexions projectives normales [ 4 , 16 , 17 ] , qui consiste à associer à

un k - champ du 2e ordre 5 une connexion projective canonique de k - éléments de contact

dont le champ géodésique soit 3 . Or, si ce problème était résoluble il existerait, d’après
la proposition précédente, une connexion affine canonique dont le champ géodésique soit

°°1° . Cela n’est vrai que si l’on introduit une structure supplémentaire sur la variété, comme

on le montrera au chapitre suivant. Les auteurs qui ont cherché des connexions projecti-
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ves normales exigeaient implicitement que la connexion affine associée fût compatible a-

vec une structure unimodulaire ; conformément à la proposition (111,5,2) le problème se

ramenait alors à chercher des applications dans 3* , déterminées par des conditions al-
gébriques sur la courbure projective, dont aucun auteur n’explique la signification géo-

métrique [4,16].



CHAPITRE QUATRE

CONNEXiONS AFFINES NORMALES

Dans ce chapitre, il s’agira de géométriser des champs de vecteurs et de

droites de contact du 2e ordre au moyen de connexions affines canoniques. On est amené

à introduire des objets géométriques du 2e ordre, qui éclairent le sens intrinsèque des

calculs de Douglas [ 5 ] .

1. Systèmes quadratiques.

Soient E un champ de vecteurs du 2e ordre en x EV, c’est-à-dire une sec-

tion de 7T : T , H un corepère en x semi-holonome du 2e ordre (on dira désormais

corepère du 2e ordre) , H 1 le corepère du lerordre défini par H. On déduit une appli-
cation 

1 qui à À fait c;orrespondre H0396(03BB)=((H103BB)i,0396iH(03BB))i=1 ,..n°
Si pour le repère particulier H, chaque fonction Su est la restriction d’une forme qua-

dratique sur Jx (ou, par abus de langage,une forme quadratique sur T x), cette propriété
est vraie pour tout autre corepère du 2e ordre H’ en x. On a en effet : ~3(/~) =

des );

au moyen du calcul des jets on obtient : 0396iH’(03BB)=zirs(H103BB)r(H103BB)s+zir0396rH(03BB),
i = 1 ,.. n. Puisque À- ( ( H 1 ~)t )~ ~ 1 ~ . , n est linéaire, chaque fonction 3L ’ est une

forme quadratique. On peut alors poser :

DEFINITION IV, 1 , 1 .

Un élément quadratique ~ en x est un champ de vecteurs du 2e . ordre en x

tel que, pour tout corePère du 2e ordre H en x, chaque coordonnée canonique seconde

de ~5fB~ ~ 1 
soit une forme quadratique en À.

Remarquons qu’un élément quadratique est un objet géométrique du 2e ordre [ 12, c] . Soient

X E 11 y,x 2 X 1= un élément quadratique en x ; on a :

N «

les bijections X 1 et X formées par composition à gauche avec X 1 et X transforment
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l’élément quadratique 3 en un élément quadratique Dans le cas où W = R" et où

X est un corepère du 2e L 1 ~ L 2 1 détermine un k = 1

symétrique par rapport aux indices inférieurs, tel que l’on ait : 3y( ~B /B.) ==( ÀZ, 
On dira que les ~~k sont les coordonnées canoniques de 5 y ou les composantes de ~
par rapport à X.

Désignons par C("V ) ou simplement par C l’ensemble des éléments quadratiques
sur V et montrons que C est munie d’une structure de variété telle que toutes les appli-
cations dans lesquelles C interviendra dans la suite soient différentiables. Soient

p : C -~ V la projection naturelle, (f un atlas de (7 -~ Rn une carte de (Ï; cp déter-

mine en chaque v E U un corepère du 2e ordre j2x ( la bijection 03C6*:p-1(U) ~
03C6(U) X Rn3+n2 2 qui à 0396 fait correspondre 0396j2x(03C6), où x = p(0396). On voit que

{ entendre l’atlas d’une structure différentiable sur C. Soient 5 E C, Z 

p(0396) = CL( Z) = x; J’ l’application Z3 : Tx ~ T qui à 03BB fait correspondre z 5 ( X) est un

champ de vecteurs du 2e ordre en x ; J’ c’est même un élément quadratique à cause de la

propriété d’invariance. En vue de la suite il est utile d’établir que 03A02o opère d’une

manière simplement transitive sur chaque fibre de C. Soit C~C la sous-variété de

C X ,C formée des (3 ,3’ ) tels == ~(3 ’ ).

PROPOSITION IV, 1, 1 .

b) // une application 03B6: t C V C ~ 03C02o telle que l’on ait 03B6(0396’, E)E = E’

pour tout (0396, 3’).
Posons Cn = C o(Rn) et construisons une application 03B61 : C n x Cn ~ IL O

satisfaisant à b). Soient 3 = (03B6kij)i,j,k = 1 , .. n 
et 3’ == (03BE’kij)i 1, L - 1 , .. n 

des éléments

de C ; il est évident que 03B61 (E’ ,5 ) = ( ( 03B4ji) .. _ , ,( 03BE’jik - 03BEjik)i,j,k = 1...n ) véri-
~’ ~ "1" ~ ’ ~ " ~ ~ 

ï !,; = 1,..~~ ~ ~ ~ï~~,;,~ = l,..~~
fie ~ ( S’ ,3)S ==?’’. La propriété a) est évidente sur C . On la transporte aisément à
5 au moyen d’un corepère du 2~ ordre ~7 en x. En effet, soit Z e ; Z3 == 5
dans C. 

x 
est équiv alent à ( HZH-1)0396H == 0396H dans C ; 72 HZ H-1 ~ L2n, 0 en vertu de

la remarque (I, 3, 1) donc HZ H’ et par suite Z sont des éléments unités. Soit

H* 2 V C VC la sous-variété X C x C formée des ( H, H ,5 ’ ) tels que 77fH)=

p (S) = p (3’ ) . L’application 03B62 : H* 2 VC V C -. 03A02o qui à f H ,H’ , =!) fait corres-

pondre H-103B61(0396 ’H,0396H)H vérifie 03B62 (H, 5’ , ,E )E ==5’ ; il résulte de a) que 03B62 est

indépendante de H et induit une application 03B6: C V C ~ 03A02o satisfaisant à b) .

Appelons système quadratique en x, une application de T dans C ; un système
quadratique sur V est une application de T dans C, compatible avec les projections
naturelles sur V.
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DÉFINÎT ION IV, 1 , 2 .

Un système quadratique 0396 en x est singulier s’il véri fie les conditions suivantes.
a) dépend que de l’élément de contact défini E 

b) Dans ~ ~ (T x, ~’~ ) on a identiquement en B~T~.-;~~-.5 f~~=;~~-~~~~~.X X 
e 

’ 

-

Un système quadratique sur V singulier en chaque point est un système quadra-

tique singulier sur V , Un système quadratique singulier en un point conserve cette

propriété si on le transforme par un jet inversible semi-holonome du 2e ordre. On aura

donc un critère utile pour reconnaftfe au moyen d’un corepère du 2e ordre H en x si un

système quadratique S en x est singulier. En effet H et son corepère associé du

1 ordre H ~ introduisent une transformation de 5 déterminée par :

Si ?! est singulier = ~ ~ ~ ( ~~(~))~.. ~~ ~ ~~ l’est aussi; cela

signifie que les fonctions 03BEijk sont homogènes de degré 0 et vérifient :
/? .

DEFINITION IV, 1 , 3 .

Un champ de vecteurs du 2e ordre homogène en un point conserve cette propriété

lorsqu’on le transforme au moyen d’un jet inversible du 2e ordre semi-holonome. Cette

propriété d’invariance entraîne le critère suivant : soient 3 un champ de vecteurs du 2Q

ordre en x, H un corepère du 2e ordre en est homogène si et seulement si les

composantes secondes E L du transformé 3 ,, : Ln,1 ~ L2n,1 sont des fonctions homo-

gènes de degré 2 en (03BBi)i=1,..n. Il en résulte qu’un élément quadratique en x est un

champ de vecteurs du 2e ordre homogène en ce point. Un cham p quadratique, c’est-à-dire

une section de p : C - V, s’identifie au champ homogène de vecteurs du 2e ordre qui à

B6 T fait correspondre S À) ( À) . Plus généralement, un système quadratique 5 : 
qui ne dépend que de l’élément de contact, définit le champ homogène en x : t~~ ~ » À) ;
la proposition suivante donne en un certain sens une réciproque qui justifie les notions

introduites.
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PROPOSITION IV, 1, 2 .

Soit ~ un champ de vecteurs du 2e ordre bomogène (en x); il existe un et un

seul système singulier 0396* (en xjt que l’on ait 0396*03BB(03BB) = 0396 (03BB) pour tout À.6 

On se servira dans la suite di° l’énoncé global; la démonstration ci-dessous indique
clairement la nature locale de la solution. Vérifions d’abord l’unicité. Soient A, ~‘ des

systèmes quadratiques singuliers qui engendrent le champ homogène 0396 en x . On

a par hypothèse : j 203BB (  ~ A x )) = j203BB (  ~ E( )) = j203BB (  ~ ’03BB( )) 

pour tout B~Ï . Il en résulte 03BB=’03BB pour tout X; en effet, pour que deux éléments

quadratiques en x coïncident il suffit qu’ils aient en un seul point le même jet du 2e

ordre; c’est trivial dans Cn et on le vérifie par conséquent dans Cx au moyen de la

transformation naturelle de Cn sur Cx opérée par un corepère du 2e ordre en x. Soit

maintenant 3 un champ homogène du 2e ordre sur V. Pour tout H nous désignons

par 0396H : Ln, 1 ~ L 1 le champ homogène obtenu en transformant au moyen de H la

restriction de 0396 à Soit 3,, : (03BBi) ~ (03BBi, 03BEiH(03BB))j=1,..n ’ Définissons 0396H, 03BB~Cn

par ~~~"2014201420142014201420142014~;-~=l...~ ~ 
soit 5~ ’~7T  H &#x3E; " le système quadra-

tique obtenu en transformant au moyen de H 1 le système E~ : Ln~ t -~ Cn qui à ~.fait

correspondre ~. Les fonctions f# sont homogènes de degré 2 ; il en résulte que,

pour tout H, 5 À est un système quadratique singulier engendrant Par transforma -

tion au moyen de H-1 on voit alors que 0396"H est un système quadratique singulier en

x = ~ ( H ) tel que l’on ait X~~ =S(~) pour tout À.6 T . A cause de l’unicité
démontrée plus haut, 0396"H ne dépend pas de H lorsque H parcourt l’ensemble des core-

pères du 2e ordre en x. Il en résulte que l’application y : H * 2 V T -. C qui à chaque

(~,B.) tel que 77~H)=~(~) fait correspondre induit l’application cherchée

S!* .- T-. C.

DEFINITION IV, 1 , 4 .

un système singulier de covecteurs en x E V est une application A : .- Tx ~ J*x
véri f iant : .’

ne dépend que de l’élément de contact.

b) On a dans J( R, Tx) l’identité en 03BB~ Tx : .-

Un système singulier de covecteurs sur V est une application A : T -~ 3* compa-
tible avec les projections naturelles sur V et qui induit un système singulier en chaque

point. Désignons l’ensemble des X E J ( R m R ) de source et de but 0. Un

repère H en x transforme d’une manière naturelle une application A : T ~ -~ 5) en
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déterminée par :

Un jet inversible du ler ordre transforme un système singulier de covecteurs en

un système singulier. En particulier AH : (~) . ~ ï *2014 j- ~,. 7z ~ z ** j. ~.. y? est singulier,
ce qui s’exprime par : r ~03BBi(03BB)03BBr 

= 0, i = 1 ,..n, À E Ln 1. On déduit de la forme de AH
que la propriété b) de la définition (IV, 1,4) équivaut à affirmer que j03BB(  ~ A( )03BB) est

trivial dans /(R, T x) pour tout À . Remarquons que ~.-~ A(À.)Best une fonction numé-

rique homogène sur T . ..

PROPOSITION IV, 1 , 3 .

Soit f une fonction numérique homogène de degré 1 sur l’ (sur T’x). Il existe un

et un seul système singulier de covecteurs A (en x ) tel que l’on ait A ( À) À = f ( ~.) pour
tout À E T (pour tout À ,

L’énoncé global est un corollaire de l’énoncé local. Vérifions d’abord l’unicité.

Soient f une fonction numérique homogène sur Tx et A, A’ deux systèmes singuliers de

covecteurs en x vérifiant l’énoncé. On a dans J (R, Tx ) pour tout B E T x : j,( J..L A (B)/~) =

j /(~6)) = j ~( ~C ~ A~(/~)/~). Il en résulte que les covecteurs A ( ~) et A ’ ( À)
coïncident parce qu’ils ont le même jet en B lorsqu’on les considère comme des applica-
tions linéaires. Soit maintenant f une fonction numérique homogène de degré 1 sur T .

Un repère H transforme la restriction de f à T03C0(H) en une fonction / sur homo-

gène de de gré 1 Défini s sons ’ A : H Ln,1 ~ L1,n en po sant AH(03BB) = fH 03BBi t ) t=-i,..n’ .
AH est un système singulier de covecteurs qui engendre f et est transformé par H en
un système singulier de covecteurs AH en 7T( H ) tel que l’on ait : AH ( ~.) ~.= f ( ~.) pour
tout B E T’~.,... A cause de l’unicité démontrée ci-dessus Ai ne dépend que de ~( H );
l’application y : J{ ~ T - ~ * qui à ( H , X) tel que 77 ( H ) = ? (B) fait correspondre

A 9 ( li) se projette en une application A : T - 5 * satisfaisant aux conditions de l’énoncé.
Désignons par FI la sous-variété de TI formée des X vérifiant : /3(X).

L’application 03C6: H V 03A0o ~ R * qui à un couple composable ( Y, X ) fait correspondre le

déterminant de Y ~Ln se projette en une application D : .’ R *. Soit 5"* la
sous-variété de J( R , V ) formée des éléments dont le but est 1. Puisque 03A02o est une

sous-variété D définit par prolongement l’application D : fi qui à

Z fait correspondre D Z .
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Un champ de vecteurs en x du 2e ordre 5 : T x -+ T compatible avec les rela-
tions d’équivalence définissant T et T2c,x induit par passage au quotient un champ
d’ éléments de contact en x du 2e ordre 5 : T2c,x. Désormais on appelle feuil-

letage du 2e ordre (en x ) un champ du 2e ordre de droites de contact (en x ) . ’Si deux

champs de vecteurs du 2e ordre 5 et St (en x ) induisent le même feuilletage du 2e

ordre, on a une fonction numérique f sur T ( sur T x) déterminée par : ~’(i~) _ S(À)( 1, f(i~));
si E et S* sont homogènes, alors f est homogène de degré 1. Un système quadratique

(en x ) qui ne dépend que de l’élément de contact définit un champ de vecteurs du 2e

ordre homogène (en x) et donc un feuilletage du 2e ordre (en x ). L’identification natu-

’relle de ~ * et de i confère un sens précis à l’énoncé suivant :
PROPOSITION IV, 1 .4 .

Soit A un système singulier de covecteurs en x. Il existe une et une seule

application Z : Tx ~ 03A02o,x ne dépendant que de l’élément de contact et vérifiant les

conditions suivantes :

a ) D Z ~= A (À) pour tout À E 

b) Si S est un système quadratique singulier quelconque en x , alors le système

quadratique Z E qui à À E T x fait correspondre est singulier et définit le même

feuilletage du 2e ordre en x que 0396.
On a alors " Z~5~f ~J ~ 3x~ ~-~ ~2014~2014~f~~ pour tout x é T x et tout sys-

tème quadratique singulier E en x. Dans le cas où A est un système singulier de

covecteurs sur V, on a un énoncé global correspondant.

Voyons d’abord qu’une solution Z en x est entièrement déterminée par le sys-

tème singulier de covecteurs A en x. TJn repère du 2e ordre H et son repère associé du 1 er

ordre H1 définissent :

Le sens des flèches verticales est évident; ~ est l’identification naturelle. La trans-

formée naturelle x de D est de la forme : ( z ijk)i,j,k=1 ,..n ~ (zrri)i=1 ,.. n (on repré-

sente un élément de 
o par ses composantes secondes dans L ). Soient ZH :

(03BBi)i=1,..n ~ ( zijk(03BB))i,j,k=1,..n et AH1 : (03BBi)i=1,..n~(ai(03BB))i=1,..n. La condi-
tion a) s’exprime au moyen de H par :
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Soient 5 un système quadratique singulier en x et 3rj : L 1 ~ Cn son transformé par
H. Exprimons que Z5 est singulier ou encore que (Z3 )H == ZH0396H est un système

quadratique singulier. Soit 0396H : (03BBi)i= 1,..n ~ (03BEijk(03BB))i,j,k=1,..n. On a alors ZH0396H:

(03BBi)i=1,..n ~ (zijk(03BB)+03BEijk(03BB))i,j,k=1,..n. Puisque 0396H et ZH0396H sont des systèmes

q uadrati q ues singuliers, on a (~’’ = 0 et -" + ~’)( B.)V = 0 , À. ~ 

~. - . ~ - . ~ . ~.~, ~ ~ ~. 
f B~/V

Exprimons enfin au moyen de H que 3 et Z0396 définissent le même feuilletage en x . Il

existe sur Tx une fonction numérique homogène de degré 1 vérifiant :

Cette relation équivaut à :

où f * : L n~ ~ -~ R est la transformée naturelle de f par On traduit (5) par :

En dérivant (6) deux fois par rapport à ~.~ , h’~ et en tenant compte de (3), on obtient :

Puisque f * est homogène de degré 1, on a :

L’identité d’Euler f$ = b (À) Àr et (2) entraînent alors :A 

en appliquant la proposition précédente on trouve :

d’où en transportant (9) et ( 10) dans (7) :

ce qui montre que Z est univoquement déterminé par A et par les conditions de l’énoncé.

Les relations (4), (5), (9) entraînent alors: == 5~~) (I , ~ A ( ~t) r~) pour tout
système quadratique singulier E en x. Il reste à établir le théorème d’ existence, lequel
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est de nature locale. Soit A un système singulier de covecteurs sur V . Pour tout

repère du 2e ordre H on désigne par z’ijk : L 1 ~ R le deuxième membre de (11) ou

représente le transformé AH 
1 
de la restriction de A à i H 1 est le

repère ordinaire déterminé par H. Soit Z’r, : L n~ 1-~ 0 
obtenue en posant Z’j(~)==

( z~’k ( ~))i, j, k =1,"n ~ . On remarque que les sont homogènes de degré 0 et symétriques
?? 1

par rapport aux indices inférieurs; les vérifient aussi (2), (3) et (6) où f * est déter-

minée par (9). Il en résulte que est la transformée par H d’une appli-
cation Z" : T -~ FI , où x = vérifiant l’ énoncé local pour la restriction de A à

T . A cause de l’unicité Z’H est indépendant de H il en résulte que l’application

H 2 V T ~ 03A02o qui à ( H, À) tel que 7T( H) == 7T( À) fait correspondre induit une

application Z : .’ T - 03A02o satisfaisant aux conditions de l’énoncé.

2. Connexions normoles.

Un élément de connexion affine (on dira désormais simplement : élément de

connexion) X en x induit en vertu de la définition (II, 3, 2) et de la proposition (III,3,2)

l’application A ( X ) : Tx ~ T2x qui à À. fait correspondre 1(X, A-). Les champs verti-
caux A. : T(Jx) ~ T2(Jx) définis dans la proposition (III, 3,1) sont quadratiques.
A (X) est donc un élément quadratique parce que transformé de l’élément quadratique

A1 : au moyen de f(X ) E 03A02 ( ? , v &#x3E; . On a donc une application

A # : Q ~ C ; une connexion X : V ~ Q définit le champ quadratique r1 o X ; une connexion
de vecteurs en x, c’est-à-dire une application X : .’ T - Q induit en x le système

quadratique #o X : .’ Tx ~ (..
Soit T 2 l’espace des vecteurs du 2e ordre non holonomes [ 10, b ] réguliers,

c’est-à-dire le sous-espace de J 2 ( V, R ) formé des Z tels que a ( Z) = 0 et f3 ( Z ) ,
03B2Z ET.On remarque que l’injection u : T2 ~ T ( T ) considérée dans (II, 1) se prolonge en. 

-

une bijection u : .. T2 ~ T ( T ). Désignons par Q V T v T la sous-variété de Q X T X T

formée des (X, 03BB, ) tels que q (X) _ 7T( 03BB) = 03C0( ). On a T V T- T2
qui à (X, À, ) fait correspondre ()); 2022 est le prolongement de 03A0 V T - T
à T, R ) -~ J ( T, R ). On a au moyen de la proposition (IV, 3, 2) : A (X, À, ~.)_
!~(X, À.).

DEFINITION IV, 2, 1 . "

a) ~ ( X , ~., est le déplacement inf initésimal de ~, opéré par X le de ~..

b) Une connexion de vecteurs locale X : est normale 0394(X03BD,03BB, ))
est trivial dans J ( Tx , pour tout 03BB,  ~Tx. une connexion de vecteurs est normale

si elle l’est en chaque point.
D’une manière intuitive on peut dire qu’une connexion de vecteurs X : T ~ Q est
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normale si, pour B, E Tx, le déplacement infinitésimal de ~. opéré par X le long de
03BB est indépendant de v au ler ordre lorsque v est voisin de Bdans Tx. Convenonsqu’un
système quadratique est singulier au sens large s’il satisfait à l’axiome b) de la défi-

nition (IV, 1, 2). 0 On dira qu’une connexion de vecteurs X est à torsion constante ou

ponctuelle si 9oX T -~ S est constante sur chaque fibre de T.

PROPOSITION IV, 2 , 1 .

Pour qu’une connexion de vecteurs en un point à torsion constante soit normale,

il faut et il suffit que son système quadratique soit singulier au sens large.
Soit L2n m la sous-variété de J 2 ( Rn, Rm ) formée des Z tels que 

03B2(03B2(Z)) = 0; on écrit L2n = .On peut représenter par un système triple
de coordonnées canoniques :

( z’ i )i = 1,.. m = 03B2 Z ; les composantes troisièmes sont définies comme pour les jets semi-
holonomes [ 10 , b J . L’ espace Q (n) des éléments de connexion sur Rn en Q est une

sous-variété de ~~n ; les coordonnées canoniques de Z ~ Q Cn~ satisfont aux conditions
caractéristiques suivantes : (zji)i=1 ,.. n 

est la matrice unité, (z’ji)i,j = 1 ,..n 
est la

matrice nulle. Les coordonnées canoniques d’un élément de Q (n) sont par définition
N a N

ses composantes troi sièmes dans L2n. Posons enfin L2n,k = Tk ( Rn, a).
Soient A : Tx ~ Qx une connexion de vecteurs, H un corepère du 2e ordre en x,

H 1 le corepère ordinaire associé. fln a :

. N

H1 transforme (03BB, ,v) en H (Z ) = H Z est bien définiparlacompo-
sition des jets du 2e ordre non holonomes [ 10] H*(X, 03BB, )=jo(H1) 2022 XH-1,H103BB,H1 )
ou X~"~7~fV,R~) est obtenu par composition de jets du 2e ordre non holonomes et

désigne le prolongement de j V) ~ /f V , R n ) ~ j ( Rn) à

] f; V ~ ; fV. ( J ( Rn) Rn ) . On a désigné par cp l’ application qui à

(03BB, , v) fait correspondre ,03BB, ); les bijections 1, H* transforment 03C6 en

est l’application A dans le cas des connexions affines sur Rn. En tenant compte de la

signification des coordonnées canoniques des jets du 2e ordre non holonomes on voit que
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A, fait correspondre (( i),(03BBi),(-xirs r03BBs))i=1,..n n à ((aijk)i,j,k=1,..n, ( i)i=1,..n,
( i)i= 1,..n). Posons At( 03BB, , 03BD) =-airs( 03BD) r03BBs, ï = 1,..n. En vertu de la définition

(IV , 2 , 1 ) et de ( 1) , A est normale ~ 0394n( 03C6’(03BB, ,v) ) ) est trivial pour tout

B, ~ ~ L . Cette condition équivaut aux identités en B, /~:."~. (B, ~, B)=0, ~; = ~..~n,1 3~ 
~’ l

ou encore aux identités en À. :

Il s’agit ensuite d’exprimer au moyen des fonctions aijk que le système quadratique de A
est singulier au sens large. Compte tenu de l’identité ~( X, x, x) = ~~ B)~ de la défi-
nition (IV, 1, 2 ) et du diagramme ( 1) , le système quadratique de A est singulier au sens

large si on a les identités en À: jj~ ( v-~ At( ~., À, 7~)) 
c’est-à-dire :

Il reste à voir que (2) équivaut à (3) si la torsion de A est constante. On a vu dans (III, 2)

que la torsion d’un élément de connexion est son image par l’application canonique

8 : ~ -~ ~/ TI2 . Soit M le sous-espace vectoriel de Rn3 == k =1 "n formé des
o 1 , ~, ’* 1,..~

éléments symétriques par rapport aux indices inférieurs. A l’action de 03A02o sur Q corres-

pond par H* celle de M comme groupe de translations identifié à Il en

résulte que les fonctions sont indépendantes de 1.0n a donc: 
1 1 n’ 1 

ahi a~ 1i,j,k = I ,..n et ceci entraîne que (2) équivaut à (3). ~- d À

Soit Q * l’ image de Q par l’ application J (n, V ) -. ;f n~ V ) qui à X fait

correspondre TX . La variété H opère à gauche sur ()*; si on a X 6Q*,Z 

q( X ) ~ a( Z ), alors Z X est par définition obtenu par prolongement dans II V TI -+ TI à

J(03A0 V ri, V) ~ ] (H, V ). On a une variété quotient S * = Q */]’][ 2 et une application

canonique 03B8* : Q* ~ S*; 7*’ est compatible avec 8 et 8*; d’où : 
o

Soit A : Q*-~ C l’application obtenue en composant T’ et A : : Q - C . On vérifie

trivialement que A’ # permute avec les éléments de 03A02o opérant à gauche. C’ est pourquoi
il est commode de modifier les définitions de la manière suivante : désormais on appelle
élément de connexion affine un élément X 6 (3*; 8*( X ) est la torsion de X ; T X E Q

devient le coélément [ Il] de connexion affine de X; on redéfinit de même les éléments

de connexion généralisés. La théorie géodésique que l’on a faite reste valable si l’on
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convient que la vitesse ou l’élément de contact géodésique d’un nouvel élément de

connexion généralisé est par définition celui de son coélément; on modifie de la même

manière la définition (IV, 2,1). Le champ de vecteurs géodésique attaché à une conne-

xion de vecteurs X : .’ T - Q* est alors le champ défini par le système quadratique asso-

cié A’ ’ o X : .’ T - C; la proposition (IV, 2,1) est donc conservée. Désormais on entend

par connexion, torsion, etc... les notions modifiées dans le sens qui précède; toutefois

on conservera les notations Q, 9,.SB A etc..., au lieu d’adopter ()*,9*,~*,A,etc... 0
Soit la sous-variété de S X C formée des (Q, 3) tels que f(0)=~(E).

Ambrose-Palais-Singer ont obtenu par des procédés classiques [ 1] un résultat qui
découle essentiellement de :

PROPOSITION IV , 2 , 2. "

L’application ( 8, n #) : C~ -~ S V x C est un difféomorphisme.
Il s’agit d’exhiber une inverse à une application. L’action de sur Q et l’iden-

tité 1 sur C induisent une relation d’équivalence sur la sous-variété Q~C de Q X C
formée des (X,3) tels que l’on ait en vertu du lemme (111,4,1)

est difféomorphe à S V C. Il s’agit donc de définir ï: Q V C ~ Q qui se

projette en une application x : Q V C / TI 2 X 1-+ Q, inverse de ( 8, A’). Il suffit de

poser cp(X, S ) = ~(5,A~(X~X, où ~ : C -~ I~ ~ est l’application définie dans la

proposition (IV, 1 , 1 ) .

COROLLAIRE IV, 2 , 2 .

Soient ~ : .’ V -~ C un champ quadratique, 8 : : V -~ S un champ d’éléments de

torsion; il existe une et une seule connexion ponctuelle dont la torsion soit e et dont

le champ de vecteurs géodésique soit le champ du 2e ordre défini par 0396.

L’ application X : .’ V - Q qui à x fait correspondre est la connexion

cherchée : en effet A X : .’ V - C s’identifie au champ de vecteurs géodésique de X en

vertu de la définition de A . .

On savait déjà par le corollaire (III , 3 , 4) qu’il existe des connexions de vec-

teurs dont le champ géodésique et la torsion sont arbitraires. Si le champ de vecteurs du

2e ordre donné est homogène au sens de la définition (IV, 1, 3 ) , alors on peut distinguer
une solution canonique de ce problème, c’est-à-dire une connexion déterminée par des

conditions supplémentaires intrinsèques. Cela découle de la proposition suivante qui
éclaire un résultat classique [ 3 ] .

PROPOSITION IV, 2 , 3. "

soient A : T - S une application compatible avec les projections naturelles sur

V et E un champ de vecteurs du 2e ordre homogène. Il existe une et une seule connexion

de vecteurs X dont la torsion soit 8, dont le champ géodésique soit ~ et dont le
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système quadratique associé soit singulier.
En vertu de la proposition (IV, 1,2) il existe un système quadratique singulier

3* : i T ~ C tel que l’on ait 0396 *03BB( À) = 2 ( À) pour tout ÀE T, Soit X : T ~ Q l’ application

qui à x fait correspondre x (0 ~, 5~). On a : t1 ~( X À) == ~ ’~, j~ ( x ~,, ~.) _ A. #( X x) ( À) =

3~~) = E(~) ce qui montre que E est le champ de vecteurs géodésique de X et que

le système quadratique défini par X est singulier. Il est évident que 8 est la torsion de

X. Il reste à voir l’unicité. Si X et Y sont des connexions de vecteurs satisfaisant aux

conditions de l’énoncé, alors et Y sont des systèmes quadratiques singu-

liers définissant le même champ homogène 5 ; on a donc en vertu de la proposition

(IV, 1, 2) : A ~( X ~) = n ~( Y ~) pour tout ÀE T. i9( X À) = 9( Y ~) entraîne alors X ~= Y ~,~

pour tout À E T car on a vu dans la proposition (IV, 2 , 2 ) que (9,A ~) : ()-~ ~ ~ C est

injective.
Dans la suite on identifiera souvent une connexion d’ éléments de contact

X : T’~ -~ Q avec la connexion de vecteurs X o p induite, ou p est l’application canonique
de T sur T . C’est dans ce sens qu’on parlera du champ de vecteurs géodésique, du

système quadratique et de la normatité d’une connexion d’éléments de contact. On dit
aussi par abus de langage que Q : V - S est la torsion d’une connexion de vecteurs à

torsion ponctuelle Oo 77 : T - S. La démonstration de la proposition précédente montre

que X est une connexion de droites de contact lorsque la torsion Q : T - S qui contribue

à déterminer X ne dépend que de l’élément de contact. Il existe donc une et une seule

connexion de droites de contact (que l’on appellera désormais, sauf risque de confusion,

simplement éléments de contact) à système quadratique singulier, dont la torsion soit

arbitrairement donnée à priori et dont le champ de vecteurs géodésique soit un champ

homogène donné. Remarquons d’ailleurs que le champ de vecteurs géodésique d’une

connexion d’éléments de contact est nécessairement homogène. Compte tenu des conven-

tions de langage adoptées, la proposition (IV, 2 , 3 ) entraîne un corollaire dont la signi-
fication géométrique est plus concrète.

COROLLAIRE IV, 2 , 3 . "

Soit ~ un champ de vecteurs homogène du 2e ordre,(~ : S un champ d’éléments

de torsion. Il existe une et une seule connexion normale d’éléments de contact dont le

champ de vecteurs géodésique soit ~ et la torsion e "

En effet, il existe une connexion de vecteurs X à système quadratique singulier,
dont la torsion soit (3 et le champ géodésique 2. Puisque la torsion de X ne dépend

que de l’élément de contact, X est une connexion d’éléments de contact; X est normale

en vertu de la proposition (IV, 2,1). Le système quadratique d’une autre connexion Y

satisfaisant aux conditions de l’énoncé est singulier à cause de la proposition (IV, 2 , 1).
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Il résulte alors de la proposition (IV, 2, 3 ) que les connexions X et Y à système quadra-
tique singulier coïncident puisque elles ont même torsion et même champ de vecteurs

géodésique.
Dans le cas où 9 est la torsion nulle, X est une réalisation géométrique de w

définie par des conditions intrinsèques : X est la connexion normale sans torsion d’élé-

ments de contact dont les géodésiques paramétrées sont les intégrales du champ homogène
du 2e ordre 0396.

3. Connexions normales unimodulaires.

L’application D : I~o -~ R * que l’on a définie dans (IV, 1) est un foncteur pour le
groupe multiplicatif R *. On peut donc poser : _

DEFINITION IV, 3, 1 .

Une structure unimodulaire sur V est la donnée d’un f oncteur de 11 dans R * dont

la restriction à n soit D .
o

Soit D : .’ R * une structure unimodulaire; on désignera par n le sous-

groupoide différentiable de FI formé des X tels que J. Toute S Ln- structure au
sens de la définition (III, 4,1) détermine une structure unimodulaire D telle que II
coïncide avec le groupoide 

n 

de la SLn-structure que l’on a défini dans (III, 4).
En effet, soit la sous-variété de formée des

(Y’, X, Y) tels que Y’-1 X Y soit défini; l’application 03C6: HnSLn V03A0 VHnSLn ~ R* quia
( Y’ , X, Y ) fait correspondre est indépendante de Y, Y’ et .induit un

foncteur D .. 11-~ R *. On voit aisément : Réciproquement une structure
. 

n

unimodulaire D étant donnée, on peut construire une classe de S Ln-structures auxquelles
D soit associée. En effet on obtient une structure à partir de D en fixant un repère

X et en considérant la sous-variété ~X de K formée des composés Y X où Y ~~n~ ~X
est la variété des repères distingués d’une SLn-structure engendrant D. Une structure
unimodulaire correspond à une classe de SLn- structures définissant le même groupoide

n . On suppose désormais V orientable, ’ condition nécessaire et suffisante pour que

V admette une structure unimodulaire. L’identification canonique de 5* et de J*1 donne
un sens à l’énoncé suivant.

PROPOSITION lV , 3, 1 .

Soient D une structure unimodulaire sur V et X une connexion normale d’élé-

n1ents de contact. X* .’ T ~ J*1 qui à 03BB fait correspondre DX03BB est un

système singulier de covecteurs.

Puisque X * ne dépend évidemment que de l’élément de contact, il s’agit seule-

ment de vérifier la propriété b) de la définition (IV, 1,4). Désignons par T l’inversion
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dans R * comme dans H. Il est évident qu’un système A : .- T -~3* est singulier si et

seulement si TA : ° T - ~ 1 l’est. Puisque D est un foncteur, cette remarque permet de

démontrer la proposition en adoptant la signification première de Q, c’est-à-dire anté-

rieure aux conventions précédant la proposition (IV, 2, 2 ) . Soit H un repère en x du 2e

ordre distingué relativement à une S Ln - structure compatible avec D ; soit H 1 le repère
ordinaire déterminé par H . On a :

u est l’identification naturelle, H la transformation dont on s’est servi dans la proposi-
tion (IV, 2, 1). o Compte tenu de ia signification des coordonnées canoniques d’un élément

de on a:X: ~ (a’ ) ri i = l,..n . Soit XH: (ÀÍ)’-l ~ (aijk(03BB))i,j,k=1,n.
Les remarques qui suivent la définition (IV, l, 4 ) et le diagramme ( 1) impliquent que X *

est singulier si et seulement si l’on a :

En comparant (1) avec (1) et (2) de la proposition (IV, 2, 1) on voit que X est

normale si et seulement si l’on a :

La démonstration est achevée car (2) est une conséquence de (3).

Conformément à la définition (III ,1,1 ) , on peut poser :

DEFINITION IV, 3 , 2 .

Un élément de connexion unimodulaire sur une variété V munie d’une structure

unimodulaire D est un élément de connexion.

On est maintenant à même de traiter la question suivante ; parmi toutes les

connexions d’ éléments de contact admettant une torsion et un feuilletage géodésique
donnés à priori (il en existe en vertu du corollaire (III, 3,4)) peut-on en distinguer une

qui soit déterminée par des propriétés intrinsèques ? Remarquons d’abord que sur une

variété munie d’une structure unimodulaire, il existe des connexions unimodulaires de

vecteurs (d’éléments de contact) dont la torsion et le champ de vecteurs (le feuilletage)

géodésique soit donnés à priori; ceci résulte des critères de la proposition (III, 3,4).
Parmi toutes les connexions d’éléments de contact admettant une torsion ponctuelle et un

feuilletage géodésique donnés, il en existe une et une seule qui soit normale. Cela
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découle de la proposition suivante qui rejoint des énoncés anciens [ 5] . 0

PROPOSITION IV, 3 , 2.

Soient D une structure unimodulaire, (3 un champ d’éléments de torsion, ~ un

feuilletage du 2e ordre, A : T -~ ~ i un système singulier de covecteurs. Il existe une et

une seule connexion d’éléments de contact X satis faisant aux conditions suivantes : :.

a ) X est normale

b ) ~] est la torsion de X

c) 5 est le feuilletage géodésique de X

d) DX03BB = A03BB pour tout À ET.

Soit S’ un champ de vecteurs du 2~ordre homogène, dont le feuilletage soit E ;
E’ existe car,en vertu de la proposition (III , 3 , 3 ) , on a une connexion d’éléments de

contact dont le feuilletage géodésique soit 2; le champ de vecteurs géodésique de cette

connexion est homogène et engendre le feuilletage S , en vertu de la proposition (III, 3~ 
Soit Y une connexion normale d’éléments de contact dont la torsion soit 9 et le champ
de vecteurs géodésique 3’ ; Y existe en vertu du corollaire (IV, 2, 3 ) et vérifie a), b)

et c). Au moyen d’un opérateur Z : .’ T -~ n défini adéquatement on transformera Y en

une connexion normale d’éléments de contact Z y : vérifie d), mais sans

altérer la torsion ni le feuilletage géodésique; Z Y est alors une solution. L’application
A’ : / T-~3~ qui à Bfait correspondre D est un système singulier de covecteurs en

vertu de la proposition (IV , 3 , 1 ). Soit A" : : T -~ 1 i l’application qui à li fait correspondre

A À o ~’ A ~; T est l’inversion dans R * et o désigne le prolongement de la multiplication
R * X R *-. R * en J ( R * X R *, V; ~ ; ( R *, V ). On vérifie aisément que A" s’identifie à

un système singulier de covecteurs. En vertu de la proposition (IV, 1,4) A" détermine

une application Z .’ T - ne dépendant que de l’élément de contact, qui transforme un

système quadratique singulier en un système quadratique singulier sans altérer le feuil-

letage induit et qui vérifie DZ~==A~, ~6 T. Montrons que ZY ;~-~Z~Y~ satisfait à
toutes les conditions de l’ énoncé. Z Y est manifestement une connexion d’éléments de

contact obtenu sans altérer la torsion de Y. Voyons ensuite que Z Y est normale; en

vertu de la proposition (IV, 2,1) il suffit de s’assurer que son système quadratique
A#o Z Y est singulier. Or on a =ZÀA’(YÀ)’ dans C ce qui montre

que A ~ o Z Y est le transformé par Z du système quadratique de Y; A ~o Y est singulier
en vertu de la proposition (IV, 2, 1 ) ; il résulte alors des propriétés de Z que A ~o Z Y
est singulier aussi . On a remarqué que le feuilletage géodésique d’une connexion d’élé-

ments de contact est induit par son système quadratique; il résulte des propriétés de Z

que AoY ctZfA fi 0 Y ) = A oZY induisent le même feuilletage; c) es t donc démontré.
Il reste à vérifier d). Puisque D est un foncteur on a pour tout D ( Z ~Y ~)=
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ÎÙ Zx e ~~~~ A~ e A 1= ( A ~ ~X~ est le prolongement de la multi-

plic ation dans R * en J x R *, V ) -~ J ( R *, V ) .

Démontrons enfin l’unicité de la solution. Soient X et X‘ des connexions d’élé-

ments de contact vérifiant les propriétés de l’énoncé. Puisque X et X’ ont la même

torsion, il existe une application Z : T - n ne dépendant que de l’élément de contact
et qui vérifie :

X ’et X’ ont le même feuilletage géodésique; il existe donc une fonction f : .’ T -~ R,

homogène de degré 1 telle que l’on ait dans T ~ :

En vertu de la proposition (IV, 1,3) il existe un système singulier B : T -~ j" *1
vérifiant :

On a par la proposition (IV, 1, 4) une application ne dépendant que de l’élément

de contact Z’ ; .’ T -~ FI qui transforme un système quadratique singulier en un système

quadratique singulier, sans altérer son feuilletage du 2e ordre et qui vérifie

’ 

Le système quadratique de X est singulier en vertu de la proposition (IV, 2 ,1 ) ;
on a alors à cause de ( 3) , (4) et de la proposition (IV, 1, 4 )

Les propriétés de Z’ entraînent que le système quadratique K- Z j~Il’~( X’~) est

singulier; ce système définit le même champ de vecteurs du 2e ordre que le système

quadratique singulier X’ ; ceci résulte de la comparaison de ( 2) et de (5) ; on a alors

en vertu de ( 1) et de la proposition (IV, 1, 2 ) :

Il en résulte d’après la proposition (IV, 1 , 1, a) :

- - - - - A

D X A 
= D x’x = D Z A . D X A et (6) entraînent: D iy ( A) ( 1 ) . On sait Par ia proposi-

tion (IV, 1 , 4 ) que l’application X - ZB est univoquement déterminée par X - D Z’,. Il en
résulte: Z’03BB = j203C0(03BB); (1) et (6) entraînent enfin: Xx= X’, , À ET.
CORO L LAI IR E IV , 3 , 2 .

Soient e un champ d’éléments de torsion, ’: un feuilletage du 2e ordre sur une

variété V munie d’une structure unimodulaire; il existe une et une seule connexion normale

unimodulaire d’éléments de contact dont la torsion soit (3 et le feuilletage géodésique
0396.
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La connexion cherchée X est déterminée en vertu de la proposition précédente

par les données 0 , 3 et A : .- B-~ j~ ~ ~,~ ~ 1 ~.

Dans le cas où 0 est la torsion nulle, X est une réalisation géométrique de E

définie par des conditions intrinsèques; X est la connexion normale unimodulaire d’élé-

ments de contact sans torsion, dont les courbes géodésiques sont les feuilles de 5 .

Addendum. 
-

On a omis de définir quelques notations dont le sens est généralement clair

d’après le contexte; les applications ci- dessous combleront cette lacune.

1. Soit 03A6 un groupoide sur V; on désigne généralement par a, b les applications de 03A6

dans V qui à f ~~ font correspondre sa source a ( f ) et son but b( f ) .
2. Soient f une application différentiable définie sur la variété V et x E V ; J’ on écrit

jx( f ) au lieu .

3. Soit V une variété; on désigne par 3, x( V) ou par J x ) l’espace des k -

vitesses en x E V ; W) désigne la sous- variété formée des k -

vitesses dont le but appartient à la sous-variété W de V.

4. désigne le noyau de la projection naturelle : L
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