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TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
Séminaire dirigé par Charles EHRESMANN

décembre 1962

CLASSIFICATION DES SECTIONS MEROMORPHES

DES ESPACES FIBRES PROJECTIFS

par Francoise BENZECRI-LE ROY

INTRODUCTION

Le principe du travail est le suivant : ramener 1'étude des sections méromorphes
des espaces fibrés projectifs a celle des sections holomorphes d'un espace fibré vecto-
riel. Certains des résultats ainsi obtenus ont des corollaires simples relatifs aux sec-
tions méromorphes des espaces fibrés en variété de Grassmann.

Nous avons rassemblé au chapitre I les notions et résultats -pour la plupart
classiques- utiles dans la suite du travail. Les notions données au $ 1sur les appli-
cations holomorphes et méromorphes d'une variété analytique complexe dans une autre
et, plus particuliérement, sur les sections holomorphes et méromorphes d'un espace
fibré analytique complexe, ainsi que sur les diviseurs surune variété analytique complexe
seront utilisées dés le chapitre II. La construction -donnée au § 2- d'un espace fibré
principal dont le faisceau des sections holomorphes soit isomorphe a un faisceau prin-
cipal donné sera utilisée aux chapitres III et IV. T.a notion de puissance extérieure

Péme d

vise 2 identifier un espace fibré en variété de Grassmann 2 un sous-espace fibré d'un

un espace fibré projectif donnée au § 3 est utilisée au chapitre IV § 3: elle

espace fibré projectif (de méme que 1'espace fibré des sous-espaces vectoriels de dimen-
sion p associé A un espace fibré vectoriel E s'identifie & un sous-espace fibré de
P(PAE) -espace fibré projectif associé a PAE).

Au chapitre II, on étudie localement les sections méromorphes d'un espace fibré
projectif P(E ) -identifié 2 U X P(C")- associé 2 un espace fibré vectoriel E -iden-
tifié 2 U X C™ . On démontre que toute section méromorphe de U X P(C”) -pour U
assez petit- peut étre définie par une section holomorphe de U X C”, celle-ci étant

N

unique & un multiplicateur holomorphe inversible prés. Ce résultat s'applique aux sec-
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tions méromorphes de P(PAE). Nous démontrons ensuite pour tout "p-champ de E”
(§ 1 déf. 3) I'existence locale d'un nombre fini de sections holomorphes de E définis-
sant le p-champ. En un point régulier ce nombre est p; en un point singulier, il arrive
que I'on ne puisse pas définir le p- champ par p sections liolomorphes de E mais seule-
ment par un nombre plus grand. Revenant au cas des sections méromorphes de P(E),
on acheéve cette étude locale par la définition, en tout point de la base, d'un indice &
valeurs entiéres positives (aux points singuliers) ou nulles (aux poihts réguliers). Efant
donné un point x de B et un nombre entier ¢, il existe localement une section méro-
morphe de P( E) pour laquelle x soit un point singulier d'indice g¢.

Au chapitre IIl, on aborde 1'étude globale des sections méromorphes d'un espace
fibré projuctif analytique complexe P. Au § 1, on considére - lorsqu'ils existent- les
espaces fibrés vectoriels dont 1'espace fibré projectif associé est isomorphe 3 P. Plus
précisément, on définit les "couples associés a P" : ce sont des espaces fibrés vecto-
riels munis d'une "projection admissible" sur PV ( § 1 déf. 1). On fait une classification
de ces couples grace a la notion d'isomorphisme de couples" (§ 1 déf. 2). On démontre
que C(P) - ensemble des. classes de couples- est un espace homogéne de H rB, C’:)).
Au§2, est posé le probléme de l'existence de tels couples. A toute section méromorphe
[" de P, on associe de fagon canonique un espace fibré vectoriel E(I") muni d'une
projection admissible o(I") sar P; E(I") est muni d'une section holomorphe globale,
s(I, définissantvr' par o(I"). Ce théoréeme d'existence, joint A un résultat de Serre
valable dans le cas ol la base B de P est aléébrique projective compacte permet
d'énoncer : une condition nécessaire (resp. nécessaire et suffisante) pour que P (resp.
P de base B algébrique projective compacte) soit isomorphe 3 P(E) pour E conve-
nable est que P admette une section méromorphe globale.

Au chapitre IV, Iz base B est supposée compacte. On utilise la classification
des couples pour classer les sections méromorphes de P. On étudie la structure d'une
classe de sections méromorﬁhes de P? puis, utilisant la structure ordonnée de H i(B,C’:“)
on étudie la structure erdonnée des classes de sections. L'ensemble i "}(k) des sections
d'une méme classe constitue un ouvert de Zariski, .n(i—l(k)), d'un espace projectif,
P(k), de dimension finie. On définit une application.?y de P(k) dans I'ensemble M(P )
de toutes les sections méromorphes de P, metrant er correspondance les éléments de
P(k) et les sections de P ;Ie classe inférieure ou égale a k( pour cela, on fait usage
de l'espace fibré en droite "réciproque"” F(I', p) dune section méromorphe [" de P
par une projection admissible o construit au § 1 du chapitre IV ainsi que de la premiére
formule donnée au n° 2 € 1). Enfin, un dernier paragraphe traite de I'étude globale des

singularités d'une section méromorphe de P .l'existence, démontrée au chapitre III,
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de (E(I"),s(I"),o(I")) permet d'identifier le cycle des singularités de [ au cycle
des zéros de s(I"). En général, on peut seulement dire que ce cycle est de codimension
analytique supérieure ou égale a2 2. Si la base B de P est de dimension n, P étant de
fibre P(C"); une section [' de P est & singularités simples isolées si et seulement si
s(I") est transverse a la section nulle (cf. chap. II &4). Dans le cas ot P est de fibre
P(C™), o1 B est algébrique projective compacte, et ot s([') est transverse a4 la sec-
tion nulle, la classe - pour 1'équivalence rationnelle- du cycle des zéros de s(I") est
la classe de Chern Cn(E(I_')) (Grothendieck). Si l'on connait les classes de Chern
Ci(E)- (E, p) étant un couple quelconque associé 3 P- et Cl(F(l_',p)), on peut
calculer Cn(E(F)); en particulier, lorsque P est l'espace fibré des éléments de con-
tact de B, E l'espace fibré des vecteurs tangents & B, on sait calculer Cz.(E) et
C,( F(I", p)) et, par suite, C,( E(I')). Lorsque B est algébrique projective compacte
de dimension 7n - P étant toujours de fibre P(C")- et [ a singularités simples isolées,

C,(E( ")) donne le nombre de singularités de [".

Monsieur C. Ehresmann m'a indiqué le sujet de cette thése et en a patiemment
dirigé 1'étude. Qu'il veuille bien trouver ici 1'expression de ma respectueuse gratitude.
J.P. Benzecri a surveillé la rédaction avec une rigueur bienveillante. Monsieur Favard
me fait I'honneur de présider le jury et Monsieur Deheuvels a bien voulu examiner mon

travail. Je leur en dois une particuliére reconnaissance.






CHAPITRE UN

PRELIMINAIRES
1. Variétés analytiques complexes .

Nous ne rappellerons pas la définition de ces variétés, ni celle des espaces fi-

brés analytiques complexes ayant pour groupe structural un groupe de Lie analytique com-

plexe.
1. CORRESPONDANCES ANALYTIQUES.

Dans ce numéro, nous précisons la définition des applications méromorphes d'une
variété analytique complexe dans une autre : si la variété but est supposée compacte, les
notions de singularités ordinaires ou essentielles se définissent simplement. D' autrepart,
en vue du chapitreIV, nous énongons un résultat( cfprop. 6) dont la démonstrationreprend

divers points d'un travail de Remmert.
DEFINITION 1.Correspondance ensembliste.

Soient X, Y deux ensembles. Nous noterons px (resp. p¥)la projection du produit
XX Y sur X (resp. Y).

Une correspondance ensembliste entre X et Y est définie par la donnée d'une

partie ' de X x Y : I est le graphe de la correspondance; & x € X correspond la partie
de Y :

Tix)=pY((xxY)NT)CY

Soit X' C X; la restriction @ X' de la correspondance | est la correspondance qui

a pour graphe :
M=l (X xY)
. Une correspondance [ définit une application de X dans Y si a tout élément de
X correspond un élément unique de Y.

DEFINITION 2. Sous - ensembles analytiques.

Une partie I d'une variété analytique X est un sous - ensemble analytique de X
en x €X si il existe un voisinage U(x) de x dans X et unsystémefini { ¢;}; o de

fonctions bolomorphes ( @ valeurs dans C) définies sur U(x) et telles que :

FCNUx)=lylyeU(x);Viel, ¢(y)=0]}
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" est un sous ensemble-analytique de X s'il est un sous-ensemble analytique
de Xen tout point x € ['. On notera que ( sauf si [ est fermé) cette condition n'impli-

que pas que | soit un sous-ensemble analytique de X en tout x € X.
DEFINITION 3. Irréductibilité.

Un sous-ensemble analytiqgue de X, 1 ,( resp. une variété analytique, X, ) est

irréductible s'il n'existe pas de systéme fini { ", } . de sous-ensembles analytiques
1 €

de X tels que :
ul,

1

1]

' (resp. T, = X))
viel,LNT =T, (resp.Vier, [;=T;)

1 1 1

DEFINITION 4 .Correspondance analytique.

On suppose maintenant que X et Y ( cf déf. 1 ) sont munis d'une structure de va-
riété complexe.

Une correspondance ' est analytique ( resp. analytique irréductible ) si le gra-
phe ' est un sous-ensemble analytique ( resp. analytique irréductible ) de la variété
produit X x Y.

Une application holomorphe - ou analytique réguliére - de X dans Y est une
application continue définie par une correspondance analytique. Soient I" une applica-
tion holomorphe ; x € X, y =1(x); (X30eeenyy) (1esp.yq ..., Ym) des coordonnée.§
locales sur X ( resp. Y ) sur un voisinage U(x) de x ( resp. V(y) de y ). Pour’
tout x' € U(x), les coordonnées y'l. de ['(x') s'expriment par des fonctions holomor-

phes de plusieurs variables (au sens ordinaire ) en les coordonnées x', de x'.
DEFINITION 5 .Applications analytiques avec singularités.

Nous supposerons désormais X irréductible et Y compact.

Une correspondance analytique irréductible [ définit une application analytique
avec singularités de X dans Y s'il existe un ouvert partout dense X' de X tel que la
restriction de I" & X' soit une application holomorphe de X' dans Y.

Un point x de X est régulier pour I s'il existe un voisinage X'' de x dans X
tel que la restriction de " a X'' soit une application bolomorpbe.

Un point de X non régulier est dit singulier ; un point x de X est singulier ordi-
naire si est vérifiée la condition suivante :

I" est un sous-ensemble analytique de X x Y en tout point de x x Y.
On notera que cette condition ne résulte pas nécessairement de ce que I est ana-

lytique en tout point de I (cf def. 2).
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Un point singulier x € X est dit lacunaire s'il existe une correspondance analy-
tique "' satisfaisant & :

Mol et IM(x) ¥ (x)

et définissant une application analytique de X dans Y pour laquelle x est régulier ou
singulier ordinaire.

Un point singulier x € X qui n'est ni ordinaire ni lacunaire est dit singulier

essentiel.

DEFINITION 6. Applications méromorpbes.

Une application analytique avec singularités est dite méromorphe (resp. méro-
morphe avec lacunes) si elle n'a que des singul'arités ordinaires (resp. des singularités
ordinaires ou lacunaires). Le graphe 1" (resp. la fermeture du graphe : ) d'une applica-
tion méromorphe (resp. méromorphe avec lacunes) est un sous-ensemble analytique irré-
ductible fermé de X X Y; l'image d'un point x de X par une application méromorphe
est un sous-ensemble analytique compact de Y (Y est compact). La correspondance
définie par la fermeture du graphe d'une application méromorphe avec lacunes est une

application méromorphe.

PROPOSITION 1. Soient X,Y deux variétés analytiques complexes; X estsupposée
irréductible, Y compacte. Soient 1" le graphe, supposé irréductible, d'une application
analytique de X dans Y; S (resp. S') l'ensemble des points singuliers (resp. singuliers
essentiels).

Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

I. S est de codimension analytique supérieure ou égale a 2;

n. o définit une application méromorphe de X dans Y,

II. S'est de codimension analytique supérieure ou égale a 2;
Iv. s'"=¢.

Rappelons qu'une partie P de Z analytique est dite de codimension analytique
supérieure ou égale & 2 si quel que soit x € Z, il existe U(x)- voisinage ouvert de x
dans Z- et 3(x) - sous-ensemble analytique de Z qui peut &tre défini comme ensemble
des zéros communs A deux fonctions holomorphes, mais non comme lieu des zéros d'une

seule fonction holomorphe- tels que :
U(x)NPC3(x).
L'équivalence des propriétés II et IV résulte de la définition 6; celle des pro-

priétés III et IV du théoréme deLévi; pour I'ensemble des démonstrations, voir Stoll [ 7 ].

COROLLAIRE. Soit X de dimension > 2, Y compact. Une application analytique X > Y

ne peut avoir de singularité essentielle isolée.
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L'objet de la proposition 2 ci-dessous est de montrer le rapport entre la notion,
nouvelle, d'application méromorphe et celle, classique, de fonction méromorphe ; une tel-
le fonction est définie sur un ouvert partout dense dans X et coincide au voisinage de
tout point de X avec le quotient de deux fonctions holomorphes ( elle est donc définie,

infinie, ou indéterminée aux mémes points que ce quotient ).
b

PROPOSITION 2.Nous supposons que Y est l'espace projectif rapporté aux coordonnées
bomogeénes M, ..., 7,.

Soit I une correspondance analytique entre X et Y telle que I'(x) ne soit pas,
pour tout x € X, ideniiquement contenu dans I'byperplan d'équation 1), = 0.

I est une application méromorphe si et seulement si, quel que soit i distinct de

7 . ) . p
v, le quotient % calculé au point ["(x) est une fonction méromorphe de x.
v
Les définitions et propositions ci-dessus se trouvent rappelées ou démontrées no-

temment dans Stoll [ 7]. Pour les résultats qui suivent, nous faisons référence 2 Remmert
[91.

Soit [ une correspondance analytique entre deux variétés analytiques complexes
X, Y sur lesquelles on ne fait pas d'hypothéses complémentaires avant les propositions
5 et6.

Nous noterons :

p=0";

z € " un point du graphe [";

s (z) la dimension de " en z ;

d (z) la dimension en z de la fibre p-l(p(z))r\r;

r(z) lerang : s (z) - d(z),

PROPOSITION 3.La fonction d(z ) est semi-continue supérieurement sur | .
DEMONSTRATION .
cf Remmert [9] page 436 Satz 16 : en vue d'établir que si [ est «rein-dimen-

sionale» en z, r(z) est semi-continue inférieurement, Remmert démontre ( sans hypo-

théses sur [) que d(z) est semi-continue supérieurement.

PROPOSITION 4. Soit m entier positif ou nul ; notons :
B(m)={Z|z€r,'d(z)?_m}.

B (m) est un sous-ensemble analytique de X x Y .

DEMONSTRATION.
cf Remmert [ 9] page 437 Satz 17 : ' est supposé « rein-dimensionale » et I'on
démontre qu'est un sous-ensemble analytique la partie ' (m') de ' (m' entier quel-

conque ) :
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N(m')=1{=z | z elsr(z)<m}
Pour démontrer cette proposition, on peut, soit reprendre le raisonnement de
Remmert, soit remarquer qu'en tout point z_  €[", [' se décompose, localement, en un
nombre fini de composantes "rein-dimensionale" auxquelles on applique 1'énoncé méme

du Satz 17.

PROPOSITION 5. Soit [ un sous-ensemble analytique fermé du produit X X Y : X com-
pact, Y projectif. |
La projection p(I") de I" dans Y est un sous-ensemble algébrique de Y.
C'est le Satz 20 de Remmert [ 9 ] page 441.

PROPOSITION 6. Les hypothéses sont les mémes qu'a la proposition 5.  Nous notons
P ;(F) 'ensemble :

pX(T)={y|yeY;dim p™y)NT) > m}

p };(F) est un sous-ensemble algébrique de Y, quel que soit I'entier m.

La proposition( est un corollaire des propositions 4 et5: en effet,pi(F):pY(Bb(m)).

DEFINITION 7. Sections holomorphes et méromorphes des espaces fibrés.

En général, une section peut étre ainsi définie : c'est une application de la base
dans 1'espace fibré qui, composée avec la projection sur la base, donne l'identité : les
notions de sections holomorphes et méromorphes en résultent.

On peut aussi remarquer que si E est un espace fibré (localement trivial) de
fibre F et de base B, tout point b de B admet un voisinage U tel que la restriction
Ey de E a U soit isomorphe a U X F : une section au dessus de U peut étre ainsi
définie comme une application de U dans F, et on définit par"recollement" lessections
globales. Ce procédé sera utilisé pour définir les sections holomorphes(notamment
quand F = C") et méromorphes (notemment quand F = P(n,C) ou quand F est une

grassmannienne).

2. DIVISEURS.

Nous faisons référence a A. Weil [ 8] pour les propriétés arithmétiques des
diviseurs et 4 Chern [ 1] pour les relations entre classes d'espaces fibrés en droite et
classes de diviseurs pour l'équivalence linéaire.

Rappelons briévement la définition d'un diviseur :

Deux fonctions méromorphes, a valeurs dans C, définies sur un ouvert U d'une
variété -analytique complexe X, ont méme diviseur si leur quotient estune fonction
holomorphe inversible. On se donne un diviseur sur X tout entier par un systéme de

fonctions méromorphes ¢, définies sur les ouverts U, d'un recouvrement avecla condi-



6 F. BENZECRI

tion de compatibilité suivante :

Vi,j, les restrictions 2 UiﬂUj de @, et ¢; ont méme diviseur,

Un diviseur est dit positif s'il peut &tre défini par un systéme de fonctions
holomorphes ;.

On définit I'ensemble des germes de diviseurs (resp. de diviseurs positifs) en

% € X comme quotient de I'ensemble des germes en x de fonctions méromorphes (resp.

holomorphes) par la relation : deux germes en x de fonctions méromorphes ont méme

germe en x de diviseur si leur quotient est un germe de fonction holomorphe inversible.
On définit sur I'ensemble des diviseurs (resp. des germes de diviseurs en x)
une structure de groupe pour la loi suivante : soit D (resp. D') défini sur un ouvert U
par la fonction méromorphe ¢ (resp. ¢'); D + D' est défini, sur U, par ¢ X ¢'.
Par la définition de ses éléments positifs, ce groupe est muni d'une structure

de groupe abélien ordonné : on a (cf. [ 8 ] page 151) la:

PROPOSITION 7. Le groupe ordonné des diviseurs sur une variété analytique complexe
est réticulé.
On pourra donc appliquer aux diviseurs sur une variété analytique complexe les
notations et la terminologie usuelles pour les groupes réticulés :
Si D est un diviseur, on écrira, en notant 0 le diviseur de la fonction constante
1:
D*=sup.(D,0); D™= sup.(-D,0); D=D*-D~
et on sait que DY et D™ sont étrangers 'un 3 1'autre (ou "premiers entre eux").
Si les D; sont des diviseurs positifs, on écrira parfois :
P.G.C.D. {D,} aulieude inf. {D;};
P.P.C.M. {Di} au lieu de sup. {DI.};

On dira que les D, sontpremiers entre eux dans leur ensemblesi : P.G. C.D.{Di} =0.

La proposition 7 résulte de ce que le groupe des germes de diviseurs est réti-

culé et de ce que 1'application :
x > inf. (Dx, D'x)

- ot D (resp. D) désigne le germe en x € X d'un diviseur D (resp. D')- définit un

diviseur D" sur X. 013 a:
D" =inf.(D,D")
De méme, sup. (D, D’') est défini par 1'application :
x> sup.(D_, D)

La notion d'inf. et de sup. est donc compatible avec la restriction des diviseurs
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2 un ouvert de X.

Les résultats rappelés ci-dessus ne sont utilisés que dans la démonstration du
théordme 1 chapitre II § 2 : mais ce théoréme et ses corollaires sont constemment invo-
qués ensuite .

Un diviseur est dit linéairement équivalent a zéro s'il est le diviseur d'une fonc-
tion méromorphe définie sur X tout entier ; cette notion est surtout intéressante si X
est compacte : dans ce cas, d'aprés le théoréme de Liouville, un diviseur positif non
trivial n'est jamais linéairement équivalent & zéro. Mous supposons donc X compact.
Deux diviseurs sont linéairement équivalents si leur différence est linéairement équiva-
lente & zéro.'Le quotient du groupe des diviseurs par 1'équivalence linéaire est un groupe
ordonné , noté 9.

La notion de diviseur s'applique également aux sections des espaces fibrés en
droites complexes : les sections méromorphes globales - si elles existent - d'un espace fi-
bré en droites de base X ont toutes des diviseurs linéairement équivalents. Rappelons
quelques résultats connus ( cf par exemple Chern [ 1] page 85).

Si X est une variété analytique complexe compacte, le groupe H!(X, C*) con-
tient un sous-groupe M identifié au groupe ordonné 9 des classes de divi-
seurs de X pour 1'équivalence linéaire : M est I'ensemble des classes d' espaces fibrés
en droites ayant des secticns méromorphes globales; une classe d'espaces fibrés endroites
correspond:é'la classe des diviseurs de ses sections. Un espace fibré en droitesest
« positif ou nul » ( resp. « strictement positif » ) si la classe de diviseurs, pour l'équi-
valence linéaire, de ses sections méromorphes est positives ou nulle ( resp. strictement
positive ) c'est-a-dire s'il admet des sections holomorphes globales ( resp. et est non
trivial) . Soit F, ( resp. F,) un espace fibré en droitesde base X ; F, est supérieur ou
égal 2 F, si L (F2 R Fl) - espace fibré en droites des homomorphismes F,.,» F,,
(x € X ) - est positif ou nul, c'est-a-dire s'il existe des applications linéaires holomor-
phes de F, dans F, ( éventuellement nulles sur les fibres correspondant a des points

de X formant le cycle du diviseur d'une section de L (F‘2 R Fl) ).
2. Faisceaux et espaces fibrés .

I. NOTATIONS.

Ici et dans les chapitres suivants, les notations et la terminologie générale
seront celles de Godement [ S].Pour les faisceaux analytiques cohérents, nous ren-
voyons au séminaire H. Cartan [ 2]. Les constructions, plus ou moins classiques,

faites dans ce paragraphe seront utilisées aux chapitres III et IV avec les notations

fixées ici.
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Dans ce paragraphe, nous traiterons simultanément le cas topologique, le cas dif-
férentiable et le cas analytique complexe. Pour cela, nous ferons usage d'un indice K-K
pouvant prendre les valeurs C, 8, w, suivant le cas considéré. Ainsi, nous noterons Gy
( resp. SK ) un faisceau de K-applications ( resp. de K-sections ) ; nous parlerons de
K-espace pour désigner un espace topologique, une variété différentiable ou une variété
analytique complexe ; et de méme pour les espaces fibrés et les groupes ( topologiques

ou de Lie ).
Par espace homogéne d'un groupe G, on entendra ici espace ot G opére de fagcon

simplement transitive.

2. FAISCEAU PRINCIPAL SUR UN FAISCEAU DE GROUPES.
Soit B un espace topologique, F un faisceau d'ensembles sur B. Nous note-

rons F Eespace étalé des germes de F. Nous dirons que F est surjectif si la projec-

tion de F sur B est une surjection ou, ce qui est équivalent, si la condition suivante

est réalisée :

V x, 3 U(x)-voisinage ouvert de x dans B- avec :
Fcucx)) # ¢.

A un homomorphisme de faisceaux de base B :

.
o ?1 > .f 2

correspond de fagon biunivoque une application continue :
G: ¥ 1> .?2

compatible avec les projections (cf. [ 5] chap. II, 1.6).

DEFINITION 1. Soient B un espace topologique, & un faisceau de groupes»de base B;

P un faisceau d'ensembles surjectif, de base B, o un homomorphisme de faisceaux :
g X ? > EP .

o définit sur P une structure de faisceau - principal a gauche (resp. a droite)

si l'une des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(D).Y U - ouvert de B -
ou bien ?(U):dD

ou bien P(U), muni de la loi externe définie par O, est un espace homogéne

7

gauche (resp. a droite) de G(U).

(D). V x €B, ?x, muni de la loi externe définie par G, est un espace homogéne

~

gauche (resp. a droite) de Qx.

N\

Pour justifier cette définition, nous allons établir I'équivalence des conditions

D et D.
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1) D entraine D.
P étant surjectif,

Vx e B, 3U(x) - voisinage ouvert de x dans B - avec :
P(u(x)) # ¢.
Pour tout ouvert V inclus dans U(x), l'existence de I'application structurale:
P(U(x))>P(V)
entraine :

Pvi o

et, par suite, d'aprés D, P(V) est un espace homogéne a gauche (resp. a droite) de
Q(v).

La limite inductive d'espaces homogénes étant un espace homogéne, .(J';x - limite
inductive de P (V) lorsque V parcourt I'ordonné filtrant des voisinages de x - est un
espace homogéne de éx .

1) B entraine D.

Soit U un ouvert de B.

a) §(U) opere sur Peu) par la donnée de o .

b) Q(U) opére simplement et transitivement sur fP(U) si fP( U) n'est pas
vide.

En effet, soient z € P(U) et 2' eP(U). Pour tout x € U, notons z  (resp.

z}) le germe en x de z (resp. z'). Notons g_ I'unique élément de §, tel que:
z'ngxzx (cf. 5)
S'il existe g € Q( U) avec:
z'=gz,
il est unique, puisque son germe en tout x € U est bien déterminé :
By =&y

~

Il reste 2 montrer l'existence d'un tel g, i.e. 4 montrer que I'ensemble des g, pour x
parcourant U est un ouvert de .
Notons :
U(z)= {Zx}xeufﬁ(z ) est un ouvert de 7 ),
O(z)={z}, .y (U(z') estun ouvert de 9),

77 la projection : §x P 5 P (7 est continue),

¥ la projection : G x P & G (¥ est ouverte ),
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{ &),y n'estautre que:

YOENO(z)) N 77 O(z)))

U(z) et U(z') étant deux ouverts de P et & et 7 étant continues, 5"'1( O(z')) et

77Y( U(z)) sont des ouverts. Donc, Y étant ouverte, § gx}x e y €St un ouvert de @

PROPOSITION 1.Soient ? et P deux faisceaux G- principaux; | un homomorphisme
de faisceaux d'ensembles : P > P*.

[t est un isomorphisme de faisceaux G- principaux si et seulement si | com-

mute avec l'opération de G sur P et P au sens suivant :
YU, ouvertde B;Yp e P (U);Vge§(U);

Ky (g.0)=g. pylp).

En effet, on vérifie immédiatement que pour tout ouvert U de B - avec P(U)+-
M ; met en correspondance biunivoque P(u) et P?(U).P étant surjectif, on peut démon-

trer que si P *(U) est non vide, il en est de méme de 9)( U).
3. FAISCEAUX PRINCIPAUX ET ESPACES FIBRES PRINCIPAUX.

Dans ce numéro et dans la suite, en particulier au chapitre III, par « ensemble

fibré » vectoriel, principal etc., on entend un ensemble muni d'une projection surune

base avec pour seule autre structure, une structure algébrique sur chaque fibre : struc-

ture d'espace vectoriel, d'espace principal etc... En particulier, on a la définition sui-
vante :

DEFINITION 2. Soient F un ensemble muni d'une projection p sur un second ensemble

B; G un groupe. On définit sur (F, p) une structure d'ensemble fibré G- principal & gau-

che (resp. a droite) par la donnée d'une application :
GxF 5 F

compatible avec la projection p et faisant de chaque fibre F _(x € B) un espace homo-

géne a gauche (resp. a droite) de G.

Dans la suite, par espace homogéne ( resp. faisceau principal, resp. espace fi-
bré principal) nous entendrons espace homogéne ( resp. faisceau principal resp. espace

fibré principal ) & gauche, sauf si le contraire est spécifié.

DEFINITION 3. Soient (F,,p,)(resp.(F,,p,)) un ensemble fibré G- principal de base
B, ¢ une application biunivoque : F > F,.

L'application @ est un isomorphisme d'ensembles fibrés G- principaux si et seule-
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ment Si :
1) ¢ est compatible avec p,

2) Vx € B, la restriction de ¢ a la fibre (F ) est un isomorphisme d'espaces homoge-

nes de G.

REMARQUE. Tout ensemble fibré G-principal est isomorphe 2 B x G muni de sa struc-

ture d'ensemble fibré G- principal.

DEFINITION 4. Nous utilisons la notation K indiquée au début de ce paragraphe. Soit
(F,p) un ensemble fibré G - principal de base B.

(F,p) est un K- espace fibré G-principal si et seulement si les conditions sui-
vantes sont remplies :

1) F et B sont des K-espaces; G est un K- groupe;

2)VxeB, 3U(x)-voisinage ouvert de x dans B-

3 @- isomorphisme d'ensembles fibrés G-principaux : U(x)x G -»

> Fy (x)° qui soit aussi un isomorphisme de K - espaces.

Un tel isomorphisme sera appelé carte compatible de la structure de K - espace

fibré G- principal de (F,p).

PROPOSITION 2. Soit (F,p) un K-espace fibré G- principal de base B.
L'application : G x F » F de sa structure d'ensemble fibré G-principal ( cf. déf. 2)

est une K-application.

On vérifie localement cette proposition grace 2 l'existence des cartes U(x) x G »

> Fy (x) compatibles avec la loi externe d'opération du groupe G- groupe qui est un K-

- groupe.

PROPOSITION 3. Soit ( F,p) un K-espace fibré G- principal de base B.

Le faisceau SK( F) des K-sections de F est canoniquement isomorphe au f[ais-
ceau @K( F ) des cartes compatibles de la structure de K- espace fibré G- principal de
F.

En effet, notons e 1'élément neutre du groupe G.
a) Soit ¢ une carte compatible U x G » F ; (o U est un ouvert de B). L' appli-
cation composée :
x€eU,x— 45 (x,e) P (x,¢e)
est une K- section de F ;.

b) Soit s une K- section de F sur un ouvert U de B. Montrons qu'il existe une

carte unique, ¢, telle que:

¢, (Ux e)=s(U)
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Posons :

VxelU,VgelU, CPs(x,g)zgs(x)

Pour vérifier que @_ ainsi défini est une carte, il suffit de vérifier que tout x € U admet
un voisinage U(x) tel que la restriction de P A U(x)X G soit une ‘carte sur FU (x)"

Soit ¢ une carte de U(x)X G sur F (x) " carte qui existe, par hypothése,
pour U(x) assez petit. Il suffit de montrer que (P'lo ¢, est un automorphisme de K-

espace de U X G. Or,on a:
P o @ (x,g)= 9 gs(x))=g9 " (s(x))
(parceque ¢! est un isomorphisme d'ensembles fibrés G - principaux). L'application :
x - q)'i s(x)
m m
U UXG

étant une K-application, il est trés clair que ¢ ~lo ¢, est un automorphisme dela

structure de K-espace de U X G.

PROPOSITION 4.Le faisceau SK(F) estG - principal, G étant le faisceau des K- appli-

cations des ouverts de B dans G; par la loi de composition suivante :
Soient s €5K(F)(U),' g€ GK(U) - U étant un ouvert de B -.

gs estla section de F sur U ainsi définie :
VxeU, gs(x)=g(x)s(x).

DEMONSTRATION. Tout d'abord, g s est bien une K- application puisque g, s sont des

K - applications ainsi que la loi de composition :

(g(:_c}.s(x))»g(x)S(x).

De plus, G opére sur SK( F) simplement et transitivement : soient s et s,

deux K-sections de F sur un ouvert U de B. Pour tout x € U, F _ est espace homo-

géne de G, donc, il existe g(x) € G unique tel que :

g(x)s (x)==s,(x).
11 reste & vérifier que 1'application :
x €U, x> g(x)
est une K- application. Or la carte compatible cpsl associée a s est I’ application:

(x, g(x))>g(x)s (x)=s,(x);

cette carte étant un isomorphisme de K-espaces,l'image réciproque dans U X G par
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¢, dela K-section s,(x) estune K- section.
1

PROPOSITION 5. Le faisceau @K(F) des cartes compatibles de la structure de K -
espace fibré de F est G g - principal pour la loi de composition suivante :
Soient Qune carte U X G » FU;
gune K-application U ~» G;
g¢=Y est la carte :

VxeU, VueG, Yix,u)=9(x,ug(x)).

Cette proposition 5 est un corollaire immédiat des propositions 3 et 4.

Rappelons un résultat classique :

Soient G un groupe; E un sous-groupe invariant de G, P un espace homogeéne
de G, (E) la relation d'équivalence définie de la fagon suivante :

Soient f €P; ' €P;

f(E) fr2 3t €E avec f' = tf.

Alors P/(E) est muni canoniquement d'une structure d'espace homogéne

de G/ E.

PROPOSITION 6. Soit v l'application "valeur” :

S,(F)>F
K
S, €(Sg(F)) (x€B); §, 5 (x).
1) F considéré comme ensemble fibré G- principal est canoniquement isomorphe
a U [(SK(F) )/ g’K x] on ng désigne le groupe des germes en x de K-appli-
x € B
cations valant e - élément neutre de G- en x.

2) v met en correspondance biunivoque les sections continues de (SK(F) et

les K-sections de F.

DEMONSTRATION.

1) L'application v est surjective : par tout élément de F passe une K- section
locale comme on le voit en faisant usage d'une carte compatible; deux germes s et

~ N . T H ~ .
s, , ont méme valeur par v si et seulement si l'unique germe g €(Gy), tel que:

~ ~ o~

Sy x=8xS1x (cf. prop. 3 et déf. 1, (D)).

a pour valeur en x I'élément neutre e de G. D'oi la relation d'équivalence annoncée.

~

2) Soit O une section continue x - S, de SK(F); v o O est uneK-section de F.

Réciproquement, soit s une K- section de F; x » s est une section continue de

Sk (F).
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PROPOSITION 7. Soient 3 un faisceau Gy - principal  de base B; 3 l'espa-
ce étalé de germes correspondant; F( 2 ) l'ensemble :
F(s)= VU (3, /& ]
x € B ‘
muni de sa structure évidente d'ensemble fibré G- principal. Notons € l'application de

S, sur son quotient F( 3 ).

Il existe une unique structure, sur F( % ) de K-espace fibré G - principal et un

unique isomorphisme de faisceaux, ¥, tel que soit commutatif le diagramme :

~ ~ ~

T s (F( X))
€ v
(s S

o v est I'application "valeur" définie a la proposition 5.

~

DEMONSTRATION. Supposons la proposition vraie. Soit " une section continue de 2

au dessus d'un ouvert U de B. €0 0 est une K-section de F( 3 ) et l'application :

(PU:UXG—»F( E)U
(x,g)~» &(g.o(x))

est un isomorphisme de K- espaces.

1) Nous allons d'abord montrer que les @_, olt 0 parcourt I'ensemble de toutes
les sections de 3  définissent sur F( ¥ ) une structure de K- espace.

En effet, § étant Nsurjectif, les buts des cartes ¢_ recouvrent F( ) Gy
opérant transitivement sur % , les changements de cartes sont des automorphismes de
K - espaces : soient o (resp. 0, ) une section continue de 3. définie sur U, (resp.

U2) avec :

UlﬁUzzU#¢;7€GK(U) tel que: yo,=0, suf U.

1

Alors on a:
-1

<PO' o(Pcr
(x,8) 2 Lo(x,g¥(x))
m m
UXG UX G

et le changement de carte est bien une K - application.

2) Nous allons maintenant vérifier que 1'ensemble fibré G- principal F( )

muni de cette structure de K- espace est un K- espace fibré G - principal.
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En effet, toutes les cartes ¢_ sont des isomorphismes d'ensembles fibrés G-
principaux (cf. déf. 4, 2)). Il reste & voir que E envoie les sections continues o de
S  sur les K-sections de F( i ) et que la correspondance est biunivoque d'on il
résultera aussitdt 'existence et 'unicité de ¥.

On a:

bl (o(x))=(x,e);
donc, la section &0 de F( X ) -image par ¢, de la section neutre de U X G- est une

K - section. Que la correspondance ainsi établie soit biunivoque résulte du fait que

S(U) et SK(F( § ))(U) sont tous deux G (U)-principaux.

COROLLAIRE. Soit F un ensemble f[ibré G -principal; § un sous-faisceau, Gy - prin-
cipal, du faisceau des sections de F.

1l existe sur F une unique structure de K- espace fibré principal telle que :
F=8;(F)

En effet, il suffit de poser $-3 ; F(H) ést en correspondance biunivoque

canonique avec F.

NOTATIONS. %  étant, comme plus haut, un faisceau principal sur Gy de base B,

notons : »
@(B) 1'ensemble des ouverts de B/,
- U s(u).
veQcnB)

Sur T, on définit I'application :

t> U(t)
m m
T O(B)

par larelation : V¢t e 3 (V), U(t)=V.
Soient t €T; t' €T, U=U(t); U =U(t'). Sur UNU' est définie la K- appli-

cation g;' a valeurs dans G : g:' est l'unique élément de G (UNU’) tel que:

t '
8 tunur=tunu
»0\\1 tunu (resp. t'UﬂU') désigne l'image de t(risp. t') dans 3 (UNU') par le
foncteur d'induction de la structure de faisceau de J,.
Soit t € 3 (U); g €G; on note aussi g 1'application constante de U(t) valant

g; et on note gt 1'élément de X (U) produit de ¢t par g -g étant considéré comme
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élément de Gg(U). On a donc :

VxeU(t)=U(gt), gf'(x):g.
Soit @ =1{(¢t,x)| x €U(t)}.
On définit sur @ la relation d'équivalence R :
(t,x) R(t', x')2 x" =x; g;'(x)= e (élément neutre de G ).

Nous allons considérer le quotient ®/ R = F( 3 ); nous noterons aussi R la
projection de ® sur B/ R.

PROPOSITION 8. Nous utiliserons les notations indiquées ci-dessus. Il existe sur

F( X ) une unique structure de K -espace fibré G -principal telle que, pour tout t €T,
I'application :

(t):(x,8)>R(gt, x)

m m

U(t) XG F( X))
soit une carte compatible.

L'application :
(t,x)-1t, (germe de t en x)

de ® dans 3 induit une correspondance biunivoque entre F( X ) et F( 3 ), ce qui

fait de la proposition 8 un corollaire de la proposition 7.

4. ESPACES FIBRES PRINCIPAUX ET ESPACES FIBRES VECTORIELS ET PROJEC-
TIFS.

Rappelons un résultat classique :

Soit L (resp. P) un K- espace fibré GL(n, C)-principal (tesp. GP(n-1,C)-
principal). On définit un K - espace fibré vectoriel A(L ) (resp. projectif II(P)) asso-
cié 3 L (resp. 2 P) de la fagon suivante :

1) L'ensemble A (L ) (resp. II(P)) est le quotient de L X C” (tresp. P X P(n-1, C))
par la relation d'équivalence r suivante :

soient lx, l; €L, (resp. Px)

y .,y €C”(tesp. P(n-1,C);
(l,y)r(l,y)Z2 3g€GL(n,C)(resp. GP(n-1,C))avec:l! =gl ;y' =gy .

2) Soit s(x) une K-section de L (resp. P) au dessus d'un ouvert U de la
base. L'application :
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(x,y) —— r(s(x),y)
m m

Uxc® A(L)
( resp. U X P(n-1,C)) (resp.H(P))
- ob r désigne la projection de L X C” (resp. P X P(n-1,C)) sur son quotient par la

relation r - est une carte compatible.

PROPOSITION 9. Reprenons les notations de la proposition 8. Sur B X C", on définit

la relation d'équivalence ¥ :
(tlxl }')m(t'.x’;)"): x = x'l' gi.(x)y= y”

et on note aussi ¥ la projection de € X C" sur son quotient (B X C") / ¥.

telle que :

ViteT, l'application :

(x,y) Uit,x,y)
m m
U(t)x C™ (OxXCc*)/ ¥

soit une carte compatible.

Il suffit, pour démontrer cette proposition, de se reporter & la proposition 8 et

d'utiliser 1'unique correspondance biunivoque i rendant commutatif le diagramme :

BXC? > F( S)XC" > A(E( 2))
¥ i

(BxC™) /¥

Dans la suite, (®X C") /¥ -muni de la structure définie ci-dessus- sera

appelé le K - espace fibré vectoriel associé au faisceau 3 , [ GL(n, C)] g - principal.

REMARQUE. Le groupe linéaire GL( 1, C) n'est autre que C*, groupe multiplicatif des
éléments non nuls de C: a un espace fibré C*-principal, F*, il est particuliérement
simple d'associer un espace fibré en droite complexe, F, que nous appellerons l'espace
fibré en droite complété de F* : il suffit d'adjoindre & F* une section nulle. Dans la
suite, deux espaces fibrés ainsi associés, l'un C*- principal, I' autre de fibre C, seront

notés par la méme lettre affectée ou non d'une astérisque :
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Par exemple,

F* de fibre C*
F de fibre C,

ou encore :
L*(Fl, F,) de fibre C*

L (Fl'Fz) de fibre C.

3. Puissance extérieure d'un espace fibré projectif.
1

Dans ce bref paragraphe, nous précisons les définitions et notations sans donner
les démonstrations qui sont classiques.

Nous noterons :

GL(A) le groupe des automorphismes de 1'espace vectoriel A;

P(A) 1'espace projectif associé a 1'espace vectoriel A;

GP(P) le groupe des automorphismes (projectifs) de l'espace projectif P ;

7 la projection canonique de A-{o} sur P(A) oude GL(A) sur GP(P(A)).
DEFINITION 1. La représentation PA de GL(C") dans GL(PA C™).

Soit I € GL(C™); on note PNl I'automorphisme de PN C" ainsi défini : soient
Xqseees x, des vecteurs de C"; on a :

PAI(x, AL Axy) =102 )N AI(x,).

L'application : I » PA1 est une représentation de groupe; le sous-ensemble :

{PAI|1eGL(C®)}cGL(PAC™)

est un sous-groupoide de GL(pA C") appelé puissance extérieure p€ de GL(C") et

noté :
PAGL(C™).

Ce sous-groupe laisse invariant dans son ensemble le céne des p-vecteurs décompo-
sables de PA C™.

DEFINITION 2. La représentation PA" de GP(P(C")) dans GP(P(PAC™)).
C'est l'unique application rendant commutatif le diagramme :
A
GL(C") 5 GL(PAC")
T T

. pA’
GP(P(C")) ——GP(P(PAC"))
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Cette application est une représentation de groupe de Lie complexe, elle laisse
globalement invariante la sous - variété algébrique de P(PAC™) image par T du céne des
p - vecteurs décomposables de PA C" : cette sous - variété n'est autre que la grassmannien-
ne GP(C") des sous - espaces projectifs de dimension p-1 de P(C") ( ou encore des

sous - espaces vectoriels de dimension p de C"),

DEFINITION 3. La puissance extérieure p® d'un espace f[ibré projectif.

Soit P un espace fibré projectif analytique complexe de base B - variété analyti-
que complexe -de fibre P(C™), de groupe structural GP(C"). Notons (A(P) l'atlas com-
plet, ensemble de toutes les cartes compatibles : Ux P(C") » PU lorsque U décrit I'en-

semble des ouverts de B (PU désigne la restrictionde P a U).

Une carte sera notée a(f3, ¥...) et l'ouvert correspondant de B U(a) (U(pB),
U(7Y)...); un changement de carte, application analytique de U(a) [} U(S) dans
GP(P(C")), sera noté gf :

B(x,y)=a(x,gB(x)y); xeU(a)n U(B);y eP(C").
La puissance extérieure p¢, PAP, de P est le quotient de I'ensemble :
E=1{(x,y,0) |ac@P) xeU(a); yeP(PAC")}
ar la relation R :
(x,y,a) R(x",y", B)e> x=x" €U(a) N UB); y=PN gh(x)y".

L'on note aussi R 1'application de & sur son quotient PA P. La structure fibrée

analytique complexe de AP est définie par la condition :

Vae@(P), I'application :

(x:)’) — c(R(x:)’:a)
m m
U(a)x P(PAC™) PATP

est une carte.

L'espace fibré analytique en grassmanniennes des sous- espaces projectifs de di-
mension p-1 des fibres de P s'identifie 2 un sous- espace fibré de ’A'P; en chaque
point x de B, la grassmannienne est une sous- variété algébrique de la fibre de PA'P;

les applications :
(x,y)>R(x,y,a);x€U(a);y €G,(C")CP(PAC"),

sont des cartes qui définissent la structure du sous- espace fibré en grassmannienne de

PA'P : nous noterons G;’( P ) ce sous- espace fibré.



CHAPITRE DEUX

CHAMPS D'ELEMENTS LINEAIRES ET CHAMPS DE VECTEURS

1. Définitions et premieres propriétés.

1. NOTATIONS.

B est une variété analytique complexe réguliére, irréductible, de dimension g¢.

E est un espace fibré vectoriel analytique complexe de fibre C”, de base B.

P(E) estl'espace fibré projectif associé 4 E.

EU (resp. (P(E))U) est la restriction de E (resp. P(E)) a un ouvert U de B.

7 est la projection E - B» P(E) dont la restriction 4 une fibre quelconque
E,(x€B) de E coincide avec la projection canonique - notée également 77 - de E -

{0} sur son quotient P(E)x= (P(E))x (B est identifié a la section nulle de E).

DEFINITION 1. Un champ holomorphe (resp. méromorphe) de vecteurs (resp. d'éléments
linéaires de dimension 1 - ou 1-champ) de E sur B est une section holomorphe (resp.
méromorphe) de E (resp. de P(E)) (cf chap. I).

Soit x €B,; x posséde dans B un voisinage connexe, U, tel que U puisse étre
identifié a un ouvert de C9, Ey au produit U x C" et (P(E))y a UxP(n-1,C).

L'étude d'un I - champ méromorphe, [', de E sur B se raméne donc, localement,
a 1'étude d'une application méromorphe de U dans P(n-1, C), étude déja faite au cha-
-pitre I dont nous reprenons les notations dans ce chapitre-ci.

Si x est réguliet pour [, son image est un élément ['(x) de P(E,);

Si x est singulier pour ", son image est une sous-variété algébrique de P(E,).

On a (cf chapitreI) la

PROPOSITION 1. L'ensemble des singularités d'un 1-champ méromorphe est de codimen-

-ston analytique supérieure ou égale a 2.

2.CHAMPS HOLOMORPHES DE VECTEURS INCLUS DANS UN 1-CHAMP MEROMORPHE.

DEFINITION 2. Une section o de E, holomorphe sur un ouvert U de B, est dite incluse

dans le 1-champ méromorphe " si l'ona :
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soit o(x)=0

Vx régulier pour T {soit Too(x)=1(x) si o(x)#£0

og ['(x) désigne la valeur - bien déterminée - prise par I" au point régulier x.

Nous étudierons, plus loin, le faisceau J(I") des sections holomorphes
de E incluses dans [, La fibre ?(F)x (x € B) est un espace vectoriel sur C; c'est

aussi un module sur I'anneau des germes de fonctions holomorphes en x.

PROPOSITION 2.S0it O une section bolomorphe de E, non identiquement nulle.

1l existe un 1-champ méromorphe de E, unique, I, tel que O soit incluse dans T".

En effet, tout x € B admet un voisinage U(x) isomorphe 2 C? et tel que E (x)
soit isomorphe & U(x)x C”. Sur U(x), O est définie par n fonctions holomorphes non

toutes identiquement nulles :

cP]:-o--ci)n;

supposons ¢ non identiquement nulle et posons :
HV={(X1,...,Xn) eC”| X, = 0}; E_ =7 (H,).

Supposons qu'il existe un 1-champ I ott o soit incluse. ['( U(k)) n'est pas i-
-dentiquement situé dans E , €t peut donc &tre défini, au voisinage de tout point de U(x )
par (n-1) fonctions méromorphes. X; (i#7).Soit y eU(x) régulier pour I et tel que
CPV(y) ne soit pas nul. Il existe un 3oisinage de y,V, ou [ est holomorphe et ot ¢, ne

' X . . N
s'annule pas. Pour tout v €V, {gz (v)} it v (resp.{..z_gx%vv_))} id v) est un systéme de

v
paramétres directeurs pour la droite - bien définie - de I'(v) (resp. pour le support  de

o(v)). Les fonctions méromorphes Xie % , coincidant sur un sous- ensemble partout
¢,
v v
dense dans U(en fait, sur le supplémentaire d'un sous- espace analytique de codimension
analytique > 1) cofncident sur U. Le 1-champ [" ne peut donc &tre que le champ défini

par les fonctions méromorphes :

Xi_ %
Xy %

Soit (P#(;L # V) une autre fonction prise pami les Pryeees ¢, et non identique-
-ment nulle. Les (n-1) fonctions méromorphes $i définissent le méme champ I” que les

fonctions ¥i puisque l'on a : ®
v

%

¢
® 9,/%
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Il reste A vérifier que O est inclus dans ce champ sur U(x). Soit z € U(x); ou
bien o(z )est nul, ou bien o(z) est non nul et I'une des fonctions Prheees @, - soit P,

est non nulle en z, donc au voisinage de z. Les fonctions méromorphes % définissentle

. . ®; s .
champ " au voisinage de z et { } ;4 u €stun systéme de  parametres directeurs

1
pour To 0 (z) etpour ['(z), (P#(Z)

COROLLAIRE . Soit O une section holomorphe de E incluse dans un 1-champ méromor-

-phe T,

Tout x € B tel que o (x) soit non nul est régulier pour [,

En effet, parmi les n fonctions holomorphes ¢, définissant o, l'une - ¢, - est non

nulle en x et tous les rapports { } ; 4.y Sont bien déterminés.

P, (x) "

Ce corollaire permet de simplifier 1'énoncé de la définition 2 :

DEFINITION 2'. Une section 0 de E, holomorphe sur un ouvert U de B est dite incluse

dans le 1-champ méromorphe " si l'on a :

Ver,{soit o(x)=0

soit Too(x)=1[(x).

3. CHAMPS D'ELEMENTS LINEAIRES DE DIMENSION p.

Considérons :

PAE de fibre en x €B : PA E, - espace vectoriel de dimension (;); P(PAE)- espace

fibré projectif associé a PAE.

Notons encore 77 la projection de PA E sur P(PAE). Gp(Ex)' x € B, est la variété de

Grassmann des sous- espaces vectoriels de dimension p de E,; pour p=1, l'ona:
Gp(Ex) =P(E,).

GP(E) est 1'espace fibré en grassmannienne associé & E en dimension p : la fibre enx€B

(Gp( E)), est la variété de Grassmann Gp( Ex). Cette fibre s'identifie a 1'image- par 77,

dans P(P?AE) du céne des p - vecteurs décomposables de PAE .

DEFINITION 3. Un champ méromorphe ( resp. bolomorphe ) d'éléments linéaires de E de

dimension p- ou p-champ méromorphe (resp. holomorphe )- est une section méromorphe

( resp. bolomorphe ) de Gp( E).

Un p-champ " de E s'identifie donc & un 1- champ - que nous noterons PAI-de

PAE, ce champ PAT" prenant ses valeurs dans l'image par 77, dans P(PAE ), des p- vec-

-teurs décomposables de PAE.
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A x € B est associé par [ (resp. PAT) :

Si x estrégulier, un sous- espace vectoriel'de dimension p de E_(resp. un élé-
-ment de P(PA E) image par 77 d'un p- vecteur décomposable de PA E ) bien déterminé;
Si x est singulier, une variété algébrique de sous- espaces vectoriels de dimension

p de E, (resp. d'éléments de P(PA E,) image par 77 de p- vecteurs décomposables de
PAE).

DEFINITION 4. Une section 0 de E holomorphe sur un ouvert U de B est dite incluse

dans le p-champ [ sur U sil'on a, pour tout x € U, régulier pour I :
soit O(x) =10
soit o(x) €l (x) si o(x)#0

ot ['(x) est le sous - espace vectoriel de dimension p, valeurde I en x.

Nous noterons encore § (I") le faisceau des sections holomorphes de E

incluses dans .

2. Etude locale des champs de vecteurs holomorphes inclus dans un champ méromorphe d'

éléments linéaires de dimension 1.

On peut supposer, pour cette étude locale, que B est un ouvert de C7 et que E

est le produit B x C”, les démonstrations faites sous ces hypothéses valant dans le cas

général .
1. LE THEOREME PRINCIPAL.

THEOREME 1. Le faisceau §(I") des sections holomorphes de E incluses dans
le 1-champ méromorphbe 1-faisceau de modules sur le faisceau des fonctions holomor-

-phe sur B- est localement libre.
Ce théoréme résulte immédiatement de la

PROPOSITION 1. Soit I un 1-champ méromorphe de E. Quel que soit b € B, il existe un
voisinage U(b) de b tel que soit définie sur U( b) une section s, bolomorphe, de E, vé-
-rifiant les conditions suivantes :

1) s est incluse dans I".

2) U(b) étant muni de la topologie induite par celle de B, toute section holomor-
-phe de E incluse dans " sur un ouvert V de U(b) est le produit de s par une fonction

bholomorphe sur V.
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En particulier, on peut énoncer :

2') Quel que soit x € U(b), tout germe en x de section holomorphe de E incluse

dans " est le produit du germe en x de s par le germe en x d'une fonction bolomorphe.

DEMONSTRATION :
[" est défini par (n-1) fonctions méromorphes sur B :
Diowy(x) (i=2 )
=T =¥ (x i=2,...,n
X
(I" est supposé non identiquement contenu dans E; =-7{X;=0}). Quel que soit b €B,il
existe un voisinage V(b) de b ou chaque ¥, soit définie par le quotient de deux fonctions

holomorphes. Chaque fonction ¥'; définit donc sur B un diviseur que nous noterons D;.

Soit D* et D[ les plus petits diviseurs positifs dont D, soit la différence.
1

+ -
D;=D;-D;
Posons :
S b
D! = .
1 ji=o 1
D;=D;+Dj (pouri=2,...,n)

Soit D le plus grand commun diviseur des D; (i=1,...,n). (Di -D) estun divi-
-seur positif : il est donc défini, au voisinage de b, par une fonction @, holomorphe dans
un voisinage W(b) de b et non identiquement nulle ( ¢ est déterminée par (D'I -D) aun
multiplicateur inversible pres).

Sur U(b)=V(b)NW(b), les fonctions :
Xi=9, X, =x¥,,...,X;=9x¥,,..., X, =¢x¥,
sont n fonctions holomorphes qui définissent la section s.

1l reste a4 vérifier que U(b) et s satisfont aux conditions de 1'énoncé.

1) s est bien incluse dans [" sur U(b) puisque l'on a, en tout x €U(b) :

>

— =W, (x)
Xl
2) Soit {X;=¢(x)},;.,

On a, sur U(b):

, une section holomorphe de E, incluse dans I'.

cpl__ (PQ _ _ CPI _ _ cpﬂ —b
[/ ex ¥, ) 28 F ex ¥,

La fonction b est méromorphe; il faut montrer qu'elle est holomorphe. Notons
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D(h) (resp. D( ¢;)) le diviseur de b (resp. de ?;).
D(h)=D(9,)-[ D, ~D]-D,
donc : D(‘Pi)=vD(b)+D'i—‘D
(D} - D) est positif; de plus, tous les (D~ D) sont premiers entre eux dans leur ensem-
-ble. D( cpl.) ne peut donc &tre positif que si D(h) l'est. Or, @; étant holomorphe, D( ;)

est positif; donc, D(h) est positif et b est holomorphe.

2. SECTIONS GENERATRICES.

DEFINITION 1. Une section s, holomorphe, de E est dite génératrice pour | sur un
ouvert U de B si, pour toute section o, holomorphe, de E, incluse dans " sur un ouvert
vcu, ona:

o=b.s

oa b est une fonction holomorphe sur U.

REMARQUE. La proposition 1 établit I'existence pour tout point b €B d'un ouvert U(b)C

C'B et d'une section génératrice pour [" sur U(b).

PROPOSITION 2. Soit s une section holomorphe de E génératrice pour I sur un ouvert
U de B. Si en x€U, s s'annule, toute section O holomorphe de E incluse dans " au
voisinage de x s'annule en x.

En effet, soient f,,...,f, les n fonctions holomorphes sur U définissant s,
4.+, 9, les n fonctions holomorphes au voisinage de x définissant 0.

On a, s étant génératrice sur U :

?;
_=b Yie1,...,n)
/i

b étant holomorphe au voisinage de x, on a:
fi(x)=0 = ¢, (x)=0

PROPOSITION 3. Soit O une section bholomorphe de E, incluse dans " sur un ouvert U
de B. Si, en x €U, o est non nulle, la section o est génératrice pour | au voisinage de

x.
En effet, au voisinage de x :

Il existe une section génératrice s et une fonction holomorphe b avec :
o=bhb.s
O ne s'annule pas par raison de continuité; donc b ne s'annule pas.

Soit O, une section holomorphe de E incluse dans ['. On a:
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Ty=hy.s

ou b, estune fonction holomorphe. D'on :

b ne s'annulant pas, by est holomorphe et o est donc génératrice.

b

PROPOSITION 4 . Un point b€B est singulier pour | si et seulement si il existe une
section génératrice nulle en b-ou encore, ce qui est équivalent, si toute section holo-

-morphe incluse définie au voisinage de b est nulle en b.

DEMONSTRATION.

1) S'il existe une section génératrice s non nulle en b, b est régulier : c'est une
conséquence du corollaire de la proposition 2 S1.

2) Si b est régulier, il existe une section génératrice non nulle en b : d'aprés la
proposition 3, il suffit d'exhiber une section holomorphe de E incluse dans I et non

nulle en 5.

Qr, b étant régulier, ' est holomorphe au voisinage de b; il existe donc une

coordonnée, X,, telle queles(n-1) fonctions méromorphes X; , i ¥ vsoient holomor-
’

X

v
-phes au voisinage de b. Les fonctions holomorphes :

définissent la section cherchée.

3. DIVISEUR D'UNE SECTION HOLOMORPHE DE E.

DEFINITION 2. Soit O une section holomorphe de E incluse dans le 1-champ [ sur un

ouvert U de B; | Ui} un recouvrement ouvert de U tel que sur chaque U; il existe une

section holomorphe, si, de E, génératrice pour | .
Le diviseur sur U de o estdéfini, sur chaque U,, par lafonction holomorphe
b, telle que :
O=b;s;
Justification:Le diviseur sur U ne dépend pas du choix du systéme { u,, s;}. Cela résul-
-te de la remarque suivante :

Soit s( resp. s') une section holomorphe de E génératrice pour [ sur
U'CU. L'on a:

un ouvert



CLASSIFICATION DES SECTIONS MEROMORPHES DES ESPACES FIBRES PROJECTIFS 27

o=bh.s

ot b est une fonction holomorphe sur U’,
s=h"s'
ol b’ est une fonction holomorphe inversible sur U’.

o=bhb'.s'

et le diviseur sur U’ de hb' coincide avec le diviseur sur U’ de b.

PROPOSITION 5. Soit O une section holomorphe de E incluse dans " sur un ouvert Ude
B.

L'ensemble des zéros de O est réunion :

1) de I'ensemble des singularités de [’ (de codimension analytique > 2)

2) du support du diviseur de o (i.e. ensemble de codimension analytique 1
des zéros des b ).

COROLLAIRE . Une section holomorphe, o, de E, incluse dans 1" sur un ouvert U de B

est génératrice pour | si et seulement si l'ensemble de ses zéros est de codimension ana-

-lytique supériéure ou égale a 2.

DEFINITION 3. On appelle diviseur d'une section o holomorphe de E le diviseur - au sens
de la définition 2-de O considérée comme section holomorpbe incluse dans le 1- champ qu’

-elle définit (cf § 1 prop. 2).

PROPOSITION 6. Une section holomorphe de E est génératrice pour le champ qu'elle défi-
-nit si et seulement si son diviseur est nul (i. e. si son ensemble des zéros est de codi-

-mension analytique > 2 ),
Les démonstrations sont immédiates.

3. Etude locale des champs de vecteurs holomorphes inclus dans un champ méromorphe d'

éléments linéaires de diniension p.

Ici encore, nous supposons que B est un ouvert de C7? et queE est le produitB X C”,

les démonstrations faites sous ces hypothéses valant dans le cas général .

1. LE THEOREME PRINCIPAL.

THEOREME 1. Le faisceau ((I') des sections holomorphes de E inclus dans
le p-champ méromorphe - faisceau de modules sur le faisceau des fonctions

bolomorphes sur B- est cobérent.

Le I-champ PAT" de PAE, auquel le p-champ I" s'identifie, satisfait aux résul-

-tats du § 2. Utilisant ces résultats, nous allons donner d'une section holomorphe de E
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incluse dans I une nouvelle définition équivalente A la définition déja donnée.

Considérons E et PAE comme sous- fibrés de AE - fibré vectoriel dont la fibre en

x € B est AE_, 1'algébre extérieure de E, .

PROPOSITION 1. Soit s une section holomorphe de PAE, génératrice pour PAl" surun ou-
-vert U de B (cf §2def. 1).

Une section holomorphe o de E au-dessus de U est incluse dans [ si et seule-

-ment si :
(7) VxeU, o(x)As(x)=0

L'ensemble des points réguliers pour [ étant partout dense dans U, le (p+1)-
- vecteur o(x) A s( x)- fonction holomorphe de x- est nul en tout point de U si et seule-
-ment si il est nul en tout point régulier de U.

Soit donc x € U régulier pour ', donc aussi pour PAl"; s(x) est un p- vecteur

décomposable non nul (cf § 2 prop.4). L'on peut écrire :
S(X): SI A...ASP

o les s; €E, sont p vecteurs linéairement indépendants qui engendrent ["(x).
L'ona:
o(x)el'(x)

si et seulement si O(x) est combinaison linéaire, & coefficients complexes des s;.i.e

si et seulement si :

o(x)AN s(x)=0
DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

La proposition 1 permet de caractériser les germes en x de sections holomorphes
de E incluses dans le p - champ r par des équations linéaires en nombre (z 4+ 1) dontcha-
-cune peut étre considérée comme une relation entre les germes en x de n fonctions holo-
-morphes. Le faisceau §(S) apparaitra ainsi comme 1'intersection de (; + 1) faisceaux
cohérents. De fagon précise, soient :

s une section holomorphe de PAE en p - vecteurs décomposables, génératrice pour
le 1- champ PAI" sur un ouvert U de B-U étant choisi assez petit pour que E, soit i-
-somorphe 4 U x C” ((PAE)U est alors isomorphe & U x C(Z));

{(/i,...ip)x}lﬁ i

< <i < "(;) germes en x € U de fonctions holomorphes en
1< <

x définissant le germe s _;
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{(CPi)x}]-= 1 . n gemmes en x de fonctions holomorphes définissant un germe de

section holomorphe, noté o, de E;

o, est inclus dans I" si et seulement si sont vérifiées les (p: ,) relations
linéaires exprimant 1'égalité :
o,As =0
(1) p.il(—nﬂ“"'(f,- ,...,z’i,...,ipH)x(cp,,)x: 0
i=1 1 i
ot I=(i,,... i!J +1) estune suite strictement croissante de (p+1) entiers pris entre
1 et n.

Chaque relation I peut &tre considérée comme une relation entre les germes en x

de n fonctions holomorphes sur U, g 19 ++1 8L 8y, AVEC :
g=0 sik €1
= (=1)p¥1i g, . . ik=i el
gk ( ) le""'lj'...,lp"‘l S b

Les systémes de fonctions dont, x €U, les germes (¢ ), ...( P, vérifient la
relation (I ) constituent un sous-faisceau ?I du faisceau O7( U ) des suites de »
fonctions holomorphes sur U. ?1 n'est autre que le faisceau des relations entre

(g 11 1 8psevn1s8yn) s Cest donc un faisceau analytique cohérent (théoréme d'Oka cf[ 2]
exp. 158110 5).

Le faisceau des { Prreees CPn} dont les germes ( (Pl)x' N ¢ CP,,)x vérifient les (p -115 1)
relations (1) est liintersection des (p Z 1) faisceaux analytiques cohérents ?I: c'est
donc un faisceau analytique cohérent (cf[ 2] exp. 15 $6 Cor. 1).

Le théoréme 1 se trouve ainsi démontré,

DEFINITION 1. Nous appellerons systéme générateur en b € B du p-champ | un ensem-
-ble fini {(sl)b. .(s,) b} de germes en b de section bolomorphe de E incluse dans I
tels qu'il existe un voisinage U de b ou soient définies des sections Sy,...5, dont les

germes en b soient respectivement (SI Dy '(Sr)b et jouissant de la propriété suivan-

-te :
Vx €U et VUX- germe en x de section bholomorphe de E incluse dans I'-

¢ )xl) oo (N) .} - systéme de germes de fonction bolomorphe en x-avec :

o, =5 (M), (s,

Le théoréme 1 implique, en particulier,qu'en tout point de B il existe un systéme

générateur de [,

Pour p = 1, nous savons qu'il existe en tout point de B un systéme générateur for
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-mé d'un seul élément (cfS 2).
Pour p quelconque, il est clair qu'il existe en tout point de B, régulier pour
[, un systéme générateur formé de p éléments. Mais en un point singulier, il n'en est

pas en général de méme, comme le montre le contre exemple suivant,

2. UN CONTRE-EXEMPLE.

Le champ [ particulier défini ci-dessous posséde les propriétés suivantes :
c'est un champ d'éléments linéaires de dimension 2, il posséde une singularité on il

existe un systéme générateur formé de trois germes mais non de deux germes.

DEFINITION DU CHAMP 1 .

La base B est l'espace affine complexe de dimension 3 rapporté a un systéme de
coordonnées linéaires (x,y, z). E est le produit B x C?3. Nous rapportons C3 2 sa base

>
canonique z jk. Un vecteur de C?® sera noté :

- - ->
Xi+Yj+Zkou:(X,Y,Z)

N

[ estle 2-champ qui a chaque point (x,y,z)€B associe le plan de C? d'équation :
(1) xX+yY+2zZ=0

ce plan est orthogonal (au sens ordinaire et non au sens hermitique) au vecteur (x? +
+ y? + zZ).

Le point O =(0,0,0)€B est1'unique point singulier de r.

Une section holomorphe de E, o, sur un ouvert U de B est définie par ses
composantes dans C?,X, Y, Z- fonctions holomorphes du point (x,y,z)€U-. Cette
section O sera incluse dans | si et seulement si est vérifiée la relation .

Soit a une section constante de E au dessus de B; la section o qui au point
(x,y,z)€B associe le vecteur (x;" + y? + zZ) A a, orthogonal au vecteur x_z? + y; +

5 —
+ zk, est incluse dans [,

-> > >
Posons : a=a;i+a,j+azk;
On a: O(x%y,z) =a,S +a,S,+a,s,
-> -
s, (xyz)= - zj +yk
-> >
s,(xyz)= zi -xk

-> >
ss(xyz)=—-yi +x7

La section s (resp. s,,s,), étant égale en tout point (x,y, z) €B au produit vectoriel
> - > - - - > . - -> > A —_
(xi+yj+2zk)Ai (resp.(xi +yj+2zk)Nj,(xi+yj+2zk)AEk)estincluse dans[’

En un point m€B on x $ 0 (resp. y $ 0,z + 0) les germes de s, et s, (resp.

s, et s

a 15 S, et s2) forment un systéme générateur.
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Nous allons montrer que {(sl)o,(sz)o,(sa)o} est un systéme générateur en
O, puis nous montrerons qu'il n'existe pas, en O, de systéme générateur formé de moins
de trois germes. {(s Vo(S) )o,(ss)o} est un systéme générateur de T en 0.

Soit O une section holomorphe en o €B de E, de composantes X, Y, Z- fonc-
-tions holomorphes de (x,y, z)€B- incluse dans T. X,Y,Z admettent, au voisinage
de o, des développements en série entiére absolument convergents. Désignons par x (9

(tesp. Y(4),7z(4)) I'ensemble des termes homogénes de degré g de X (resp. Y, Z).

DEFINITION. Une section de E est dite homogéne de degré q (g entier positif ou nul)

si ses composantes dans la fibre sont des polynémes bomogénes de degré q en les
coordonnées dans B.

Avec les notations précédentes, la section de E de composantes x(9y (97 (q)’

est appelée partie homogéne de degré q de 0 en o.

LEMME 1. La partie homogéne de degré q (q entier quelconque positif ou nul) d'une
section holomorphe de E définie au voisinage de o et incluse dans " est une section

de E incluse dans T (définie sur tout B).
En effet, soit o-de composantes X, Y, Z, une section holomorphe de E incluse

dans_l:'en o.0na:

(1) xX+yY+2Z=0

La partie homogéne de degré (g + 1) ( pour tout entier g > 0) du développement du ler

membre de (I) est donc nulle. D'ou :
(1) xX(D 4 yy @y 27099

ce qui est une condition nécessaire et suffisante pour que la section de composantes
x (9, y(®), 7(9) it incluse dans .

COROLLAIRE.
a) X, Y, Z n'ont pas de terme constant : X (o) _ y(o)_ z(o)_ g,
b) 1l n'y a pas de terme en x4 (resp. y 9,z 9) dans X9 (resp. Y (9, 7(9D),

LEMME 2. Soit O une section holomorphe de E incluse dans " au voisinage de o €B.

1l existe trois fonctions ?\1, Ny A, holomorphes en o €B telles que, auvoisinage de
o, l'on ait :

(0) o=Aisi+N,s,+ Ay,

. - . . .
DEMONSTRATION. Supposons qu'il existe trois fonctions holomorphes { A}, . 1, 2,3
satisfaisant, au voisinage de o €B, a la relation (O).
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On

a, entre les premiéres composantes, la relation

(1) X==-NY+A\Z

qui est donc une condition nécessaire 4 l'existence de A A A, . Cherchons sil'on
’ .

peut déterminer A,, A, satisfaisant a (I). Au voisinage de 0, ona:

(s
x=13 x(9) puisque x(°) <0 (cf. Lemme 1 Cor)
g=1
De plus, dans chaque X7, il n'y a pas de terme en x7 (Lemme 1 Cor); mettons y en

facteur dans tous les termes de X (%) qui le contiennent. Les termes restants auront z

en facteur. Ainsi, on met x (9 sous la forme :
(9)_ (9) (9)
x(9- yx @+ zx(9

4] ©
Les séries 3 X(9) et S x(9 sont convergentes dans le domaine d'absolue

g=1 g=1
convergence de & X 7. Posons :
g=1 © ®
x,=2x(9; x,-3x(?;
= 1 2 =, 2

g=1 g=1
il vient :

X = yX 1 + ZX2
Nous allons montrer qu'en posant A ,=-X, et A, =X, , on peut déterminer A , telle

que (O) soit satisfaite. Il faut, pour cela, vérifier que o+ X153"’X2 s, est un mul-
-tiple de s 1
La relation (I) s'écrit :

y(Y+xX )+2(Z+xX,)=0

On en déduit que le développement de (Y + x X ) (resp. Z + x X 1) contient z (resp. y)
en facteur et, par suite,

)\=Y+xX1=Z+xX2

—_Z y
est holomorphe au voisinage de 0.

Or, (O, Y+xX1, Z+xX,) (resp. (0, z, -y)) sont les composantes de
(o+ Xlsa—-=X252) (resp. 53)'

CONCLUSION. A ;==X , A, = X,, A, = sont trois fonctions holomorphes en O qui

satisfont a la relation (O).

(s,),.(5,),,(s,), est donc bien un systéme générateur, en o, de ',

Il n'existe pas, en o, de systéme générateur formé de moins de trois germes :

LEMME 3. Si, au voisinage de o €B, une section holomorphe de E incluse dans ', 0;
est combinaison linéaire a coefficients holomorphbes de sections holomorphes deE

incluses dans 1,1 O’i}, la partie bomogéne. de degré 1 de O est combinaison linéaire a
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coefficients constants des parties homogénes de degré 1 de .
4
En effet, soit o =3 A0, ot A; est holomorphe au voisinage de o € B.

1=
Désignons par X,Y,Z (resp X,;Y.Z,) les composantes de O (resp 0;); on a:

3 NZ ;e

T
T
X=3 NX;  Y=PNY,; Z=i§1
0, étant incluse dans T_‘-, on a (cf. Lemme 1 Cor.) :

x{e) = ylo)= zle) o
d'otr :
X(V =5 NoIx(V; y(V_§ Noly(1), z(1) - Ne)z(v
i=g P i=gt 1 i=1 * F
LEMME 4. Les sections de E homogénes de degré 1 incluses dans T forment un espace
vectoriel de dimension 3 sur le corps des complexes.

En effet, une section de E homogéne de degré 1 est un systéme de trois formes

linéaires a coefficients dans le corps des complexes :

x(V —ax+by+cz
YY) _a'x + by + ¢’z
Z( 1) =a"x+b"y+c"y

L'ensemble de ces sections forment donc un eépace vectoriel sur C de dimen-
-sion 9.

L'ensemble des sections homogénes de degré I incluses dans I" constituent un
sous-espace vectoriel du précédent de dimension 3 : en effet, une section o de compo-

-santes X(1Y(1)z(1) sera incluse dans r si et seulement si,
xX(V 4 yY(l) +zz(V-o0
ie.a=b'=c"=0;b=-a'"; c==a"; c'==b".
D'ou :
x(V = by + cz
Y= _bx + 'z
Z(Y - _ex —c'y
od l'on voit que la section ( X( 1 y(V, z(1)y est combinaison linéaire a coefficients
constants, de sa(=y,x,0), s,(z,0,-x) et s,(0,-z,y):
(x(V,y(V), z(V)—bs +cs, +c's,
D'autre part, s, ,s,,s,, sont linéairement indépendants sur C. Ces trois sec-

-tions constituent donc une base de l'espace vectoriel sur C des sections de E homo-

-génes de degré I - espace qui est donc de dimension 3.

C. Q. F.D.
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LEMME 5. Soit {(0‘1)0,. . ,(O’r)o} un systéme générateur en o de ['oma:r> 3.

DEMONSTRATION.
Notons (0,,...0,) des sections holomorphes de E, définies au voisinage de
o, incluses dans [, de germes en o {(O'l)o.. '(Ur )O}.

D'aprés la définition 1, toute section o holomorphe de E, définie au voisinage
de o, incluse dans [, peut s'écrire :
T
o=3 N0,
i=1 P ?
ot les A, sont holomorphes et 1'égalité vaut sur un voisinage de o. Ceci est vrai, en
particulier, pour 0 homogéne de degré 1. Il en résulte (cf. Lemme 3) que toute section
de E homogene de degré 1 incluse dans [ peut s'écrire :
7
O = 2 }\. . O, ( 1)
PR, 11
1=1 .
ol }\i €C eton Ui( 1) désigne la partie homogéne de degré 1 de ;.

L'ensemble { o, (1) yeees O’r(l)} engendre donc l'espace vectoriel sur C des
sections de E homogénes de degré 1 incluses dans I, Or, d'apres le lemme 4, cet
espace vectoriel est de dimension 3 sur C et toute partie |'engendrant contient au moins
trois éléments.

Le lemme 5 est ainsi démontré, ce qui achéve 1'étude du contre-exemple.

3. ENSEMBLE DES VALEURS PRISES PAR LES SECTIONS HOLOMORPHES DE E
INCLUSES DANS UN p-CHAMP I DE E EN UN POINT SINGULIER POUR I".

Revenons au cas envisagé au début de ce paragraphe o B est un ouvert de CY,
ot E=BXC"” eton I' est un p-champ.

Pour terminer 1'étude locale de §(I"), ajoutons que de méme que pour p = 1 un
point a € B est singulier pour [ si et seulement si toutes les sections holomorphes de
E définies au voisinage de a incluses dans [ sont nulles en a (cf. $ 2 prop. 5), de

meéme, pour p quelconque on a la:

PROPOSITION 2. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un point a de B soit

singulier pour | est que l'ensemble YB(I‘)a des valeurs prises dans E par les éléments
~"

de la fibre g(r)a constitue un sous-espace vectoriel de E, de dimension strictement

inférieure a p.

REMARQUE. En un point régulier x € B, ce sous-espace 93(1—'),‘ n'est autre que 1'élé&

ment linéaire du champ [ en x et est donc de dimension p.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.

Soit @ € B un point singulier oi %(r)a soit de dimension supérieure ou égale

a p. Il existerait p vecteurs dans %(r)a linéairement indépendants : v, ..., v, Ces
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lic/teurs Vyserns ¥y seraient les images dans E _, par l'application but, de p germes de
Q(I“)a : (O‘l)a, .. .,(O'p)a. Il existerait un voisinage V de @ dans B et une section de
4(I") au dessus de V, (Ul,...,op) dont le germe en a serait ((o*l)a,...,(O’p)a).

Les valeurs en a des sections TyreeeTy b
airement indépendants de E _; donc, il existerait un voisinage W de a ou O lyeees @

de E seraient v,,...,v,, vecteurs liné

4
prendraient des valeurs linéairement indépendantes. (o, ..., O’P) définiraient sur W un

p - champ sans singularités, ["'| coincidant avec [ en tout point de W régulier pour I,
i.e. sur un ensemble partout dense de W; [" et I coincideraient donc sur tout W et

a € W, régulier pour [, serait régulier pour I, ce qui est contraire 2 I'hypothése.

AUTRE DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.

On utilise le :

LEMME. Ya €B, %(r)aC N b ou b désigne un sous-espace vectoriel de dimen-
bel'(a)
sion p qui est une valeur au poin? a de I'application I de B dans G,(C").

Si. a estrégulier, l'inclusion résulte de 1'égalité évidente :
B(r),=T(a).
Si a est singulier, considérons s(x), section de E incluse dans [, définie au
voisinage de @, et montrons que l'on a:
Vbel(a) s(a)€h.

La valeur singuliére » de [' en a est limite de valeurs b ,prises en des points

réguliers x; tendant vers a (cf. chap. I §1 déf. 5,6 et prop. 1). En tout point x; (régu-
lier) on a :
s(xl.) € bi
Donc 2 la limite, s étant holomorphe, donc continue,
s(a) €b.
4. Indices des singularités.

Ce bref paragraphe contient quelques définitions et résultats de nature locale.
Une formule, de nature globale, sera donnée au chapitre IV $3 aprés 1'étude de la clas-

sification des champs.

DEFINITION 1. Soit E un espace fibré vectoriel analytique complexe de base B (B de
dimension q) de fibre C". Nous considérons une section holomorphe o de E au-dessus
d'un ouvert U de B comme une application holomorphe de B dans E et notons o( B),
le graphe de cette application; le graphe de la section nulle sera identifié avec B.

Une section O est dite transverse a la section nulle sur ['ouvert U de B si:
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Vx e o(U) N U,
la réunion de I'espace tangent @ o( U) en x et de l'espace tangent & U en x en-
gendre l'espace tangent a E en x.
Soit ¢ une section holomorphe de E, transverse a la section nulle : si ¢ < n,
I'ensemble o "1(0) des zéros de o est vide; si g 2 n, O “*0) peut &tre non vide ;

c'est alors une sous-variété analytique réguliére de B, de codimension complexe n .
En particulier, si ¢ =n, 071(0) est discret.

DEFINITION 2. Nous gardons les notations de la définition 1. Soit [ un 1-champ de E
méromorphe ; x un point singulier pour 1" ; s une section holomorphe de E génératrice
pour I au voisinage de x.

x est dit singulier de codimension ordinaire si, au voisinage de x, l'ensemble
des singularités de 1" est une sous-variété analytique réguliére de B, de codimension n.

x est dit singulier simple s'il existe un voisinage de x sur lequel s est trans-
verse a la section nulle ; ( cette définition ne dépend pas du choix de s ).

Une singularité simple est, a fortiori, de codimension ordinaire.

Si g<n, " n'apas de singularité de codimension ordinaire; si ¢ = n, 1'ensem-

ble des singularités de codimension ordinaire de [ est discret.

REMARQUE. De I'ensemble des singularités, on peut seulement dire, en général, qu'il
est analytique et de codimension comprise entre 2 et g + 1.

Dans la suite de ce paragraphe, quand il s'agira de singularités de codimension
ordinaire (simples ou non) la question sera de caractére local; on pourra done, a 1'aide
de cartes, se ramener 3 la situation suivante :

La base B est un ouvert de C?: on pose g=n+p, p >0, et on désigne par:

Xiverr XX pggreer® iy
les coordonnées sur B.

E est identifié 3 B X C".

On considére un I-champ méromorphe [' présentant a l'origine de C9 une
singularité de codimension ordinaire et, de plus, tel que l'ensemble de ses singula-

rités soit la sous-variété linéaire § de C? définie par :

QOn note :
s une section de E génératrice pour I"sur B;R=B-S.

r‘R (resp. sgp) 1'application holomorphe, restriction de [" (resp. s) a R dans
P(n-1,C) (resp. C*);
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S(2n-1) le quotient de C"-{0} par le groupe des homothéties positives;

sz le produit a droite de sp par la projection de C"-{0} sur son quotient

S(2n-1).

DEFINITION 3. Soit 2 une sphére orientée a (2n-1) dimensions, incluse dans B-S :
2CB-S;

supposons que le nombre d'entrelacement de 3, et de S soit 1 (par exemple, 3, est la

rontiére d'une boule voisinage de l'origine dans la variété d'équations :
8

X

n+1 ...=x"+p=0).
On appelle indice de la singularité & l'origine du champ [ la classe d'homotopie
de l'application FR de % dans P(n-1,C).

On sait que n(P(n-1,C)) est isomorphe @ L : cette classe est donc un nombre
entier.

Il est clair que la définition ci-dessus ne dépend pas de la sphére 3 choisie
celle-ci étant définie 4 une homotopie prés par la condition d'avoir avec § un nombre
d'enlacement égal 3 1.

Dans ce qui suit, nous supposerons p = 0; le cas général se raméne a2 ce cas
particulier car I'indice de la singularité a I'origine du champ [' sur B est égal & l'in-

dice de la singularité de la restriction de [" 4 la sous-variété d'équation :
xn+1~=...=xn+p=0 .

PROPOSITION 1. L'indice de la singularité a I'origine de I" n'est autre que l'indice de

l'application s : B » C” a l'origine.

En effet, la classe de l'application FR de 3 dans P(n-1,C) se calcule
comme la classe d'un relévement de FR 4 $(2n-1) dont P(n,C) estun quotient :
nous prendrons s'p pour relévement de PR' Or, la classe del'application s, de X

dans $(2n-1) n'est autre que l'indice 2 l'origine de l'application s de B dans C".

PROPOSITION 2. L'indice d'une singularité est un nombre entier qui peut prendre toute

valeur strictement positive.

En effet, I'indice de 1'application holomorphe s de B dans C” au dessus de
0 est un nombre strictement positif : c'est un nombre positif parce que le Jacobien
d'une application holomorphe est positif; il est strictement positif parce que la valeur
nulle est effectivement prise par s,

En calculant, sur des exemples, combien de fois la valeur nulle est prise patr

s, nous verrons que l'indice peut prendre toute valeur positive.
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1): Considérons le champ défini par 'application s :

son indice est 1.

Plus généralement toute singularité de codimension ordinaire qui a un indice

égal 2 I est simple et réciproquement.

2) Considérons le champ défini par 1'application s :

X, = xl; ( p entier strictement positif )
X ) = X,
Xn = x" :

Son indice est p car tout systéme de valeurs X voisin de l'origine est pris pour

p systémes de X;.

La démonstration est ainsi achevée.

PROPOSITION 3. Soit x une singularité de codimension ordinaire d'un 1-champ " d'un

espace [ibré vectoriel E ; on a :

I'(x) = P(E,).

DEMONSTRATION . Il suffit de considérer le cas ot E est le produit U X C"*; U ou-
vert de C" ; x, l'origine .

Identifions [",application de U dans U X P(n-1, C ), avec le produit de [" par
la projection U X P(n-1,C) dans P(n-1,C).

On doit montrer que l'image par [" de V-{ 0} - ot V est un voisinage de 0-
est P(n-1, C) tout entier. Or, celad découle de ce que l'image par s;z d'une sphére quel-
conque de centre O et contenue dans V est $(2n-1) tout entiére, sinon l'indice de O

serait nul et O ne serait pas singulier pour [,

REMARQUE. Il résulte de la proposition 3 que si [ est un p-champ, le I-champ AT
ne peut avoir de point singulier de codimension ordinaire au sens de la définition 2 : en
effet, au voisinage d'une telle singularité, x, le I-champ prendrait toutes les directions
de P(PA E,) donc, en particulier, les directions de p-vecteurs non décomposables.

La notion de singularité de « codimension ordinaire » pour un p-champ reste 2

définir, et ne peut se ramener & celle proposée pour les I-champs.
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CHAPITRE TROIS

ESPACES FIBRES VECTORIELS ET ESPACES FIBRES PROJECTIFS

L'objet de ce chapitre est double : d'abord étudier les espaces fibrés vectoriels
analytiques complexes admettant un espace fibré projectif associé donné ( 4 un isomor-
-phisme prés); ensuite, préparer la classification des sections méromorphes d'un espace
fibré projectif donné. L'étude de ces deux problémes utilise les résultats du chapitre II
dont nous conservons les notations.

Dans tout ce chapitre, P désigne un espace fibré analytique complexe projectif

de base B, de fibre P(n-1,C).
1.Classification des espaces fibrés vectoriels associés a un espace fibré projectif donne.
1. COUPLES ASSOCIES; ISOMORPHISMES DE COUPLES.

DEFINITION 1. Soit E (resp. P ) un espace fibré analytique complexe vectoriel ( resp. pro-

-jectif) de base B, B est identifié a la section nulle de E.

Une projection admissible de E sur P est une application pode E-B sur P satis-
-faisant aux conditions suivantes :

1) p est une application de fibre sur fibre (i.e. commute avec les projections de
P et E sur B).

2) il existe unisomorphisme d'espaces fibrés analytiques complexes, & - dont il

est aisé de voir qu'il est unique- de P(E) sur P tel que:

Bom=p;

0 et p seront dits associés 1'un a 1'autre. Nous appellerons couple associé 2 P tout cou-
-ple (E, p) ot E est un espace fibré vectoriel analytique complexe de base B et p une

projection admissible de E sur P.

DEFINITION 2. Conservons les notations de la définition 1, nous appellerons isomorphis-
-me( resp. isomorphisme ensembliste) de couples associés de (E, p) sur (E', ) tout iso-
-morphisme W d'espaces fibrés analytiques complexes ( resp d'ensembles fibrés : cf chap.

1) de E sur E' rendant commutatif le diagramme :
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P

Deux couples associésa P :(Ep), (E', p') seront dits de méme classe s'il exis-

-te un isomorphisme de couples de (E, p) sur (E', p').
Le quotient de la classe (au sens de la théorie des ensembles! ) de tous les cou-

-ples associés a P par cette relation d'équivalence est noté C(P).

2. PRODUIT TENSORIEL D'UN COUPLE PAR UN ESPACE FIBRE EN DROITES; LE
THEOREME DE CLASSIFICATION.

PROPOSITION 1. Soient E un espace [ibré vectoriel analytique complexe; [\ un espace

fibré en droites analytique complexe; B la base commune & E et a A.

Les espaces fibrés P(E) e't P(E®A) sont en isomorphisme canonique par 1'ap-
-plication ¢ ainsi définie.

Soit x € B, dx E(P(E))x - d, est une droite de la fibre E, -, onpose:

Wd,)=d,®0 e(P(E®N)),

DEFINITION 3. Soit (E, p) un couple associé & P ; 6 l'isomorphisme P(E) - P asso-
-cié @ p; ¢ l'isomorphisme canonique P(E)> P(EQ®A ).

Nous poserons :

(E,p)®A=(E®A, p®A)

ot P®A est la projection admissible E ® A > P associé a l'isomorphisme Oo ¢! de
P(E) sur P.

THEOREME 1. Le produit tensoriel défini ci- dessus fait opérer H'(B, C*) sur C(P).

Muni de cette opération, C(P), s'il est non vide, est un espace homogéne du groupe abé-

~lien H(B,C*).
DEMONSTRATION.

HY(B, C* ) est 'ensemble des classes d'isomorphismes d'espaces fibrés en droi-
-tes analytiques complexes de base B. Les produits tensoriels de couples de méme clas-
-se par des espaces fibrés en droites isomorphes étant des couples de mé&me classe,
H’(B,C*w) opére bien sur C(P). Qu'il opére comme un groupe résulte de I'associativité

du produit tensoriel .
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Il reste a2 démontrer qu'il opére transitivement et simplement, ce qui sera fait au

n° 4 de ce paragraphe.

REMARQUE. Si Pestun espaée fibré projectif de dimension zéro,P s'identifie 2 sa base B;
les couples associés 2 P ne sont autres que les espaces fibrés en droites analytiques
complexes de base B munis de leur projection sur cette base; dans ce cas particulier,

le théoréme 1 est évident. On a alors :
2D ®L(ALN, ) A, xL(ALN ®D))
ol L(Al’Az) est l'espace fibré des applications linéaires de fibre dans fibre de Al
dans A2 , se projetant sur I'application identique de B.
En généralisant la définition de L au cas de deux couples (cf. déf. 4) nous

pourrons démontrer les propositions 6 et 7.qui généralisent ces formules.

3. FAISCEAU ET ESPACE FIBRE D'ISOMORPHISME ENTRE DEUX COUPLES.

DEFINITION 4. Soient (E, p) (resp. E', ©') un couple associé a P; x €B.
Nous appellerons isomorphisme admissible d'une fibre sur une fibre : (E, ) »
- (E', p'), tout isomorphisme d'espaces vectoriels, ¥ : E_ -~ E! rendantcommutatif

le diagramme :

E—h;E'

N/

Nous noterons H¥((E, p);(E’, ¢/)) I'ensemble de tous les isomorphismesadmis-

-sibles d'une fibre sur une fibre (E, ,o)x > (E", p')x lorsque x parcourt la base B.

PROPOSITION 2. H¥((E, 0);(E', p')) est un ensemble fibré C*-principal (cf, chap.1)
Posons H*= H*((E, p);(E', p')). H* est muni de fagon évidente d'une projec-

-tion sur B, projection que nous noterons p. Posons :

VzeC* VIeH*; VueE,
(zl)(u)==z.1(u).

zl est un isomorphisme admissible de fibre sur fibre, en sorte que nous avons une appli-

-cation :
C¥x H* > H*

compatible avec la projection p.
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On vérifie immédiatement que, pour tout x, C* opére simplement et transitive-
-ment sur H%.

Pour tout ouvert U de B, nous noterons K((E, P (E', p'))(U)-o0u K(U)en
abrégé-1'ensemble de tous les isomorphismes ensemblistes de couples (E, p);;»(E’, 0')
Le systéme des K( U), muni de l'opération de restriction habituelle, forme un faisceau
K. Ce faisceau s'identifie au faisceau des sections (au sens ensembliste) de
H*((E, p);(E', p')) et le faisceau des isomorphismes de couples en est un sous-faisceau

que nous noterons }(((E, P (E', p')-ou H en abrégé.

PROPOSITION 3. Il existe sur H* une unique structure d'espace fibré analytique com-
-plexe C*-principal telle que le faisceau des sections analytiques de H* soit }.

D'aprés le corollaire de la proposition 6S$2 chap. I, il suffit d'établir la
PROPOSITION 4. Le faisceau N est C* - principal.

DEMONSTRATION.
1) X est un faisceau surjectif :

A x €EB, 3 U-voisinage ouvert de x dans B-tel qu'il existe une carte ¢(resp. ¢') de
UxC" sur E (resp. E};). Posons :
= o
,? pEU ¢
A A p sz 'Uo CP A A
p (tesp. p') est une projection admissible de U x C” sur P . Notons 6 (resp. ')
I'isomorphisme Ux P(n-1,C)~» PU associé a ,LA) (resp. ,5'). g= o -1 o 6 est un auto-

-morphisme de Ux P(n-1,C) de la forme :

(x,y)€UxP(n-1,C);(x,y)>(x,Y(x)y)
ol 7y est une application analytique complexe U~ GP(n-1,C).

x, admet un voisinage V(x_ ) dans U tel que larestrictionde g & V(x_) x
x P(n-1,C) se reléve suivant un automorphisme g’ de V(xo)x C" (cf. lemme ci-

-dessous).

(9 og'o CP)EV(x est un isomorphisme de couples ( E, p)v(xo)—> (E', ,O')V(xo).

2) Soit U un ouvZ:t de B tel que H(U) ne soit pas vide; H(U) estun espace
homogene de C*(U).

En effet, soient AeC*(U); ¥ eH(u); AN¥ est l'isomorphisme : V u €E,
u->N(pu)WP(u) o pu désigne la projection de u sur B : A(pu)€C¥*. On vérifie
immédiatement que cet isomorphisme est un élément de H(u). Donc C";,( U) opére sur

H( U). Montrons que cette opération est simple et transitive :
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Soient eel(Uu), ¥ eH(v)
VEE, p'oQu)=p' oW (u)
donc, P(u)=Au)¥(u) o N(u)eC*

N

¢(resp. ¥), restreint a une fibre quelconque, étant un isomorphisme d'espaces vecto-
-riels, A(u) est une fonction de pu seulement. Enfin, @(resp. ¥) étant un isomorphisme'
d'espaces fibrés analytiques complexes, A(pu) est une fonction analytique de pu.
Autrement dit, il existe A € C¥ unique tel que :

o= A¥

3) LEMME. Soit g un automorphisme de Ux P(n-1,C) de la forme :

g:(x,y)»(x,y(x)y)
x€U; yeP(n-1,C); Y (x)€GP(n-1,C) et dépendant analytiquement de x.
Notons Ig l'application identique de U, T I'application produilt IZ X T de
Ux(C”-{o}) sur Ux P(n-1,C).
Tout x €U admet un voisinage V dans U tel que la restriction deg @ Vx
P(n-1,C) sereleve, par ', suivant un automorphisme g' de Vx(C"-to}) de la

forme :
(xlz)-’(x:')"(x)z)
x€U, z€(C"-{o}), ¥'(x) €GL(n,C)
et dépendant analytiquement de x.

g ' est défini a la multiplication prés par une fonction bholomorphe inversible sur

En effet, GL(n,C) est l'ouvert de L(C"” C") constitué par les applications
linéaires inversibles, GP(n-1,C) est l'image de cet ouvrage par la projection canonique
de L(C"”,C") sur son espace projectif associé. Or, L(C", C") est isomorphe 3 C”
et son espace projectif associé est isomorphe & P(n?-1,C). ‘

Le probléme a résoudre est donc un cas particulier du suivant : relever une appli-

-cation holomorphe :
U-P(n?-1,C)
en une application Holomorphe :
v-cn’
probléme qui peut &tre résolu localement (cf. chap. II § 2 prop. 4 dém.2).

Dans la suite, nous considérerons H*((E, p);(E’, p')) muni de sa struc-
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ture d'espace fibré analytique complexe C*-principal. Nous noterons H((E, p);(E"', p'))

I'espace fibré en droites complété de H*

PROPOSITION 5. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un isomorphisme
de couples associés @ P de (E,p) sur (E', p') est que l'espace fibré C*- principal
H*((E, p); (E', p')) soit trivial.

En effet, un tel isomorphisme existera si et seulement si H*((E, p); (E', p'))

admet une section analytique définie sur tout B.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME DE CLASSIFICATION (théorémel) : fin.

Les deux propositions ci- dessous établissent que H 1(B , C";) opére sur C(P)

transitivement (prop.6) et simplement ( prop.7).

Les démonstrations de ces deux propositions feront usage du lemme suivant :
LEMME. Soient E, E' deux espaces fibrés vectoriels analytiques complexes de méme
base, B. L'espace fibré vectoriel analytique complexe produit tensoriel : E ® E' est
l'ensemble fibré E ® E' muni de l'unique structure analytique telle que :

si s(resp.s') est une section analytique sans zéros de E(resp.E'), s® s':
x> s(x)®s'(x) est une section analytique de E @ E’.

On démontre facilement ce lemme en faisant choix de cartes Ux C" > EU ( resp.
Ux CcPt > E'U).

PROPOSITION 6. Soient (E, p),( E', p') deux couples associés a P. Le couple produit
tensoriel (E, p) ®H((E, p);(E', p')) estisomorphe a (E', p') par I'application :

ex®‘l’x—a ‘l’x(ex) (x €B)

ou ¥ (e, ) désigne l'image du vecteur e € E _ par l'isomorphisme admissible Y, deE,
sur E; (déf. 4).

La démonstration comporte trois points :
a) L'application est bien définie:si l'on substitue a (e ,¥ ) deux éléments ayant
méme produit tensoriel, on obtient une méme image dans E’.
b) L'application est un isomorphisme de fibre sur fibre.
c) C' estun isomorphisme analytique complexe : il suffit ( cf lemme) de montrer que
si. s (resp. b) est une section analytique de E (resp.H) au-dessus d'un ouvert UdeB,
la section analytique x> s(x) ®b(x) de E ®H va sur une section s’ analytique de E';

or s' estl'image de s par l'isomorphisme b de E; sur Ej;.

PROPOSITION 7. Soient (E, p) un couple associé a P; A un espace fibré endroites ana-
-lytique complexe de base B. H((E, p);(E, p) ® A) est isomorphe & O\ par I'application

qui a Sx € AX associe ['isomorphisme admissible :
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e
€x” x®8x

m m
Ex Ex ® Ax
L'on démontre successivement que I'application estun isomorphisme d'ensembles
fibrés et qu'a une section analytique de A*( i.e. 4 une section sans zéros de A ) au des-
-sus d'un ouvert U de la base B correspond un isomorphisme d'espaces fibrés analyti-
ques
Ey > E; ®4y

d'otr résulte la proposition ( cf. lemme ).

Les propositions suivantes sont des conséquences faciles a établir des propo-

-sitions 6 et 7 et du théoréme 1; elles seront utilisées au §3.
PROPOSITION8.Soient {Ei, P i)}(i =1,2,3) trois couples associés @ P . Notons :.

HI=H((E;P,); (EjPi))

L'application :
by ® b, > b, o b,
m m
2 3
_ HY ®Hg Hj

est un isomorphisme d'espaces [ibrés en droites analytiques complexes.

PROPOSITION?Conservons les notations de la proposition précédente.
v v
Hi est canoniquement isomorphe a I'espace fibré dual H; de H;

PROPOSITION10. Conservons les notations des propositions 8 et 9. Soit, de plus,A ,A,

deux espaces fibrés en droites analytiques complexes, Al le dual de Al- Ona:

H((E,Py) ® DG (E,, Py ® B, )xH2® A ® A,

5. UNE GENERALISATION DU THEOREME DE CLASSIFICATION.

Nous donnons ci-dessous sans démonstration un théoréme de classification dont
la parentée avec celui ci-dessus est évidente.

Comme au chapitrte I nous ferons usage de l'indice K-K pouvant prendre les
valeurs C, 8,w selon que 1'on considére le point de vue continu, différentiable ou ana-
-lytique.

Soit L un K- groupe; C un sous-groupe central de L, P le quotient L/ C.
L'on suppose réalisé es les conditions suivantes : ‘

a) C et P sont des K- groupes; l'inclusion de C dans L et la projection de L

sur son quotient P sont des K- applications.
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b) Tout point de P admet un voisinage au dessus duquel est définie une K-
-section de L - considérée comme espace fibré sur P. (Ceci est toujours vrai dans le

cas de groupes de Lie :K = & ou k= w).

On se propose d'étudier les k- fibrés C, L, P -principaux de base une k- variété
B donnée. On définit successivement :

1) Le K- espace fibré P -principal P (L) associé & un k-fibré L -principal :
L. C'est le quotient de L, fibre par fibre, par la relation :

me}\; si }\x,K;GLX;ECEC:K;C:c?\x

La K- structure de P(L) est telle que la projection p de L sur son quotient P(L)
soit une K - application.

2) Un couple associé a un K -espace fibré P -principal P : c'est un couple

formé d'un K - espace fibré L -principal L, et d'une k-application p: L > P telle

qu'il existe un isomorphisme € de K - espaces fibrés P -principaux (& est dit associé
a o rendant commutatif le diagramme :

r

On définit de fagon évidente les isomorphismes et les classes de couples associés a

P: I'ensemble de ces classes est noté C(P).

3) Le produit tensoriel d'un couple associé (L, p) par un K - espace fibré C-

-principal C : on définit C ® L comme le quotient de € x L, fibre par fibre, par la
relation d'équivalence :

(Yx s M)~ (YN eC o x L
si ceC:Y =cY N, = cA .
La projection C® pde C® L sur P envoie ¥y, ® ?\x sur P(xx)-

On définit de mé&me le produit tensoriel de deux K - espaces fibrés C- principaux
On ale:

THEOREME DE CLASSIFICATION. C(P) est, soit vide, soit espace homogéne de
HY(B, Cp) pour la multiplication ® des classes de couples par les classes de K
- espaces fibrés C - principaux.

Dans la démonstration du théoréme, joue un rdle essentiel la construction d'un

espace fibré d'isomorphismes entre deux couples analogue a celle faite au n°3 : cette

construction n'est Dossible que grice 4 la condition b (cf. prop.4 dém -lemme).
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2. Espaces fibrés vectoriels associés a un espace fibré projectif muni d'une section mé-

romorphe.

Dans ce paragraphe, nous construisons canoniquement un couple associé a un
espace fibré projectif muni d'une section méromorphe. Qutre qu'elle fournit un théoréme
d'existence, cette construction sera utilisée dans la suite pour classer les sections mé-

romorphes d'un espace fibré projectif.

1. FAISCEAUX DE GROUPOIDES.

La notion de faisceau dont nous aurons besoin sortant de la théorie des ensem-
bles plus qu'il n'est coutume, nous allons d'abord préciser les définitions utilisées ici.

DEFINITION 1. ( ¢f. [3]) Un groupoide est une catégorie dont les éléments -appelés

morphismes - sont tous inversibles.

Un groupoide est dit transitif ( resp. simple ) si & chaque couple d'unités(e’,e)
correspond au moins ( resp. au plus ) un morphisme de e vers e’'.
DEFINITION 2.( cf. [ 5] ) Soit B un espace topologique. Un préfaisceau de groupoides
sur B est défini par la donnée,

1) pour chaque ouvert U de B, d'un groupoide G(U),

2) pour tout couple d'ouverts U,V vérifiant :

vCcu

d'un foncteur de restriction :

o, - Gu) > Gv),
les (DZ vérifiant les deux conditions suivantes :
®f = identité; si WC VU, OF o0} - ol
DEFINITION 3. Un préfaisceau de groupoides sur B est appelé faisceau de groupoides
si les deux conditions suivantes sont remplies :

1) Soit U un ouvert de B, } Ui} un recouvrement de U par des ouverts; ¥ et ‘1’2
deux morphismes de S(u); ‘I’kui la restriction de ¥, a U,(i.e. ‘I’kul.:@gi(‘l’k))
(k=12)

Si Vi, ‘I’lui=‘1’2 v, alors, ‘I’1=‘F2 .

2)U étant encore un ouvert de B et {Ui} un recouvrement ouvert de U, soit
{¥.} un systéme de morphismes de G U;) tel que :

V (i,j) avec U;NU; + don ait : ‘I’iuin Uj= q’iuinuj
Alors il existe un morphisme W de G(U) tel que :

¥y =¥,

1



48 F. BENZECRI

2. TRIPLES ASSOCIES A (P,I"); LE THEOREME D'EXISTENCE.

DEFINITION 4. Soit ( E, p) un couple associé a P; 0 I'isomorphisme P(E)-»> P asso-

ci¢ @ p; " une section méromorphe de P; s une section holomorphe de E.

s sera dit incluse dans [ (resp. génératrice pour I") sur un ouvert U de Bpar
p- ou par O - si elle est incluse (resp. génératrice), sur U, dans (resp. pour) le

1-
champ méromorphe O toT (cf chap.Il $ 1 déf.2' et $ 2 déf. 1).

DEFINITION 5. Soit | une section méromorphe de P. Nous appellerons triple associé
a (P, ") tout triple (E, s, p) ot :

(E, p) est un couple associé a P,

s une section holomorphe de E génératrice pour I" par p.
DEFINITION 6. Soient :
t :(El S-p);' t1=(E1151: ,01)
deux triples associés a (P,1).

Un isomorphisme de triples, ¥ : (E,s, p)>(E 1S 1,,01) est un couple (@, t)

ot ¥ est un isomorphisme d'espaces fibrés vectoriels analytiques complexes :

@:E»El
tel que :

e =,{31<>"I7

2) Sl=.@ oS

REMARQUE : En vue des constructions canoniques effectuées dans ce paragraphe, on

a précisé la source, t, de I'isomorphisme de triples.
Pour chaque ouvert U de B, nous allons considérer les restrictions a U de
P et I, et les triples associés a (Py;,I";)). Associons & U le groupoide §(U) ayant

pour objets les triples associés a (PU,I_'U) et pour morphismes les isomorphismes
entre ces triples.

Soit ¥ €G(U ) : ¥ est un isomorphisme
(E,s,pP)>(E', s" p")
Pour tout ouvert V inclus dans U, posons :
V . ’ ’ N
fI)U(‘Il) . (EV’ Sy pEV) "(EV, SV’pE' )

On définit ainsi sur B un préfaisceau, §, de groupoides..

PROPOSITION 1. Le préfaisceau § défini ci-dessus est un faisceau de groupoides sur

B (cf. déf. 3).
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DEMONSTRATION.
1) Vérifions que la condition 1) de la définition 3 est satisfaite.

Soit U un ouvert de B, { Ul.} un recouvrement de U par des ouverts; ¥, eG(u)
(k=1,2) avec:

(D ViV, =%y,
1 1
Puisque chaque morphisme ¥ posséde une seule unité a droite, a(¥), (resp. a

gauche, [(¥)) cette égalité entraine, pour chaque i, l'identité des unités a droite

(resp. a gauche) de ‘I’wi et ‘I’zui. Posons :

(W, )=(Ey, sy, Pp); B(¥y)=(E}, s}, py) (e ¥y =( Ep.sp, Pp)->(E},sy.pP%)
On a:
2 vi: (E » ) =(E 3 s
(@ w; S, '015101.) ( 20 %20, szzui)
Les égalités (2) se décomposent en trois groupes d'égalités ((2),,(2),,(2), ci-

dessous) d'ol nous déduirons :
=
(3)

. ' '
a) E,=E,; E'\=E,.
En effet, on a :
. . ] _ r
2, V1E1ui=E2Ul.’Elui—E2Ui
E | (resp. E") et E, (resp. E')) coincident puisqu'ils ont les mémes éléments;
quant aux structures fibrées de E, et E, (resp. E'| et E')), ayant méme restrictions

au-dessus de chaque U, elles coincident en vertu de 1'axiome de recollement des struc-
-tures locales.
b)s, =5, s’ =5,
C'est une conséquence immédiate de :
(2, Visyw =sS,u:Sw,=Shu,
2 1 1 z
) Py=P, PY=pPY .
C'est une conséquence de :
2 Vi = ;P =p'
3 Pig, =P2E, " PiE'y =P2E",
z 1 t 1
N A . —_ r r
ol on a posé E=E1=E2, E'_El_Ez.

Pour achever la démonstration du 1) il faut démontrer que l'on a :

4 \p1=q!2
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Posons (E,s,p) = a(‘I’l) = a(‘I’z);(E',s',p') = ,3(‘I‘l)= ,3(‘1’2)
¥, et ¥, sont deux isomorphismes :

t=(E,s,p)»(E',s' p')=1

ona: ¥, = (t,‘I’l) ; ‘I’z = (t,‘i’-z) ol {I’_i et rﬁz sont deux isomorphismes :

E - E'
Yue E,S3i:u EEU.vetﬁl(u)=¥2(u) d'aprés (1)
Donc, on a: '
¥, = ‘I’z
Et, par suite :
¥, = ¥,

2) Vérifions qu'est satisfaite la condition 2) de la définition 3.
Soit U un ouvert de B; { U i} un recouvrement ouvert de U ; {¥ i} un systéme de

morphismes de G( U;) tel que :

(n Vi,j avec UiﬂUl- + ¢, 1'on ait ‘yiU.ﬂU.= leU.”U-
i i i i

Posons : (1(\1’1-) ='( Ei' Sis ,01'):' B(Tl) = (E;- S;'. /O;)-

De (1) on déduit :

Vi,jE =FE.. ; E' = E"
1Ul.nt ;Uinuj :Ui()U]. ]Uir)U’. .
Posons E = UE;; E' = UE}. 1l existe sur E (resp. E') une structure fibrée bien
1

a

déterminée telle que E; soit la restriction de E & U, : E, muni de cette structure, est

obtenu par recollement des E ;.

L a proposition 1 est ainsi démontrée.

THEOREME 1. Pour tout ouvert U de B, le groupoide (G(U) est non vide, simple et
transitif.

En particulier, étant donné (P,I"), il existe un triple (E, s, p) associé. Nous
verrons que (E,s, p) peut &tre déterminé canoniquement par (P ,["); tout autre triple
associé 4 (P,I") lui est is;)morphe.

" Du théoréme 1- qui sera démontré au n°5-et d'un résultat de Serre (cf. [ 6]) on

déduit le théoréme suivant ou 1'on fait sur B une hypothése supplémentaire :

THEOREME 2. Si la base B est une sous-variété algébrique d'un espace projectif, P

admet des sections méromorphes si et seulement si il existe un couple associé a P.

4. PREMIERES PROPRIETES DU FAISCEAU G(cf. Prop. 1).

PROPOSITION 2. Pour tout ouvert U de B, le groupoide Q(U) est simple.
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i.e. s'il existe un isomorphisme entre deux triples associés a ( PUFU)’ il est uni-

que.
En effet, soient ¥ et ¥' deux isomorphismes de triples :
(E,s, p)» (E,sy, p,)
La condition 1) de la définition 6 entralne :
(1) V= A(x)¥

ol A(x) est une fonction holomorphe sur B; et la condition 2) de la définition & entraine:
(2) Vx €B, s (x)=U(s(x))=T(s(x)).
De (1) et (2) on déduit: ‘
Vx €B, U(s(x))=Nx) U(s(x)).

¥ étant un isomorphisme de fibrés, les zéros de a(s(x)) ne sont autres que les
zéros de s(x) i.e. les points singuliers de I_'U.Donc, en tout point régulier pour I—'U,_
ona:

Mx)=1.

A étant une fonction holomorphe valant I sur un ensemble partout dense dans B, elle

est constante sur B.

VYV x € B, NMx)=1
D'on :
LA
D'on, enfin :

AR

PROPOSITION 3. Tout x €B admet un voisinage assez petit pour que G(U) soit non
vide.

En effet, tout x €B admet un voisinage U’ tel que P Ut soit trivial. Il existe

donc un isomorphisme :
0:U" X P(n-1,C)> Py,
Soit I'j;+ la restriction de I a U'. 6o+ est une section méromorphe de
U'X P(n-1,C) et nous savons (cf. chap. II §2 prop. 1) que x admet, dans U’, un
voisinage U sur lequel existe une section holomorphe s de U X C” génératrice pour
61to Cy.
(UXC",s,00 Ty x cn) est un triple associé a (Py,['y;) i.e. un objet pour

G(U) et §(U) contient au moins I'isomorphisme identité de ce triple.
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PROPOSITION 4. Pour tout ouvert U de B, §(U) est transitif.

Pour démontrer cette proposition nous utiliserons le lemme de la proposition 4du
§ 1 et le lemme suivant :

LEMME. Soit U un ouvert de B tel que P, soit trivial, et soit (U X C", s, p}) eG(u)
(k=1,2).

Il existe un isomorphisme - unique d'aprés la proposition 2 -

¥.(UX C",s1,p1)->(U><C",sz,p2).

En effet, supposons établie l'existence d'un tel isomorphisme ¥, sur chaque

ouvert U, d'un recouvrement de U. D'aprés la proposition 2, on a, sur U;N Ui :

(¥) =(¥.);
i Ul.ﬂ U]. i Ul.m U’.
I1 est alors possible de "recoller" les ¥, en un isomorphisme au dessus de U tout entier.
I1 suffit donc d'établir que tout x €U posséde un voisinage V tel que I'iso-
-morphisme ¥ cherché existe entre les restrictions 2 V des triples (Ux C",sk,pk).

Soit (9k I'isomorphisme U X P(n-1,C)» P associéa p,.Posons:

g=0,00,

g est un automorphisme de U X P(n-1,C) muni de sa structure fibrée analytique
complexe, i.e. vérifiant I'hypothése du lemme de la proposition 4 $1, démonstration .
D'aprés le lemme, il existe, pour tout x €U, un voisinage V dans U tel que la restric-

tionde g & VX P(n-1,C) se reléve suivant un automorphisme g’ de V X C":

g (x,z)>(x,Y'(x)z)
x €U, zeC”-{o}, Y'(x)€GL(n,C) et dépendant analytiquement de x (7y' est défi-
ni par g a la multiplication prés par une fonction holomorphe inversible sur V) de telle

sorte que soit commutatif le diagramme :

-

vxcrdyxcn

p. P%

v Tr

9/&

VXP(n-1,C) >V XP(n-1,C)
g

g'(s,Y est inclus dans [ par P, et n'a pas d'autres zéros que ceux de s,; g'('s,)

est donc génératrice pour [ par p 1- On a(cf. chap. II §2):

g'(s,)=RAs,
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oh A est une fonction holomorphe inversible sur V.

Lot i(x,2)» (x,2y'(x)z
est I'isomorphisme cherché. A ( a )\(x)y o
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.
Soit (Ey s, 0,) € G(U)(k=1,2). Nous allons montrer qu'il existe un iso-
morphisme :
Y i (E; s, Py »(Eyis,,0,)
Pour cel3, il suffit d'établir I' existence d'un isomorphisme :
¥; (51'51'p1)ul." (EprSp. P )Ul.
pour tout ouvert U d'un recouvrement de U; la proposition 2 permet de recoller les ¥,
en un isomorphisme ¥ au dessus de U tout entier.
Or, tout x € U admet un voisinage V tel que (El)vet (E2 )V soient triviaux
Soit @, un isomorphisme :
(Ep)y » VxC©,
et posons :
Pi = Ppo 9%
P} est une projection admissible de V x C” sur P , et (V x C”, 9, o s,, 0, ) estun
triple associé a (PV,FV). P, est donc trivial ; le lemme ci-dessus affirme 1'existence
d'un isomorphisme.:
(VxC" @ 0os,,P,)>(VxC" 9,0s,,p,)

d'od I'on déduit qu'il existe un isomorphisme :

(Efsy, Py) »(Ey s,, Py). C.Q.F.D.
* Nous avons démontré une partie du théoréme 2 savoir : pour tout ouvert U de B,

G(U) est simple (prop. 2) et transitif (prop. 4). Nous montrerons au n°5 que G(U) est

non vide, ce qui achévera d'établir le théoréme.
’

4. ETUDE DU SOUS-FAISCEAU DE § DONT LES OBJETS AU DESSUS DE CHAQUE
OUVERT U DE,B SONT LES TRIPLES ASSOCIES A (P,I") DE LA FORME (U xC"s, p).

Pour chaque ouvert U de B, notons J(U) le sous-groupoide plein de S(v)
dont les objets sont les triples associés a (P,[") de la forme (UXC?",s, p); (plein
signifie que ff( U) contient un isomorphisme de g(U) dés qu'il en contient l'unité a
gauche et l'unité a droite). Notons U(U) !'ensemble des objets de 5(U). On définit

ainsi un sous-faisceau J de §, 1'application structurale :
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vvcu, J(u)-J(v)

étant induite par celle de §. J est un faisceau de groupoides. On définit aussi le fais-
ceau d'ensembles 1I.

PROPOSITION 5. J (resp. ) est surjectif (i.e. tout x €B admet un voisinage U(x) tel
que T (U(x)) (resp. U (U(%))) soit non vide.

(cf. prop. 3 démonstration).

PROPOSITION 6. Pour tout ouvert U de B tel que J(U) soit non vide[ GL(n,C)] »(U)

opere sur U(U) simplement et transitivement de la facon suivante :
Soient (U X C",s,p) e U(U); g €[ GL(n C)] (U).
Désignons par ' l'automorphisme de U X C” muni de sa structure fibrée ana-
lytique complexe :
VxeU,VzeC”, g:(x,z)>(x,8(x)z)
On pose :
g(UXC", s,p)=(UXC",gos,pog™t)
1) On vérifie immédiatement que g(UXC”,s, p) est bien un objet de Jcu).

2) Il y a une correspondance biunivoque canonique entre [ GL (n, C)] L U)X Ucu)
et J(U).

En effet, a (g, (UXC",s, p)) correspond de fagon canonique :
(g):(UXC",s,p)»g(UXC", s, p)

et (g) estun élément de J (U) (cf. déf. 6).

Réciproquement, soit ¥ €J(U); ¥ a une unité A droite et une unité a gauche
bien déterminées :

P:(UXC", s, p)»(UXC",¥os, po ¥
¥ (déf. 6) est un automorphisme de la structure fibrée vectorielle analytique complexe
de UXC", i.e. une application de UXC” dans lui-méme :
(x,z)>(x,¥ (z))
ot ‘I’x €GL(n,C) dépend analytiquement de x.
L'application :
Vxe U, x-» ‘I’x

est donc un élément de[ GL (n, C)[w(U) ].

3) [ GL(n, C)] (U) opére simplement et transitivement sur U( U).

Ceci résulte des propositions 2 et 4 et du point 2) de cette démonstration.
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Des propositions 5 et G, il résulte que U peut &tre muni canoniquement d'une
structure de faisceau GL - principal. On posera ( cf. chap. I § 2 prop. 7)
T- U Ucv)
veO(B)

Tout triple ¢t € T pourra s'écrire :

t=(U(t)x C", s(t), p(t))

Soit #,# €T;U=U(t); U'=U(Z). On définit g! . ¢ €GL (U NU") :
t' ’
gl tU/]Ut=t Unur.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME.

Pour tout ouvert U de B, §(U) est simple ( prop.2) et transitif ( prop. 4).

Il reste & montrer que § (U) est non vide. Pour celd, il suffit de montrer que §(B) est
non vide.

D'aprés la proposition 8 ( chap. I §2 1° 3),au faisceau GL - principal U,
est associé un espace fibré vectoriel : nous allons montrer que ce fibré - noté E( [ )-
est muni canoniquement d'une projection compatible p(I') sur P et d'une section,
s(T"), génératrice pour I". Ainsi, sera défini canoniquement un triple

(P,TY: (E(T), s(I), (T')).

1°) L'espace fibré E(T") : c'est F(U) ( cf prop. 8 chap. I § 2) i.e. le quotient
de l'ensemble :

associé a

®x C"={(t,x,y)| 1 €T, x €U(t),y e C"}
par la relation R :
(t,x,y)~(t, %"y )2x=x'; gi'(x)y =y'
Les cartes sont les :
(t):U(t)xXC">E(I)
(x,y) >R(t,x,y)

et les changements de cartes sont les g:'.

) La projection p(I") : c'est la projection telle que, pour tout t €T : ¢t =

(UXC™, s(t),p(t)), soit commutatif le diagramme :

Ul t)XC® s E(I)

p(t) P
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3°) La section s(I"): c'est la section telle que, pour tout €T, soit commu-
tatif le diagramme :

U(t) X C"___(_t;) E(IM)
s(t) s(I)
U(t)

On vérifie immédiatement que les conditions imposées en 2°) et 3°) peuvent étre

satisfaites et définissent p(I") et s(I") de facon unique.

REMARQUE. Il résulte du théoréme 1 que tout triple (E, s, p) associé a (P,[")-1i.e.

tout objet de @(B)- se déduit de (E(I),s(I), p(r')) par 1'isomorphisme unique de
fibrés :

U:E(IM>E

tel que :
¥ o A(T)=s
Po¥ = p().



CHAPITRE QUATRE

CLASSIFICATION DES SECTIONS MEROMORPHES D'UN ESPACE FIBRE PROJECTIF

Dans ce chapitre, nous conservons les notations des chapitres précédents.

1. Espaces fibrés en droites associés a une section méromorphe d'un espace fibré pro-
jectif.
Soit " une section holomorphe de P(E ) : [ définit un sous-espace fibré en droites
de E dont la fibre en x €B est la droite du champ " : 77 1(I"(x))ufo}.
Si I est une section méromorphe de P(E ), on peut définir un espace fibré en
droites réciproque de [': cet espace fibré est muni d'une application holomorphe, [,
dans E; [ est linéaire sur chaque fibre; elle est nulle au dessus d'un point singulier;

au dessus d'un point régulier, elle est injective et envoie la fibre sur la droite du champ

I

I.CONSTRUCTION DE L'ESPACE FIBRE EN DROITES RECIPROQUE D'UNE SECTION
MEROMORPHE DE P PAR UNE PROJECTION ADMISSIBLE.

Soient :

[" une section méromorphe de P;

(E, p) un couple associé a P (cf. chap. III § 2 déf. 4).

é I'isomorphisme P(E) » P associéa p.

Pour chaque ouvert U de B, considérons |'ensemble 9’;,, p(U) des sections
holomorphes de E génératrices pour I par p(cf. chap. IIl § 1 déf. 5)-i.e. génératrices
pour 8716 " - au dessus de U.

Si V est un ouvert de B inclus dans U, on a:
* *
S0, (U)-Sp (V)

par 1'opération ((5: restriction des sections de E. On définit ainsi un faisceau : gp o
2

* 1 Py 2
Nous noterons QP P I'espace étalé de germes correspondant.
?

PROPOSITION 1. 9; p €st un faisceau C*-principal (cf. chap. I § 2).
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En effet,

1 Q’;, post surjectif :

Vx €eB, 3U(x)- voisinage ouvert de x dans B - oll soit définie une section
holomorphe de E génératrice pour [ par p ( cf chap. II § 2 prop. 1).

&
2) VU - ouvert de B - avec QP 0 (U) ¥ &, Q}‘{,p (U) est espace homogéne
de C¥,(U):
C'est une conséquence immédiate del'étude faite au chapxtre M§2m 2.

Au faisceau gI‘ ,p» OD peut associer, de fagon canonique, un espace fibréanaly-
tique complexe C*- principal ( cf chap. 1 §2ne 3).

DEFINITION 1. L'espace fibré en C*: F(!f;‘ ,p) ( cf chap. 1 §2 prop. 8) sera noté
F*(I", p) et appelé espace fibré en C* réciproque de I par p. L'espace fibré en droites
complété de F¥(I", p) ( cf chap. 1) seranoté F(I", p) et appelé espace fibréen droites
réciproque de [ par p.

Rappelons, dans ce cas particulier, les définitions et propriétés générales données
au chapitre I :

/\/
F*I"; p) est l'er I'ensemble quotient de 511 par la relation d'équivalence suivante :
'\_/

Soient s e(g’;‘p)x,s e(gI, x.xeB;x € B.
svs' 2 x=x'; h-G(C";)x avec: h(x)=1;5"=bs
Il existe un unique isomorphisme ¥ de faisceaux principaux sur C% tel que soit

commutatif le diagramme :

/\./ \Ij
sp\p‘ S (FXT, p))
F*(I", p)

ol Sw( F*(T", p) désigne le faiscean des sections holomorphes de F*(I", p).

DEFINITION 2. Soit B l'application but des germes de 9’; dans E. Nous noterons
A , P

B(T', p)-ou B en abrégé quand aucune confusion ne sera a craindre - l'unique application

de FX(I", p) dans E telle que soit commutatif le diagramme :

/g,p\
B(I‘ F(F p)

L'application S(I", p), prolongée a F(I', p), qui envoie la section nulle de
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F(I",p) surla section nulle de E sera encote notée S(I", p) - ouf-.

PROPOSITION 2. L'application B de F(I', p) dans E est une application analytique,
linéaire sur chaque fibre. En un point x de B régulier pour I", B est injective et envoie
la fibre de F(I', p) sur la droite [ (x). En un point x de B singulier pour I",la restric-
tion de B a la fibre (F(T, p)), estnulle. B met en correspondance biunivoque les sec-
tions analytiques sans zéro de F(I', p) (i.e. les sections analytiques de F*(I", p ))
( resp. les sections analytiques quelconques de F(I", 0)) et les sections de E généra-

trices pour ( resp. incluses dans ) I par p).

L'analycité et la linéarité de 3 résultent de ce que ¥ est un isomorphisme de
. . i
faisceaux C* - principaux.
L e comportement aux points réguliers et singuliers résultent de la proposition 4

chapitre II $2.

REMARQUE . Le diviseur d'une section incluse ( cf chap. II §2 déf. 2.) n'est autre que
le diviseur de la section correspondante de 1'espace fibré en droites réciproque.
PROPOSITION 3.Soit " une section méromorphe de P.

F(, p(T")) est un espace fibré en droites trivial,

En effet, [ admet une section s(I") génératrice par o(I") (cf chap. I §2 théo

-téme 1) : 2 s(I") correspond une section sans zéros de F(I",p([")) définie sur tout B.
2. DEUX FORMULES.

PROPOSITION 4 : la premiére formule.

Soient (E,, p,), (E,, p,) deux couples associés a P; I une section méromor-
-phe de P; F(I", p,) (resp. F(T", p,)) I'espace [ibré en droites réciproque de I" par p,
(resp. p,) (cfdef 1).

On a:
H((E ;, p)i (E,, p,)) X L(F(T, p): F(T, p,)).

ot L(F(I", P F(TI", P, )) désigne I'espace fibré en droites analytique complexe des ho-
momorphismes de fibre dans fibre de F( [, p,) dans F( I £, se projetant sur B suivant I'identité

et ol H est 'espace fibré en droites correspondant & H*((E , p,);(E,, p,)) défini
au chap. III, §$1, définition 4.

DEMONSTRATION .

Notons L¥( F(I", Py); F(Tl, P, )) l'espace fibré C*-principal dont L(F(I", py);
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F(I, Py )) est le complété; 53*( F(T, pl); F(I, Py ))- faisceau des sections analytiques
complexes de L*(i.e. des sections analytiques complexes sans zéros de L)- est un fais-
ceau C*-principal.

H*(E 1P (E ,,p,))- faisceau des sections analytiques complexes
de H¥((E,, p,):(E ,, p,))- est un faisceau C¥- principal.t

Pour démontrer 1'isomorphisme de ces deux faisceaux-£* et H*- nous allons uti-

-liser la proposition 1 chap.I §2, i. e. définir une application de faisceaux d'ensembles :
i SN v

dont nous démontrerons qu'elle est compatible avec 1'opération de C*. C'est l'objet du

LEMME . Soit W e}*(U).

a) Il existe un unique élément 1, =, (¥ ;) € ®*(U) tel que soit commutatif le diagram-

-me .

F(T,p)y Ly F(T,p,

—_— >

Jy

b) Soit g, € CE(U); 'on a :

Fylgy-Yyl=sgy Hu¥y)

DEMONSTRATION DU LEMME .

Les faisceaux et espaces fibrés considérés ici sont restreints & U. Pour abréger,
nous omettrons d'écrire U en indice.

a) L'image par ¥ ;; d'une section génératrice est génératrice. Donc, ¥ ;; se rele-
-ve en un isomorphisme de faisceaux :

gI‘.pl———-) gI‘,pz

compatible avec 1'opération de C"; A cet isomorphisme correspond un unique isomorphis-
-me, A\, d'espaces étalés :
~

~~

}\.:glw.pi_*__) gP,pz

L'isomorphisme Kpasse au quouenﬁ\gat la relation (~) d'équivalence définissantF([, P

(resp. F(L, P,)) sur gp P, ( resp. 311 P, ) et fournit I'isomorphisme cherché,!, de F(T, Py)
sur F(I", p, ).
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FThp) — 5 F(T,p,)

B
Lo, L

b) Soit g € C¥(U). g ¥ se reléve suivant ' :
oT — 5§
2 /01 . I‘Ip 2

Au dessus de chaque x € U, on a:

’

A = &N,

ol gx est le germe en x de l'application g :
U _ 3 C*
Par passage au quotient, on a b).
PROPOSITION 5 : La deuxiéme formule .
Soient 1_'1 ( resp. 1_'2,) une section méromorphe de P ; (E(l_'l), s(l_'l), ,0(["1))

( resp. (E(F2 ), s(I_'z), p(rz)) le triple associé canoniquement a rl(resp.l—‘ )
(cf chap. 111 § 2 théorémel); (E, P ) un couple associé a P.

on a:
H((E(T'), p(T")); (E(T',), p(I')))) xL(F(I",, p), E(I", p)).
Pour chaque couple (E,p), (E(I")), p(I",)), (E(I',), p(I",) ), on a deux
espaces fibrés réciproques, 1' un réciproque de rl, I' autre réciproque de I_'2 :

F(I',, p) 7F2,p) F(L,p')) F(T,, o)) F(T'y, p(T,)) F(T',, p(T",))

N

(E,p) (E(T" ), p(T"})) (E(T',),p(I",))
Nous allons utiliser la formule générale suivante :
L(A,B)XL(A,C)®L(C,B)

od C sera le fibré en droite trivial qui apparait en deux endroits sur notre graphique:

F(I—'l,p(r'l)) et F(I—'z,p(rz)).Ona: .
L(F(T,, p) KT, p))xLF(T,, p)ET,, oI, )®LFEI, p(I" ) E(Ty,p))
- Appliquons la premiére formule (prop. 4) :
L(F(T,,p);F(T,,p(T,))xH(E,p);E(T,), p(T",))
L(F(T ,p(T);F(T,p))xH((E(T ), p(T" 1)) (E,P)
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Or, (cf. chap. III § 1 prop. 8) on a:

H((E,p),(E(T,), p(T,0)) ®H((E(T ), p(T));(E, p)) x H((E(T )p(T1));
(E(T,), p(T,))).

D'otl la formule annoncée.

2. Classification des sections méromorphes d'un espace fibré projectif P.

Dans ce paragraphe, nous utiliserons de fagon essentielle un théoréme de Cartan-
Serre et un théoréme de Remmert; pour satisfaire aux hypothéses de ces deux théorémes,

nous devons supposer la base B de P compacte.

1. REPARTITION EN CLASSES.

Soit I une section méromorphe de P; (E(I"), s(I"), o(T")) le triple canoni-
quement associé a (P, ") ( cf chap. III§2n- 5).

DEFINITION 1. Nous appellerons classe de " la classe, dans C(P),du couple
(E(T"), p(T")) (cf chap. Il §1 déf. 2 ).

Nous noterons i : M( P ) » C( P) I'application de I'ensemble M( P ) de toutes
les sections méromorphes de P dans 1'ensemble @( P ) de toutes les classes de cou-

ples associés 2 P qui, 2 la section [" € M( P ), associe la classe du couple (E (1), o).

L'image réciproque par i d'un élément de C (P ) est un ensemble de sections
méromorphes de P- ensemble qui peut &tre vide. Soit[" € M( P ) ; par abus ce langage,

i3 {i(T")}) sera aussi appelé classe de I.

PROPOSITION 1. Soient " une section méromorphe de P ; (E, p) un couple associé
a P.

E posséde une section globale, s, génératrice pour I par p (cf. chap. 1n$2 n°2)
si et seulement si (E, p) estde classe i(I").

En effet, E posséde une section s génératrice pour [ par 0 si et seulement si
(E,s, p) est un triple associé a (P,I"). Or, tout triple associé a (P,I") est
isomorphe a (E(I"), s(T"), p(T")) ( cf chap. IL§2 théoréme 1). D'ou la proposition :
PROPOSITION 2. Soient | une section méromorphe de P dont la base B est supposée
compacte ; (E, p) un couple associé a P.

Si E posséde une section globale, s, génératrice pour I par P, toute section
o de E, non identiquement nulle, incluse dans 1" par p, est génératrice pour I par
p et s'écrit s oa Ne C*.

En effet, on a, sur tout B :
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ot b est une fonction holomorphe sur B. B étant compact, b est une constante A ecC*

et O est génératrice.

PROPOSITION 3. Soit (E, p) un couple associé a P.

Deux sections méromorphes, Fl et Fz , de P sont de méme classe si et seule-
ment si les espaces fibrés en droites réciproques par p de l_'l et 1—12 (cf. §1) sont iso-
morphes.

En effet, I_‘l et rz sont de méme classe si et seulement si (E(l—'l),p(l—‘l))
et (E(I',),o(I",)) sont isomorphes i.e. si H((E(T' ), (T ) CE(T ), p(15)))
est trivial. La proposition résulte alors immédiatemment de la deuxiéme formule (cf. §1

prop. 5).

2. L'ESPACE PROJECTIF AMBIANT D'UNE CLASSE DE SECTIONS MEROMORPHES
DE P.

Nous supposons la base B de P compacte.

Considérons I'ensemble i"1( %) des sections méromorphes de P de m&me classe
EeC(P). A k nous allons associer canoniquement un espace projectif complexe P (k):

au n° 3 (cf. déf. 1) nous construirons une application :
Y: P(k)>M(P);

Y met en correspondance biunivoque canonique un ouvert de Zariski (cf. théoréme 1
ci-dessous) de P(k) et i (k). P(k) sera appelé I'espace projectif ambiant de i (k).
La définition de I'espace projectif complexe P (k) utilise les propositions 4

et S5 suivantes :

PROPOSITION 4. Soit G un groupoide simple et transitif d'isomorphismes entre espaces

projectifs complexes.
A G est associé canoniquement un espace projectif complexe P(G). L'ensemble

P(G) est le quotient de la classe réunion des objets de G par la relation d'équivalence
suivante : deux éléments appartenant chacun a un objet sont équivalents s'ils se corres-
pondent par un morphisme de G; la structure d'espace projectif complexe de P(G) est
définie par ca condition suivante : I'application d'un objet quelconque de G sur P(G)
qui a un élément de cet objet associe sa classe dans P( G) est un isomorphisme d'espa-

ces projectifs complexes.

PROPOSITION 5. Soient (E,p)(E', p') deux couples isomorphes associés a P.
H(B)- ensemble de tous les isomorphismes de couples (E,p)-(E', p")(ct.
chap. 111 §1 déf. 2) - est un espace homogéne de C*,

En effet, d'apres la proposition 4 (chap. III $1, K(B) estun espace homogéne
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de C%(B). B étant compact, les fonctions analytiques sur B sont constantes et C*(B)

s'identifie a C*.

DEFINITION 2. Le groupoide G(k).

Soit (E, p) un couple associé a P; nous noterons S(E) l'espace vectoriel
des sections bolomorphes de E. La base B de P étant compacte, S(E ) est de dimen-
sion finie (cf. [ 6 ]1). Nous noterons P(S(E)) I'espace projectif associé a S(E) et
7 la projection de S(E) sur P(S(E)).

Soient (E, p),(E’', p') deux couples isomorphes associés 2 P. Tout isomor-
phisme de couples :

¥:(E,p)s(E,p)
définit un isomorphisme d'espaces vectoriels :
S(¥):S(E) »S(E')

L'ensemble }((B) de tous les isomorphismes de couples de (E, p) sur (E’, p")

étant un espace homogéne de C*(cf. prop. 5), I'ensemble :

{s(¥)| ¥ el(B)}

est un espace homogéne de C*. Par passage au quotient, { S(¥) | ¥ e H(B)} définit

un isomorphisme unique :
P((E,p);(E"p')):P(S(E))>P(S(E'))

Soit k €C(P) une classe de couples associées & P. G(k) estle groupoide

simple et transitif dont la classe des objets est :
t P(S(E)) | (E,p) €k}
et dont les morphismes sont les isomorphismes :
{ PO(E, 0);(E', p")) | (E,p)e€k; (E,p')ek}

On vérifie immédiatement que 1'on définit bien ainsi un groupoide simple et tran-
sitif.
DEFINITION 3. L'espace projectif complexe P (k).

C'est I'espace projectif complexe canoniquement associé @ G(k) selon la propo -

sition 4 ; I'ensemble P (k) est le quotientde la classe { P(S(E))| (E, p) € k } par

la relation d'équivalence :
Soient u € P(S(E)); u' € P(S(E'));(E, p) € k;(E', p') € k.
unu' 2 u' = P((E,p):(E', p'))u '

Nous noterons :
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q:UP(S(E))->P(k)

~

I'application qui @ v€P(S(E)) associe sa classe d'équivalence dans P (k).

REMARQUE. Si pour (E, p) €k, S(E) est de dimension zéro, l'unique objet du grou-
poide- G(k) est l'ensemble vide considéré comme espace projectif de dimension (-1)

eton a:
P(k) =¢

Dans ce cas, tous les problémes étudiés sur P( k) dans la suite sont triviaux.

DEFINITION 4. Le cycle des zéros.
Soient k€C(P); (E, p) un couple de classe k. Posons :

Z(S(E)) ={(b,s)| beB;seS(E);s*0;s(b)=0}CBXS(E);

Z(P(S(E)))=(IXT(Z(S(E)))CBXP(S(E));

Z(k) =(IXg(Z(P(S(E))))CBXP(k);
og I désigne I'application identique de B dans B et od 7 (resp. q) a la signification
donnée a la définition 2 (resp. définition 3).

On vérifie immédiatement que Z(k) ne dépend pas du choix du couple (E, 0)
dans la classe k.

Un point w€P (k) est une classe d;équivalence de sections holomorphes, non
identiquement nulles, d'e spaces fibrés vectoriels de base B. Toutes ces sections ont

pour ensemble des zéros la projection sur B de l'intersection :
Z(k)n(B x{w})

Cette projection (qui est un sous-ensemble analytique fermé de B) est appelée le cycle

des zéros de w et Z(k) est appelé le cycle des zéros de la classe k.

PROPOSITION 6. Z(k) est un sous-ensemble analytique fermé du produit B X P(k).

Pour démontrer cette proposition, il suffit de démontrer que Z(P(S(E))) estun
sous-ensemble analytique fermé du produit B X P(S(E) ) i.e. est défini, au voisinage-
de chaque point Z €B X P(S(E ) ) par un nombre fini d'équations :

bhi(z)=0

ou les b, sont des fonctions & valeurs dans C, holomorphes sur un voisinage W de z
dans B X P(S(E)). .

Soit Ze€B X P(S(E)) :E=(b,d) avec:

beB; deP(S(E)) ;

soit SE€S(E ) avec mS=d; ona:
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¥ o.

Prenons pour voisinage W de Z le produit U x V odt U est un voisinage de b,

«wl

dans B, tel que E; soit trivial ,et ot V est le voisinage de d dans P(S(E)) ainsi

défini : soit s_, s,,..., S, une base de S(E) - espace vectoriel de dimension finie-;

= _ =0 =i =m
S =X S 4. 4% S;tb. 4+ X0 S
5 étant différent de zéro, l'une de ses coordonnées, X° par exemple, est non nulle ; on

pose :

Hy=1(xxhxm es(B)| 0= 0k V= [ H,.

V C P(S(E)) peut &tre rapporté au systéme de coordonnées homogénes :

1 xl m x"
Y =i Y ==
X x

E ) étant trivial ,on peut faire choix d'une carte :
¢:Ey-~ U xcC®

et tout élément u de (E;), (b €B) admet, par ¢, n coordonnées dans b X C” que nous
noterons : A

oMu).ot, P (u).
A 1'aide des coordonnées que nous venons de définir, nous allons exprimer que
z€U X V appartient & Z(P(S(E))).
z=(b,d);belU;deV;
d=(y'...,y™);

soit semi(d) :

La condition cherchée s'écrit :

s(b) =
s(b)+yls (b)+...+y™s _(b)=0

I
(=)
-
[¢]

Cette relation équivaut au systéme de n équations :

s (b)) +y s (b)) +... +y™ 9 (s, (b))=0
(i=1,...,n).

D'ou la proposition .
3. STRUCTURE D'UNE CLASSE.

DEFINITION 5. Soient (E, p) un couple associé a P; k sa classe : k€C(P). On

définit comme suit les applications Yo et Y
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Yo st l'application :
P(S(E))-M(P)
qui @ d€P(S(E)) associe l'unique section méromorphe de P définie par une section
semi(d).
v est l'unique application :
P(k)->M(P)

rendant commutatif le diagramme :

P(S(E))~»P(k)

Y

0 Y

M(P)

JUSTIFICATION.
a) Yo est bien définie : soit s €S(E); s définit une section ["eM(P) unique

oir elle est incluse par p(cf. chap. II § 1 prop. 2). De plus, si l'on a :
slt‘_S(E);s2 €S(E) avec 7T(sl)=-7T(52),
il existe A€ C* unique tel que:
s, = >\s2 (cf. prop. 2)
par suite, s, et s, définissent la méme section méromorphe de P.

5) ¥ ne dépend pas du choix du couple (E, p) dans la classe k. En effet, soit
(El,pl) un couple de classe k : la restriction de ¢ a4 P(S(E)) (resp. P(S(El)))
est un isomorphisme sur P (k) (cf. prop. 4 et déf. 3) et le diagramme suivant est commu-

tatif :

P(S(E)) P((E,p);(E,,p,) P(S(E)))
AR
PROPOSITION 7. Soient (E, p) un couple associé a P ; k sa classe ; I ei (k).

1l existe d ( resp. dp ) unique tel que :

1]
—

d € P(k) , y(d)
(resp. dPGP(S(E)) l"yp(dp)—

I
]

On notera :

d =n(I') ; 4, (1)
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DEMONSTRATION .
a) Existence . D'aprés la proposition 1, il existe s € S(E) avec:
Yo (T (s)) =
eton a( cf déf. 4) :
vy (q(m(s)))=T
b) Unicité. Soient &, € Y, }(["); d, e,M(T) ;s em¥d,) s, enlid,).

Les sections s, et s, de E sont génératrices pour [ par o et sont proportionnelles

2
( cf prop. 2). D'ou :

PROPOSITION 8. Soit (E, p) un couple associé.a P ; k sa classe .

Le diagramme suivant est commutatif :

k) — T L M(P)

\\p (k)/

m Y
q P

(S(E))
o j désigne I'application inclusion de i~ (k) dans M (P).
Cette proposition est une conséquence immédiate de la définition 4 et de la propo-

sition 7.

PROPOSITION 9. Soient (E,; p) un couple associé a P ; k sa classe ; d € P( k)(resp.
d,€P(S(E)); q(d,)=d); ona: ’

y(d) € i"Y(k)

si et seulement si le cycle des zéros de d (cf def. 4) est de codimension analytique supé-

-rieure ou égale a 2.

En effet, soit s € S(E). yp(w(s)) est de classe k si et seulement si (cfprop. 1)
s est génératrice pour 7p(7r(s)) par p, i.e. (cf chap.II $2 prop. 5 corollaire) si le cycle

des zéros de d est de codimension analytique supérieure ou égale a 2.

THEOREME 1. Soit k € C(P). Notons m la dimensionde B. L'on a ( cf chap. I $1 prop.
6)

pE R zcr))=miicr))
et M(i"Y(k))qui correspond biunivoguement par 1 & I'ensemble des sections méromorphes

de P de classe k- est un ouvert de Zariski de P (k) i.e. le complémentaire d'une sous -

variété algébrique compacte de P (k).
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En effet, soit d € P(k). D'aprés la proposition 7, les conditions (1) et (2) sui-
-vantes sont équivalentes :

(1) dén(iv'(k))

(2) y(d) kil (k)

D'aprés la proposition 9 la condition ( 2) est équivalente & la condition ( 3) ci-dessous :
dim pB(Bxd N Z(k))>m-1

(ou pB désigne la projection sur B), condition qui,d'aprés la définition de p fn(_f Xz (k)),

équivaut a
P(k
depP(Mz(r))

Nous avons ainsi démontré :

pﬁfﬁ)(z(k)hcmi'l(k))

D'aprés la proposition 6 du chapitre I §1,p Zfﬁ)(Z(k)) est un sous- ensemble algé-

-brique de P( k). Son complémentaire dans P(k), 1( i~ 1(k)), est donc un ouvert de Za-
-riski de P(k).

4. STRUCTURE ORDONNEE DE L'ENSEMBLE DES CLASSES.

Pour caractériser les éléments de y(P(k)), on utilise la structure ordonnée de
Cp) qui dérive de celle du groupe HY(B. C¥) : en effet, C(P) s'il est non vide, est
un espace homogéne de Hl( B, CZ) ( cf chap. III §1 théoréme 1).

Rappelons ( cf chap. I S1n0 2) qu'est positive (resp. nulle) la classe des espa-
-ces fibrés en droite qui admettent des sections holomorphes globales ( resp. des espaces

fibrés en droite triviaux).

DEFINITION 6. Soient k, k' deux éléments de C(P). Nous noterons :

k-k' I'unique élément de H(B, C%) dont le produit par k' soit égal a k (cf chap III
§1 théorémel);

k—k' ( resp. kmk')
ou encore

E-k'>0(resp. k-k'»=0)

si la classe (k-k’) d'espaces [ibrés en droite est positive ( resp. positive ou nulle).

Un espace fibté en droite de base B, muni de sa projection sur B, est un couple
associé & B- espace projectif de dimension zéro, de base B. Ainsi, (k-k') peut étre
considérée comme une classe de couples associés & B, a cette classe (k-k' )correspond

canoniquement, selon le numéro 2 de ce paragraphe, 1' espace projectif complexe P (k- k".).
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DEFINITION 7. L'application produit : P(k')x P(k-%k") > P(k).
Soit (E, p) (resp. (E', p') un couple de classe k. (resp. k') ;nous noterons H
I'espace fibré en droite :
H=H((E',c'); (E, p)).

D'aprés la proposition 4 du §1 chap. III, E est canomijuement isomorphe & E'®@H
et H est de classe k-%'.

Soient : 0 € S(E') ; ¥ € S(H)
Nous noterons :
X X 0'€ S(E)
I'image canonique dans S(E) de la section holomorphe ¥ ® o' de E' ® H.

Le produit X est une application bilinéaire de S(H) x S(E’') dans S(E);de
plus, on a:

X xo =0
si et seulement si l'un au moins des facteurs (y,0”) estla section nulle .
Par passage au quotient, est donc définie une application algébrique réguliére :
P(S(H)) x P(S(E')) > P(S(E)).

Ces trois espaces projectifs sont canoniquement isomorphes par g ( cf déf 3)

respectivement & P(k-k'), P(k'), P(k).Nous avons donc défini une application algé-
brique réguliére - le produit - notée ¥ :

P(k-k') x P(k') > P(k).

On peut montrer, en procédant comme au numéro 2, que cette définition est indé-
pendante du choix particulier de (E, p), (E' p').

PROPOSITION 10. Soit (E, p) un couple de classe k ; I une section méromorphe de
P de classe k'.

L'espace fibré en droite F ("', p) est de classe k-k'.

En effet, d'aprés la proposition 4 du $ 1, on a l'isomorphisme :
LOF(T", p(T')); F(T'', p)) x H((E(T"), p(T"")); (E, p))

Or, F(I'", p(I"")) est trivial (cf. $1 prop. 3); donc :

F(I", o)X H((E(T"), p(T")): (E, p))
et F(I"", p) est de classe (k- k').
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PROPOSITION 11. Soit k € C(P)
On a l'égalité :

YP(k) = | iYk').
k= k
En effet, soit (E, ©) un couple de classe £,; [ eM(P ). " appartient &
’yp(P(S(E))) si et seulement si il existe des sections holomorphes globales de E
incluses dans "' par p i.e. si F(I'" p) est de classe = 0. Or, d'apreés la propo-
sition précédente, ceci équivaut 3:
E-i(I"") =0

D'on la proposition .
DEFINITION 8. Nous noterons V(k,k') la sous-variété algébrique compacte de P (k)
image par I'application réguliére ¥ du produit P(k-k') X P(k').
PROPOSITION 12. Soient I'* e M(P); i(I"") = k'; d" = (") e P(k"); k=mk".
L'image réciproque y~1(I"") de I"" dans P(k) est un sous-espace projectif
P(k), image par ¥ de :
P(k-k') xX d'

v YT'') a méme dimension que P(k-k'): nous I'appellerons le sous-espace de [

dans P(k).
En effet, soit (E, p) ( resp. (3', ©')) un couple de classe k (resp.k'). Nous

reprenons les notations de la définition 8 ci-dessus. Soit o' une section de E' généra-
trice pour ['' par p' : o' est définie 4 une constante multiplicative non nulle prés.

L'espace vectoriel des sections de E incluses dans ['' par p est isomorphe 2 S(H)

( cf déf, 7 et prop. 10 ) par 1'application

x » xxo’
m m
S(H) S(E)

’)’;1( ["') n'est autre que I'image par 7 dans P(S(E)) du sous-espace vectoriel :
{fxxo’| X eS(H)} CS(E)
La proposition en résulte immédiatemment, si l'on remarque que d'= g(o").
PROPOSITION 13. Soient 1" eM(P); i(I')=%k"; keC(P); k' €C(P), avec :

k"—=k'—<k; P (resp. P') le sous-espace de I'" dans P (k) (resp. P(k')). L'image par

¥ de la sous-variété :

P(k-k')Xx P’
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du produit :

P(k-k") X P(k")

est incluse dans P.

PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION.

Soit (E, p) (resp.(E’', p*), resp.(E", p")) un couple associé a P de classe %
(resp. k', resp. k") . Notons :

H =H((E',p");(E,p))
H' = H((E", p"),’(E', pr)).

Soit s” une section de E” génératrice pour [ " par p". L'espace vectoriel des

sections de E' incluses dans I™ par p' est:

{(x' xs")| x' €S(H")}

dont 1'espace projectif associé est canoniquement isomorphe & P'.

L'espace vectoriel :

Ix x(x"'"xs")|x €S(H) ;x"' €S(H")}
dont 1'espace projectif associé estcanoniquement isomorphe a1'imagepar ¥ de P(k-k")X P,

est un sous-espace vectoriel dont]'espace projectif associé est canoniquement isomorphe
a P.

REMARQUE. En général, on n'a pas :
Y(P(k-k')XP)=P
Ceci résulte en particulier de considérations de dimension :

dim. P = dim. P(k -k")
dim. P' = dim. P(k'-k")
dim. W(P(k-k')X P') < dim. P(k-k') + dim. P(k'-k")

Or, on peut voir sur des exemples simples (dans le cas ol la base est un espace projec-
tif) 1'inégalité stricte:

dim. P(k-k')+ dim. P(k'-kR" )< dim. P(k-kR")
PROPOSITION 14. Soit k € C(P). Ona:

Coeivicrn)= U vir
k —~k

Cette proposition est un corollaire immédiat des propositions 10 et 12.
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PROPOSITION 15. Soient k e C(P); k' € C(P) avec : k' k. On a :
Yk k)= YU ir)
=
YHINR)) = ViR k). U ik, RNV RE)
ke k!
On notera (cf. remarque ci-dessus) que 1'inégalité k"= k' n'implique pas
V(k, k") V(k, k).

La proposition 15 est un corollaire de la proposition 13.

5. LE CAS DES p-CHAMPS.

Dans ce numéro, nous reprenons les notations et définitions du chapitre 1 § 3.

Un p - champ de I'espace fibré vectoriel E est une section méromorphe de I' espace
fibré en grassmannienne GP(E) qui s'identifie au sous-espace G'p(P(E)) de 1' espace
fibré projectif PA'P(E). Plus généralement, on peut se proposer d'étudier et de classer
les sections méromorphes de G;)(P) oi P est un espace fibré projectif analytique
complexe.

Une section méromorphe I“p de Glp( P) n'est autre qu'une section méromorphe de
I'espace fibré projectif PA' P satisfaisant a la condition supplémentaire de prendre ses
valeurs dans G'p(P). Toutes les considérations développées dans ce chapitre et le
précédent sur les sections méromorphes d'un espace fibré projectif s'appliquent donc en

particulier aux sections méromorphes de G'p( P); on peut définir le triple :
(E(T,); s(T,); p(I,)
ol (E(rp),p(rp)) est un couple associé a l'espace fibré projectif PA' P, et S(FP)
une section génératrice pour Fp par ,O(I_'p) dans E(rp).
Si (Ep"op) est un couple associé a l'espace fibré projectif PA'P, on peut
définir 1'espace fibré en droite réciproque de I_'p par p,,. Enfin, on appelle classe

i,(I")) de I, dans C(PA'P) la classe du couple (E(Fp),p(Fp)). Ona:

PROPOSITION 16. Notons M(G;,( P)) I'ensemble des sections méromorphes de G;’(P):
M(G,(P))CM(PA'P);

notons i, la restriction a M(G;)(P) de I'application i de M(PA'P) dans C(A'PP);

soit k €C(PA'P):P(k), v:P(k)>M(PA'P), et m:i" (k)>P(k) sont définis

comme au n°3 de ce chapitre.

1) Y MG (PNNY(P(R))={m|m eP(k); Y(m) eM(G,(P)} est un

sous-ensemble algébrique fermé de P (k) que nous noterons Gp(k).

2) L'ensemble i;l(k) des champs de classe k de M(G;’(P)) s'identifie a un
ouvert de Zariski de Gp(k) ainsi défini :
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iy (k) = G,(k) N m(il(k).
DEMONSTRATION .

2) résulte immédiatement de 1) et du fait, démontré au théoréme 1, que 7M(i Le))
est un oubert de Zariski de P(k).

Pour démontrer 1), remarquons qu'une section d'un espace fibré vectoriel EP mu-
ni d'une projection admissible 1P, Sur PA’" P est incluse par Py dans une section de
M (G;’( P )) si et seulement si sa valeur en tout point a pour image par P, un point de
G;( P). Les sections de § (Ep) génératrices pour une section de M(G'p( P)) for-
ment donc un sous-ensemble défini par un systéme (infini) de relations algébri ques :
ce sous-ensemble est donc algébrique ainsi que son image par g (cfn° 2) dans P (k)-

ol k est la classe de (E,. P, ) - image qui n'est autre que Gp(k).

REMARQUE . La théorie de GrothendiecK des classes de Chern ( cf(10),(11)) permet
d'étendre la définition de ces classes aux faisceaux algébriques cohérents sur une base
quasi projective. Il résulte d'un travail de Serre (cf(12)) que les faisceaux analytiques
cohérents de base une sous-variété algébrique compacte B de l'espace projectif complexe
s'identifient aux faisceaux algébriques cohérents sur cette base B :on peut donc définir
les classes de Chern de tels faisceaux analytiques cohérents .

Soit I un p. champ méromorphe d'un espace fibré vectoriel E de base B, sous
variété algébrique compacte d'un espace projectif complexe : nous reprenons les nota-
tions du chapitre II ; 77 désigne la projection de PA E sur 1'espace fibré projectif associé
P(PAE).

Le faisceau:
§(PAT)
s'identifie au faisceau :

S(F(PAT,m))

des sections holomorphes de l'espace fibré en droite réciproque de PAl" par 7. La
classe de Chern ( de degré 2) de ce faisceau détermine la classe du fibré et, par 13, la

classe du champ : on peut conjecturer que les classes de Chern, de degré 2 a 2p, du

faisceau cohérent :

$()
se calculent A partir de celle de § ( PA I" ) par une formule polynomiale dont les coef-
ficients comporteraient les classes de Chern de 1'espace fibré vectoriel E. S'il n'en

est pas ainsi, il existe une classification des p.champs plus fine que celle donnée ici,

et faisant intervenir les classes de Chern du faisceau §(I").
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3. Singularités des sections méromorphes d'un espace fibré projectif P.

Dans ce paragraphe, comme dans le précédent, la base B de P sera supposée

compacte.

1. CYCLE DES ZEROS ET CYCLE DES SINGULARITES.

PROPOSITION 1. Soit " € i™(k) une section méromorphe de P de classe k.

L'ensemble des points singuliers de " n'est autre que :

pB(Z(k)nB x{n(T)}) (cf. $2 déf. 4) -
Plus généralement, soit I'' de classe k' =< k et w € P(k) tel que :
Y(w)=T"
L'ensemble des singularités de "' est inclus dans :
pB(Z(k)nBx{w})

Cette proposition résulte immédiatement des deux points suivants (cf. chap.Il
§ 2 prop. 4) :

L'ensemble des points singuliers d'un 1- champ sur un ouvert U de B coincide
avec l'ensemble des zéros d'une section génératrice pour ce champ sur U; l'ensemble
des zéros d'une section incluse dans le champ contient l'ensemble des singularités.

Dans le cas ol la base B est une variété algébrique projective compacte, un -
théoréme de Grothendieck (cf. [ 10 ] p. 153) permet de préciser le cycle des singularités

de I sous une hypothése complémentaire :

PROPOSITION 2. Soit | une section méromorphe de P -espace fibré analytique com-
plexe projectif de fibre P(C"), de base B algébrique projective compacte. Supposons
de plus que s(T") soit une section de E(1") transverse & la section nulle (cf. chap.ll
§4def 1).

La classe, pour l'équivalence rationnelle, de I'ensemble algébrique des singu-

larités de I est la classe de Chern :
C,(E(I")
Cette classe ne dépend que de celle, k, de [".
COROLLAIRE. Soit " une section méromorphe de P sans singularités - i.e: holomorphe-

B étant une variété algébrique projective compacte et P de fibre P(C").

On a:

C,(E(I'))=0.
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En effet, s(I') est sans zéros, donc transverse 4 la section nulle,

DEFINITION 1. Soit [ une section méromorphe de P.

Un point b de la base B, singulier pour I", sera dit simple (resp. de codimen-
sion ordinaire) si b est singulier simple (resp. de codimension ordinaire) au sens de la
définition 2, chap. 11 § 4, pour le 1-champ 61" )o" de E(I") -0a 6(T") est I'iso- -
morphisme de P(E(1")) sur P associé a p(I"). N

L'indice d'une singularité b de codimension ordinaire pour [ sera l'indice de

b pour 6°X(T) o -i.e. l'indice en b de 'application :
U-C”,

qui définit s(I") sur un voisinage ouvert U de b tel que E, s'identifie & U x C".

PROPOSITION 3. Soit P un espace fibré projectif de fibre P(C") (n > 2), de base B-

variété analytique complexe compacte de dimension q = n + p. Soit k € (P).
Q(k)-image par 7 de l'ensemble des sections méromorphes de P de classe

k dont le cycle des singularités est de codimension ordinaire est un ouvert de Zarishi

de P(k).

Donc, ou bien Q(k) est vide, ou bien, s'il posséde un élément, il est partout

dense.

DEMONSTRATION.

Si p<0, Q(k) estl'image par 7) de 1'ensemble des sections de classe & sans
singularités.

Sip2>20, Q(k) est i'image par 7) de l'ensemble des sections de classe k& dont
le cycle des singularités est de codimension n; c'est & dire que sont A éliminer les sec-
tions dont ' ensemble des singularités est, en certains points, de codimension inférieure
ou égale a n-1.

D'od les égalités :
Q(k)=Cpf”” (Z(k)) si p<0;
Q(k)=c pE ANz (k) sip 2o
Rappelons que l'on a :

n(iTk)) = CPP”” (Z(k)).

n+p -1

La proposition résulte immédiatement des égalités écrites et de la proposition 6,

chap. I, § 1 (2 laquelle on peut se reporter pour les notations).
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PROPOSITION 4. Soit P de fibre P(C"), de base B - variété analytique complexe

compacte. Soit k € C(P). Notons R(k) l'image par 7 dans P(k) de ['ensemble des

sections méromorphes de P de classe k n'admettant que des singularités simples.
R(k) est un ouvert de Zariski de P(k). '

Donc, comme Q(k), R(k) est ou vide, ou partout dense dans P (k).

DEMONSTRATION. Soit (E, 0) un couple associé & P de classe % ; S(E)I'espace
vectoriel des sections holomorphes globales de E.

Le produit :
S(E)XE

est muni d'une structure fibrée de fibre C”, de base S(E) X B.

Le produit :
(S(E)-{0})XB=S*E)xXB

est muni canoniquement d'une projection - notée 77 - sur P(S(E)) X B.

L e produit :
P(S(E))X B

est en correspondance biunivoque par g (cf. § 2 déf. 3) avec P(k) X B.

S(E) X E admet une section holomorphe globale remarquable, 5, ainsi définie :

Vs eS(E), beB, 3(s,b)=(s,s(b)) €S(E)XE.

Notons Z l'ensemble des zéros de 5 au dessus de S¥(E)X B. Z(k) n'est

autre que :
Z(k)=qom(Z)

Notons Zg le sous-ensemble de Z formé des points de S*(E) X B ou § Vest

nulle et non transverse 2 la section nulle de S(E) X E. On a:

R(k):Cpf:(“(qoﬂ(Zs))

(car une section de P|a toutes ses singularités simples si et seulement si elle n'a pas
d'autres singularités! ),

La proposition résulte donc du :
LEMME. go T (Zg) est un sous-ensemble analytique compact de P(k) X B.

DEMONSTRATION DU LEMME. Il suffit d'établir que 7(Z¢) est un sous-ensemble
analytique compact de P(S(E)) X B et, pour cel3, que Zg estun sous-ensemble ana-

lytique fermé de S*( E ) X B "invariant par homothétie" au sens suivant :

VNeCH (s,b) €Zs2 (s, b) €Zg.
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Or, cette derniére propriété résulte immédiatement de la définition de Z¢. Il
reste & établir que Z ¢ est un sous-ensemble analytique fermé de S*(E) X B.

Soit (s, b) € S¥(E)XB. Au dessus d'un voisinage U de (s, b) dans S(E) XB,
S(E) X E s'identifie & 'espace fibté trivial U X C", la section 5 est définie par une

application - notée encore 5 - de U dans C”; ona:

ZNU={(s,b)|(s,b)€U;S(s,b)=0}
Zsf"U=f(s,b)|(s,b) €ZNU; rang D(s,b)§<"}

ou D (s.b) S désigne la différentielle au point (s, ) de l'application 5" de U dans C”.

Le lemme, donc la proposition, en résulte immédiatement.

REMARQUE. La proposition 4 montre que si elle s'applique dans un cas, la formule de
Grothendieck s'applique dans presque tous les cas.

Voici un corollaire relatif 4 un cas particulier simple :

COROLLAIRE. Soit P de fibre P(C”), de base B - variété algébrique projective
compacte de dimension 7. (C'est notemment le cas si P=P(T(B)) - T(B) étant
I'espace fibré tangent 4 B - i.e. le cas correspondant aux champs d'éléments de contact
sur B).

Soit k € C(P); supposons qu'il existe une section méromorphe [ €i7l(k)
n'ayant que des singularités simples. Soit 4 leur nombre.

1°) R(k) (cf. prop. 4) est un ouvert de Zariski partout dense de P (k) : pour
toute section de P, élément de n'l(R(k)) le nombre des singularités est d; d est
donné par la formule de Grothendieck (cf. prop. 2).

20) Z(k) admet un systéme fini (éventuellement vide si d = 0) de composantes

irréductibles se projetant par pP(k)

sur P(k) tout entier. Nous noterons Z'la réunion
de ces composantes. Le degré de la projection pp(k) de Z'" sur P(k) est d.

30) Q(k) est un ouvert de Zariski partout dense de P(k); si Z(k) est irré -
ductible, pour toute section de P élément de n'l(Q(k)) la somme des indices des

singularités est d (cf. 1°).

DEMONSTRATION.

1°) est une conséquence des propositions 2 et 4.

20) Comme P (k) est irréductible, une composante irréductible de Z (k) se
projetant sur une partie de P(k) dont la fermeture a un intérieur non vide se projette
sur P(k) tout entier : au dessus d'un point générique de R(%), Z(k) seréduita Z°,
d'ou ).

3°) Si Z(k) est irréductible, Z(k) = Z',; pour tout champ [’ de classe & le
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cycle des singularités est:
(BXn(I'NNz(k)
qui, d'aprés ) est de dimension supérieure ou égale a 1, ou se compose de points

isolés dont la somme des indices de multiplicité est d.

2. CALCUL DE CLASSES DE CHERN.

Soit [" une section méromorphe de P; (E(I"), s(I"), p(I")) le triple associé
(cf. chap. III 8 2), (E, p) un couple associé a P.

Supposons que l'on soit 2 méme de calculer :

les classes de Chern de E : Cz.= Ci(E)(i =1,...,n),

la classe de Chern de F(I',p): 9= C, [ F(I", p)];
nous nous proposons de calculer Cn(E(l—')) en fonction de ¢ et des Ci' Nous allons

établir la formule :

CETH= ¥ c gy

i=o
PROPOSITION 5. E(I") est isomorphe a I'espace fibré :
E® F(T, p)
ou 15(11,0) désigne I'espace fibré dual de F(I", p).
En effet, appliquons la premiére formule du $ 1 (prop. 4) :
HL(E, p);(E(T), (T 1% LLF(T, p); F(I', p(T'))]
F(I", p(T")) étant trivial (cf. § 1 prop. 3), on en déduit :
HI(E, p); (E(T), (TN F(T,p0),

E®F(I",p)x E(I)

La proposition 5 nous raméne au calcul des classes de Chern d'un produit ten-
soriel, calcul que nous ferons suivant I'axiomatique maintenant classique (cf. [ 10 ] 6u
[ 13] ) mais en utilisant I'artifice du polyndme de Chern homogeéne 3 deux variables.
DEFINITION 1. Soit E un espace fibré de fibre C"; nous noterons C(E;u,t) le poly-
néme bomégéne de degré n a deux variables :

C(E;u,t)=u"+u™ tC (E)+ ... +u™ ! C(E)+... +1"C_(E)
oa C,(E) désigne la i® classe de Chern de E.

PROPOSITION 6. Soit E un espace fibré vectoriel de base B de fibre C”; A un espace

fibré en droites de base B.
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Ona:

C(E@A; u,t)=C(E;(u-t8),1)

oa A désigne I'espace fibré dual de N\ et § la classe de Chern de /.

DEMONSTRATION.

a) Cas ot E est un espace fibré en droites.

Posons 8=~C1(E). On a:

C(E®A)Y=C,(E)-C (D)

= & - 8,'

C(E®A;ﬁ,t)=-u+ t( e~ 8).
Or, on peut écrire :
ut t(e-8) =(u-t8)+te
C(E®13;u,t)= C(E;(u-t8),1)
b) Cas ot E est somme directe d'espaces fibrés en droites.
E=0 e..040,
C(E;ut) =.£11C(A,. su, )
E® A =1~(A1®A)a..e(Ar®Zx)
C(E®A; u t) =.Ir_1[ C(A,@B);u,1]
=If11[ C(D,;u-18,)]
=l;1( E;u-t d,1)

c) Le cas général.

F. BENZECRI

On sait (cf. [ 13 ] page 65 Satz 4.4.3.) que les formules relatives aux poly-

némes de Chern et démontrées dans le cas particulier d'espaces fibrés vectoriels som-

mes directes d'espaces fibrés en droites ont un caractére universel. Le cas général se

. raméne donc au cas étudié en b).

COROLLAIRE. des propositions 5 et 6.

C(E(T);u,t) =C(E;(u-t®),t),

les notations étant celles indiquées au début de ce n°2.

En particulier, on a :

CLE(T))=(-1)" @™ +... 4 (-1)"gmiC,+...+ C

.
n
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Dans le cas particulier ot B est de dimension 2, Cn(E(I_')) s'identifie 4 un
nombre entier. Si, de plus, la formule de Grothendieck s'applique (cf. n%1), cet entier

n'est autre que le nombre des singularités de " (qui sont alors simples et isolées).

3. APPLICATION AUX CHAMPS D'ELEMENTS DE CONTACT SUR L'ESPACE PRO-
JECTIF.

Nous supposons dans ce numéro que B est l'espace projectif complexe de
dimension n(B = P(C"*1)) et que P est I'espace projectif associé & l'espace fibré
tangent T 4 B(P=P(T)). 4

La cohomologie de B a valeurs dans Z est particuliérement simple : si I'on
note X la classe de cohomologie de degré 2 définie par un hyperplan de B, une classe
de cohomologie de degré 2p (p entier < n) est un multiple entier de X? - classe de

cohomologie définie par une sous-variété linéaire de B de codimension p. On a:

n . . .
C(T;u,t)=2% (ut+tX)" "X,
i=o
Soit I un champ méromorphe d'éléments de contact sur B (i.e. une section

méromorphe de P). Nous allons voir qu'il est facile de calculer la classe de Chern de
F(I",m) -ot 7 désigne la projection T + P)- donc de calculer le nombre des singu-
larités si celles-ci sont isolées.

Faisons choix dans P(C"*1) privé d'un hyperplan a l'infini d'un systéme de

n coordonnées affines x,..., x,,..., % . Cn démontre que I" peut &tre défini par un
champ de vecteurs (i.e. une section de T ) dont les composantes/X 1o+ -0 X, sont des
A M 2z . ~
polynémes en x,,...,x,  premiers entre eux dans leur ensemble, déterminés a une

constante multiplicative complexe non nulle prés. Si I'on choisit un hyperplan 2 I'infi-
ni ne contenant aucune des singularités de [, la borne supérieure des degrés des poly-
némes X, est un entier appelé degré du champ [" et noté m.

La classe de Chern de I'espace fibré F([",7) est:
(2-m)X.

Pour le démontrer, on remarque que le cham» de vecteurs de composantes Xpooo X
qui définit [ correspond a une section de F(I",77) dont le diviseur a pour support

I'hyperplan a I'infini. Il suffit alors d'étudier, par changement de variable, 1'ordre d'infi-
nitude du champ X ,..., X, au voisinage d'un point de I'hyperplan de 1'infini.
En appliquant la formule du n° 2, il vient:

C,E(T)=x"([1-(2-m)] "+[1-(2-m)]1" +... +1)

=X"((m-1)"+(m-1)" 4. .. +1).
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Le polyndme :
(m-1)"+(m-1)"1+ .. +1

donne le nombre des singularités lorsque celles- ci sont simples et isolées.
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