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SUR LES STRUCTURES DIFFERENTIABLES

ET LES VARIATIONS DE STRUCTURES COMPLEXES

Kilambi SRINIVASACHARYULU

TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLT

Séminaire dirigé par Charles :Ehresmann

décembre 1962

A MON MAITRE

M. Charles EHRESMANN

et A MES PARENTS

INTRODUCTION

Ce travail est composé de deux parties : la première est essentiellement consacrée

au problème de l’existence d’une structure différentiable sur une variété triangulée; dans

leurs recherches sur les variétés différentiables, MM. Cairns, Whitehead, Thom, Milnor,
Smale et autres ont démontré des résultats remarquables et surprenants. Dans ce travail,
nous nous proposons de donner quelques contributions à l’étude de ce problème dans leca-

-dre de ces résultats. La deuxième partie contient quelques résultats concernant la défor-

-mation de certaines variétés complexes compactes. On a ( cf[ 17] ) le problème suivant :

étant données deux variétés différentiables E et B munies d’une application propre 7T de

rang maximum dans lequel les fibres 77" ~~=V~~B, sont des variétés complexes,
dans quels cas E est- il un espace fibré localement trivial sur B ? Ce problème a été étu-

-dié par Frôlicher et Nijenhuis [11] et complété par Kodaira et Spencer dans leurs beaux

travaux [ 17 ] ,

Ce travail a été présenté dans trois Notes aux Comptes Rendus de l’Académie des

Sciences [ 22]. Voici, en résumé, le contenu des deux parties de ce travail.

Les numéros entre crochets [ ] renvoient à la bibliographie.



2
K. SRINIVASACHARYULU

Le premier chapitre de la première partie donne des exemples de triangulations non
différentiables. Rappelons qu’une variété différentiable admet toujours une Cl- triangula-
-tion ( disons triangulation différentiable), c’ est- à- dire V est muni d’une triangulation
K dont les simplexes sont plongés différentiablement dans V. On a le problème d’existen-
-ce d’une stucture différentiable compatible avec une triangulation donnée d’une variété ,
c’ est- à- dire telle que cette triangulation devienne différentiable. Utilisant les fibrations
de la sphère 5y par S3 de base S 4’ Thom a montré l’existence de variétés triangulées de
dimension 8 qui n’admettent aucune structure différentiable compatible avec la triangula-
-tion donnée. En utilisant les fibrations analogues de par S 7 de base S 8’ nous mon-
-trons l’existence de variétés triangulées de dimension 16 qui n’admettent aucune struc-

-ture différentiable compatible avec la triangulation. D’autre part, Milnor a donnéunecons-
-truction de variétés différentiables W 4k ayant pour bord ~W4k une sphère topologique.
Utilisant ce travail, nous montrons l’existence de variétés combinatoires compactes et clo-
-ses ( sans bord) M4k qui n’admettent aucune structure différentiable compatible avec les
triangulations pour k ~ 1 et 3  k  14 .

Suivant Thom- Svarc, on définit les classes caractéristiques l k E V; Q ) d’u-
-ne variété combinatoire V en réalisant un élément u E V; Q) par une sous- varié-
-té W de dimension 4k de V et en utilisant la formule de l’indice I( W) _ V ) .
On a les résultats suivants :

a ) L’invariance combinatoire des classes L.
b) Pour que V admette une structure différentiable compatible avec la triangula-

-tion , il f aut qU’On ait lk = Lk(pi), où Lk est le polynôme de Hirzebruch . En appliquant
le théorème de l’indice aux variétés Mijk dont les classes de Pontrjaginpi sont connues
pour i  4 k, nous montrons est rationnel non entier; or les nombres de

Pontrjagin d’une variété différentiable sont des entiers.
Dans le deuxième chapitre, nous montrons l’ existence de variétés combinatoires

M4k sans aucune structure différentiable de dimensions 4 k ( k &#x3E; I , Considé -

-rons les variétés différentiables et possédant les propriétés suivantes :
1 ) = Z pour i = 0, a ), ~ ( k - r j et 4k et nul pour les autres valeurs de

x.

2 ) M 4~ + 2 est 2k - connexe et ~2~+1~4~+2~==~~~’ °
D’après les travaux de Smale, chaque variété différentiable de dimension n avec 
= 0 pour i ~ k &#x3E; 1 et i ~ l admet une bonne fonction (" nice function" au sens de Smale)
satisfaisant les égalités de Morse. Ceci permet de conclure que les variétés différen-
-tiables M4k(resp. M4k+ 2) sont obtenues par recollement d’une variété (resp.

+ 2 ) ayant pour bord une sphère + 1) avec une boule de dimension
4k (resp. 4 k + 2 ) au moyen d’un difféomorphisme des bords où les variétés W4k(resp.
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+ 2) sont les variétés différentiables construites par Milnor, dont le bord est une

sphère topologique. D’autre part, parmi les variétés W r, il existe des variétés dont le

bord n’est pas difféomorphe à S k .; d’où les résultats annoncés au début de ce para-
. -graphe. Nous démontrons que le groupe de classes de difféomorphismes de structures

différentiables sur + 1 est isomorphe au groupe fini ’~+~+1(~~+1) pour k &#x3E; 1

. et n &#x3E; 4 k+I , généralisation d’un résultat de Kervaire [ 14a ] .
Dans la deuxième partie, nous montrons que, dans une famille de structures com-

-plexes ( E, 03C0,B), les espaces fibres complexes tangents aux fibres Vt sont isomorphes
dans un voisinage de t; si une fibre EB, admet une G- structure complexe, il

o 
°

existe un voisinage U de to dans lequel toutes les fibres V t, t EU, admettent une

G - structure complexe.
Kodaira et Spencer ont montré la stabilité du plan projectif complexe P 2 (C) .

On sait * qu’une déformation d’une variété kâhlerienne n’est pas touj ours kâhlerienne

pour n &#x3E; 3. En supposant qu’une telle déformation soit kâhlerienne, nous avons étudié

, les déformations d’un espace hermitien symétrique irréductible d’Elie Cartan; nous

démontrons que si est une famille différentiable de structures kâhleriennes

dans laquelle une fibre V t est un espace symétrique compact irréductible ou le quotient
. o

compact d’un domaine borné symétrique irréductible, alors toutes les fibres sont isomor-

-phes et E est une famille localement triviale sur B. Ces résultats sont obtenus en ap-

- pli quant un théorème de la théorie des espaces fibres : si ( E, I, V) est un espace fibré

différentiable sur 1 = [0, 1] muni d’une métrique riemannienne le long des fibres suppo-

-sées complètes dépendant différentiablement de t et tel que l’espace fibre sur 0  t  1

admet un groupe structural transitif formé d’isométries, alors V est isomorphe à V 1 et

E est un espace fibre ayant le même groupe structural. Nous terminons avec quelques re-

-marques sur les variétés kâhleriennes à courbure de Ricci positive : si elles sont homo-

-gènes et si la courbure de Riemann est positive elles sont isomorphes à P n ( C ) .
Le problème de la déformation d’une surface kahlerienne compacte n’est pas enco-

-re résolu; à titre d’exemple, nous montrons que par déformation d’une telle surface, lors-

-que ci &#x3E; :0, c étant sa classe de Chern, on obtient une surface algébrique ( donc kâhle-
-ri enn e ) .

Qu’il me soit permis d’exprimer ici ma gratitude et ma reconnaissance la plus pro-
-fonde à M. Charles Ehresmann pour l’assistance qu’ il m’a apportée pendant ces dernières

années et pour le grand intérêt qu’il a montré pour mon travail ; les critiques et les pré-
. -cieux conseils qu’il m’a prodigués m’ont grandement aidé au cours de mes recherches. Je

suis très heureux de dire ici tout ce que je lui dois.

* ~ , ’ 
’

il y a un contre- exemple dû à Hironaka.
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je remercie M. Bruhat de m’avoir proposé le sujet de la deuxième thèse et M. Bre-

-lot d’avoir bien voulu accepter de faire partie de mon jury de thèse.

Je remercie aussi MM. R. Thom, J. L. Koszul et N. H. Kuiper pour les nombreuses

conversations que j’ ai pu avoir avec eux et qui m’ont grandement aidé.

J e suis très reconnaissant au Gouvernement Français et au Centre National de la

Recherche ’Scientifique de m’ avoir donné la possibilité de poursuivre mes recherches en

France dans les meilleures conditions.
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CHAPITRE PREMIER

TRIANGULATIONS NON-DIFFERENTIABLES

SUR LES STRUCTURES DIFFERENTIABLES

0. Généra ités

0 . 1 Deux espaces fibrés f= ( E, B, F), ~’_ ( E’, B’, F’) ont le même type d’homotopie
fibré s’il existe deux homomorphismes* d’espaces fibrés f : E -~ E’, f’ : E’ -~ E et deux

homotopies conservant les fibres ~.- E x 7 ~ E, h’ : E’ x I -~ E’ tels que h ( x, 0 ) = f’ f ,
~~f ~ 0; = 

Soit ~=(T, B, 0~...) un espace fibré k -sphérique, c’est-à-dire de fibres

isomorphes à la sphère Sk et de groupe structural le groupe orthogonal si ~ _
= (E, B, est l’espace fibr é cellulaire associé à f, ou Dk+ 1 est la
boule unité de dimension ~+2 ~ l’espace pointé T obtenu par identification du bord E
de E à un point to est appelé l’espace de Tbom associé à f.
On a les propriétés suivantes : .

1 ) Si ~ et ~’ _ ( E’, B’, 0~~ ~~ ont le même type d’homotopie fibré, alors T~ et

T~~ ont le même type d’homotopie. ..
Les applications f, f’ considérées ci-dessus sont sur chaque fibre de degré

topologique + 1 ; elles se prolongent aux applications 1, f ’ de ~, ~’ telles que f f ’
et sont homotopes à l’identité par des homotopies conservant E et E’. On en déduit

des applications g : T~. -~ T ~, , g’ : T ~, -~ T ~ respectivement telles que g g’ et g’ g
sont homotopes à l’identité par des homotopies conservant t’et t .
2 ) Si ~=(E, B, D ~+ I , ok+ 1 ) est un espace fibré orienté correspondant à 7, alors

~~+~+1~~~ to) est isomorphe à Hn ( B ) , n &#x3E;_ 0 .

3 ) Si B est un C W - complexe fini, alors T~ est un C W - complexe fini ( k 1 ) - connexe.

Une variété différentiable connexe V est dite presque parallélisable si l’ espace
fibré tangent T( V - x ) de V - x est trivial pour un point x E V ; si V est une variété à

bord ou une variété non compacte, ceci entraîne que V est parallélisable.
Une variété différentiable V est une 7T.. variété si l’espace fibré normal v induit

par un plongement f : V -~ n+ I , est trivial; ceci est équivalent à dire que

l’espace fibré est trivial.

Une variété compacte sans bord sera appelée variété close.
o

Si V est une variété à bord, V désigne le complémentaire du bord de V .

* Un homomorphisme de ~ sur ~’ t est une application continue 1: E -~ E’ telle qu’on ait

le diagramme commutatif ~

où % est une application continue de B dans B’ .
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Si est un complexe fini tel que le groupe de cohomologie de dimension 4 k ,

à coefficients rationnels, soit isomorphe au corps des rationnels, on appelle indice de

M ~ , et on désigne par I ( M,~k ) , l’indice de la forme bilinéaire définie par le cup -produit
entre classes de cohomologie à coefficients rationnels de dimension 2 k.

0.2 Soit V une variété triangulée, c’est-à-dire une variété topologique munie d’une

triangulation, une triangulation de V étant définie par la donnée ( f, K ) d’un homéomor-

-phisme f de’ K sur V , où K est un complexe non nécessairement fini formé de simplexes
affines d’un espace affine, K étant défini à un isomorphisme ( au sens simplicial) près. ..

Une seconde triangulation (/., K 1) de V est compatible avec ( f, K) si K~ ~ -~ 1 K 1
est semi -linéaire, c’est-à-dire un isomorphisme d’une subdivision simpliciale convenable

de K 1 sur une subdivision simpliciale de K. Si K’ est une subdivision de K, la triangu-
-lation ( f , K’) est appelée subdivision de (1, K ). Si (f1, K1) est une triangulation de

V 1 et si ( Î ~ , K ~ ) est une triangulation de V 2 , un isomorpbisme de ( f l’ K 1 ) sur

( f 2 , K 2 ) est un homéomorphisme cr de V 1 sur V 2 tel que f 2~ cp f 1 soit un isomorphisme
de K 1 sur K 2 . Les variétés triangulées V 1 et V 2 sont combinatoirement équivalentes
si elles admettent des subdivisions qui soient isomorphes; on écrira V 1 == V 2 . Un

homéomorphisme 03C6 de V 1 sur V 2 est semi -linéaire relativement aux triangulations

( Il, K 1 ) K 2 ) si f 21 ~ f 1 : K 1 ~ K ~ est semi -linéaire. °

Une variété triangulée V est une n-cellule combinatoire ( resp. (n-I)-sphére

combinatoire), si V est combinatoirement équivalente à un n-simplexe ( resp. son bord).
Une variété triangulée V de triangulation ( f , K ) est une n -variété combinatoire si

. l’étoile fermée de chaque sommet de K est une n-cellule combinatoire. Voici quelques

problèmes non résolus bien connus :

1 ) Est-ce que toute variété topologique peut être triangulée?

2) Est-ce que deux triangulations d’une variété sont équivalentes?
3) Conjecture de Poincaré: chaque n-variété triangulée V qui est du type d’homotopie

d’une sphère Sn est homéomorphe à Sn pour n = 3, 4.
La réponse affirmative aux questions 1), 2) pour la dimension 3 se trouve

dans des mémoires récents; si V est une variété différentiable, on trouve une réponse
affirmative aux questions 1 ) , 2 ) dans les travaux de S. S. Cairns[6a] , H. Freudenthal

et J. H. C. Whitehead [6] .
La conjecture de Poincaré pour les variétés de dimensions &#x3E; 5 est démontrée

dans les travaux de Stallings-Zeeman et Smale ( [23], [29] , [2l] ).

Remarquons que chaque variété triangulée admet une subdivision formant une

variété combinatoire d’après J. Il. C. Whitehead ; d’autre part, une variété triangulée V

n’est pas nécessairement une variété combinatoire, il y a des contre-exemples dûs à

S. S. Cairns [6a] .
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0.3 Variétés h - cobordantes. Suivant Thom [ 26 b] , deux variétés triangulées V, V’

seront dites h - cobordantes s’il existe une variété combinatoire à bord W admettant pour

bord V U V’ et telle que les inclusions i : V ~ W, i’ : V’- W soient des équivalences

d’homotopie. ..

Soit c~ ; W - V et ~’: W - V’ tels i ~, ~’ i’ et i’ ~’ soient homotopes à
des applications identiques. On en déduit deux applications V’- V et V - V’

qui sont des équivalences d’homotopie liées au h - cobordisme.

Invariant À’ de Milnor [20 a] , Soit une variété différentiable telle que :

1 ) est le bord d’une variété W,

2 ) M est une sphère homologique.
Soit Ik le plus grand commun diviseur des valeurs de l’indice I( M ), où M par-

-court les variétés presque parallélisables et closes de dimension 4 k ; on montre [20 a]

que la classe de 1 (W) mod 1 k est un invariant de 3 W= et que I ( W ) est un

multiple de 8. Par définition, est la classe de mod ~/8 Ik. Milnor et
Smale ont montré ([20 a] , [21 c] ) que si M est une sphère d’homotopie avec À’ = 0,

alors M est pour k &#x3E;~.

Somme connexe de Seifert-Threlfall. Soient V1 et V2 deux variétés combinatoires

orientées et connexes de dimension ~n ; on choisit deux plongements semi-linéaires du
o

n -simplexe orienté ’’ ~7~ V~ i tels que Il conserve l’orientation et que 12 inverse

l’orientation. La somme connexe est obtenue à partir de la somme topologique

( V 1 - f ~( gn)) + ( y "/2~ ~ )) en recollant les bords à l’aide de la restriction de

l’homéomorphisme semi -linéaire au bord f ~3cr ) appliquant ce bord sur le bord

/?~3cr~. V 111 V 2 est muni d’une structure combinatoire compatible avec celles de

Somme connexe infinie. Soit i E Z , une suite de variétés combinatoires de dimen-

-sion n et soit la somme connexe de V ..... , Vk; on a une inclusion

V(k) -gk dans Vk+1 = étant un plongement de o-~ dans La

limite inductive de est appelée la somme connexe infinie V* de V ;
V * peut aussi être obtenue à partir de Rn i ( o-n ) , où les h i sont les plongements

- semi-linéaires disjoints de o_ dans Rn, et de la somme disjointe des 
recollant les bords et de suivant l’homéomorphisme semi -linéaire

hi ° 

On peut définir la somme connexe infinie d’une famille a E A, de variétés

combinatoires indexée par un ensemble A bien ordonné.
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T H EOREME. Pour une variété combinatoire compacte V les trois propriétés suivantes

sont équivalentes :

a ) il existe une variété combinatoire V’ telle que V # V’ est combinatoirement équiva-
-lente à S .
b) V privée d’un point est combinatoirement équivalente à Rn,

c ) il existe deux cellules e et e’ plongées semi-linéairement dans V telles que V

soit la réunion des cellules ouvertes e et e’ .

DEMONSTRATION. a) entraîne b) ou Milnor [20 e]). En effet, on a la somme infinie

V ~ Rn, ce qui entraîne que V privée d’un point est combinatoirement

équivalente à Rn, car V ~ R" est combinatoirement équivalent à V privée d’un point.
Evidemment b) entraîne c ) . En effet, on a un homéomorphisme semi-linéaire de

V -x sur Rn ; d’autre part, il existe dans V une cellule combinatoire e contenant x à

son intérieur. L’image du bord de e dans Rn est un compact K et si c_ est un simplexe
contenant K dans son intérieur, son image dans V est une cellule e’ ; on a V = ~ U eB ..

c ) entraîne a ) se montre comme suit :

Supposons que V = ~ tj ~’ , et e’ sont deux cellules combinatoires semi-

-linéairement plongées dans V 1 On peut supposer que V - é = V 1 est semi-linéairement

plongée sur un C Rn C Rn+ 1; la réunion de V 1 et du cône C sur son bord est combina-

-toirement équivalente à V. Soit c le sommet de C et soit Ik ( c, R n+ 1) le complément
de l’étoile ouverte dans l’étoile fermée de c relativement à une subdivision simpliciale
affine de R n+ 1; soit q un homéomorphisme semi -lineaire de Ik ( c , R n+ t ) sur le bord

â o~+ 1 d’ un simplexe exemple, la projection radiale). Soit V 2 l’adhérence

combinatoire et soit V la variété obtenue à partir de la somme

topologique de V2 et e en recollant leurs bords ; alors V # V’ est obtenue à partir de

la somme topologique de V 1 et V2 en recollant leurs bords à l’aide de (p; ceci signifie

que 11 § V’ est combinatoirement équivalent à ~Q ( V 1 ) U V2 = a ~ + 1.

REMARQUE. c) entraîne b) est dû à Stallings [23] , Lemme 3.

0 . .4. Soit V n une variété combinatoire avec bord 3 V~ ~ i si V n x 1 = I~~ 1, n S 3, alors

Vn est homologiquement trivial; donc

1 ) si n = 1 , V est une 1 -’cellule;

2) si n = 2, V étant une variété de dimension 2 à bord, V est une 2- cellule;

3 ) si n = 3, d’après les travaux de Wilder, V est une 3 - cellule.

Par contre, il existe des variétés V de dimension 4 à bord non simplement
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connexe telles que V x I = 7 .

PROPOSITION. Soit Vn une variété combinatoire de dimension n à bord simplement

connexe telle que V n x I = In+ 1; alors V n est homéomorphe à une boule pour n ~ 6 ,

DEMONSTRATION. Le bord U est

homéomorphe à Sn; puisque Vn est contractile, la suite exacte d’homologie relative à

(V n’ entraîne que a le type d’homotopie de donc 3 V n est homéomor-

-phe à Sn-l pour n ~ 6 [23, 29] Puisque a homéomorphe à est plongé
dans ’0 ( V n XI), homéomorphe il en résulte, d’après Brown -Smale [ 21 a ] , que

V n X {0 ! 1 est une boule, car son bord est la sphère x 0 }.

1. Fibrations des sphères en sphères

1. 1 . Soit E un espace fibré de fibre Sk sur Sn de groupe structural ( k  n ) ;

supposons que les groupes d’homotopies 03C0i(E) = 0 pour i ~ n; la suite exacte d’homo-

-topie d’espace fibré montre que k = n - 1; puisque 03C0n-1( E ) = 0 , la fibre Sn -1 est
contractile en E à un point et l’espace fibré n’admet pas de section. Montrons que Sn-l
est parallélisable ( cÍo [10] ); en effet, soit É l’espace fibré princip.al associé à E et

soit y : E ~ E l’application définie où h E É et y E D’après 17.13 de

[24] , t le noyau de 1 7Tj( E ) où i est l’inclusion de dans E, est

contenu dans l’image de y’ où y’ = y 1 SOn; ceci entraîne que

y’ ; 03C0n-1( SOn) ~ 03C0n-1( Sn-1) est surjectif. Donc il existe une application s : Sn-1 ~ S 0
telle que y’ s = identité; or y’ est la proj ection correspondant à une fibration

~0 _J ; ceci entraîne que est parallélisable .Il en résulte que = 1, 3

ou 7 [14 c]. 0

Si n = 2, E est homéomorphe à S3 . Si n = 4, on a ~ ~( S 0 ,~) = Z + Z ; Soient

a3 ~/3 les classes d’homotopie définies par les applications p et cr de S 3 dans S 01+ telles que

p(q) soit l’application et l’application où q, q’ sont des quaternions uni-

-taires respectivement; CL ,03B23 engendrent 77 4) chaque élément ma3 +n 03B23 de 7T 3( S 04),
correspond un espace fibré Em n de base S 1+’ de fibre S 3 et de groupe structural ~0~[24] . 0
L’obstruction pour l’existence d’une section de E est égale à n /3 ; en effet, le cocycle
d’obstruction ( § 32, [24]) est donné par ±[T(x)]03B14(*), où T est l’application carac-
-téristi que de la fibration et 03B14 est un générateur de 7T 4( S 4); donc l’espace fibré E

correspond à un couple ( m , n ) où n # 0 ; puisque 03C04( E) = 03C03( E ) = 0, l’opérateur
êJ : :77uf~~~ ~~3~3~ de la suite exacte d’homotopie de la fibration ( E, S 4’ S 3) est un

isomorphisme sur 03C03 ( S3). Soit E l’espace fibré principal associé à E ; si y ~S3, on

(*) [ T (x ) ] est défini par E[ T( x)], ’ y E S3 (cf. Tamura[ 25 a] ) .
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a le diagramme commutatif de la suite exacte d’homotopie :

donc 3 (a~) = y~ 3 (a~)= y * (m a 3 +n~~) est un générateur de y*f3 3
étant l’identité, on a nécessairement n = + 1. Donc E est isomorphe à et il en

résulte que [20 c] E est homéomorphe à 5’y.
Si n = 8, on a 7T 7( S = Z + Z et à chaque couple ( m, n ) correspond un espace

fibré Em , n de fibre s 7 ’ de groupe structural S 0 8 et de base 5’g; puisque l’obstruction

pour l’existence d’une section de E est égale à où est la classe définie par

l’application 03B28: S7 ~ telle soit l’application y ~ x y, x, y étant les

nombres de Cayley de module égal à 1 [24] . y E correspond à un couple ( m , n ) avec

~~(E) = 0, ’ l’application ’0: ~8(S~) .~ ~7(S ) de la suite exacte

d’homotopie de ( E , S $ , S ~ ) est un isomorphisme sur ( S 7); il en résulte que E est

isomorphe à E m, t 1; donc E est homéomorphe à 5 15 [25 a] . Donc :

, 

THEOREME. Soit E un es pace fibré de libre Sk et de groupe structural S 0~+ 1 sur Sn;
si 0 pour i  n, alors k = n - 1 et E est homéomorphe à S 3, S 7’ ou S t 5.

REMARQUE. Pour que le groupe structural de l’espace fibre (E, S,~, S~, puisse
être réduit au groupe G des translations à gauche q - q’ q sur la sphère S 3 des quater-
-nions unitaires, il faut et il suffit que l’espace fibré associé de fibre ~0~/~. admette
une section, ou encore que l’élément m a3 +72/3 caractéristique de la fibration se

réduise à un multiple c’est-à-dire m = 0 . Cette condition exprime aussi que E

admet une structure d’espace fibré principal de groupe G. L’espace E, correspondant
au couple ( 0 , ± I ) , est alors isomorphe à S 7.

1.2. Plus généralement, supposons que Sn est un espace fibré de fibre connexe F

sur un polyèdre localement fini et non contractile en un point; F est-elle une sphère?
On sait que F est une sphère d’homologie rationnelle d’après un théorème de Borel et

Serre [4 b] ; j’ignore si F est une sphère en général.

THEOREME. Soit Sn un espace fibré différentiable de fibre compacte et connexe F

sur une variété différentiable B; alors F est une sphère d’homotopie de dimension

1 , 3 ou 7.

DEMONSTRATION. La fibre étant contractile en un point sur Sn, F est parallélisable

d’après un théorème de C. Ehresmann [9d]. D’autre part, on sait que F est un H -espa-
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-ce [28 b] Puisque la semi-caractéristique de F est égale à 1 et que F estparallélisable,
il existe un élément dans 7T 2 k+ dont l’invariant de Hopf est égal à 1 , où dim F = k,

d’après un résultat de Kervaire [l4c]; donc k = 1, 3 ou 7 d’après Adam s [2a]. Si k = 1 ,
alors F est un cercle. Si k = 3 ou 7, F étant un H -espace et une sphère d’homologie
rationnelle, F n’a pas de torsion en dimensions impaires ; donc F est une sphère

d’homologie entière; d’autre part, F est simplement connexe puisque le groupe fondamen-

-tal de F est abélien; donc F a ses groupes d’homotopie isomorphes à ceux d’une

sphère (Hurewicz) et par suite est une sphère d’homotopie ( J. Il. C. Whitehead).

1. 3. Supposons que Sn soit muni d’une fibration de fibre de groupe structural

S Ok+ 1, l’espace quotient étant un polyèdre B localement fini non contractile en un

point. D’après 1. 1., il en résulte que k = 1 , 3 ou 7. Puisque la fibre est contractile

en un point sur Sn, 7Ti(B)= donc on a = 0 pour i  k; donc

. dim B &#x3E;.k + 1 ; sinon B serait contractile; il en résulte que n &#x3E; ,2 k + 2 . De plus, n est

impaire à cause de la relation en remarquant que E ( Sk ) = 0 ,
où E ( X ) désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré d’un espace X.La suite exacte de

Gysin :

montre que B ) "--’ Hi+ 1( B ) pour 0  i  n- 1 , où l’isomorphisme est donné par

x - x u u, u étant la classe caractéristique de Whitney de dimension k + 1 ; le théorè-

-me d’isomorphisme d’Hurewicz et l’isomorphisme de Gysin entraînent que B est sans

torsion et le polynôme de Poincaré de B est de la forme 1 + + t 2 (k+1) + ..... + 

OU dim B = m ( k + 1 ) .

Si k = 1 , l’espace fibré Sn, n impair, étant un espace fibré principal 72-universel
B a le type d’homotopie de l’espace projectif complexe P (C) o). m = ( n - 1 ) / 2,

d’après le théorème de classification suivant: soient E -~ B, E’ -~ B’ deux espaces fibrés

principaux universels de même fibre F tels que 03C0i( F ) = 0 pour i  dim B ; si dim B =

= dim B’, -alors B a le même type d’homotopie que B’ ; en effet, d’après le théorème de

classification [24] r, [9d] , il existe deux applications f : B ~ B’, f’ : B’ -~ B telles que

f*(E’)=E’ et f’*(E)=E’; donc, on a ( //~ * f E) = E et (f’f)*(E’)=E’ ce qui

entraîne que f f’ ~ identité de B, identité de B’.

Si k = 3, on a dim B = 4 m, ( m &#x3E; 1 ), et H* ( B ) est engendré par une classe de

cohomologie u de dimension 4 et de longueur (*) m+ 1 d’après la suite exacte de Gysin;

il en résulte que n = 4 m+3.

Si k = 7 , la suite exacte d’homotopie :

~*~ La longueur d’une classe de cohomologie u est le plus petit entier r tel que u’ = 0.
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montre que 77. ( B ) = 0 pour i  7 , 7T 8( B ) = Z; la suite exacte de Gysin montre que
n = 8m + 7 ; supposons que n soit plus grand que 15 ; si l’anneau de cohomologie
d’un espace est engendré par une classe u de dimension &#x3E; 8, la longueur de u est

 3 d’après un théorème d’idem [ 2 ] . D’autre part, H * ( B ) est engendré par une

classe u de dimension 8 dont la longueur est égale à m + 1 . Considérons S n comme
le bord de la cellule en+ 1 et soit M l’espace obtenu en identifiant dans en+ 1 les

points de chaque fibre de Sn . Supposons vérifiée la condition ( c ) suivante : M est une

variété. D’après Ia dualité de Poincaré, H* ( M ) est engendré par les puissances de

cup-produit de u dont la longueur est 772+2; donc, si m = 2, la longueur de userait 4;
or elle est  3 , d’où une contradiction ; il en résulte que m = 1 et n = 1 5 . D’après un

théorème de J. H. C. Whitehead, la base B a le type d’homotopie de S 8 [28 b] , donc est

homéomorphe à S 8 d’après Stallings [23] .

THEOREME. Soit Sn un espace fibré k -spkérique sur un polyèdre localement fini non

contractile B; alors k = 1 , 3 ou 7; si k = 1, on a n = 2 m+ 1 et B a le type d’homotopie
de l’espace projectif complexe Pm ( C); si k = 3, on a n = 4 m+ 1 ; si k = 7 , et si la

condi tion ( c ) ci-dessus est vérifiée, alors on a n = 15 et B est homéomorphe à S 8.

2. Classes Caractéristiques Combinatoires ([26b]~[30]). .

2 . 0 . Soit V une variété différentiable de dimension impaire n ; étant donnée une

classe Q), il existe un entier m # 0 et une application f : .’ V - 

tel que f *( u ) = m z, où u est la classe fondamentale de S~ ~~; pour n &#x3E;’ 8 k +2 ,l’entier
m est unique [26 b] ainsi que la classe d’homotopie de f . On peut supposer que f est
transverse sur 06~ ,..’ alors W = f "1(0) est une sous-variété de dimension 4 k de V

dont l’espace fibré normal est trivial. Si v (resp. w) est le cycle fondamental de V (resp.

W ) , on mz,v)=I(W)= d’après Hirzebruch [13] , où les

Pi sont les classes de Pontrjagin rationnelles de V, I(W) l’indice de W, et Lk le

polynôme de Hirzebruch associé à V .

2 . 1 . Soit V une variété combinatoire de dimension n ( impaire ) et 

il existe un 0 et f : V - tel que f *( u ) = m z et tel que W = f ~1(0) soit une
sous-variété triangulée de dimension 4 k de V [26 b] .

THEOREME 1. Pour chaque k et pour tout il existe une seule

classe 1 k E H 1+ k ( V; ~ ) telle que, pour toute sous-variété W obtenue par la construction

précédente, on ait ~ Ik u mz, v ) = I( W) pour n &#x3E;.8 k+2.

DEMONSTRATION . mz étant fixé, I(W) ne dépend pas du choix de W [26b]; en effet,
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si f et f’ sont homotopes, alors [26 a] , f-1(o) et f’ -1(0) sont cobordantes; et leurs indi-
-ces sont égaux. ’Soit le groupe de cohomotopie de dimension (n-4k) de V; pour

chaque r application F : f -~ 7(W~ où W = f ’~1 (o~ , est un homomorphisme
de dans Z. Considérons le diagramme commutatif :

où cp* est un isomorphisme pour n &#x3E; 8 k + 2 [26 b] ; donc, il existe une classe

telle que u 

DEFINITION. Les classes Ik E H 4 
k ( V; Q ) seront appelées les classes caractéristi-

-ques combinatoires de V ; si n est pair, on pose I k = i 
* 1 k ( V x S 1 ) où i : V- V x S 1

est l’injection appliquant V sur V x ~ { x }, x E S 1. Si n .8 k + 2, on peut considérer

V x SN pour N assez grand et on définit 1k = i * Vx SN), i étant l’injection de V
dans V x SN , appliquant V sur V x { x }, x E SN .

2.2. Soient V et V’ deux variétés combinatoires h-cobordantes de dimension n;

alors, il existe (cf, définition 0. 2.) deux applications liées au b -cobordisme ~: V’ -~ V ,

V - V’, telles que V et V’ soient des équivalences d’homotopie; désignons par

(resp. cp’*) l’isomorphisme de sur Hi(V’) (resp. de H1 ~ V’) sur 

défini par cp’ . Soit il existe un entier 0 et une application

f : V’ ~ Sn - 4 k tel que m z soit réalisé par une sous-variété triangulée W ~ k = f -~(o),
alors est réalisé par une sous-variété W ,~k, puisque les groupes

de cohomotopie 03C0n-4k(V) et 03C0n-4k(V’) sont isomorphes en supposant n &#x3E; 8 k + 2,

l’isomorphisme étant induit par l’équivalence d’homotopie de V sur V’; on a:

LEMME. Les sous-variétés W k et son t h-cobordantes.

DEMONSTRATION. Puisque V, V’ sont h- cobordantes, il existe une variété combina-

- foire B à bord a B telle que ~B = V U V’ et V, V’ sont en équivalence d’homotopie;

donc, si l’image de z dans est

réalisée par une sous -variété triangulée C à bord (cf., [26 &#x26;~ ) dont le bord 3 C est une

(1) On dira que la classe ~Hj(V; Q) est réalisée par une sous-variété W de V si  est

l’image par i de la classe fondamentale de W, où i est l’inclusion de W dans V.
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sous-variété de 3 B/ on a 3 C= Wk. Il en résulte ~~~= ~ ~ ~4~~’
on voit facilement que W ij k et sont en équivalence d’homotopie avec C.

L’égalité I ( = 1 ( entraîne :

il en résulte que 1 k = d’après le théorème 1.

THEOREME 2. Soient V et V’ deux variétés combinatoires h-cobordantes et soit

l’une des équivalences d’homotopie liées au h -cobordisme; alors c~’*( = 

COROLLAIRE 1. Les classes caractéristiques combinatoires lk sont des invariants

combinatoires. _

En effet, deux variétés combinatoires V, V’ qui admettent des subdivisions

isomorphes par un isomorphisme q sont h-cobordantes; 03C6 est l’équivalence d’homotopie

correspondante, donc, on a p*( Ii) = 1 k .
Soit V une variété combinatoire admettant une structure différentiable compatible

avec la triangulation ; on a ~ lk u m z, v ) = pour 
~ d’autre

part, d’après le théorème de l’indice de Hirzebruch, on u m z , v ) = I ( W,~ k ) ,
puisque admet une structure différentiable compatible avec la triangulation; il en

résulte que 1 k = d’après le théorème 1. 
’

COROLLAIRE 2. Pour qu’une variété combinatoire V admette une structure différentiable

compatible avec la triangulation, il faut que l’on ait lk = 

En remarquant que le coefficient rationnel de ~7 dans n’est jamais

nul, on peut résoudre l’équation lk = par rapport donc, on peut résoudre le

système d’équations en fonction des On en déduit:

COROLLAIRE 3. Si V admet une structure différentiable compatible avec la triangula-

-tion, alors les classes de Pontrjagin rationnelles sont des invariants combinatoires.

3. Exemples de triangulations non différentiables .

3 . 0 . Considérons les espaces fibrés en sphères S 3 sur de groupe structural S 0 ij.

Soit 03BEm,n = n, S4, S3) l’espace fibré ayant la classe caractéristique m /3+ 
où p, cr sont les générateurs de 77 g ( S 0 ij) ; soit q la projection de E m,n sur S4.

Si p désigne la classe de Pontrj agin de l’espace , on a
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[20 c] :

CL étant un générateur de H 1+( S 1+) 0 Milnor [20 cl a montré que Em, 1 est homéomorphe à

S 7 ’ quel que soit l’entier m, et Em,1 est une 7T -variété [20 a]; soit Tm, 1 l’espace de
Thom de 03BEm,1. 0 Supposons que T 1 

admette une structure différentiable compatiblem, m, 1

avec la triangulation. Il est facile de voir, utilisant la formule de l’indice, que l’on a :

où ~b~ (Tm~ ~) est la deuxième classe de Pontrjagin de ta~ variété différentiable

Il en résulte que les variétés triangulées T’m 1 n’admettent aucune structure
&#x3E; &#x3E;

différentiable compatible pour m ~ ±2 mod 7 puisque les nombres de Pontrjagin d’une

variété différentiable sont des entiers. La théorie de Smale montre que Tm,1 ne sont

pas même différentiables (cf. Kuiper et Eells ( 19J et Tamura (25 c]). pn ne pas

d’exemples de variétés combinatoires sans structures différentiables pour les dimensions

S, 6 ou 7.

3. 1 . ’soit M une variété différentiable close et simplement connexe ayant le polynôme
de Poincaré I + t’~+ t8; puisque = 0 pour i = 0, I, 2, 3 et 7T~ ( M ) = Z, M est

difféomorphe à une variété différentiable Mm 1 avec m ( m+ I = 0 mod S6, où Mm 1 -
Em.1 U D $ est obtenu par recollement de et de la boule D $ le long de leurs

, 
_ 

~ 
_

bords ô E m, &#x3E; 1 et a D 8 au moyen d’un difféomorphisme . de ô E m, &#x3E; 1 et S 7 [25 c]. Soit

n 
l~ espace fibré ( Em, n, , S,~, S 3), q étant . la projection de Em, n sur S,~; on sait que

la classe de Pontrjagin p1 de 03BEm,n est égale à ±2 ( 2 m + n ) a, où a est Ie générateur
de H 4( S4) introduit plus haut. La variété différentiable a le même type d’homo-

-topie que S 4 % soit q*a le générateur de H 4( Em, 1), où q est la projection de 1

sur S4. L’espace fibré tangent 7 de est la somme de Whitney de l’espace fibré’

des vecteurs tangents aux fibres et de l’ espace fibré v des vecteurs normaux aux fi -

-bres;est isomorphe à l’ espace fibré induit de 03BEm,1 par q et v est induit de l’ espace

fibré tangent à S 4 par q . Puisque p 1 ( S 4) = 0 , on a :

Soit a E 
m 1) correspondant au générateur 1); alors p1(Mm,

1) -

± 2 ( 2 m+ 1 ) ct , où m ( m+ 1 ) = 0 mod 56 . Donc, si m = Q et 48 , l’on a :

or le polynôme de Poincaré de chacune des variétés Mm est 1 + t 1+ + t 8. Donc:
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THEOREME 1. Les variétés différentiables closes et simplement connexes ayant le
polynôme de Poincaré 1 + t’~ + t g n’admettent pas les mêmes nombres de Pontrjagin.

Si m = m’ mod 12 , les variétés combinatoires E 1 , etEm’1 ont le même type
d’homotopie; on sait que les variétés sont différentiables si, et seulement si,
m ( m+ 1)= 0 mod 56 . Or les nombres de Pontrjagin combinatoires au sens de Thom,
de Mm 1 pour m = 0 et m = 12 sont différents. Donc :

PROPOSITION : Les nombres de Pontrjagin combinatoires au sens de Thom ne sont

pas des invariants du type d’ homotopie.

3. 2. D’après Feldbau [24] ) les classes d’équivalence des espaces fibres ( r-1 ) -sphé-
Sn, Sr"1) sur Sn sont en correspondance biunivoque avec les éléments

de prenant comme représentant d’un élément de une applica-
-tion différentiable de Sn_1 dans S 0r (par rapport aux structures différentiables usuel-
-les), l’espace E correspondant est muni d’une structure différentiable. Nous avons :

LEMME 1. Etant donnés deux entiers m et r &#x3E; 8, il existe un espace 

( Em , S8, Sr -1 ’ S 0 r ) tel que la classe de Pontrjagin p2 ( 03BEm) = + 6 m a, a étant un

DEMONSTRAT i0N . Puisque = Z ( r &#x3E; 8 ~ d’après Bott, il existe un espace

fibré ~m de fibre sur S 8 correspondant à m E Z avec la classe caractéristique
m f3, ,où f3 est un générateur de ~~0~.~. Si fC est l’extension complexe de ç m
correspondant à on a ~2 ( ~m ) - c ~( ~~~ ; puisque ’

on sait que a’ ~ = c~[~~] . ~, où 3’ : 7T 8( S 8) ~ ~7~~ , r-3) est i’ opérateur bord de la
suite exacte d’homotopie de l’espace fibré ( É, S8, Wr ~ "3 j de fibre associé à

( E , S 8’ et où E est un générateur de on a donc :

où a’ est le générateur de correspondant à aE H 8( S 8) et où W
est la proj ection de l’espace fibré ( SUT, Wr r-3 tenant compte des égalités

~7~~)=~rw~,~~ ~~~,;=Z, ’

Soit (m l’espace fibré du lemme 1 ; on sait que 77*; H 8( S 8) ~ H 
est un isomorphisme, où 7T est la projection de Em sur S 8. Soit P2 ( Em ) la classe

de Pontrjagin de Em muni d’une structure différentiable de l’espèce considérée plus
haut; on a P2 (Em)= ± 6 m ~~( a ) , Pour un r fixé, les variétés Em et sont de

même type d’homotopie si m = + m’ mod 240 ; or les classes de Pontrjaginsont des
invariants combinatoires. Donc on a :
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’T H EO R E M E 2. Si m _-- t m’ mod 240, les variétés Em et sont du même type

d’homotopie mais ne sont ~as équivalentes combinatoirement.

Dans le cas r = 8, on sait que ~7 ( S 0 8~ = Z + Z avec les générateurs définis

par des applications cx 8 , f~ $ de S ~ dans S 0 $ telles que a 8( x ) soit l’ application
x -~ x et %~8(’x) l’application y ~ xy, ot~ x, y sont 1 es nombres de Cayley de

module 1.

LEMME 2 . Etant donnés deux entiers m et n , il existe un espace fibré ~m~ n -
de groupe structural sur S8 avec p2 (03BEm,n) = ±6(Zm+n)a. , 

n a. , a étant un générateur de H 8 ( S8), X ( 03BEm,n) étant la classe caractéristique d’Euler-
Poincaré de (c’est-â-dire X ( 03BEm,n) mod 2 est la classe de Stiefel-Whitney de

dimension 8.

DEMONSTRATION. En vertu du théorèm e de la classifi.cation de Feldbau, le couple

( m , n ) détermine un espace fibré avec 1‘ application caractéri stique m a8 + n,~ $ .
,

L’obstruction pour l’existence d’une section pour l’espace fibré associé de fibre W ~ 5
est n ~., donc Ia classe d’ Euler -Poincaré X ( ~m~n) = n a..m, n 

.. 

,

On sait que a’(ma, 8+ n~38)= E , où a’ : ~$(S8)-~ 
°

-pérateur bord de Ia suite exacte d’homotopie de l’ espace fibré ( É, S $ , W8 as socié «

à ( E, S 8 , S U 8 ) et où E e st un générateur de 7T 7 ( W 8 5 ) . On a :
,

où q : S U 8 -~ W 8 5 est la projection de l’ espace fibré ( S U 8 , W 8 ~ , S U 3 j , où r~:
&#x3E; ;

un générateur de 03C07( S U 8 ) qui est isomorphe à Z et où j est 1‘ inj ection S O8 ~ S 

en tenant compte des égalités ~6( S U 3 ) = Z ~ et ~t~( S U ~) = 0 . Donc, on a ’~2 (~m~ n ~ _
±6(2m+n)a ,

Considérons les espaces fibrés cellulaires ~m 1 associés â ~m~ 1; on sait que; , ,

Em~ 1 est homéomorphe à S 15(25 a~ , même combinatoirement équivalent à S 15~20 c~ .
Soit T’m,1 1’ espace de Thom associé â ~m~ 1. Emr 1 est une variété compacte

avec bord; considérons une C 1 triangulation de qui se réduit sur le bord à une

triangulation donnée de Em~ 1; on en déduit une triangulation de qui devient aussi

une variété combinatoire . .. On a H2k(Tm,1) = Z pour k = 0, 4, 8 et Tm, 1)=0
pour les autres valeurs de k ; les homomorphismes :

sont des isomorphismes. Soient a’ ~H8(Em,1), a" les éléments corres-

-pondant à a E H 8( s 8); puisque B a’ u a’ , ?/ == + 1 , où e est la classe d’homologie
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fondamentale de Em , 1 , on a /f T’m &#x3E; 1) _ ±Jf et nous pouvons supposer 1( T’m &#x3E; 1 j = +j!.

 muni d’une structure compatible avec sa triangulation;
les classes p2(Em, 1) et p2(Tm,1) correspondant aux structures différentiables sont

des classes i6 (2~? + I ) OL’ et ± 6 f2~ + Jf) respectivement . Puisque ~ 1( Tm,1 ) -
~7 (" ~m,1 ) ~ 0 on a~ d’après la formule de l’ indice de Hirzebruch :

donc~ ~4’ (T 77!, 1 ) T ~~l ,)==3~.~~ . 7 + 19 . 62 ( 2 m + I ) 2 / 381 est en général un nombre

rationnel non entier (par exemple pour m = 1 ou ± 2 ) .

THE OR EME 3. Les variétés Tm,1, pour m = 1 ou m = + 2, n’admettent aucune struc -

-ture dillérentiable compatible avec leurs triangulations.

En effet, s’il y avait une structure différentiable compatible avec la triangulation,
le nombre p4 ,Tm, 1 &#x3E; serait entier. 

Il serait intéressant de savoir pour quelles valeurs de m, les variétés Em , 1
sont des 7T - variétés. ,

3 . 4. Etant donné un difféomorphisme f : Sm Sm x si, dans l’espace somme

identifie un 

avec t 
on obtient une variété différentiable Mf de dimension

m + n + 1 . Soit k ( y ) la fonction définie par k ( y ) = yn+ t , y E Sn , où yn+ 1 est la

coordonnée de y E S~ C Rn+ 1 . Si le difféomorphisme f est tel que k( y ) = k(y’)

pour tout ( x, y ), alors M ~ est combinatoirement équivalent à Sm+n+ 1 
Considérons deux applications : S 0 n+1 ’ 1 /p.’ ~~772+1 ’ posons :

x’ = /2 ( y )’-1. x, y’ = f 1( x ) , y, x E Sm , y E Sn . Alors l’application /.’ ( x, y ) ~ ( x’, y’)
est un difféomorphisme de Sm x Sn sur Sm x S . n La variété différentiable MI obtenue
est un bord, c’est-à-dire : il existe une variété différentiable à bord W telle que è W = M j
[20 b] . Supposons 7?2 ~ n. Si 11 Sm -~ $ On+ 1 applique ~~ dans alors

l’application f correspondante vérifie la condition k ( y ) = k ( y’) et M f est une sphère
combinatoire ( cf., Lemme 1 et la Remarque à la fin de la page 963 de [20 b] ) . Les

variétés M f considérées dans la suite vérifient cette condition.

INVARIANT’ À( M) DE MILNOR : Soit M une variété différentiable de dimension 4 k -1

telle que : 1 ) M a les mêmes groupes d’homologie rationnelle que 2 ) M est

un bord 3W. Alors un nombre rationnel mod 1, est défini comme suit :

l’homomorphisme étant un isomorphisme pour

o  i  4 k -~ À ( M) est la classe de : 
’
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1 L *~  7’’ ~ i ( ~)....... /’’ ~~~f w~ o ;. w) ~ / ~ 

où ~~= 2~ ~f 2~"~ -~ ~B~/ ( 2 k ) ! , étant le nombre de Bernoulli et où

est l’indice de la forme quadratique a - (~ w a, w) , W,M/ Q ). lB. ( M )
est indépendant de W [20 b] .

Supposons que m = 4r -1 , n = 4 ( k -r) -~ , ~ &#x3E; 2r; on sait [20b]que AI. est une
sphère topologique si ~~ est un entier ayant ses facteurs premiers 2( k-r)
et on a :

est l’homomorphisme de Pontrjagin 

~4(~-~-1~ ~ ~~ ~ Z) défini comme suit: à chaque /.’ correspond
un espace fibré f = ( E, 1 S ,~ r , S q_1 ) de groupe structural S 0 q et on pose p r ( ~) _

(~~f~~ ~ 4~) . 1 ~br(~) étant la classe de Pontrjagin de f .
Soit T llk l’espace obtenu en identifiant le bord M j de W avec un point; alors

une C -triangulation de W qui induit sur une subdivision d’une triangulation donnée

de M f, détermine une triangulation de pour z=0,4r, 4 ( k -r),

4 k et Ht( T Z ) = 0 pour les autres valeurs de i . Les homomorphismes : ,

sont des isomorphismes. 0 part, on sait [20b~ 

 L k (p1 ( T 4k), ....., p k ( T4k)), t T4k&#x3E;, où r k est le polynôme de Hirzebruch, on a

0 = ±pr( f1)pk-r( f2)( Sr + sk T4k), T ijk&#x3E; . D’ après [20 b] ,
±~r(f 1) ~k.r(~2 ) Sk mod 1 est un nombre rationnel non

entier si sr / sk est un entier avec ses facteurs premiers  2 ( k o~ r) pour k  14 .

Or les nombres de Pontrjagin d’une variété différentiable sont des entiers, une

contradiction. Donc :

TH E O R E M E 4. Soit k un entier tel que 4  k ~,14,o ,° alors les variétés triangulées

T’,~k n’admettent aucune structure dillérentiable compatible avec leurs triangulations. 
*

* Ce résultat a été également annoncé par Adachi [ 1 ~ (voir aussi [ 22 a] ) .
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CHAPITRE DEUX

STRUCTURES DIFFERENTIABLES

SUR CERTAINES VARIETE’S COMBINATOIRES

K. SRINIVASACHARYULU

0. Généralités.

0. 1. Soient V une variété différentiable de dimension n à bord connexe 3V et

fi .° ~Dir Din-r ~ 3V , 1 = . 1 , 2, ..... , k , r &#x3E; 0, n &#x3E; r, des plongements dans 3v, les

ensembles images étant disjoints. Soit E l’espace somme des espaces et de

V ; désignons par et 03C6 ( V) les sous-espaces correspondants dans E.

Identifions ~f~J~ pour tout x E On déduit alors de E une

variété V’ désignée par V U ( Djx ....., (J Dkn-r), dont le bord est la

réunion des et de 03C6(~V). V’ 2 admet une structure différentiable sauf le

long des coins pour chaque 1 ; par arrondissement des angles [20 a], on

obtient une variété différentiable X ( V) _ ( V, f l, f2 , ....., f k, r) ’Y(V) est aussi

peut-être obtenu à partir de l’espace somme W des espaces Wi = ( V, f i, r) , en identi-

-fiant les points des images de W1 , W2 , ....., Wk dans W correspondant à même point
de V. Les sous-espaces sont appelés les anses de Y( V ) . Le bord

de yf V) est isomorphe à 3 V # 3 W~ # ..... # 3 W~ .

Un corps ansé ( "handlebody " ) est une variété différentiable de la forme

X ( Dn) _ fD , f 1, ..... r j ; l’ ensemble des corps ansés pour un triple ( n, k, r) sera

désigné par K ( n, k, r).

Une fonction différentiable f sur une variété différentiable sera dite une bonne

fonction ( "nice function " au sens de si elle admet les points critiques non

dégénérés c telle que f ( c) est égal à l’indice de c pour f .

0.2. Soit M une variété différentiable close de dimension 8 et 3 -connexe; d’après
o

[21 a], si Dg est une boule de dimension 8 plongée dans M, M est un corps ansé ,

élément de K ( 8, b  ( M ) , 4 ) où désigne le nombre de Betti de dimension / de M .

Si l’indice I ( M ) de M est nul, on peut tuer le groupe d’homotopie par

une suite de modifications sphériques [20d];en effet, puisque la classe de Stiefel-

Whitney w4 de M est nulle, les éléments de la forme quadratique de AI, réduit à la

forme diagonale, sont pairs ( on dira que M est du type J7 ); donc si f : S ~ ~ M est un

plongement différentiable représentant un des éléments a. d’une base de 7T~( M ) , la
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classe d’homologie de f ( a une auto-intersection ("sel f intersection") nulle puisque
7( M ) = 0 [ 20 d ]. Soit T un voisinage tubulaire de f ( S,~) ; Test difféomorphe à S 4 x
x D4(Lemme 5 . 11, [ 20 a ] ) - Soit V la variété différentiable déduite de la somme topo-

o

-logique de M - T et de (D 5 X S 3 ) en identifiant leurs bords, qui sontdifféomorphes à

S  x S 3 ; alors V est 3 - connexe En répétant cet argument pour

V, on obtient par récurrence une variété différentiable close et 4 - connexe V’, donc une

sphère topologique; on dira que M est y - équivalent à V’.
o

est isomorphe au corps anse ( D e, f t, ..... , 4 ), où k = b4( M ), cons-

-truit plus haut à partir des k corps ansés Wi = ( D8, Ii, 4 ) , 1 ~ i  k; chaque W est

difféomorphe à une variété différentiable de dimension 8, E m , 1 (voir chap. 1, 3.0), où
~n ( m + I ) = 0 mod 56 dont le bord est difféomorphe à S 7 [ 25c ] . Il en résulte que M est
obtenu à partir de la somme topologique de y ( D J = ( D o ..... , f k, 4 ) et de D 8 en

identifiant leurs bords S 7 # ..... # S7 et S 7 au moyen d’ un dïfféomorphisme de S 7 .
Donc :

THEOREME 1. Chaque variété différentiable M close de dimension 8 et 3 - connexe est

Y - équivalente à une sphère topologique ou est obtenue à partir de la somme topologique
de X ( D 8) = ( D 8, f z, ....., 4 ), où k = b u( M ), et de D 8 en identifiant leurs bords

S 7 ~ ..... ~ S 7 et S 7 au moyen d’un difféomorphisme de S 7.
D’une manière analogue pour les variétés de dimension 16, en utilisant [ 25c ] ,

on a :

THEOREME E l’ . Chaque variété différentiable M close de dimension 16 et 7 - connexe qui
n’est pas homéomorphe à S 16, est obtenue à partir de la somme topologique de X ( D 1 (~_
= ( D 16, ....., f k’ 8 ), où k = b 8( M), et de D 16 en identifiant leurs bords S 15 ~ ...
.. # S 

15 
et S 

15 
au moyen d’un difféomorphisme de S 15.

1. Sur certaines variétés de dimension 4 k.

1 . 1 . Soit W une TT- variété différentiable compacte à bord et de dimension 4k telle que :

1 ) W soit ( 2k - 1 ) - connexe , 2 ) l’indice I ( W ) soit nul et 3 ) le bord ~W soit une sphè -
- re d’homotopie. Alors H 2 k ( W ) est un groupe abélien libre d’après la dualité de P oinca-

-ré ; TT 2 k ( W) = H 2 k ( W) par l’isomorphisme de Hurewicz . Soit a un des éléments de ba-
-se de ( W ) et soit f : S2k ~ W un plongement différentiable représentant a; ceci e-

-xiste pour k &#x3E; 2 puisque W est simplement connexe [ 20 d] ,  Puisque W est parallélisa-
- ble, la classe de Stiefel-Whitney w 2 k de W est nulle; donc W est du type II, c’est-

-à-dire les éléments diagonaux de la forme quadratique de W sont pairs ( Lemme 7, [20 d]) .

Puisque l’indice 1 (W) est nul, on peut supposer que la classe d’homologie de f ( S 2 k ) a
une auto - intersection nulle ( Lemme 7 ,[ 20 d] ) ; il en résulte que l’espace fibré normal de
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f(S2k) est trivial. Soit T un voisinage tubulaire de difféomorphe à S2k
x D 2 k . Soit W’ la variété différentiable obtenue à partir de la somme topologique de W-

o .

- T et de D~, ..x ~ ~7~  en identifiant leurs bords ; alors W’ est ( 2 k . 1 ) . connexe et

7T~ *~ ( W ’ ) = 7T~ ~ ( W ) /Z a; en répétant cet argument pour W ‘, on obtient par récurrence une

variété différentiable 2k - connexe W" , donc contractile 0 Donc :

THEOREME 2. Soit W une variété différentiable de dimension 4 k ayant pour bord (3 W

une sphère d’homotopie telle que : I ) W soit ( 2 k - I ) - connexe, 2 ) W soit parallélisable
et 3 ) l’indice I( W) soit nul; alors W est ~ - équivalent à une variété différentiable con-
-traçtile pour k ? 2.
REMARQUE. La condition 3 ) est indispensable pour la validité du théorème. En effet,
Milnor a donné [ 20a] un exemple d’une variété différentiable Wo de dimension 12 et 5 -
- connexe telle que : 1 ) l’indice 1 (W ) soit 8 , 2 ) le bord soit une sphère d’homo-

-topie. D’après Smale [ 21c]; le bord pas difféomorphe à S 11. Sinon, la

variété différentiable W obtenue à partir de la somme topologique de Wo et D 12 en

identifiant leurs bords au moyen d’un difféomorphisme de ~Wo sur S 11, serait presque

parallélisable puisque ’~5( 5012 ) = 0; donc[ 14d], l’indice 7(W ) de Wo est divisible

par 32, d’où une contradiction.

1. 2. En particulier, soit M une variété différentiable close de dimension 12 et 5 -

- connexe; M est une 7T- variété; car la seule obstruction à l’existence d’un parallélisme
sur M privé d’un point est un élément de H6( M; 03C05(SO12))=0 car S012 ) = 0 , D’au-
-tre part, d’après la théorie de Smale [ 21a ] ; si D 

12 
est plongé dans M, alors V =

,

0

M-D l2est un corps ansé, élément 12 , b 6 , 6 ) . ’Soit l’ensemble des variétés

différentiables de la forme 3 V, o‘~ ~(n)= U J(( n, k, r). a: t
, 

k

L E M M E . L’ensemble des variétés différentiables closes de dimension Il et 4 - connexes

coïncide avec l’ensemble ’0 H( 6).
En effet, soit puisque W est une ~t- variété, on peut [ 20d ] tuer les

groupes d’homotopie W j pour i  5 sans changer le bord (1 W . La suite exacte d’ho-

-mologie de ( W, montre que ~W est 4-connexe. La réciproque résulte du fait

que chaque variété différentiable V de dimension 11 et 4 - connexe est le bord d’une 7T-
- variété W’ d’après Milnor [ 20a ] ; par chirurgie [ 20a] , on déduit de W’ une variété
5- connexe sans changer le bord.

Soit V’ une variété différentiable de dimension 11 homéomorphe à la sphère 

d’après [20a], V’ est le bord d’une variété parallélisable W’ et l’indice 1 ( W’) de W’

est divisible par 8. Donc l’invariant À.’fV~ de V’ est égale à ~( W~/ ~8 o~ mod 1 et il
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existe au moins 992 structures différentiables inéquivalentes sur S 11. On a :

PROPOSITION. Il existe au moins 992 structures dillérentiables inéquivalentes sur

chaque variété close V de dimension Il et 4 - connexe.

DEMONSTRATION. D’après le lemme, V est un élément c’est-à-dire V =

= BW, où W est une variété différentiable 5 - connexe. Puisque W est parallélisable, on

a : p 1( W ) = 0 pour i  3 ; donc, l’invariant ~.( V ) de Kuiper-Eells * , est égal à 1 ( W ) /

mod 1 0 Puisque V est homéomorphe à V’ = -~11 ~ ’- ~ S 11’ la somme

connexe de S11 est prise m fois, 1 m 992, on a ( V’ ) = (V)+m/992 et il

en résulte que V admet au moins 992 structures différentiables inéquivalentes.

1. 3. Soit M une variété différentiable simplement connexe et close de dimension 4 k

telle que H i ( M ) = Z pour i = . 0 , 4 r, 4(k-r), 4k (k/ 2 &#x3E; r &#x3E; 1 ) et H~(M) = 0 pour

les autres valeurs de i 0 DI après un théorème de Smale [ 21c ] , il existe une bonne fonc-

-tion f sur M avec les nombres types (nombres de points critiques d’indice i ) m i = 1

pour i = 0, 4r, 4 ( k - r ), 4k et mi = 0 pour les autres valeurs de i . D’après 7’2 de

[ 21a], &#x3E; X = f-1[ 0, &#x3E; 4r +1/2]=(D4k,fo,4r)~H(4k,1,4r), X’=f-1[0,4(k-r) +

_ 

+ v2 j = (X, f 1, 4(k-r)) et si D 1fk est plongé dans M, M - D 1fk est difféomorphe à X’,.
o 0

Soit une application telle que 1 ~ ( D ~~ ) C D , ~ , i ~ ( x ) = f o ( x , 0 ) pour

x E d D ~r; soit i ~ : D,~r ~ D,~r x D ~r l’application définie par z~~=(~,0~ pour x 6D . 0
On a une application i : S n -&#x3E; X ex’ définie par i1, i2; supposons que i soit un plon-

-gement différentiable et soit T un voisinage tubulaire de S 1fT dans X’; T est un espace
fibré cellulaire sur La suite exacte d’homotopie de ( S 0 ,~(,~ - r), S ,~~ k - r) ,
SO4(k-r)-1):03C04r-1(SO4(k-r)-1)~03C04r-1(SO4(k-r))~03C04r(S4(k-r))=0 montre que cha-

-que application g : S 4r- 1 ~ S 0 est homotope à une application h : S 4r- 1 ~ SO 4(k-r)-1;
donc 3T est combinatoirement équivalent [20b] à S4k-1. On a la suite exacte d’homo-

o

-logie relative pour ( X’ , T, X’ - T ) : .-

o 0

donc ~.’ ~ ~ 3 T; ~ H ~(X’- T~ est un isomorphisme pour z~ 4 ~, où T .’ X’ - Test
o 

,

l’inclusion. Puisque X’ - T est simplement connexe, 6T est un rétracte par déformation

* 
(V) est défini pour une variété bord V = ~W, où W est une variété de dimension 4k tel-

-le que : lo la classe de Stiefel-Whitney w2 de W est nulle; 2° l’homomorphisme H 1( V ;

Z 2 ) -~ H 1( W ; Z 2 ) est un isomorphisme dans H 1( W ; Z 2 ) ; 30 les homomorphismes

H2k( W ; Q ) et H4i( W , V ; Q) ~ H4i( W ; Q ) .pour oik,sont des i somor-
-phismes ; alors , par définition, V ) - (W , V ) mod 1 W, V )=(A.,(W),w)’ /a, , où
ak = 4/( 3+ ( 1) ) &#x3E; et où W )= Ak(p1( W ), ...pk(W)) &#x3E; est le polynôme associé

âz/2/sinhz/2 ( p 14 ,[ 13] ). ( V ) est indépendant de W et on a : V # V’ ) = jL6(V)+

-)- /~( V ).
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de X’ - T; d’autre part, si 03A8’ : ~X’ ~ X’ - T est l’inclusion, 3X’ a le même type d’ho-
0

-motopie que X’ - T et ( d X’ ) est homologue à 03A8 ( d T ) qui représente un générateur
0

de ~ . -1~’ ’ T’; Z ). Donc a X’ est un retracte par déformation et a X’ et 3 T sont

h - cobordants; il en résulte [ 21a ] que ~ X’ et d T sont difféomorphes, donc X’ et T
0

sont aussi difféomorphes puisque X’-T est difféomorphe à BX’ x 1 = ~ T’ x 7. On a :

THEOREME 3. Soit M une variété dillérentiable simplement connexe et close de dimen-

-sion 4k telle que Z, pour i = . 0 , 4r, 4(k-r), 4k et 0 pour les

autres valeurs de i; alors M est obtenu par le recollement des bords de la somme topo-

-logique de W et de D ~k, où West une variété de Milnor dont le bord est dilféomorphe

à S ~~~ -1 ’ au moyen d’un dilléomorphisme.
Soit W la variété différentiable de dimension 4k construite par Milnor avec

bord a W une sphère combinatoire telle que Z pour x=0, 4rfr4=0~ 4 ( k-r ) ,

4k. Supposons que W soit une 03C0- variété; considérons la variété combinatoire close

M obtenue à partir de la somme topologique de W et de D 
7 par le recollement des

bords 3W et () D 
7 au moyen d’un homéomorphisme semi-linéaire. Or les sphères topo-

-logiques ô W de dimension 4 k -1 ne sont pas difféomorphes à la sphère S ~k_1 pour
k ~ 3, 2 ~ k  14 [ 20b ] ; il résulte alors du théorème 3 :

COROLLAIRE. Les variétés combinatoires closes M n’admettent aucune structure dil-

-f érentiable pour k ~ 3 et 2  k  14 .

2. Sur certaines variétés de dimension 4k + 2 .

2. 1. Soit f o : S 2 k ~ SO 2 k( k &#x3E;.l ) une application différentiable telle que la classe

d’homotopie f o vérifie = 3oL, où OL6~ ~ r ~ .(~ . ~ ) est un générateur, où d:

~~2~+1~2~+1~ ~2 k( SO 2 k + 1 ) est l’opérateur bord de la suite exacte d’ homotopie

de ( ~0?z, + l’ S 2 k + 1 ’ ~~ 2~ ~ ~~ 2 k + 1 est l’inclusion ; puisque z :
: 77 ~~(~0~ ~ ~ -~ SO 2 ~ + 1) est surj ective [ 24 ] , chaque application f S 2 k ~
~ ~~2~ + l est homotope à une application f’ : S 2 k -~ Posons f 1= f 2 = i o f~ ;
on a un difféomorphisme h : S 2 k x S 2 ~ ~ S 2 k x S 2 k définie par ( x , y ) ~ ( x’, y ’ ) où

y’ = f1( x ) , y, x = f 2 ( y’ ) . x’ . L a construction de Milnor, voir chap. 1, donne une vari-

-été différentiable Mr homéomorphe à combinatoirement équivalente à

S ~k + t puisque f 1 ( S 2 k ) C ~ ~~ 2 k C ~ 5’0 ~~+ ~ d’après le lemme 1 de [ 20b ] . ° Soi t W

la variété différentiable obtenue par la construction de [ 20b ] . dont le bord est W

est obtenu comme suit : soit T un voisinage tubulaire de la diagonale dans S 2 k + 1 x

x S 2 k + l; T est un espace fibré cellulaire ( T, S 2 k + 1, D 2 k + 1, ~) 
* 

associé à l’espace
fibré tangent à S 2 k + l’ W est obtenue par arrondissement des angles de l’espace quo-

où p : T ~ S2k + 1 est la projection.
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- ti ent obtenu à partir de la somme topologique de T avec T en identifiant ~"~~~+l~~~2~+l~
xD2k+1 l 

D’2 k + ! (resp. D’2 k + i ) est une boule plongée dans S 2 k + 1. Il est facile de démontrer que

H*( W,. Z) est isomorphe à donc 

2. 2. Invariant d’Arf : Soit W une variété différentiable de dimension 2n, où n est

impaire, ayant pour bord d W une sphère topologique; supposons que W soit (n -1 ) - con-

-nexe ; alors H n ( W) est un groupe abélien libre; en effet, H n ( W ) est isomorphe à 
et donc, par dualité de Poincaré, isomorphe à Hn ( W ) ; il en résulte, d’après le théorème

des coefficients universels, que Hn( W) est abélien libre. On a d’après
le théorème d’isomorphisme de Huréwicz; chaque élément a peut se réaliser par

un plongement S~ -~ W et deux plongements homotopes sont isotopes pour n &#x3E; 4 d’après

Whitney-Haefliger[ 12a]?donc, chaque plongement détermine un espace fibré normal bien
défini et donc un élément d’homotopie de 77~ ,~0 ); on a une application a : Hn( W) -~

~ 03C0n-1(SOn); on a a(x+y) = . a ( x ) + a ( y ) + xy(din), où in est un générateur de

Sn)’ où xy est l’intersection de x et y et où c) : 77’ (’ Sn ) -~ est le bord

de la suite exacte d’homotopie de [ 14a]. On sait [2] que ain=
_ ( in , in ~ ~ 0 si et seulement 3 , 7, où [ , , ] est le crochet de Whitehead.

Puisque le bord 3W est une sphère topologique, la forme bilinéaire (x, y) -~ xy de H n (W) x

x H n (W ) dans Z est anti-symétrique et unimodulaire; donc, le rang est paire r = 2s.

D’autre part on peut choisir une base symplectique de Hn ( W ) , c’est-à-dire, une base

e ., 1~i~s) tel que ei 1 e. =. = . 0 , e. ?’.= 0 pour 1 / . j et e. e’. = 1 . Si n = . 3 , 5,.7,

mod8, n ~ 3, 7, on a = Z2 ; donc l’application a devient une applica-
-cation telle que l’invariant d’Arf de

W est défini par : 
’

Soit W la variété différentiable construite dans 2.1 de dimension 4 k + 2 où 

et dont le bord ~W est combinatoirement équivalent à S4k+1; soit M la variété combina-

-toire compacte close obtenue à partir de la somme ’topologique de W et d’une cellule

e4k+ 2 en identifiant leurs bords 3W et au moyen d’un homéomorphisme semi-

- linéaire de BW est 2k- connexe èt ~2k+ 1 ( M ) = Z $Z. ..

THEOREME 4. L’invariant a ( M) de M est égal à ~ pour k &#x3E; :1 et k ~.3.

DEMONSTRATION . Soient x, y les classes duales aux classes d’homo-

-logie u, v définies par des plongements différentiables de sphères j1,j2 : S2k+1 ~ ,
sont les applications de S 2 k + 1 (identifié à la diagonale 

x S 2 k +1 ) dans W déduites par passages au quotient des injections de la diagona-
-le de S2k+1 S2k+1 dans les deux exemplaires de T servant à construire W.
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fx, y ) est une base symplectique de H 2 k + 1( M ; Z 2 ) , c’est-à-dire, xx = yy = 0 , xy = 1 .

Les espaces fibres normaux de j~( S 2 k + 1)’ où i = 1, 2, dans W sont non-triviaux ;en

effet, ils sont isomorphes à l’espace fibre ~_ ( T’, S ~ k + t, D 2 k + 2 ) (cf., 2. l)et l’espace
de Thom associé â 03BE admet une décomposition cellulaire S2k+1~e4k+2 + où la clas -
-se d’homotopie de l’application de recollement S4k+1  S 2k+1 est égale au crochet de
Whitehead [ a, a] ; on sait que [ a, a, ~ ~ 0 pour 2k + 1 4= 1 , 3 , 7 ou k &#x3E;’1 et k 4= 3 . Soit

générateur et soit T ) un générateur ; il existe une

application g : ~ ~ T’~ telles que g*{ v) - u’ et ( g*(/6),T.r ) == ~ où u’est la duale

de u . Alors, l’application f : .- ~ -~ ~ S 2 k + 2 2 k + 2 est l’espace de lacets de

S 2 k + 2 .est telle que f ( v) = M’, /*( /3) = 1 ; on a donc ao( x) = 1 ; en appliquant le même
raisonnement à v’ , la classe duale de v , on a a,o( y ) - 1 ; il en résulte que a ( ~ ) = 1.

2.3. Soit M une variété différentiable close de dimension 4 k + 2, k &#x3E; i, telle que 1 ) M

est 2k - connexe, 2 ) H 2 k + 1( M ) = Z 0153 Z ; d’après Smale [ 21a], V = M - D4k+2 est un

corps ansé, élément (D4k+2,f1,f2,D2k+1) de H(4k+2,2,2k+1). ~V est dif-

-féomorphe à S4k+1 et V a le même type d’homotopie que S 2 k + 1S2k + 1 (espace
déduit de la somme topologique S 2 k+ 1+S 2 k+ 1 par identification des deux points corres-

-pondant à un même point de base de S 2 k+ 1)’ Soit i1 : D2k+ 1 ~ D4k+ 2 une application
continue telle que et soit

J 2 ~ + l " D 2 k + 1 X D 2 k + 1 une application définie par j 2 ( u j = ( u, 0 ),o soit y .-
: S2k+1 ~ V l’application définie par j1 (resp. j2) sur le demi-sphère nord (resp. sud)
de S ~ k + 1; on peut supposer que / est un plongement différentiable. Montrons que V est

difféomorphe à une variété différentiable W comme construite dans 2 .1; soit T un voi-

-sinage tubulaire fermé de j ( S 2 k + 1); T est un espace fibré 03BE de fibre D 2 k + 1 sur

1). 03BE détermine une application f : S2k ~ S 0 2 k+ 1 telle que d /3= f , où f est la
classe d’homotopie de f , 3 ’~2~+ 1( S 2 k+ 1) ~ ~2 k( SO 2 k+ 1) est l’opérateur bord delà

suite exacte d’homotopie d’espace fibre ( SO 2 k+ 2, S2k+ l’ SO 2 k+ 13 et où 03B2 est un élé-
-ment de 1)’ Puisque i* : 03C02k(S02k) ~ 03C02k(S02k+ 1)’ correspondantàl’in-
-clusion i: S02k ~ S02k+ l’ 

est surject.ive[24], on a f = où f a est la classe d’ho-

-motopie d’une application f o : S2k ~ S02k; donc 3T est combinatoirement équivalen-
o .

-te à S 
1 

et T est difféomorphe à une variété W de 2. 1 [20b]. Puisque V - T est sim-

-plement connexe, l’inclusion 03A8 : d T ~ V - T est un retracte par déformation. D’autrepart,
si est homologue à qui représente un

0

générateur de H,~k+ 1( V ’ ~f; Z ) = H ~k+ donc est une équivalence d’homo-

~* S2 k+ est l’espace obtenu de la somme topologique de D ’+k+ 2 X I et de S 2 k+ 1
par identification de ( x, 1 ) avec f( x), x E S 4k + f est une application continue qui re-

-présente[ 03B1, 03B1].

* .Rappelons que Dsn+ 1 a le type d’homotopie d’un C W . complexe infini 
d’après James.
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-topie. Donc a V et 3 T sont h - cobordantes et il en résulte, d’après Smale [ 21a ] , que
a V et a T sont difféomorphes ; puisque V - T e st difféomorphe est

d ifféomorphe à T. Donc :

THEOREME 5. Chaque variété différentiable close M de dimension 4 k + 2 , ( k &#x3E; . I ),

telle que 1 ) M est 2k - connexe, 2 ) H 2 k + 1( M ) = Z 0153Z peut être obtenue à partir de la

somme topologique d’une variété différentiable W avec bord d W = S ~k + 1 et d’une boule

D ~k + ~ par identification de () W au moyen d’un di!féomorphisme de () W

W est une variété de Milnor de dimension 4 k + 2, k &#x3E; 1 , dont le bord

3 W est difféomorphe à S,~k + I,

3 . Structures différentiables sur 54 k + 1 . .

Soit M une variété différentiable close de dimension 4 k + 1 et 2k - connexe; sup-

-posons que M soit une variété; par la construction de [ 26a ] , on peut associer

à Aï un élément a E7Tn + ~k + 1( 1 . Cet élément a est représenté par une

application! : Sn + ~k + 1 ~ S~ comme suit : soit T un voisinage tubulaire de M dans

Rn + 4k + 1; T est homéomorphe à x n’ Donc on peut associer à tout point u E T sa

projection y dans Dn. Soit r : Dn ~ Sn-{ q } l’homéomorphisme naturel; en considérant

Sn + 4k + 1 comme la compactification de Rn + 4k + 1, l’application f : 5~ ~ , ~ -~ ~ est

définie par : .

T H E O R E M E 6 . Chaque élément 4k + t( °ù n &#x3E; 4k + 1 , peut être obtenu par la

construction de Thom à partir d’une variété di!lérentiable qui a le type d’homotopie d’une

sphère Syk + 1 pour k &#x3E; 1 ,

DEMONSTRA TION. Si 03B1~03C0n +4k + 1(Sn), on peut trouver une variété différentiable V,

de dimension 4 k + 1 , plongée dans Rn + ~tk + 1 et munie d’un champ de repères normaux

F n; en supposant V m - connexe ( 0  m  2k - I ), on va montrer que l’ on peut remplacer V

par une variété ( m + 1 ) - connexe, donc, par récurrence sur m, par une sphère d’ homotopie.

Si 03BB~03C0m ( V ) est représenté par un plongement :

(c’est possible puisque V est une 7T- variété), alors la variété :

et V sont cobordantes avec une variété différentiable W et g peut être choisi tel que
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Fn puisse se prolonger à W [ 20a] ; il en résulte qu’on peut modifier V par chirurgie en

une variété différentiable V, ( m - 1 ) - connexe, &#x3E; 
avec 7T m ( V’ ) _ 7T m ( V ) /Z 03BB. On peut fina-

-lement supposer que V est ( 2k - 1 ) - connexe. Soit ~03C02k( V); si k &#x3E; 1 , il existe un

plongement

tel que h S 2 k x 0 représente JL; est un élément libre, quitte à diviser il existe

une classe f3 E H 2 k + 1( V ) dont l’intersection avec ~. est 1 ; le cycle h j x aD 2 k+ 1,
Xo E S 2 k’ est homologue à zéro dans V - h ( S 2 k x D 2 7 1 ~ ’ donc dans V. ° On a encore

H 2 k ( V’ ) = H 2 k ( et le rang de H 2 k( V’ ) est strictement plus petit que celui de

H 2 k( V) et la torsion reste la même. Si  est un élément de la torsion , alors ( cf Kervai-

-re [ 14a] , lemme 2.4) la classe d’homologie du cycle h|xo x dD 2 k+ 1 est un élément

d’ordre infini de H 2 k( V’ ); en effet, on peut trouver par chirurgie, une variété différentia-
-ble V" dont le rang de H 2 k ( V") est strictement plus petit que celui de H 2 k( V ) et le

sous- groupe de torsion est strictement plus petit; soit b 2 k, b 2 k les nombres de Betti de

dimension 2k de V et V’ respectivement; on a b 2 k - b 2 k  I et b 2 k- b 2 k = 1 si et seu-

-lement si x représente dans V’ un élément d’ordre infini ; donc, il suffit

de démontrer que b 2 k + b2k = 1 mod 2 . Si E( V) est la semi- caractéristique de V, on a

E*( V ) + E*( V’ ) = E ( W ) + r mod 2, r étant le rang de la forme définie sur H ~ k+ l W,3W;
Q ) par cup- produit; puisque W~ = 0 pour tout u E H 2 k+ 1(W, ~W; Q ), r est pai-
-r et pui sque E ( W ) = 1 et bi = b = 0 pour i  2k - 1 , on a b 2 k + b 2 le = I mod 2 ce qu’il
fallait démontrer.

REMARQUE. Ce théorème estessentiellement dû à Kervaire pour k = 2 ( cf. lemme 2.4,

[ 14a] ) .

Soit 8 l’ensemble des classes de h - cobordisme de variétés différentiables V

dont le type d’homotopie est la sphère Sm; d’après [ 20a] , 9 est un groupe abélien relativement
à l’opération somme connexe ~. D’après 8~ est fini pour m impair et ~=3.
Par le théorème précédent, on a un homomorphisme surjectif T .’ 9uL . 1 - 
où n &#x3E; 4k + 1 ; si l’élément a associé à une sphère d’homotopie V est nul, alors il existe
une variété différentiable W de dimension 4k + 2 plongée dans Rn+ 4k+ 2 et muni d’un

champ de repères normaux ayant pour bord 3w = V ; ’ W est une 7T- variété Si 0398m (’ 3 03C0) dé-

-signe le sous- groupe de Sm des classes V qui sont des bords de 7T- variétés , lenoyau
de T est isomorphe et on a :

COROLLAIRE. Pour n&#x3E;4k+ 1, 1(Sn)~
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CHAPITRE TROIS

SUR LES DEFORMATIONS DE STRUCTURES COMPLEXES

SUR LES STRUCTURES DIFFERENTIABLES

1.0. Soient h le pseudogroupe des automorphismes locaux analytiques complexes de l’ es-

-pace numérique complexe Cn, B une variété différentiable de classe eoo ou( analytique)
complexe et r’ le pseudogroupe des automorphismes locaux différentiables eoo (resp. ana-

-lytiques complexes) de B; soit r le pseudogroupe engendré par les automorphismes lo-

-caux g : (z, t) ~ (h(z, t), 03C8(t)) de Cn x B tels que 03C8 6F’ et où Cf&#x3E; est l’ap-

-plication E B .

Soit E une variété différentiable (resp. analytique complexe) muni d’une structure
~

feuilletée associée à F, c’ est- à- dire définie [9d] par un atlas complet (ï de Cn x B sur
-~

E compatible avec P; chaque feuille de cette structure est localement isomorphe à Cn et

il existe une structure feuilletée différentiable sous- jacente. Supposons que E soit un es-

-pace fibre différentiable (resp. analytique complexe ) localement trivial sur B de fibres

connexes V 
t 

et de proj ection 7T: E ~ B . Il admet également une structure feuilletée diffé-

-rentiable sous - j acente . 0

D E F IN IT IO N . Une f amille différentiable de structures complexes est un es pace fibré diffé-

( E, TT, B ) dans lequel E est muni d’une structure feuilletée associée à 1 dont

la structure f euilletée différentiable sous - jacente est aussi sous - jacente à la structure fi-
-brée de E sur B.

Dans une famille différentiable de structures complexes, chaque fibre V t est munie

d’une structure complexe qui varie différentiablement avec t E B.

Soient Vo, VI deux variétés complexes; disons que V est une déformation de V1
si V et VI sont les fibres d’une famille différentiable de structures complexes.

DEFINITION. Une famille différentiable E est localement triviale au voisinage de la fibre

Vt t lorsque la structure feuilletée induite sur un voisinage 77’~~~ de V t ’ U étant un
o 0

voisinage ouvert de ta, est isomorphe à celle de l’espace produit V # x U, V to étant mu-
o 0

-nie de sa structure complexe. On dira qu’une structure complexe sur V est localement ri-

-gide lorsque toute famille différentiable de structures complexes contenant une fibre

isomorphe à V est localement triviale au voisinage d’une fibre quelconque.

Une famille différentiable de structures complexes E est localement triviale si,

pour chaque point t de B, la famille est triviale dans un voisinage de la fibre V La fa-
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-mille E est triviale si E est isomorphe à V x B.

Dans la suite les fibres Vt de E sont supposées compactes et connexes.
Soient ( E, 7T, B ) une famille différentiable de structures complexes, V t fibre de

E et 0 
t 

le faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes verticaux sur ~; soit
Hp( Ot) le groupe de cohomologie de dimension p de Vt à coefficients dans on

a[16a],:

T H E 0 R E M E . Pour chaque point to E B, il existe un voisinage U de to dans B tel que

dim 0 ~ ~ dim RP( Vt ’ pour t EU.
o 0

Soit Tt l’espace tangent à t de B ; un champ cpde vecteurs tangents à E défini

sur Vt, cp: Vt ~ Tt x T ( V t ) J est holomorphe le long de Vt t si 03C6(z) = ( Ux, X z ) est tel 1

que Xz soit un champ de vecteurs holomorphe sur Vt ; il est dit projetable si v zes.t un
vecteur de T indépendant de z. Un champ de vecteurs défini sur un voisinage U d’une
fibre V t et holomorphe le long des fibres est projetable s’il induit sur chaque fibre v~,

o 

t EU, un champ de vecteurs proj etable . 0

Soient TI le faisceau des germes de champs de vecteurs localement projetables et

holomorphes le long des fibres et 8 le faisceau des germes de champs des vecteurs ver-

-ticaux holomorphes le long des fibres; on a une suite exacte de faisceaux :

où A est le faisceau quotient de 11 par 0; si IIt et At sont les faisceaux induits parTI
et A sur V t , on a une suite exacte de cohomologie :

Puisque V t est connexe, on a un isomorphisme i ; " T’t -~ soit /9 ; 

(Vt, 0398t) l’application composée 03B4t o i. On a le théorème de Frôlicher et Nijenhuis[ 10] :

THE OREME . Si = 0 pour un point to E B, alors il existe un voisinage U
o 0

de to dans B tel que les fibres Vt, t E U, sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Puisque 0398t ) = 0, il existe un voisinage U tel que

dim H 1(Vt, 0398t) = 0 pour t EU. Si Hp (0398ou) est le faisceau défini par lèpre- faisceau U~

-+ 0~ on a Hj ~0’~~ = 0; la suite exacte de cohomologie.

montre qu’il existe un champ transversal d’éléments de contact C de dim B sur ’~’1( U)

holomorphe le long des fibres et le théorème résulte du lemme suivant ( cf [ 9c ] ) .
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LEMME. Tout chemin différentiable d’origine t E U et de but t’ E U est la projection d’une
courbe intégrale de C complexe analytique le long des fibres d’origine x E Vt t et de but

x’ E ~f~’ x’ est un homéomorphisme complexe analytique de V t sur V t~ .

Il résulte alors du théorème 6.2 de [ 16a] :

COROLLAIRE, Si, dans une famille différentiable ( E, 7T , B) de structures complexes,

~(V~9,)=0 pour t E B, alors la famille est localement triviale.

1. 1. Déformation d’une G-structure complexe : Soit V une variété complexe à n dimen-

-sion complexe; une G-structure complexe, ou G est un sous-groupe de Lie de groupe
linéaire complexe L_, est une réduction de groupe structural L’ de l’espace fibré tan-

-gent complexe à G [ 9b ] . Dans un voisinage d’un point de V une G- structure complexe
est déterminée par 03C9=(03C91,...,03C9n), où les cJ sont n formes complexes de Pfaff liné-

-airement indépendantes, définissant une section locale de l’espace fibré principal H’( V )
des corepères complexes du 1er ordre de V; en un point de V, 03C9 est un corepère dis-

-tingué pour la G - structure complexe. L’espace H’( V ) est un sous-espace fibré de l’es-

-pace fibré principal H ( V ) des corepères réels du 1er ordre de V. L’existence d’une

G - structure complexe est équivalente à l’existence d’une section dans l’espace fibré

associé H’( V ) / G et les structures d’une même classe d’homotopie de sections sont

isomorphes [ 9b ] .
Soit ( E , 7T, U ) une famille différentiable de structures complexes, les fibres étant

des variétés complexes V sur un domaine U contenant l’origine dans Rm ; la structure
est définie par un atlas S de en x U dans E. Soit f une carte locale appartenant ad,
la source de f étant le produit U 1 x U 2 , où U 1 est un ouvert de en, U 2 un ouvert de U.

Soit 03BE un vecteur tangent à Cn au point z EU 1 l’application z ~ f(z, t) = y fait cor-

-respondre à ç un vecteur tangent t ) à V 
t 
en y. Soit l’espace des vec-

-teurs tangents aux fibres V t de E ; les applications f forment un atlas de en x ( en x U)
sur T’( E ) définissant sur f ( E) une structure d’espace fibré à fibre C", à groupe struc-

-tural L # et de base E. Puisque E est difféomorphe au produit V x U où U est con-

-tractile en un point, est isomorphe à l’espace fibré (Vo) x U, considéré comme

espace fibré vectoriel complexe sur V x U d’après le corollaire du théorème 1 de [ 9d ] 0
Donc :

THEOREME 1 : Soit une famille différentiable de structures complexessur une

variété différentiable B ; alors, il existe pour chaque point de B un voisinage U tel que
les espaces fibrés tangents complexes des fibres V t’ t EU, sont isomorphes.

Supposons que, de plus, une fibre V t , to E B, soit munie d’une G - structure
o
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complexe; puisque les G- structures complexes sont en correspondance biunivoque avec

les sections de l’espace fibré H’ ( V t ) ~G , on a :
o

COROLLAIRE. Si, dansune famille différentiable de structures complexes (E,’~, B),une

fibre V t = 77 (to), to E B, admet une G - structure complexe, alors il existe un voisina.

-ge U de to tel que les fibres V t, t EU, admettent une G - structure 

2. Familles différentiables de structures riemanniennes .

Soit ( E, B, V ) un espace fibré différentiable de fibres isomorphes à V. L’espace

T’ ( E ) des vecteurs tangents aux fibres de E est un espace fibré vectoriel de base E et

de groupe structural Ln, où n est la dimension de V. Une restriction du groupe structural

à On définit une métrique riemanienne le long des fibres. On l’obtient par une section de

l’ espace fibré associé à T’ ( E ) à fibres isomorphes à cette section est diffé .

-rentiable, on a une métrique riemannienne différentiable le long des fibres ou une famille

différentiable de structures riemanniennes.

Si de plus on se donne une famille d’isomorphismes d’une fibre fixe V sur les au-

-tres fibres définissant sur ( E, B, V) une structure d’espace fibré différentiable à groupe
structural G formé d’isomorphismes de V, admettant la structure d’espace fibré différen-

-tiable donné comme structure sous - j acente , alors ( E , B , V ) est muni d’une structure

d’espace fibré riemannien. On a : 
*

THEOREME 2. Soit ( E, 1 , V ) un espace fibré différentiahle muni d’une métrique rieman-

-nienne, deux fois différentiables, le long des fibres, la base 1 étant l’intervalle 0 tl.

Supposons que sur chaque fibre la métrique riemannienne soit complète. Si le sous - espa-
-ce fibré E’ de E au - desuus de l’intervalle semi - ouvert 0  t  1 est un espace f ibré rie-
-mannien ayant pour groupe structural le groupe G de tous les isomorphismes de V I sup-

-posé transitif dans alors V o est isomorphe à V 1 et E est aussi un espace fibré rie-

-mannien à groupe structural G.

DEMONSTRATION. Considérons un relèvement différentiable de l’intervalle [0, 1]
dans E. L’espace fibré principal H’ associé à E’ est l’espace des isomorphismes dela

fibre V 1 sur les fibres V t pour 0  t  1 . Soit G 1 le sous- groupe d’isotropie de V 1 au

point xl; l’espace fibré E’ s’identifie à l’espace fibré quotient H’ /G 1 et H’ est un es-

-pace fibré principal de base H’ / G / le chemin ( xt) pour 0  t ~ 1 se relève en un che-

-min (b t) de H’. Soit ri un repère orthonormé dans l’espace tangent VI) à x 1 de

V 1; il lui correspond un repère orthonormé =.rt au point Xt’ Par suite de lacompa-
-cité de l’ensemble des repères orthonormés des fibres attachés aux points d’un voisinage

compact de x dans E, la fonction continue t admet une valeur d’adhérence suivant

*

J e dois l’idée de cette démonstration à M. Ehresmann.
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le filtre des voisinages de 0. On peut trouver une suite de valeurs tn de t tendant vers 0
telle que r t tende vers un repère r . Soit l t l’application linéaire de l’espace tangent

n

xi de Vl ’sur l’espace tangent T"t(Vt) à xt de Vt qui applique rl sur rt;
soit u un vecteur unitaire tangent à YI d’origine x1 et soit y l’extrémité de l’arc de géo-

-désique d’origine x 1 tangent à u et de longueur s; on a y = u ), où 03C8 est unefonc-
-tion différentiable de ( s, u ) . Soit y f l’extrémité de l’arc de géodésique dans V. f d’ origi-
-ne x tangent au vecteur l t( u) et de longueur s ; on a y = s, u, t), où s, u, I )_

=~f~,M) et ~ est une fonction différentiable de ( s, u, t ). Pour t &#x3E; 0, on a 

lorsque tn tend vers 0, h t ( u ) tend vers un vecteur h o ( u ) et h 
t ( y ) tend vers un point

bo(y)=03C8(s,u,0).Si y est l’extrémité de deux arcs géodésiques, c’ est- à- dire, 
u)=03C8(s’,u’), alors bt(03B3)=03C8(s,u,t)=03C8(s’,u’,t) pour t&#x3E; 0; il en résulte que03C8
( s, u, 0 ) = y; ( s’ , u’, 0 ) . On définit ainsi une application différentiable ho de Yl dans Y~,
Puisque Yo est complète, ho est surjective. E étant isomorphe à Yo x IiI existe une ap-
-plication différentiable de E sur Yo qui se réduit sur Yt t à un homéomorphisme différen-
-tiable de Vt 

sur V et appliquant la métrique riemannienne de Yt t sur une métrique ri e-

-mannienne (ds2) de V , fonction différentiable de t. Monttons gue ho est bijective :
soient y, z deux points distincts de Yl et montrons que h o( y) * comme h est

un isomorphisme des structures riemanniennes de sur yt, le distance de h f( y ) à 
dans la métrique ( ds2) t est une constante d et égale à celle de y à z dans Soit

distance de deux points f et ~ de Yo pour ( ds2)t; supposons que ho( y ) _
= on a : 

’ 

.

y ) et h t( z) tendent vers ho (y) lors que t tend vers 0 et les distances d t( h o( y),
ht(y)) et dt( h o( z), h t( z)) tendent vers 0. Donc d= 0, ce qui est contraire à l’hypo-
-thèse. Montrons que ho est un isomorphisme. Soit U 1 un voisinage normal géodésique
de x 1 dans V1; pour chaque il existe une seule géodésique d’origine x 1 et d’ex-

-trémité y ; l’ application ho fait correspondre à tout arc géodésique d’origine x 1 un arc

géodésique d’origine x et à un système de coordonnées normales dans U 1 un système de
coordonnées normales dans un voisinage U o de x dans Donc la restriction de ho à

U 1 est un isomorphisme. Puisque l’arc de géodésique d’origine x 1 et d’extrémité y =

= 03C8(a, u ) est compact, il existe un nombre positif E tel qu’il existe un systèmede coor-

-données géodésiques de centre y=03C8(s,u) dans V1 et de centre 03C8(s,u,0)=ho(y)
de rayon E pour 0  s  a. Si h o est un isomorphisme local au voisinage de y dans V I,
la restriction de ho à une boule de centre y et de rayon  E est un isomorphisme.En ef-

-fet, soit r’1 un repère orthonormé d’origine y dans V 1 et soit le repère corres-
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-pondant dans V o ; par les arcs de géodésiques correspondants d’origine y et h o ( y ) , on
établit comme précédemment une application différentiable bô de V1 sur V et on voit

que Soit s 1 la borne supérieure des valeurs s tel que ho soit un isomorphisme
local d’un voisinage de de V1 dans alors, on peut trouver un s’ tel qu’il
existe une boule géodésique de centre s’, u ) qui contienne s 

1, u ),~ en répétant

l’argument précédant, on montre que ho est un isomorphisme local dans un voisinage de

~( s 1, u ), d’où une contradiction. Donc ho est un isomorphisme local au voisinage de

chaque point et comme ho est bijectif et surjectif, il en résulte que ho est un isomor-

-phisme.
Montrons que E est un espace fibré riemannien sur l, Soit R l’ensemble des

repères orthonormés des fibres V t aux points xi, pour 0  t ~ 1. Soit G’1 le groupeliné-
-aire d’isotropie. R est un espace fibré principal (trivial) sur f, à groupe structural 0 ;
on identifie r avec l’isomorphisme linéaire r’ qui applique le repère r 1 sur r. R/G’1,
l’espace des classes de repères est un espace fibré trivial sur 1 de fibres isomor-

-phes à On/ Soit R’ le sous-espace de R formé par la réunion des classes 

ht étant l’isomorphisme linéaire correspondant à ht, pour 0  t ~ 1 . On montre que R’se
déduit de R par restriction du groupe structural 0 à c’est-à-dire que R’ se projette
dans R / G’ sur une courbe qui est un relèvement de 1 dans R/G’1. En effet, l’appli-
-cation t ~ h’tG’1, pour 0  t  I , est un relèvement de l’intervalle semi-ouvert 0  t 
 1 dans R/ G’ . De plus, comme h’o est adhérent à l’ensemble des repères ht, le point

G’1 de R / est adhérent à l’ensemble des points h’tG’1. L’ensemble réunion H’ des
classes d’isomorphismes h tG 1 forme alors un espace fibré isomorphe à R’. Cet espace
fibré H’ définit sur ( E , 1, V) une structure d’espace fibré riemannien. On en déduit que

l’ensemble H des isomorphismes de V 1 sur V t, pour Q  t  I , est aussi un espace fi-

-bré principal à groupe structural G.

THEOREME 3. Soit ( E , I , V ) un espace fibré différentiable de fibres compactes V t sur

l’intervalle 1 muni d’une métrique riemannienne, deux fois différentiable, le long des

fibres et tel que le sous-espace fibré E’ de E sur 0  t  1 soit un espace fibré rieman-

-nien ayant pour groupe structural le groupe de toutes les isométries de alors V o est

est isomorphe à V t.

DEMONSTRATION. Puisque V1 est compacte, son groupe des isométries est un groupe

de Lie compact; soit t ~ h 
t 
un relèvement de 0  t 1 dans l’espace fibré H’ associé à

E’, où h t est un isomorphisme de V 1 sur Soit r t le repère orthonormé de V t trans-

-formé par h t d’un repère orthonormé r 1 de V l’ Puisque Vo est compact, la fonction

continue t 
admet une valeur d’adhérence r suivant le filtre des voisinages de O.
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Comme dans le théorème 2, on définit une application différentiable ho de V 1 dans V
et le même raisonnement montre que V 1 est isomorphe à V .

3. Déformation de variétés hermitiennes symétriques.

3.1. On sait que, d’après les beaux travaux de E. Cartan [ 8 ], les espaces hermitiens

symétriques irréductibles sont tous simplement connexes et il y a deux classes des

espaces C 
1 ) Les espaces de la classe C sont compacts; ce sont les quotients :

où SU~ est le groupe unitaire unimodulaire à n variables, SPn le groupe symplectique
à 2n variables, E 6 et E 7 les groupes simples exceptionnels de dimension 27 et 56 .

2 ) Les espaces de la classe ~ sont non compacts et ils sont isomorphes aux domaines

bornés symétriques.

THEOREME 4. Toute structure complexe homogène compatible avec la structure diffé-
-rentiable usuelle sur un espace de la classe C est isomorphe à la structure complexe
naturelle ou à sa conjuguée.

DEMONSTRATION. Soit V un espace de la classe C; soit K son groupe d’automor-

-phismes qui est un groupe de Lie simple et soit L son groupe d’isotropie à un point.

Soit S une structure complexe homogène sur V, c’est-à-dire V = G / H, G étant un

groupe de Lie complexe. Puisque V est simplement connexe et la caractéristique d’Euler-

-Poincaré E ( V ) ~ 0 , il existe un sous-groupe compact maximal K’ de G qui opère
transitivement sur V. Puisque le nombre de Betti de V pour la dimension 2 est égal à 1,

K’ est simple et V = K’ / L ~ , ou L’ = H ~ K’ , est hermitien symétrique irréductible.

D’après le calcul des nombres de Betti des espaces simplement connexes dela

classe C en fonction de K et L [ 9a ] , K est isomorphe à K’ par un isomorphisme qui
.,

applique L sur L’. De cet isomorphisme de K sur K’ on déduit un isomorphisme de la

structure complexe naturelle sur la structure S. Il suffit de démontrer que V admet une

seule structure invariante par le groupe K. Puisque V est irréductible le centralisateur

N du groupe linéaire d’isotropie est une algèbre sans diviseur sur les réels; donc d’après

Frobenius, N est isomorphe au corps des nombres réels R, des nombres complexes C

ou des quaternions H. N n’est pas isomorphe à R ; démontrons que N = C; si N = H

on a une structure presque quaternionnienne homogène sur V, c’est-à-dire il existe [ 9b]

une 2- forme différentielle complexe D invariante de rang maximal en tout point;puisque
V est symétrique, 03A9 est fermée. Localement D s’écrit dz1 dz2 + ... + dzp-1dzp. On a
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et 03A92 sont deux formes quadratiques extérieures réelles fermées

non proportionnelles. Donc le nombre de Betti de dimension 2 serait supérieur à 1 , or il

est égal à 1 , d’où contradiction. La valeur Ix du tenseur 1 définissant la structure pres-

-que complexe est donc un des deux éléments du centralisateur dont le carré est égal à

-l, a

COROLLAIRE. Les espaces de classe C admettent une seule métrique kählerienne

homogène, à un facteur constant près.

REMARQUE. En effet, d’après les travaux de Wan g [ 27 ] on a le résultat suivant : une

variété complexe compacte, homogène et simplement connexe V’ ayant b 2 égal à 1

est un espace hermitien symétrique irréductible V; puisque b 2 = 1 , la caractéristique
d’Euler-Poincaré 0[ 27 ] ; donc, il existe un sous-groupe compact maximal K’

du groupe des automorphismes de V’ qui opère transitivement sur V’. On a V’ = K’/ L’,
où K’ est semi-simple et puisque b 2 = ~, K’ est simple et L’est le centralisateur d’un

tore dans K’ [ 27 ] ; il en résulte que V’ est un espace hermitien symétrique irréductible

Signalons que l’on ne connait pas d’exemple d’une variété complexe V’ ayant le type

d’homotopie d’un espace hermitien symétrique irréductible V mais non isomorphe à V.

3. 2. Soit (E , 7T, B ) une famille différentiable de structures complexes; si une fibre

Vt , ’ est un espace de la classer, on a H 1( Vt , ,0~ )=0;donc~Vv~O~)=0
o 

° 
0 0

dans un voisinage de to et la famille est localement rigide [ 3 ] .

PROPOSITION, Soit ( E , 7T, 1 ) une famille différentiable de structures complexes sur

l’intervalle I dans laquelle chaque fibre V t est un espace de la classe ~ pour t &#x3E; ~ 0 ;

si la métrique kählerienne le long des fibres définies pour t &#x3E; 0 admet un prolongement

différentiable hermitien à t = 0, alors V o est isomorphe à V t et la famille est triviale.

DEMONSTRATION. On a t &#x3E; 0, où 

le plus grand groupe d’isométries de Vt; donc on a La diffé-

-rentielle covariante D t Dt, f6/, est une fonction continue de t, où n est la forme de
Kahler associée à la métrique de V t ; donc est nulle et V~ estkahlerienne.

D’autre part, d’après le théorème 2, le groupe 1 ( V 0) opère transitivement sur V 0 ; puis-

-que V est Kahler-Einsteinne, le groupe des automorphismes analytiques de Vo con-

-tient le groupe 1 (V ) ,. donc V est homogène complexe et d’après le théorème 4, V
est un espace de la classe C. Il en résulte [ 5 ] que ~~V~,8~)== 0 et la famille est

triviale.

dim (resp. dim désigne la dimension complexe (resp. réel ) &#x3E; 

’
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THEOREME 5. Toute variété kählerienne compacte V dont la structure complexe est
une dé f ormation différentiable de la structure complexe d’un espace hermitien symétrique

compact et irréduetible V. i est isomorphe à V t.

DEMONSTRATION. Supposons que V et V 1 soient les fibres d’une famille différen-

-tiable (E,7T,f) de structures complexes; puisque la famille est localement rigide, on

peut supposer que les fibres V. sont des espaces de la classe C pour t &#x3E; 0 . Pour

démontrer le théorème, il suffit de démontrer que la famille ( E, ~, 7~ est kâhlerienne; en

effet, d’après [ 17b] , il existe un prolongement de la métrique kâhlerienne de Va dans
un voisinage de 0 ; en utilisant le fait qu’il existe (d’après Chow) une seule métrique
kâhlerienne (une métrique de Hodge) sous-jacente à la structure complexe canonique de

V . , on peut appliquer la proposition précédente.

3. 3. Soit D un domaine borné symétrique irréductible (un domaine de Cartan) de C" ,
n &#x3E; 1; soit H un sous-groupe discontinu du groupe des automorphismes de D tel que :

1) le quotient V = D / rr soit compact.

2 ) l’identité soit le seul élément de H ayant des points fixes dans D.
’ 

Soit 0 le faisceau des germes des champs holomorphes sur V; d’après Calabi et

Vesentini [7], on a ~fV,Q)=0 pour n &#x3E; 1 . . Donc la structure complexe de V est

localement rigide. On a :

THEOREME 6. Soit (E,03C0,I) une famille différentiable de structures comp lex es uni-

-formisables par un domaine de Cartan D pour t &#x3E; 0. Si la famille est kählerienne, alors

V est aussi uniformisable par D et la famille est triviale.

D E M ON S T R A T IO N . Soit le revêtement universel de E ; chaque V - w 1 V ~ ) =
= 03C6-103C0-1(t) est le revêtement universel de On a une métrique Kâhlerienne le long

des fibres éi t de É . Puisque Vt est compact, Vt est complète; donc le groupe d’ iso-

-métries I ( Vo } de V est transitif d’après le théorème 2. Puisque V est kâhler-Eins-
-tein, le groupe est contenu dans le groupe des automorphismes analytiques 

. de V ; donc Vo est homogène complexe. V étant compact, A ( Vo) est unimodulaire

d’après le lemme* suivant. Il en résulte [ 11 ] que V est symétrique; donc V est iso-
-morphe à un domaine borné symétrique. Puisque Vo est symétrique, on a H 1(Vo, 0398o)=
= 0 [ 7 ] ; il en résulte que V est isomorphe à V. r et la famille est triviale.

LE MM E . Soit G un groupe localement compact et H un sous-groupe discret tel que G / zf
admette un volume fini ; alors G est unimodulaire.

En effet, d’après le résultat sur la mesure de Haar sur on a A~g) =

*

Je dois l’idée de cette démonstration à M. Saito.
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= EH, où ~ est un caractère de G et où 0394G(g) (resp, estune

fonction continue de g; puisque H est unimodulaire, on a 0394H(g) = 1 . Soit J.l ( V ) le vo-

-iume de V= on a (V)= (gV)=~(g) (V) pour g EH. Donc et G

est unimodul aire.

4. Déformations de surfaces analytiques complexes.

Soit une famille différentiable de surfaces analytiques complexes sur

B dans laquelle une fibre V t est une surface kâhlerienne compacte ayant c~ ( V t ) &#x3E; 0 ,

où ci ( V ) est la valeur de c2 = sur le cycle fondamental de V., citant la clas-
-se de Chem de V ; on sait [ 15b] que Vt est alors une surface algébrique. Puisque V to 0

est kahlerien, il existe, d’après [ 17a] , un voisinage U de f tel que chaque fibre V ~,
t EU, soit kâhlerienne ; puisque = ci ( V t) en vertu du théorème 1, V est algé-

o 

-brique.

THEOREME 7. Chaque dé f ormation d’une surface kählerienne compacte V telle que

c i ( V j &#x3E; 0 est algèbrique,

DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer le théorème pour une famille ( E, 7T, 1 ) où 1 est

l’intervalle 0  t  1; / d’après ce qui précède, on peut supposer que V t est une surface

kâhlerienne compacte ayant ci ( V t) &#x3E; 0 pour t &#x3E; 0. Montrons que V° est algébrique.Soit

M ( V 0) le corps des fonctions méromorphes sur V ; on sait[15b] que dim. M(Vo)~2.
Si dim. M ( = 0, alors pg = 0 ou 1, où P g est le genre géométrique de Vo [ 15c] ;sup-
-posons que pg = 1 ; puisque 0, on a dim. 2: 1 d’après le théorème de

Riemann-Roch 5 d’où une contradiction. Donc on a pg = 0. Soit K f l’espace fibré
canonique de V t de fibre C, la droite complexe, et soit c Z ) sa classe carac-

-téristique. Soit U un voisinage de 0; ’ puisque P g = dim H2( Vo, = 0, ’ et que Vtest
algébrique, il existe un diviseur D t associé à Kt; soit C t une courbe contenue dans D t
telle que ( Ct ) &#x3E; 0 et soit Ft l’espace fibre en droites complexes associé à C~ . D’après
la proposition 13.2 de [17a] , il existe un espace fibré H ~H1(03C0-1(U),O*), où a * est
le faisceau multiplicatif des germes de fonctions différentiables sur 03C0-1( U) qui sont ho-

-lomorphes le long des fibres, tel que c et Ht = F t pour t EU. On a dim H °
Hf F 0)) ~ où Hf F t) est le faisceau des germes de sections

holomorphes de Ft. Donc, le système linéaire complet ] contient un diviseur D &#x3E; 0;

soit D Ct 1. étant les courbes irréductibles sur V°. Puisque la classe d’homolo-

-gie de D est duale à c, l’une des courbes, soit Cy, n’est pas homologue à zéro ; donc
on a ( C1 ) &#x3E;0 et V° est algébrique [ 15c], d’où encore une contradiction. Donc dim M

(Vo) ?.1; si dim M(Vo)=1, on aura[15b] c21(Vo)~ 0 ce qui est impossible. Il en ré-
-sulte que et V est algébrique [ 13b] 

’
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4 . 2 . Dans le produit cartésien P 2( C) x Pl (C) du plan projectif ( x°, xI , "2) par la
droite projective considérons les surfaces algébriques 03A3n définies par x1yn1-
-x2 y2 = 0, n &#x3E; 0; Hirzebruch a montré qu’elles sont homéomorphes à S2 x S2 ou à la som-
-me connexe de P2(C) avec lui-même et pour deux valeurs différentes de n elles sont

analytiquement inéquivalentes. S est appelé une surface de Hirzebruch ; 03A3o est la qua-

-drique complexe .
Soit E une famille différentiable de surfaces complexes compactes V t sur 1=

= [ 0 , 1 ] ; dans laquelle une fibre VI y est une quadrique complexe S2 x S2; puisque

H fV.,8)=~Ja famille est localement rigide. Donc, on peut supposer que V t est une

quadrique complexe pour t &#x3E; 0 ; puisque 0, V° est une surface algébrique

d’aprèsle théorème 7. D’autre part, on peut supposer que E est une famille kahlerienne

[ 17 b] ; donc la variété Riemannienne V° est isomorphe à V 1 d’après le théorème 3; V y
étant une variétékähler-einsteinienne ,Vo est einsteiniennedonc la courbure de Ricci de V°
est positive. En vertu du théorème d’annulation de Kodaira, on a Ht( V 0’ , 03A9o(iK))=0,
i 4~, où i K est la somme de i exemplaires de l’espace fibré canonique K de V [ 15 c];
donc, on a p = 0 et le genre P2 = dim H2 ( V o , 03A9o( 2K ) ) = 0. V étant simplement con-

-nexe, Yo est rationnelle d’après la critère de Castelnuova- Enriques ; il en résulte,

d’aprèsAndréotti [ 3]; que V est une surface de Hirzebruch. Donc :

THE 0 REM E 8. Une déformation d’une quadrique complexe est une quadrique complexe ou

une sur face de Hirzebruch.

REMARQUE. Puisque c’~ ~ 0 pour le plan projectif, une déformation d’un plan projectif
est une surface algébrique V ; d’après le théorème 5, V est isomorphe à P2 ( C ) comme
il a été montré par Kodaira et Spencer [ 17 a] .

5 . Sur les variétés kähleriennes homogènes à courbure positive .

5 .1 . Soit V une variété kahlerienne homogène à courbure de Riemann strictement positi-

-ve ; alors V est compacte et la courbure de Ricci est positive; soit G le groupe des au-

-tomorphismes de V ; si G admet un centre non discret, l’espace homogène V = ad-

-met une partie localement unitaire [ 18] ; alors la courbure de Riemann ne serait passtric-
-tement positive, d’où une contradiction. G étant compact, G est donc semi- simple.Mon-
-trons que G est simple; sinon est isomorphe au produit des espaces riemanniens

i 
avec K simple; alors la courbure de Riemann ne serait pas strictement positive.

Donc G est simple et H admet un centre non discret [ 18] ; il en résulte que V est unes-

-pace hermitien symétrique irréductible. D’après la classification de E. Cartan on voit que
le seul espace hermitien symétrique à courbure strictement positive est l’espace projectif

complexe P ( C ) . Donc :
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THEOREME 8. Chaque variété kâhlerienne homogène à courbure de Riemann strictement

positive est isomorphe à l’espace projectif complexe.
Si V = G / H est une variété kâhlerienne homogène dont la courbure de Ricci est

strictement positive, alors G est semi-simple. D’autre part, V est simplement connexe

et la caractéristique d’Euler-poincaré est positive. Donc V est rationnelle d’après Goto.

On peut conjecturer que toute variété kühlerienne compacte V à courbure de Ricci stric-

-tement positive est rationnelle, On sait [ 15a] que V est algébrique; si dim V = 2 ,

alors V est rationnelle d’.après 4.2.

5. 2. Soit V’ une variété kâhlerienne difféomorphe à un espace hermitien symétrique

compact et irréductible V ; on a b2 hp,q = 1, donc hp,q=0 pour p ~ 1 ,

q # 1 ; d’après [ 15a] V’ est algébrique. Soit g ~H2(V’;Z) un générateur tel que la
classe fondamentale de V’, pour sa métrique kâhlerienne, coïncide avec g; on a V)=
= 1. Puisque V’ est algébrique, le genre arithmétique y ( V’ ) est égal à 1 .D’autre

part, les classes de Pontrjagin sont les images réciproques par un difféomorphisme des

classes de V et la classe de Chern c 1( V’ ) est égale à À.g, la classe totale de

Pontrjagin est donnée par p=pk=(1+g2) , où est donné par c1(V)= g. On
o 

"

sait [4] que ~C est égal à m + n, 2 n: -2 , n + 1 , n, 1 2 ou 1 8 pour les espaces de la

classe C rangés dans l’ordre indiqué plus haut. Si dim V’ est impair, la classe de

Stiefel-Whitney w 2 de V’ est nulle; alors /3 c 1(V’)=0, où. 03B2 : H 2 (V’; Z) ~ H 2 ( V’ ; 

est l’homomorphisme de Bockstein, de même = 0 ; donc Â = /~ 7720~2. Soit c (V~= 
’

=(/~+2s)~, ~ EZ. D’après le théorème de Riemann-Roch [ 13 ], le genre de Todd est

donné par le coefficient de g n dans la formule e(s+½ )g(g 2shg 2) . Donc on a
= 1 et puisque dim V est impair, ceci est possible seulement si s =.0 (cf.

, 

lemme 2, [ 16 ] ) ; il en résulte que .c 1( V’ ) = c 1( V ) _ g et la classe de Chern c f V)
de V’ est positive *. Puisque h 2 ’ ° = 0, le groupe des diviseurs sur V’ est isomorphe
à Z; soit D le diviseur positif défini par une section hyperplane de V’ supposé réalisé

comme sous-variété algébrique de l’espace projectif complexe et soit v l’entier positif
déterminé par D ; on a ( cf. lemme 4, [ 16 ] ) le genre Y~~~D~=S dim

est égal à (), donc 
= () car Hp(V’, 03A9o(D))=0 pour on désigne ici par .0.0 ( D) le fais-

/L- l
-ceau des germes de sections holomorphes de l’espace fibré E en droites complexes
associé à D et par L ( D ) l’espace vectoriel des fonctions méromorphes g définies sur

V’ tels que est holomorphe sur un ouvert U i d’un recouvrement ( Ut) de V’,
où f i est une fonction méromorphe sur U i représentant D ; L ( D ) s’identifie à l’espace
vectoriel F ( E ) des sections holomorphes de E .On sait que la variété V est rationnelle

Si la conjecture qui affirme que e 1( V’ ) &#x3E; 0 entraîne l’existence d’une métrique kahlerienne dont

la courbure de Ricci est positive est vrai, alors on peut montrer que cette métrique coincide avec

la métrique kahlerienne canonique de V.
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et le nombre V correspondant est égal à 1; il existe alors une application birationnelle

f de V dans où 1 = fb-l Soit une base de 

E ) est une section de E, est représentée par le couple (z , cp.(" z ) )
dans la carte locale sur E associé à on a z ) = z et

les fonctions fi j déterminent les changements de cartes locales ( z , u ) = 

Alors iD 1 = t D À est un système linéaire complet défini par le divi-

-seur D03BB=((D03BB) 1 ) , (D03BB)i=03BBo03C3oi(z)+...+03BBl03C3li(z), 03BB~f(V), où les À. sont les
coordonnées homogènes du point et où u.. est la fonction définie sur

associée à cr., comme cp . est associée à 03C6. Soit B la base de D 4 , c’est-à-

-dire, B = m X D x; on peut montrer ( cf. Lemme 9 [ 16] ) que les fonctions méromorphes
h j ( z ) _ ~~i ( z ) /~. ~?)’ /=~,2,.../, sont algébriquement indépendantes. Alors

l’ application h : .- V’ - B ~ V = f ( V ) C C ) définie par :

est régulière. Soient S l’espace vectoriel des polynômes homogènes de degré v en

M= (M , M .,..... U i ) ... 0 , ’II N une base de J~; % = N+ ~ = f /~~
/== ~-~ et l’ application s : u - (’P f~), .....~P~j~ u &#x3E; &#x3E; est un plongement de C)

dans Soit on associe à chaque une

section holomorphe :~-~(~,~.fz~ de l’espace fibré en droite complexe associé
à vD; alors, les sections 03C8o, 1jJ l’ 0 0 . , ’-/JN sont linéairement indépendantes , dim L( 

=N+Jf=(t~). ~==~-~. Puisque est positive, 1’ application :

est un plongement de V’ dans P N (C) pour v assez grand [ 13a ]. Donc, l’une des

coordonnées i ~ z ) est différente de zéro et B est vide; il en résulte que h : v’ - P j( C )
est régulière et la commutativité du diagramme : _

montre que h est birégulière sur 03C6( V ) . Donc * :

TH EORE ME 9. Soit V’ une variété klihlerienne de dimension complexe impaire difféo-

-morphe à une variété hermitienne symétrique compacte et irréductible V ; alors V’ est

complexe analytiquement isomorphe à V.

Ce théorème est démontré pour les espaces projectifs complexes dans [ 16 ] .
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