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A MON MAITRE
M. Charles EHRESMANN

et A MES PARENTS

SUR LES STRUCTURES DIFFERENTIABLES

ET LES VARIATIONS DE STRUCTURES COMPLEXES

par Kilambi SRINIVASACHARYULU

INTRODUCTION

Ce travail est composé de deux parties : la premiére est essentiellement consacrée
au probléme de I'existence d'une structure différentiable sur une variété triangulée; dans
leurs recherches sur les variétés différentiables, MM. Caims, Whitehead, Thom, Milnor,
Smale et autres ont démontré des résultats remarquables et surprenants. Dans ce travail,
nous nous proposons de donner quelques contributions 4 1'étude de ce probléme dans leca-
-dre de ces résultats. La deuxiéme partie contient quelques résultats concernant la défor-
-mation de certaines variétés complexes compactes. On a ( cf[ 171) le probléme suivant :
étant données deux variétés différentiables E et B munies d'une application propre 77 de
rang maximum dans lequel les fibres ml(e)= V,, t €B, sont des variétés complexes,
dans quels cas E est-il un espace fibré localement trivial sur B? Ce probléme a été étu-
-dié par Frélicher et Nijenhuis [ 11] et complété par Kodaira et Spencer dans leurs beaux
travaux [ 17].

Ce travail a été présenté dans trois Notes aux Comptes Rendus de 1'Académie des

Sciences [ 22]. Voici, en résumé, le contenu des deux parties de ce travail .

LLes numéros entre crochets [ ] renvoient & la bibliographie.
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Le premier chapitre de la premiére partie donne des exemples de triangulations non
différentiables. Rappelons qu'une variété différentiable admet toujours une CZ- triangula-
-tion ( disons triangulation différentiable), c'est-a-dire V est muni d'une triangulation
K dont les simplexes sont plongés différentiablement dans V. On a le probléme d'existen-
-ce d'une stucture différentiable compatible avec une triangulation donnée d'une variété ,
c'est-a-dire telle que cette triangulation devienne différentiable. Utilisant les fibrations
de la sphére S, par §3 de base S4 Thom a montré 1'existence de variétés triangulées de
dimension 8 qui n'admettent aucune structure différentiable compatible avec la triangula-
-tion donnée. En utilisant les fibrations analogues de S15 par S5 de base Sg, nous mon-
-trons |'existence de variétés triangulées de dimension 16 qui n'admettent aucune struc-
-ture différentiable compatible avec la triangulation. D'autre part, Milnor a donnéune cons-
-truction de variétés différentiables W, ayant pour bord 0 W4 une sphére topologique.
Utilisant ce travail, nous montrons 1'existence de variétés combinatoires compactes et clo-
-ses ( sans bord) M/} qui n'admettent aucune structure différentiable compatible avec les
triangulations pour k> 1 et 3< k< 14,

Suivant Thom-§varc, on définit les classes caractéristiques I, € H4% (v, Q) du
-ne variété combinatoire V en réalisant un élément u € 74k 1y ; Q) par une sous- varié-

-té W de dimension 4k de V et en utilisant la formule de 1'indice I( W) = <lkU”' V> ;

On a les résultats suivants :
a ) L'invariance combinatoire des classes lk'

b) Pour que V admette une structure différentiable compatible avec la triangula-
-tion , il faut qu'on ait Ly=Ly(p;), ot L, est le polynéme de Hirzebruch . Enappliquant
le théoréme de 1'indice aux variétés M, dontles classes de Pontrjaginp; sont connues
pour i< 4k, nous montrons que <pk, Mula> est rationnel non entier; or les nombres de
Pontrjagin d'une variété différentiable sont des entiers.

Dans le deuxiéme chapitre, nous montrons 'existence de variétés combinatoires
M,, sans aucune structure différentiable de dimensions 4k (k>1, 3<%k <14). Considé -
-rons les variétés différentiables M, et M, ., possédant les propriétés suivantes:
1) ﬂi(Muk) =Z pour i =0, 4r(r ¥ 0), 4(k-r) et 4k et nul pour les autres valeurs de

i.

2)M,; 4, est2k-connexe et H, ;4 1(Muk+2)= Z®Z.
D'aprés les travaux de Smale, chaque variété différentiable de dimension n avec (M) =
=0 pour i ¥ k> 1 eti ¥ I admet une bonne fonction (" nice function" au sens de Smale)
satisfaisant les égalités de Morse. Ceci permet de conclure que les variétés différen-
-tiables M, (resp. M,., ,) sont obtenues par recollement d'une variété Wy (resp.
Wuk + ) ayant pour bord une sphére Syp -1(resp. S 2 L 1) avec une boule de dimension

4k (resp. 4k+2) au moyen d'un difféomorphisme des bords ob les variétés W (resp.
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Wyr + o) sont les variétés différentiables construites par Milnor, dont le bord est une
sphére topologique. D'autre part, parmi les variétés W, , il existe des variétés dont le
bord n'est pas difféomorphe a4 §,, _,; d'olt les résultats annoncés au début de ce para-
-graphe. Nous démontrons que le groupe de classes de difféomorphismes de structures
différentiables sur §,, ., est isomorphe au groupe fini 7 , ;4 (S 4,) pour k> 1
et > 4k+1, généralisation d'un résultat de Kervaire[ 14a].

Dans la deuxieéme partie, nous montrons que, dans une famille de structures com-
-plexes (E, 77, B), les espaces fibrés complexes tangents aux fibres V, sont isomorphes
dans un voisinage de t; si une fibre V, , ¢t €B, admet une G- structure complexe, il
existe un voisinage U de t_  dans lequoel toutes les fibres V,, t €U, admettent une
G - structure complexe.

Kodaira et Spencer ont montré la stabilité du plan projectif complexe P ,(C).
On sait * qu'une déformation d'une variété kahlerienne n'est pas toujours kahlerienne
pour > 3. En supposant qu'une telle déformation soit kiahlerienne, nous avons étudié
les déformations d'un espace hermitien symétrique irréductible d'Elie Cartan; nous
démontrons que si (E, 7, B) est une famille différentiable de structures kahleriennes
dans laquelle une fibre V, estun espace symétrique compact irréductible ou le quotient
compact d'un domaine bbrr?é symétrique irréductible, alors toutes les fibres sont isomor-
-phes et E est une famille localement triviale sur B. Ces résultats sont obtenus en ap-
-pliquant un théoréme de la théorie des espaces fibrés : si (E, [, V) est un espace fibré
différentiable sur [ =[0, I] muni d'une métrique riemannienne le long des fibres suppo-
-sées complétes dépendant différentiablement de ¢ et tel que I'espace fibré sur0< t< 1
admet un groupe structural transitif formé d'isométries, alors V  est isomorphe a3 V; et
E est un espace fibré ayant le méme groupe structural. Nous terminons avec quelques re-
-marques sur les variétés kahleriennes & courbure de Ricci positive : si elles sont homo-
-génes et si la courbure de Riemann est positive elles sont isomorphesa P_(C).

Le probléme de la déformation d'une surface kahlerienne compacte n'est pas enco
-re résolu; a titre d'exemple, nous montrons que par déformation d'une telle surface, lors-
-que Cf >0, ¢, étant sa classe de Chern, on obtient une surface algébrique ( donc kahle-
-rienne).

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma gratitude et ma reconnaissance la plus pro-
-fonde & M. Charles Ehresmann pour I'assistance qu'il m'a apportée pendant ces demiéres
années et pour le grand intérét qu'il a montré pour mon travail ; les critiques et les pré
-cieux conseils qu'il m'a prodigués m'ont grandement aidé au cours de mes recherches. Je
suis trés heureux de dire ici tout ce que je lui dois.

*
il y a un contre - exemple di a Hironaka.
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J e remercie M. Bruhat de m'avoir proposé le sujet de la deuxiéme thése et M. Bre-
-lot d'avoir bien voulu accepter de faire partie de mon jury de thése.

J e remercie aussi MM. R. Thom, J. L. Koszul et N. H. Kuiper pour lesnombreuses
conversations que j'ai pu avoir avec eux et qui m'ont grandement aidé.

J e suis trés reconnaissant au Gouvernement Frangais et au Centre National dela

Recherche Scientifique de m'avoir donné la possibilité de poursuivre mes recherches en

France dans les meilleures conditions.
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CHAPITRE PREMIER

TRIANGULATIONS NON - DIFFERENTIABLES

0. Géneralités

0.1 Deux espaces fibrés £=(E, B, F), £'=(E', B', F') ont le méme type d'homotopie
fibré s'il existe deux homomorphismes* d'espaces fibtés f: E » E', [': E' > E et deux
homotopies conservant les fibres h: Ex 1> E, b': E'x 1> E' tels que h(x,0)={f,
b'(% 0)=ff et h(x1)=h'(x 1)= identité.

Soit £= (E, B, S;, Op, 1) un espace fibré k-sphérique, c'est-a-dire de fibres
isomorphes 4 la sphére §, et de groupe structural le groupe orthogonal O, ;; si E=
= (E, B, Dy, Opy 1) est l'espace fibré cellulaire associé a £, on Dy, est la
boul_e unité de dimension k+1, l'espace pointé Té obtenu par identification du bord E
de E 2 un point t_ est appelé I'espace de Thom associé a £.

On a les propriétés suivantes:
1) Si £ et £&'=(E", B, Sg» Opy ) ont le méme type d'homotopie fibré, alors T, et
Tg: ont le méme type d'homotopie.

Les applications f, f' considérées ci-dessus sont sur chaque fibre de degré
topologique +1; elles se prolongent aux applications f, f' de é?, &' telles que [’
et /'f sont homotopes 3 1'identité par des homotopies conservant E et E'. On en déduit
des applications g : Te- Ter, g Ter»>Tg respectivement telles que gg' et g'g
sont homotopes a I'identité par des homotopies conservant £ ettt .
2) Si E: (E, B, Dy, O,:'_,_l) est un espace fibré orienté correspondant a E, alors
H" %+ 1(T,, t,) estisomorphe a H"(B), n 2 0.

3) Si B estun CW- complexe fini, alors T§ estun C W- complexe fini (k-1 )-connexe.

Une variété différentiable connexe V est dite presque parallélisable si 1'espace
fibré tangent T(V-x) de V-x est trivial pour un point x € V; si V est une variété a
bord ou une variété non compacte, ceci entraine que V est parallélisable.

Une variété différentiable V est une 77 -variété si 1'espace fibré nommal v induit
par un plongement f:V » R™E E2p+1, est trivial; ceci est équivalent a dire que
I'espace fibté 7(V) @®(V x R) est trivial,

Une variété compacte sans bord sera appelée variété close.

Si V estune variété a bord, Xo/ désigne le complémentaire du bord de V.

* Un homomorphisme de & sur &' est une application continue f: E » E' telle qu'on ait
le diagramme commutatif

E ——— E'
m | 7 A
B ~————— B'

ou ] est une application continue de B dans B'.
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Si M,;, estun complexe fini tel que le groupe de cohomologie de dimension 4%,
a coefficients rationnels, soit isomorphe au corps des rationnels, on appelle indice de
M, , eton désigne par I(M,,), l'indice de la forme bilinéaire définie par le cup-produit

entre classes de cohomologie & coefficients rationnels de dimension 2k,

0.2 Soit V une variété triangulée, c'est-a-dire une variété topologique munie d'une
triangulation, une triangulation de V étant définie par la donnée (f, K) d'un homéomor-
-phisme f de'K sur V, ob K estun complexe non nécessairement fini formé de simplexes
affines d'un espace affine, K étant défini 2 un isomorphisme ( au sens simplicial) pres.
Une seconde triangulation (f,, K,) de V est compatible avec (f, K) si /—lfl SKyls | K
est semi-linéaire, c'est-a-dire un isomorphisme d'une subdivision simpliciale convenable
de K, surune subdivision simpliciale de K. Si K’ est une subdivision de K, la triangu-
-lation (f, K') est appelée subdivision de ([, K). Si (fl, K ) estune triangulation de
V, etsi (f2, K, ) est une triangulation de V,, un isomorphisme de (/l, K 1) sur
(f,,K,) estun homéomorphisme ¢ de V, sur V, tel que /;1 ¢/, soit un isomorphisme
de K, sur K,. Les variétés triangulées V, et V, sont combinatoirement équivalentes
si elles admettent des subdivisions qui soient isomorphes; on écrira V, = V,. Un
homéomorphisme ¢ de V, sur V, est semi - linéaire relativement aux triangulations
(f,,Ky) et (f,,K,) si /;1 ¢f,:K,> K, est semi-linéaire.

Une variété triangulée V est une n-cellule combinatoire (resp. (n-1)-sphére
combinatoire), si V est combinatoirement équivalente 4 un n-simplexe ( resp. son bord).
Tine variété triangulée V de triangulation ([, K) est une n-variété combinatoire si
I'étoile fermée de chaque sommet de K est une n-cellule combinatoire. Voici quelques
problémes non résolus bien connus:

1) Est-ce que toute variété topologique peut étre triangulée?

2) Est-ce que deux triangulations d'une variété sont équivalentes?

3) Conjecture de Poincaré: chaque n-variété triangulée V qui est du type d'homotopie
d'une sphére S est homéomorphe a S, pour n = 3, 4.

La réponse affirmative aux questions 1), 2) pour la dimension 3  se trouve
dans des mémoires récents; si V est une variété différentiable, on trouve une réponse
affirmative aux questions 1), 2) dans les travaux de S. S. Caimns[Ga], H. Freudenthal
et J. H. C. Whitehead [¢] .

La conjecture de Poincaré pour les variétés de dimensions 2 5 est démontrée
dans les travaux de Stallings-Zeeman et Smale ( [23], [29], [21]).

Remarquons que chaque variété triangulée admet une subdivision formant une
variété combinatoire d'aprés J. . C. Whitehead; d'autre part, une variété triangulée V
n'est pas nécessairement une variété combinatoire, il y a des contre-exemples diis a

S. S. Caimns [Ga] .
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0.3 Variétés b-cobordantes. Suivant Thom [26b], deux variétés triangulées V, V'
seront dites b -cobordantes s'il existe une variété combinatoire & bord W admettant pour

bord V |J V' et telle que les inclusions i : V> W, i': V'> W soient des équivalences
d'homotopie. 7

Soit Y: WV et Y': Wo V' tels que i, iy, Y’ i’ et i’ Y' soient homotopesa
des applications identiques. On en déduit deux applications @: V'>V et ¢':V > V'

qui sont des équivalences d'homotopie liées au b - cobordisme.

Invariant N’ de Milnor [20 a] . Soit M, _, une variété différentiable telle que:

1) M., estle bord d'une 77- variété W,
2) M, _, estune sphére homologique.

Soit I, le plus grand commun diviseur des valeurs de l'indice I(M), ot M par-
-court les variétés presque parallélisables et closes de dimension 4k ; on montre [20 a]

que la classe de I(W) mod I, estun invariant de OW = My, _, et que I(W) estun

multiple de 8. Par définition, }\'(Muk_l) est la classe de Y/8I( W) mod e I,. Milnor et
Smale ont montré ([20a] , [21c]) que si M,,_, estune sphére d'homotopie avec A=o0,
alors M, , est difféomorphea §,, , pour k& >I.

Somme connexe de Seifert-Threlfall. Soient V., et V, deux variétés combinatoires

orientées et connexes de dimension 'z ; on choisit deux plongements semi-linéaires du
n-simplexe orienté O, , f.: 0, - ‘?i tels que f, conserve l'orientation et que f, inverse
I'orientation . La somme connexe V, #V, est obtenue A partir de la somme topologique
(V1 - fl(g'n)) + (V, -fZ(&n)) en recollant les bords a 1'aide de la restriction de
I'homéomorphisme semi-linéaire f, f’ll au bord f (90, ) appliquant ce bord sur le bord

f,(90,). V,#V, est muni d'une structure combinatoire compatible avec celles de
V].-fl(gn) et V2 _f2 (8'n).

Somme connexe infinie. Soit V,,6i € Z, une suite de variétés combinatoires de dimen-

-ston 7 et soit V(®) la somme connexe de Vi Vo s , Vi ; on a une inclusion

vk -8, (0,) dans vk g Vs 1= ykt+ 1) g, étant un plongement de o0, dans v(®). La
limite inductive de V(%) -g,(0,) est appelée la somme connexe infinie V* de V;

. N . o N
V* peut aussi étre obtenue a partir de R” -Ub,;(0o,), ot les b, sont les plongements

e, . ... z ... o
semi-linéaires disjoints de o, dans R", et de la somme disjointe des V, -f.,(0, )en
recollant les bords de bh;(0,) et de f,(0,) suivant l'homéomorphisme semi-linéaire
-1
bi o fi .
On peut définir la somme connexe infinie d'une famille V ,a € A, de variétés

combinatoires indexée par un ensemble A bien ordonné.
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THEOREME . Pour une variété combinatoire compacte V les trois propriétés suivantes

sont équivalentes :

a) il existe une variété combinatoire V' telle que V ¥ V' est combinatoirement équiva-
-lente a S_ .

n
b) V privée d'un point est combinatoirement équivalente @ R".

c) il existe deux cellules e et e' plongées semi-linéairement dans V telles que V

* - . o [¢)
soit la réunion des cellules ouvertes e et e' .

DEMONSTRATION. a) entraine b) (cf.Mazur ou Milnor[20 e]). En effet, on a la somme infinie
(VHEVIF(VEVIF .. = VE(V FV)IF (Vv ¥V)H ..
don S, # s, #..x VF#ES #s ¥..

d'oh R, = V # R”, ce qui entralne que V privée d'un point est combinatoirement

équivalente 4 R", car V ¥ R” est combinatoirement équivalent 2 V privée d'un point.

Evidemment b) entrafne c). En effet, on a un homéomorphisme semi-linéaire de
V ~x sur R"; d'autre part, il existe dans V une cellule combinatoire e contenant x a
son intérieur, L'image du bord de e dans R” est un compact K et si 0, est un simplexe
contenant K dans son intérieur, son image dans V est une cellule e’;ona V=8 U é'.

c) entraine a) se montre comme suit:

Supposons que V=28|) &, o e et e' sont deux cellules combinatoires semi-
-linéairement plongées dans V. On peut supposer que V -8 = V, est semi-linéairement
plongée sur o, C R" C R™”%1; la réunion de V, et du céne C sur son bord est combina-
-toirement équivalente & V. Soit ¢ le sommet de C et soit [k(c, rR™t 1) le complément
de 1'étoile ouverte dans 1'étoile fermée de c relativement & une subdivision simpliciale
affine de R™T 1. soit ¢ un homéomorphisme semi-lineaire de [k(c, R"t1) sur le bord

0 0,,, d'un simplexe 0, , (par exemple, la projection radiale). Soit V, l'adhérence

combinatoire du 9 0,41 ~9(V,) et soit V' la variété obtenue a partir de la somme
topologique de V, et e en recollant leurs bords; alors V ¥ V' est obtenue a partir de
la somme topologique de V, et V, en recollant leurs bords & I'aide de ¢; ceci signifie

que V # V' est combinatoirement équivalent & ¢ ( vy Uy, = 9 Opt1-

REMARQUE. c) entraine b) est dfi 4 Stallings [23] | Lemme 3.

0.4. Soit V, une variété combinatoire avec bord 9V, ; st V,x1I= 1"t n <3, alors
V., est homologiquement trivial; donc

1) sin=1, V estune ] ~cellule;

2) sin=2, V étant une variété de dimension 2 a bord, V est une 2- cellule;

3) sin= 3, d'aprés les travaux de Wilder, V est une 3- cellule.

Par contre, il existe des variétés V de dimension 4 & bord non simplement
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connexe telles que V x [ =15,

PROPOSITION. Soit V,  une vdriété combinatoire de dimension n & bord simplement

connexe telle que V  xI= 1"+ alors V, est homéomorphe & une boule pour n 2 6.

DEMONSTRATION. Le bord 3(V, xI)=(V,x{0} U V,x{1}) U 9V, xI est
homéomorphe a § ; puisque V, est contractile, la suite exacte d'homologie relative a
(v, o V) entraine que 9 V, ale type d'homotopie de S, _,; donc 0V, est homéomor-
-phe & S _, pour n 2 6[23,29]. Puisque 9V, x I, homéomorphe & S,_, x I, est plongé
dans 9(V, x 1), homéomorphe & §,, il en résulte, d'aprés Brown-Smale [21a], que

V,x {0} estune boule, car son bord est la sphére 9V, x{0}.

1. Fibrations des spheres en spheres

1.1. Soit E un espace fibré de fibre §; sur S de groupe structural SO, (k <n);
supposons que les groupes d'homotopies 77,(E) =0 pour i < n; la suite exacte d'homo-
-topie d'espace fibré montre que k=n-1; puisque 7 _ (E)=0, la fibre § _ est
contractile en E 2 un point et I'espace fibré n'admet pas de section. Montrons que §__,
est parallelisable ( cf. [10]); en effet, soit E 1'espace fibré principal associé a E et
soit y : E-E I'application définie par b - by oh heFE et ye S,-1-D'aprés 17.13 de
[24], le noyau de z'* : Wj(Sn_l)aﬂj(E)oﬁ i est l'inclusion de S a1 dans E, est
contenu dans l'image de y'* : 777.(50") > 7T].(Sn_1) o y'=y ] §0,; ceci entrafneque
y; f T,y (850,) T, i ( S,-1) est surjectif. Donc il existe une applications : Sn__la 50,
telle que y's= identité; or y’ est la projection correspondant a4 une fibration
(§0,,S,.1,S0,_,); ceci entraine que S, _, est parallélisable Il en résulte quen-1=1, 3
ou 7 [14c].

Si n=2, E est homéomorphe a S, . Si n=4, on a 7,(S0O )=Z+ Z; Soient
o, 53 les classes d'homotopie définies par les applications pet 0 de §,dans SO, telles que
A(g) soit 1'application g’ gq'q ™" et o°(¢) I'application ¢'>gq', oh g, ¢' sont des quaternions uni-
-taires respectivement; a, ,[, engendrent 77, (50, ) et & chaque élément ma.;+n ,33 de 7, (S0,),
correspond un espace fibré Em'n de base §, de fibre §, et de groupe structural SO u[24] .
L'obstruction pour I'existence d'une section de E est égale a = ,33; en effet, le cocycle
d'obstruction (& 32,[24]) est donné par +[T(x)] al:*’, ot T est |'application carac-
-téristique de la fibration et a, est un générateur de 77 ,(S,); donc l'espace fibré E
correspond & un couple (m,n) od n#0; puisque 7 ,(E)=17,E)=0, l'opérateur
o) 2T (Sy) »4(S,) de la suite exacte d'homotopie de la fibration (E, §,, Sa) est un

isomorphisme sur 7,(5,). Soit E 1'espace fibré principal associé a4 E; si y€ §,, on

b [ T(x)] est défini par T(x)()’o) E[T(x)] ,x€8,, Y, € S, (cf. Tamural 25 a}).
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a le diagramme commutatif de la suite exacte d'homotopie:

Wu(Su)—--._._zi.H_,, My (SO ,) ——>

! b

TY(Sy) = Ty (§ ) —emis T (B ) s T (§,) = 0

.....

donc 9d(a,)= )’*é (a,)= y*(ma3 +nﬁa) est un générateur de 773(53);mais };,83
étant 1'identité, on a nécessairement n= +1, Donc E est isomorphe & E, ,, etil en
résulte que [20c] E est homéomorphe a §,.

Sin=8, ona 777(30 o) = Z + Z et a chaque couple (m, n) correspond un espace
fibré Em'n de fibre §,, de groupe structural SO, et de base §; puisque l'obstruction
pour l'existence d'une section de E est égale 2 nf3,, o [, est la classe définie par
I'application ,38: §;-» SO, telle que Bg(x) soit 'application y » xy, x, y étant les
nombres de Cayley de module égal a I [24]. E correspond a4 un couple (m,n) avec
n# 0.Puisque7 (E) = m,(E) = 0, I'application 9 : Tg(Sg) > 7,(S ) de la suite exacte
d'homotopie de ( E, Sg, $;) estun isomorphisme sur 77, (S,); il en résulte que E est

isomorphe &4 E, ,,; donc E est homéomorphe a §, ¢ [25a]. Donc:

THEOREME . Soit E un espace fibré de fibre S, et de groupe structural SOy, , sur A

si M(E)=0 pour i<n, alors k=n—1 et E est homéomorphea S,, S,, ou S,y

REMARQUE . Pour que le groupe structural de 1'espace fibré (E, S,, S,, SO ) puisse
&tre réduit au groupe G des translations & gauche ¢ - ¢’ g sur la sphére §, des quater-
-nions unitaires, il faut et il suffit que I'espace fibré associé de fibre $0O,, , admette
une section, ou encore que l'élément ma, +nﬁ3 caractéristique de la fibrationse
réduise 4 un multiple de ,83, c'est-a-dire m = 0. Cette condition exprime aussi que E
admet une structure d'espace fibré principal de groupe G. L'espace E, correspondant

au couple (O, 1), est alors isomorphe a S,

1.2, Plus généralement, supposons que S, est un espace fibré de fibre connexe F
sur un polyédre localement fini et non contractile en un point; F est-elle une sphére?
On sait que F est une sphére d'homologie rationnelle d'aprés un théoréme de Borel et

Serre [4b]; j'ignore si F est une sphére en général.

THEOREME . Soit S un espace fibré différentiable de fibre compacte et connexe F

sur une variété différentiable B; alors F est une sphére d'homotopie de dimension
1,3 ou 7.

DEMONSTRATION . La fibre étant contractile en un point sur §_, F est parallélisable

d'aprés un théoréme de C. Ehresmann [9d]. D'autre part, on sait que Festun H-espa-
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-ce [28b] . Puisque la semi-caractéristique de F est égale 2 I et que F est parallélisable,
il existe un élément dans 77, &+ 1(Sp) dont l'invariant de Hopf est égal a 1, ot dim F = k,
d'aprés un résultat de Kervaire [14c]; donc & = 1, 3 ou 7 d'aprés Adams [2a].Sik=1,
alors F est un cercle. Si k=3 ou 7, F étant un H-espace et une sphére d'homologie
rationnelle, F n'a pas de torsion en dimensions impaires; donc F est une sphére
d'homologie entiére; d'autre part, F est simplement connexe puisque le groupe fondamen~
-tal de F est abélien; donc F a ses groupes d'homotopie isomorphes a ceux d'une

sphére (Hurewicz) et par suite est une sphére d'homotopie ( J. H. C. Whitehead).

1.3. Supposons que S, soitmuni d'une fibration de fibre §,, de groupe structural
$04,,, l'espace quotient étant un polyédre B localement fini non contractile en un
point. D'aprés 1. 1., il en résulte que k=1, 3 ou 7. Puisque la fibre est contractile
en un point sur S, 7,(B)=m,(S )+ 7;_,(S,); donc on a 7;(B) =0 pour i< k; donc
dim B> k + 1 ; sinon B serait contractile; il en résulte que > 2k + 1. De plus, n est
impaire a cause de la relation E(Sn) =E(S,) E(B), en remarquant que E(Sk) =0,

ol E(X) désigne la caractéristique d'Fuler-Poincaré d'un espace X.La suite exacte de
Gysin:

.....

..... —» HY(B) — H(S,) — H**(B) — H'*Y(B) —

montre que Hi'k( B)= Hit Y(B) pour 0<i<n-1, ou l'isomorphisme est donné par
x> x U u, u étant la classe caractéristique de Whitney de dimension k + I ; le théore-
-me d'isomorphisme d'Hurewicz et l'isomorphisme de Gysin entrainent que B est sans
torsion et le polyndme de Poincaré de B est de la forme I + thtt g p2(k+1) +¢m(k+D

o dim B=m(k+1).

Si k=1, l'espace fibré Spn impair, étant un espace fibré principal 7 - universel R
B a le type d'homotopie de l'espace projectif complexe P_(C) oh m=(n-1)/2,
d'aprés le théoréme de classification suivant: soient E » B, E'> B’ deux espaces fibrés
principaux universels de méme fibre F tels que T(F)=0 pour i< dim B; sidim B =
= dim B', alors B a le méme type d'homotopie que B'; en effet, d'aprés le théoréme de
classification [24] , [9d], il existe deux applications f: B> B', f' : B' > B telles que
f¥(E')=E' et f'*(E)=E'; donc, on a ([f)*(E)=E et ({'f)*(E')=E" ce qui
entraine que ff' = identité de B, f'f< identité de B’'.

Sik=3,onadimB=4m,(m>1), e¢ H*(B) est engendré par une classe de
cohomologie u de dimension 4 et de longueur *) my1 aprés la suite exacte de Gysin;
il en résulte que n=4m+3.

Si k=7, la suite exacte d'homotopie:
_____ — 7Tz'+1(sn) —_ 7Ti+1(B) — 'TTI-(S7) —— 771'(571) —_—

*)La longueur d'une classe de cohomologie u est le plus petit entier r tel que: =0,
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montre que 7;(B) = 0 pour i < 7, Tg(B) = Z; la suite exacte de Gysin montreque
n =8m+ 7 ; supposons que n soit plus grand que 15 ; si l'anneau de cohomologie
d'un espace est engendré par une classe u de dimension > 8, la longueur de u est
< 3 d'aprés un théoréme d'Adem [2]. D'autre part, H*(B) est engendré par une

classe u de dimension 8 dont la longueur est égale & m + 1 . Considérons §  comme

le bord de la cellule e, , , et soit M l'espace obtenu en identifiant dans e

1 les
points de chaque fibre de S, . Supposons vérifiée la condition ( c) suivante: M est une
variété . D'aprés la dualité de Poincaré, H*(M) est engendré par les puissances de
cup-produit de « dont la longueur est m+2; donc, si m = 2, la longueur de u serait 4;
or elle est < 3, d'oit une contradiction; il en résulte que m=1 et n= 15. D'aprés un
théoréme de J. H. C. Whitehead, la base B a le type d'homotopie de §,[28b], donc est
homéomorphe & §  d'aprés Stallings [23].

THEOREME. Soit S un espace fibré k-spkérique sur un polyédre localement fini non
contractile B; alors k=1,30u7;si k=1, onan=2m+1 et B ale type d'homotopie
de l'espace projectif complexe P (C);, si k=3, ona n= 4m+l; si k=7, et sila

condition ( ¢) ci-dessus est vérifiée, alors on a n=15 et B est homéomorphe a S g.
2. Classes Caractéristiques Combinatoires ([26b],[30]).

2. 0. Soit V une variété différentiable de dimension impaire n; étant donnée une
classe zGH"'“k(V;Q), il existe un entier m Z 0 et une application f: V - S -
tel que f*(u)=mz, ot u est la classe fondamentale de S,_,,; pour n > 8k+2,l'entier
m est unique [26b] ainsi que la classe d'homotopie de f. On peut supposer que f est
transverse sur o €S, _, ,; alors W= f (o) est une sous-variété de dimension 4k de V
dont 1'espace fibré normal est trivial. Si v (resp. w) est le cycle fondamental de V (resp.
W), on a <Lk(pi) Umz,vy=I1(W)= (Ly(p;),w) daprés Hirzebruch [13], ou les
p; sont les classes de Pontrjagin rationnelles de V, I(W) l'indice de W, et L, le

polynéme de Hirzebruch associé a V.

2. 1. Soit V une variété combinatoire de dimension n (impaire) et z EH"-"k(V,‘Q);

il existeun m #0 et f: V » Sp-up tel que f¥(u)=mz et tel que W= /"1(0) soit une
sous-variété triangulée de dimension 4k de V [26b].

THEOREME 1. Pour chaque k et pour tout ZGH""“’“(V;Q), il existe une seule
classe I, € HY*(Vv; Q) telle que, pour toute sous-variété W obtenue par la construction

précédente, on ait <Ik V) mz,v> =I1(W) pour n>8k+2,

DEMONSTRATION. mz étant fixé, [(W) ne dépend pas du choix de W [26b]; en effet,
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si [ et [’ sont homotopes, alors [26a], f™ (o) et f'"(0) sont cobordantes; et leurs indi-
-ces sont égaux. Soit W""uk(V) le groupe de cohomotopie de dimension (n-4k) de V; pour
chaque fe Trn"uk(V), 'application F : f» I(W), ot W= f"Y(0), est un homomorphisme

de ’n’"'“k(V) dans Z . Considérons le diagramme commutatif:

Q B Wﬂ-uk(v) _f_) Q

| |

Hfl’uk(v; Q) sy Q

oi ¢* est un isomorphisme pour n> 8 k+ 2 [26b]; donc, il existe une classe

IkeH“k(V;Q) telle ue (I, U mz,v Y=1(W).

DEFINITION . Les classes I, €H “k(y.0) seront appelées les classes caractéristi-
-ques combinatoires de V; si n est pair, on pose 1, =1 *1,4(VxS) oa i:V->VxS§,
est l'injection appliquant V sur Vxix}, x¢€ §,. 8 n<8k+ 2, on peut considérer
Vx Sy pour N assez grand et on définit 1, =i*1,(VxSy), i étant I'injection de V
dans V x Sy, appliquant V sur V x {x}, x€SN-

2.2. Soient V et V' deux variétés combinatoires h-cobordantes de dimension n;
alors, il existe (cf. définition 0. 2.) deux applications liées au b-cobordisme ¢: V' > V,
@':V > V', telles que V et V' soient des équivalences d'homotopie; désignons par
¢, (resp. ¢'*) l'isomorphisme de H;(V) sur H,(V') (resp. de Hl.( V') sur H{(V))
défini par ¢'. Soit zeH”"“k(V';Q); il existe un entier m # 0 et une application
f:V'> S, _,, tel que mz soit réalisé 4

0€S

par une sous-variété triangulée W', , = (o),
n-uwps alors m@'*(z) est réalisé par une sous-variété W, ., puisque les groupes
de cohomotopie 7 dkey) et m?HE(Y’) sont isomorphes en supposant n> 8 k+ 2,

l'isomorphisme étant induit par 1'équivalence d'homotopie de V sur V'; on a:

<l}e U mz,v'>=l(W'uk)

et (I, Umo'¥(z), QHV)) =1(W,,).

LEMME . Les sous-variétés W, et W'uk, sont b-cobordantes.

DEMONSTRATION . Puisque V, V' sont b- cobordantes, il existe une variété combina-
-toire B 3 bord 0B telle que 9B=V |J V' et V, V' sont en équivalence d'homotopie;
donc, si =z eHP 4k(y; Q)= H”"‘k’(B;Q), l'image de =z dans H"'“k(B;Q) est

réalisée par une sous -variété triangulée C i bord (cf., [26 ]) dontle bord 9 C est une

1) 0n dira que la classe Ze€ Hj(V; Q) est réalisée par une sous-variété W de V si zest
'image par i de la classe fondamentale de W, ou i est l'inclusion de W dans V.
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’

sous-variété de OB, on a aC=Wuk U Wy, Il en résulte que I (W, /=1 (W'uk)

on voit facilement que W, . et W\, sont en équivalence d'homotopie avec C.

L'égalité I (Wyp)=1 (W'uk) entraine:

]

<l}eumz,v'> <l’,mzﬁv'>=
<lk U me*(z), CP;—I(U') > = <CP'*-1{lk) v mP*(z)), U') =
<(P'*-1(lk) Umz,v'> - <<P'*'1(lk),mz mv');

il en résulte que [, = ¢'*([}) d'aprés le théoréme 1.

THEOREME 2. Soient V et V' deux variétés combinatoires b-cobordantes et soit

@' :V-V' l'une des équivalences d'homotopie liées au b -cobordisme; alors @"*( n)=1,.

COROLLAIRE 1. Les classes caractéristiques combinatoires I, sont des invariants

combinatoires.

En effet, deux variétés combinatoires V, V' qui admettent des subdivisions
isomorphes par un isomorphisme ¢ sont b-cobordantes; ¢ est I équivalence d'homotopie
correspondante, donc, on a @¥( l;) =1;.

Soit V une variété combinatoire admettant une structure différentiable compatible
avec la triangulation; on a <lk Umz,v) = I(W,,) pour zeH"’uk(V,'Q); d'autre
part, d'aprés le théoréme de 1'indice de Hirzebruch, on a <Lk(pi) U mz, u> =1( Wuk)’
puisque W,, admet une structure différentiable compatible avec la triangulation; il en

résulte que [, = L,(p;), d'aprés le théoreme 1.

COROLLAIRE 2. Pourqu'une variété combinatoire V admette une structure différentiable

compatible avec la triangulation, il faut que l'on ait I, = L, (p;).

En remarquant que le coefficient rationnel de p, dans L,(p;) n'est jamais
nul, on peut résoudre 1'équation I, = L, (p;) par rapport & p,; donc, on peut résoudre le

systéme d' équations en fonction des p, . On en déduit:

COROLLAIRE 3. Si V admet une structure différentiable compatible avec la triangula-

-tion, alors les classes de Pontrjagin rationnelles sont des invariants combinatoires.
3. Exemples de triangulations non différentiables .

3. 0. Considérons les espaces fibrés en spheres S, sur §, de groupe structural SO .
Soit §m'n = (Em'n, Su' Sa) I'espace fibré ayant la classe caractéristique m O+ no,

ot P, o sont les générateurs de 77 , (S0 ,) ; soit g la projection de E, ,surS,.

Si p,(&£,,,) désigne la classe de Pontrjagin de l'espace fibré fm n» O A
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[20c]:
pl(fm'n) = *2(2m+n)a

o étant un générateur de H“(Su) . Milnor [20 c] 2 montré que Em, , est homéomorphe a
S, , quel que soit I'entier m, et Em. , est une 77-variété [20 al; soit T, ; l'espace de
Thom de fm' 1 - Supposons que T, admette une structure différentiable compatible
avec la triangulation. Il est facile de voir, utilisant la formule de l'indice, que l'on a:
2

Py (T i) = i—j-i-’L ,
ot p, (T, ;) estla deuxiéme classe de Pontrjagin de la variété différentiable
Tm,l . Il en résulte que les variétés triangulées Tm' ; n'admettent aucune structure
différentiable compatible pour m # +2 mod 7 puisque les nombres de Pontrjagin d'une
variété différentiable sont des entiers. La théorie de Smale montre que T, , nesont
pas méme différentiables (cf. Kuiper et Eells [19] et Tamura[25¢]). 07 ne connait pas
d’exemples de variétés combinatoires sans structures différentiables pour les dimensions

5,6o0u7.

3. 1. Soit M une variété différentiable close et simplement connexe ayant le polynéme
de Poincaré I+ t*+ t8; puisque T, (M)=0 pour i=0, 1,2, 3 et m(M)=Z, M est
difféomorphe & une variété différentiable Mm' . avec m(m+1 = 0 mod 56, o Mm, 1 =
Em' 1 U Dy est obtenu par recollement de Em’ , et de la boule D, le long de leurs
bords aEm’ , et 9D, au moyen d'un difféomorphisme de BEm’ , et S, [25¢]. Soit
fm.n I'espace fibré (E Sy, §3), q étant la projection de E sur $,; on sait que

m,n’ m,n

~

la classe de Pontrjagin p, de & n estégalea ¥2(2m+n)a, ot a estle générateur

de H*(S y) introduit plus haut. La variété différentiable E, | a le méme type d'homo-
-topie que § ,; soit g*ale générateur de H u(Em 1), ot g estla projection de E_
’ ’
sur §,. L'espace fibré tangent 7 de E, , est la somme de Vhitney de I'espace fibré 7'
’
des vecteurs tangents aux fibres et de 1'espace fibré v des vecteurs normaux aux fi-
-bres;est isomorphe a l'espace fibré induit de é"m.l par g et V estinduit de I'espace

fibré tangent 2 § | par §. Puisque p, (S ,) = 0, on a:

pl(T) =P1(T') = -q*pl(gm,l) = i2(2m+1)‘é*(a).
Soit a € H“(Mm 1)correspondam au générateur q*aEH”(Em 1); alors 1’1(Mm 1)

t2(2m+1)a, ot m(m+1)=0 mod 56. Donc, si m=0 et 48, l'on a:

<p1(M0, 1) N10,1>'= 2 et<p1(Mu8, 1) M48'1>'= i'194,

or le polynéme de Poincaré de chacune des variétés M, , est 1+ t* + t % Donc:
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THEOREME 1. Les wvariétés différentiables closes et simplement connexes ayant le

olynéme de Poincaré 1 + t*+ t ® n'admettent pas les mémes nombres de Pontrjagin.
y 748

., o . . n

St m=m' mod 12, les variétés combinatoires Em' 1 »€tE, . ont le méme type

d'homotopie; on sait que les variétés M_ . sont différentiables si, et seulement si,
’

m(m+1)=0 mod 56. Or les nombres de Pontrjagin combinatoires au sens de Thom

’

de M, pour m=0 et m=12 sont différents. Donc:

PROPOSITION : Les nombres de Ponirjagin combinatoires au sens de Thom ne sont

pas des invariants du type d'homotopie.

3.2. D'aprés Feldbau [24], les classes d' équivalence des espaces fibrés (r-1)-sphé-
-riques £ = (E, Sy S,.q) sur S, sont en correspondance biunivoque avec les éléments
de 7 _,(50,); en prenant comme représentant d'un élément de T,.4(50,) une applica-
-tion différentiable de S,_, dans SO, (par rapport aux structures différentiables usuel-

-les), l'espace E correspondant est muni d'une structure différentiable. Nous avons :
, P

LEMME 1. Etant donnés deux entiers m et r > 8, il existe un espace [ibré §m=
(Em,SB,S’_1 ,$0,) tel que la classe de Pontrjagin p2(§m)= t6ma, a étant un

ge’r'i‘e’rateur de H 8(88) .

DEMONSTRATION. Puisque 7.,(S0 )=2Z (r>8) d'aprés Bott, il existe un espace
fibré fm de fibre SO, sur §g correspondant 2 m € Z avec la classe caractéristique
m/fB, o [ est un générateur de 7,(50,). Si £€ est I'extension complexe de fm
correspondant & Il'inclusion j:SO »>SU_,onap, (&, )=c (£°); puisque T W, a2,
on ’sa'if que 9' [ = cu[§c] . E€,o0n 0': Te(Sg) > 7T7(Wr' ,-3) est l'opérateur bord de la
suite exacte d'homotopie de 1'espace fibré ( E, Se W, ,-3) de fibre Wr, ;-3 8Ssocié a

(E, S SU,) et ol € est un générateur de M, (Wr'r_a);onadonc:
cyl€ ve = ¥a =g jRa'=mg i B = téme,

oi a' estle générateur de 77,(S,) correspondant & a€ HB(SB) etou g:SU_ -~ Wr, ;-3
est la projection de I'espace fibré (SU,, W, ,.3+:8U; ), en tenant compte des égalités
T (SU ) =T (W, ,5), T(SU)=Z ¢ etm(SU,)=0(r>8).

Soit §m I'espace fibrté du lemme 1; on sait que 77*; HB(SB) > He(Em)
est un isomorphisme, ol 77 est la projection de E, sur S4. Soit p, (E, ) la classe
de Pontrjagin de E, muni d'une structure différentiable de I'espéce considérée plus
haut; on a p, (E )= 16m7*(a). Pour un r fixé, les variétés E, et E ., sont de
méme type d'homotopie si m=+ m mod 240; or les classes de Pontrjaginsont des

invariants combinatoires. Donc on a:
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‘THEOREME 2, Si m =1m' mod 240, les variétés E, et E_. sont du méme type

d'bomotopie mais ne sont pas équivalentes combinatoirement .

Dans le cas r= 8, on sait que 7,(S0,) =Z + Z avec les générateurs définis
par des applications a,, B, de §, dans SO, telles que a,y(x) soit |'application
xo>xyx ! et 188(35) l'appl'i.cati.on y>xy, ot x,y sont les nombres de Cayley de

module 1.

LEMME 2. Etant donnés deux entiers m et n, il existe un espace fibré & =

m,n
(E Sg.5,) de groupe structural SO g sur S 5 avec p, (zfm'n): t6(2m+n)a, X(fm’n)=

m,n’
na , a étant un générateur de HB(SB), X( fm o) €tant la classe caractéristique d'Euler-
Poincaré de fm , (c'est-a-dire X(fm n) mod 2 est la classe de Stiefel-Whitney de

dimension 8.

DEMONSTRATION. En vertu du théoréme de la classification de Feldbau, le couple

(m,n) détermine un espace fibré & avec 1'application caractéristique m Qg+ n,38 .

m,n

L'obstruction pour I'existence d'une section pour l'espace fibré associé de fibre W,
)

est » @, donc la classe d'Euler-Poincaré X( ‘fm pd=na.

On sait que 9'(ma et n,38)= cu[fc] .€,00 O :T(Sy)~ 7T7(W8'
-pérateur bord de la suite exacte d'homotopie de !'espace fibré (E, Sg: Wg

a(E, Sy, SUg) eton € estun générateur de 7, (W, ). Ona:

|3l
c,JEV ce=q j (mag+nBy) =g (2m+n)n = :t6(2m+n)é~\::{g,‘:
N

ou g:SUg»> W, . estla projection de l'espace fibré (SU,, .Wa,s' SU,), ot
un générateur de,777(S Ug) qui est isomorphe 2 Z et ol j est I'injection SO g» SU,,
en tenant compte des égalités 7 (SU,)=Z, et M (SUg4)=0. Donc, on a ?, (§m.n)=
t6(2m+n)a .

; on sait que

Considérons les espaces fibrés cellulaires §m 1 associés a fm 15

E, ) est homéomorphe & S,;[25a], méme combinatoirement équivalent 2 S,sl20¢c].

Soit T I'espace de Thom associé a fm .- E,,  est une variété compacte
’ ’

m, 1

avec bord; considérons une C !triangulation de E_ , qui se réduit sur le bord 4 une
,

1

m 13 on en déduit une triangulation de T qui devient aussi
. ,

une variété combinatoire . On a Hgk(Tm 1) =Z pour k=0,4,8 et H“”(Tm J)=0

triangulation donnée de E

pour les autres valeurs de k; les homomorphismes :
8 8, 8
H%(Sg) —> H%E, ) «— HYT, )

sont des isomorphismes. Soient a’ € H*(E_ ), a” €eH®(T, ,) les éléments corres-

-pondant a a EHB(SS); puisque {(a'ua’,e) =1*1,on ¢ est la classe d'homologie
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fondamentale de Em' 1, 0n a I(Tm' 1) = 1 et nous pouvons supposer I(Tm' )= +1.
Supposons T, | muni d'une structure différentiable compatible avec sa triangulation;
les classes pz(Em 1) oet p (T, ) correspondant aux structures différentiables sont
des classes t6(2m+ 1) a’ et £6(2m+ 1) a” respectivement. Puisque p 1( T 1) =

p(T, ;)= 0,o0na,dapresla formule de l'indice de Hirzebruch :

311‘52.7 ’I(Tm,1)=<381pu—19p§" Tm'1>;

donc<pu(Tm 1),Tm 1>=3u.52 L7 +19 . 62(2m+1)2/ 381 est en général un nombre

rationnel non entier (par exemple pour m =1 ou +2).

THEOREME 3. Les variétés T, ., pour m=1 ou m= 12, n'admettent aucune struc-

-ture différentiable compatible avec leurs triangulations.

En effet, s'il y avait une structure différentiable compatible avec la triangulation,
le nombre (pu by - ) serait entier.
Il serait intéressant de savoir pour quelles valeurs de m, les variétés E

, 1
sont des T -variéiés.

3. 4. Etant donné un difféomorphisme f: S xS, - § xS, , si, dans l'espace somme
E=(D,,xS,) +(S,,xD,,,), on identifie un point (x,y)€S xS CD_, x5,
avec f(x,y)€S,xD,,,, on obtient une variété différentiable M/ de dimension
m+mn+ 1. Soit k(y) la fonction définie par k(y)= Ynt1+ YES,, o0 y, ., est la
n+ 178™€ coordonnée de y€es, C R™ Y sile difféomorphisme f est tel que k(y) = k(y')
pour tout (x,y), alors M! est combinatoirement équivalent & Smtnt1 [2ob].
Considérons deux applications: f;:S, > SO .., f,:S,» SO,,,; posons :
x'=f,(y) . x,y'=f(x).y, x€S, ,yeS, . Alors I'application f: (x,y) » (', y")
est un difféomorphisme de S x §, sur S,xS, . La variété différentiable M/ obtenue
est un bord, c'est-a-dire: il existe une variété différentiable 2 bord W telle que oW = M/
[20b] . Supposons m<n. Si f,:S, » SO,,, applique S, dans §O,CSO,,, , alors
I'application f correspondante vérifie la condition k(y)==Fk(y’) et M/ est une sphére
combinatoire (cf., Lemme 1 et la Remarque & la fin de la page 963 de[20b]). Les

variétés M/ considérées dans la suite vérifient cette condition.

INVARIANT A(M) DE MILNOR: Soit M une variété différentiable de dimension 4k -1
telle que: 1) M a les mémes groupes d'homologie rationnelle que Suk-1» 2) M est
un bord OW. Alors un nombre rationnel mod I, A\(M) € Q/ Z, est défini comme suit:
I'homomorphisme naturel j: HE(W, M; Q) - HY(W;Q) étant un isomorphisme pour

0<i<4k-1, N(M) estla classe de:
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(I(W) = CLp(i™ py (W)oeoess 7004 (W), 0), W) )/ s, modl1,

ol sk-_—22k(22k°1 -1)B,/ (2k)! , B, étant le k™€ nombre de Bernoulli et o
I(W) est l'indice de la forme quadratique a » {aUa, W), ac H2*(W,M;0). \(M)
est indépendant de W [20b].

Supposons que m=4r-1, n=4(k-r)-1, k> 2r; on sait [20b]que M/ est une

sphére topologique si s s, /s, est un entier ayant ses facteurs premiers <2( k~7)
eton a: '

MM = p,(f ) ppr(y) s, 54,/ s, mod 1

od p, (resp., p;_,) est 'homomorphisme de Pontrjagin p : 7, _1(SOq) > Z (resp.,
P, Wu(k-r)—l(soq) » Z) défini comme suit: a chaque f: Sypey @ SOq correspond
un espace fibré £ = (E, Sy, S )de groupe structural SO 4 et on pose p,(f) =
<pr(§), Sur> , p,(£) étant la classe de Pontrjagin de £.

Soit T,, l'espace obtenu en identifiant le bord My de W avec un point; alors
une C Ltriangulation de W qui induit sur M/ une subdivision d'une triangulation donnée
de Mf, détermine une triangulagion de Ty,.Ona Hi(Tuk,' Z)=Z pour i=0,4r, 4(k-1),

4k et Hi( Tuk ; Z) =0 pour les autres valeurs de i. Les homomorphismes:
HY®(S i Z) = H*®¥(W; Z) e HY®(T,, 7)

sont des isomorphismes. D'autre part, on sait [20b] que I(Tuk)=0; puisque I(T,,)=
<Lk(p1(Tuk)' ..... yop(Tyg)), T4k> , ot L, estle polynéme de Hirzebruch, on a
0=p (f)py,(fp) (5,54, -sp) + s, pp(Typ) Tup? - D'aprés Milnor[20b]
<pk(Tuk)' Tuk> =2p (f )by () s,54.,/ s, mod 1l est un nombre rationnel non
entier si s, Sk-r/ s) est un entier avec ses facteurs premiers < 2(k-r) pour k< 14.

Or les nombres de Pontrjagin d'une variété différentiable sont des entiers, d'on une

contradiction . Donc:

THEOREME 4. Soit k un entier tel que 4 < k< 14, alors les variétés triangulées

T, n'admettent aucune structure différentiable compatible avec leurs triangulations. *

* Ce résultat a été également annoncé par Adachi [ 1] ( voir aussi[ 22 al).



20 K. SRINIVASACHARYULU

CHAPITRE DEUX

STRUCTURES DIFFERENTIABLES

SUR CERTAINES VARIETES COMBINATOIRES

0. Géneéralites .

0. 1. Soient V une variété différentiable de dimension n 2 bord connexe 9V et
f,'-' aDix D:;_f >0V, i=1,2,... ,k, >0, n> T, des plongements dans 0V, les
ensembles images étant disjoints. Soit E l'espace somme des espaces D, x D, _ et de
V; désignons par CP(Dix D:‘_r) et 9 (V) les sous-espaces correspondants dans E.
Identifions @(x) et CP(fi(x)), pour tout xeaDix Di_r. On déduit alors de E une
variété V' désignée par V/U (D,lx D;_r) y ..... , jU (D]:x Dﬁ.r), dont le bord est la
. . 2 k
réunion des CP(Dix BD;_,) et de @( 9V ). V' admet une structure différentiable sauf le

long des coins aDix aDi_r pour chaque 7; par arrondissement des angles [20a], on

obtient une variété différentiable x (V)=(V, f,, for eeee o fg» 1) +X(V) est aussi
peut-&tre obtenu & partir de 1'espace somme W des espaces Wi =(V, f;, r), en identi-

-fiant les points des images de Wi, Wy, , W, dans W correspondant & méme point

de V. Les sous-espaces CP(Dix D;_') sont appelés les anses de X (V). Le bord
de ¥ (V) est isomorphe & OV ¥ ow, ¥ oo # Bwk.

Un corps ansé (" bandlebody ") est une variété différentiable de la forme
X(D,)=(D,, fy, «ee. fg, 7); I'ensemble des corps ansés pour un triple (n, k, r) sera
désigné par H (7, &k, r).

Une fonction différentiable f sur une variété différentiable sera dite une bonne
fonction ( "nice function” au sens de Smale) si elle admet les points critiques non

dégénérés c telle que f(c) est égal 3 I'indice de ¢ pour f .

0.2, Soit M une variété différentiable close de dimension 8 et 3-connexe; d'aprés
[21a], si D4 estune boule de dimension 8 plongée dans M, M -138 estun corps ansé ,
élément de H (8, by,(M),4)on b;(M) désigne le nombre de Betti de dimension [ de M.

Si l'indice I1(M) de M est nul, on peut tuer le groupe d'homotopie 77,(M) par
une suite de modifications sphériques [20d]; en effet, puisque la classe de Stiefel-
Whitney w, de M est nulie, les éléments de la forme quadratique de M,réduit a la
forme diagonale, sont pairs (on dira que M est du type Il); donc si f:§, - M estun

plongement différentiable représentant un des éléments a d'une base de 7,(M), la
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classe d'homologie de f(S,) a une auto-intersection ("self intersection”) nulle puisque
I(M)=0 [ 20 d]. Soit T un voisinage tubulaire de f(S,); T est difféomorphe a S, %
X Du(Lemme 5.11, [ 20 a])- Soit V la variété différentiable déduite de la somme topo-
-logique de M- ';‘ et de (D x §,) en identifiant leurs bords, qui sont difféomorphes 2
Syx 8,5 alors V est 3-connexe et 7 (V)= WA(M)/ Z a. En répétant cet argument pour
V, on obtient par récurrence une variété différentiable close et 4- connexe V', donc une
sphére topologique; on dira que M est x - équivalenta V'.

M-Be est isomorphe au corps ansé (D, f,,..... »fp.4), ot k=b (M), cons-
-truit plus haut & partir des k corps ansés W,=(Dg,f;,4), 1 <i <k, chaque W, est
difféomorphe & une variété différentiable de dimension 8§, _E_m 1 (voir chap. 1, 3.0), ou

m(m+ 1)=0 mod 56 dont le bord est difféomorphe a S, [ 25c]. Il en résulte que M est

obtenu & partir de la somme topologique de ¥ (D g)=(Dgfy,..... ,fy,4) et de Dy en
identifiant leurs bords S, #..... #37 et S, au moyen d'un difféomorphisme de §,.
Donc :

THEOREME 1. Chaque variété différentiable M close de dimension 8 et 3 - connexe est
X - équivalente a une sphére topologique ou est obtenue a partir de la somme topologique
de X(Dg)=(Dgfy,eunn. [y 4), on k=05 (M), et de Dy en identifiant leurs bords
S, oo, # s, et S, au moyen d'un difféomorphisme de S .

D'une maniére analogue pour les variétés de dimension 16, en utilisant [ 25c],

THEOREME 1'. Chaque variété différentiable M close de dimension 16 et 7 - connexe qui
n'est pas homéomorphe a S | ., est obtenue a partir de la somme topologique de X (D , )=
= (D16‘ fl, ..... s /k’ 8), 0 k=by(M), et de D 16 €m identifiant leurs bords 515#. ..

. # S5 et S g au moyen d'un difféomorphisme de S .

1. Sur certaines variétés de dimension 4k.

1. 1. Soit W une 77- variété différentiable compacte a bord et de dimension 4k telle que :
1) W soit (2k-1)-connexe, 2) l'indice I(W) soit nul et 3) le bord ;O W soit une sphé -
-re d'homotopie. Alors H ,;( W) est un groupe abélien libre d'apreés la dualité dePoinca-
-ré; 7, (W) =H,, (W) par I'isomorphisme de Hurewicz. Soit a un des éléments de ba-
-sede 77,, (W) et soit f:§,, > W un plongement différentiable représentant a; ceci e-
-xiste pour k > 2 puisque W est simplement connexe [ 20 d]. Puisque W est parallélisa-
-ble, la classe de Stiefel-Whitney w,, de W est nulle; donc W est du type II, c'est-
-a-dire les éléments diagonaux de la forme quadratique de W sont pairs (Lemme7,[20d]).
Puisque I'indice I(W) est nul, on peut supposer que la classe d'homologie de f(S,;) a

une auto - intersection nulle (Lemme7,[ 20d]); il en résulte que 1'espace fibré normal de
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f(S,4) esttivial. Soit T un voisinage tubulaire de f(S,,); T est difféomorphe 4§ 2 kX
XD, . Soit W' la variété différentiable obtenue 2 partir de la somme topologique de W -
- '% etde D 2k 41X Szk- L en identifiant leurs bords; alors W' est ( 2k- 1)-connexe et
Ty (W) =1, ( W)/Za; en répétant cet argument pour W', on obtient par récurrence une
variété différentiable 2k -connexe W'', donc contractile. Donc :

THEOREME 2. Soit W une variété différentiable de dimension 4k ayant pour bord oW
une sphére d'homotopie telle que : 1) W soit (2k-1)-connexe, 2) W soit parallélisable

et 3) I'indice 1(W) soit nul; alors W est y - équivalent a une variété différentiable con-
-tractile pour k > 2.

REMARQUE. La condition 3) est indispensable pour la validité du théoréme. En effet,
Milnor a donné [ 20a] un exemple d'une variété différentiable W, de dimension 12 et 5 -
- connexe telle que : 1) l'indice I(W ) soit 8, 2) le bord dW_ soit une sphére d'homo-
-topie. D'aprés Smale [ 21c ], le bord OW, n'est pas difféomorphe a §,,. Sinon, la

variété différentiable W~ obtenue a partir de la somme topologique de W et D,, en

identifiant leurs bords au moyen d'un difféomorphisme de BWO sur §,,, serait presque
parallélisable puisque 7(S0,,)=0, donc [ 14d], l'indice I(ﬁ’o) de WO estdivisible

par 32, d'ou une contradiction.

1. 2. En particulier, soit M une variété différentiable close de dimension 12 et 5 -

-connexe; M est une 77- variété; car la seule obstruction i 1'existence d'un parallélisme
sur M privé d'un point est un élément de HS(M; 780 ,,))=0 car 7(50,,)=0. D'au-
-tre part, d'aprés la théorie de Smale [ 21a], si D 1, estplongé dans M, alors V =
M-—cblzest un corps ansé, élément de H (12, b,,6). Soit 9H(n) I'ensemble des variétés

différentiables de la forme OV , ot Hin)= \: H(n,k,r). na:

LEMME. L'ensemble des variétés différentiables closes de dimension 11 et 4 - connexes
coincide avec I'ensemble dH(6).

En effet, soit WeH(6); puisque W est une 77- variété, on peut [ 20d ] tuer les
groupes d'homotopie m,(W) pour i <5 sans changer le bord JdW. La suite exacte d'ho-
-mologie de (W, OW) montre que OW est 4-connexe. La réciproque résulte du fait
que chaque variété différentiable V de dimension 11 et 4- connexe est le bord d'une 77-
-variété W' d'aprés Milnor [ 20a]; par chirurgie [ 20a], on déduit de W' une variété

5- connexe sans changer le bord.

Soit V' une variété différentiable de dimension 11 homéomorphe & la spheére S 19
d'aprés [ 20a], V' est le bord d'une variété parallélisable W' et l'indice I(W') de W'’

est divisible par 8. Donc l'invariant N'(V') de V' est égalea I(W')/ 58 37 mod1 etil
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existe au moins 992 structures différentiables inéquivalentes sur § 11-Ona:

PROPOSITION. Il existe au moins 992 structures différentiables inéquivalentes sur

chaque variété close V de dimensionll et 4 - connexe.

DEMONSTRATION. D'aprés le lemme, V est un élément de 0H(6), c'est-a-dire V =
= OW, ot W est une variété différentiable 5- connexe. Puisque W est parallélisable, on
a: p;(W)=0 pour i< 3; donc, l'invariant u(V) de Kuiper-Fells*, est égal a I(W) /

/28. 31 mod ] . Puisque V est homéomorphe a V' =V # A ¥ .. #s olt la somme

110
connexe de § ., est prise m fois, 1 <m <992, ona pu(V')=p(V)+m/ 992 et il

en résulte que V admet au moins 992 structures différentiables inéquivalentes.

1. 3. Soit M une variété différentiable simplement connexe et close de dimension 4%
telle que H,(M)=Z pour i=0, 47, 4(k-r), 4k (k/2>r>1) et H,(M)=0 pour
les autres valeurs de i. D'aprés un théoréme de Smale [ 21c ], il existe une bonne fonc-
-tion f sur M avec les nombres types (nombres de points critiques d'indice i) m ; =1
pour i=0, 4r, 4(k-r), 4k et m;=0 pour les autres valeurs de i. D'aprés 7-2 de
[21a], X =770, 4r+1/2Y=(D .1, ,4r) €H(4k, 1,47), X' =/ 0,4(k-1) +
+1/21=(x, f,,4(k-7)) etsi D,, est plongé dansoM , M'OBuk est difféomorphe a X',.
Soit i,:D,,»D,, une application telle que #,(D, JCD,,, i,(x)= /o(x, 0) pour
xéaDnr; soit i, 1Dy, ~» Du’x D,, I'application définie par iz(x) =(x,0) pour x €Dur.
On a une application 7 :§, - X CX' définie par i ;,7,, supposons que i soit un plon-
-gement différentiable et soit T un voisinage tubulaire de § , dans X'; T est un espace
fibré cellulaire sur § 4y La suite exacte d'homotopie de (SO W(Ror) S W(k-r)*
SO Whar). ) Py, (SO Wher)- )T, (SO u(k.r))_)wur(su(k-r))—;o montre que cha-
-que application g: S, >S5S0 Wk-r) St homotope & une application b : S, >80 yp ) v
donc 9T est combinatoirement équivalent [20b] 2 § ,, ,. On a la suite exacte d'homo-
-logie relative pour (X', T, X' -91“) :
oo Hy, (X)) H(3T)»H(T)+H (X -T)»...,

donc Wy : H ,(OT)>H i(X'-C"T) est un isomorphisme pour 1 < 4k, ot ¥ : 0T » X'-%‘ est

. . . o . . . .
I'inclusion . Puisque X'-T est simplement connexe, 0T est un rétracte par déformation

* M (V) est défini pour une variété bord V = aW , o W est une variété de dimension 4% tel-
-le que : 1o la classe de Stiefel - Whitney w, de W est nulle; 20 1'homomorphisme H 1(V;
Z 2)—> H 1(W;Z 2) est un isomorphisme dans l-Il(W;Z2 ); 3 les homomorphismes
HZk(W,V;Q)‘*HZk(W;Q)et H“(W,V;Q)»H“(W;Q).pout 0<i<k,sont des isomor-
-phismes; alors, par définition, U(V ) = MH(W,V)mod 1 oa M(W ,V)=<,§k(w),w>/ak , ol
2 = 43+ (-0 et on AR(W)= AQ(p (W), ...p4(W)) estle k**™€ polynsme associé
2V 2/2/sinbV 2/2 (p 14 JL13]). (V) est indépendant de W et on a: (Vv #Fv')y=f(V)+
+ MOV,
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de X'-%; d'autre part, si ¥': 90X’ > X'- T est I'inclusion, 90X’ a le méme type d'ho-
-motopie que X'- T et @' (9X’) est homologue 4 ¥ (O T) qui représente un générateur
de H,, _(X'- T:Z). Donc dX' est un retracte par déformation et 0X' et 0T sont

b -cobordants; il en résulte [ 21a] que 9X’' et 9T sont difféomorphes, donc X'et T

o
sont aussi difféomorphes puisque X'-T est difféomorphe 3 9X'xI=0T x I, On a:

THEOREME 3. Soit M une variété différentiable simplement connexe et close de dimen-
-sion 4k telle que Hi(Muk) =Z, pour i =0, 4r, 4(k-1), 4k et Hi(Muk)z 0 pour les
autres valeurs de i; alors M est obtenu par le recollement des bords de la somme topo-
-logique de W et de D,,, o W est une variété de Milnor dont le bord est difféomorphe
a S, .., au moyen d'un difféomorphisme.

Soit W la variété différentiable de dimension 4k construite parMilnor avec
bord W une sphére combinatoire telle que H;(W)=2Z pour i =0, 4r(r+0), 4(k-r),
4k. Supposons que W soit une 77- variété; considérons la variété combinatoire close
A} obtenue & partir de la somme topologique de W etde D, parle recollement des
bords OW et 0D, au moyen d'un homéomorphisme semi-linéaire. Or les spheres topo-
-logiques OW de dimension 4k-1 ne sont pas difféomorphes & la sphére §

k+3,2<k<14[20b]; il résulte alors du théoréme 3 :

uk-1 POUL

COROLLAIRE. Les variétés combinatoires closes M n'admettent aucune structure dif-

-férentiable pour k ¥ 3 et 2 < k < 14,

2. Sur certaines variétés de dimension 4k + 2.

2. 1. Soit f :S5,,+50,,(k >1) une application différentiable telle que la classe
d'homotopie /70 vérifie i*f_o =da, o a€?,,, (S,,,,) estun générateur, od O:
PYIN 1(S2k +1) 7T2k( SO, + 1) estl'opérateur bord de la suite exacte d'homotopie
de (502k+ 19 Sop41,50,,) etou i:80,,-580,, , , estlinclusion; puisque i*:
2T (SO, ) > T (50, 4 ) est surjective [ 241, chaque application f: S,
> 80 ,, 4+, est homotope a une application f':S§,, > S0,,. Posons f,=f,=iof ;
on a un difféomorphisme b : Szkxszk" Sopx S, définie par (x,y)->(x',y") ou
y' = /1(")- y, x=1f, (y').x". La construction de Milnor, voir chap. 1, donne une vari-
-été différentiable M, homéomorphe & §,,,,,méme combinatoirement équivalente a
Sup+, puisque f,(§,,)CS0,,CSO,, ., d'aprés le lemme 1 de [20b]. Soit W
la variété différentiable obtenue par la construction de [ 20b ] dont le bord est My, W
est obtenu comme suit : soit T un voisinage tubulaire de la diagbnale dans §,, ., %
XS, 415 T estun espace fibré cellulaire (T, Sok+vDop+pt) * associé a I'espace

. z A M 1
fibré tangent 2 §,, , . W est obtenue par arrondissement des angles de I'espace quo-

*
oun p:T- Szk +1 €stlaprojection.
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- tientobtenu 4 partir de la somme topologiquedeT avecT en identifiant p DYy 1) Dyps X
XD2k+1 avec p"l(D"zk_,_l)Q:Dz,H,lxDzk,,_1 par (x,y)»(y,x),x,yEDZk+10\,‘1'
D'y, 4+ ,(resp. D%, , ) est une boule plongée dans §,, , . Il est facile de démontrer que

H(W;Z) est isomorphe & H (S, 4V S,p4,); donc H,p o (W, Z)=Z o Z.

2. 2. Invariant d'Arf:  Soit W une variété différentiable de dimension 27, o1 n est
impaire, ayant pour bord OW une sphére topologique; supposons que W soit (n-1)-con-
-nexe; alors Hﬂ( W) est un groupe ébélien libre; en effet, Hn(W) est isomorphe a Hn(W,aW)
et donc, par dualité de Poincaré, isomorphe 3 H”(W); il en résulte, d'aprés le théoréme
des coefficients universels, que H”(W) est abélien libre. On a T (W)=H,_ (W) d'aprés
le théoréme d'isomorphisme de Huréwicz; chaque élément a €7 (W) peut se réaliser par
un plongement S - W et deux plongements homotopes sont isotopes pour n > 4 d'aprés
Whitney-Haefliger[ 12a];donc, chaque plongement détermine un espace fibré normal bien
défini et donc un élément d'homotopie de 7,,(50,); on a une application a: H, (W)~
> 7, 4(50,); on a a(x+y)=a(x)+a(y)+ xy(9i,), on i

, est un générateur de

m,(S,), o xy est l'intersection de x et y et ol 9: T, (8,)>7, ,(50,) est le bord
de la suite exacte d'homotopie de (SO, ,,,S,,S0,) [ 14a]. On sait [ 2] que ain=
=[ i,,i, ] #0 si et seulement si n +1,3,7, on [ , ] est le crochet de Whitehead.
Puisque le bord OW est une spheére topologique, la forme bilinéaire (x, y) - xy de H (W) x
xH, (W) dans Z est anti-symétrique et unimodulaire; donc, le rang est paire r=2s.
D'autre part on peut choisir une base symplectique de H (W), c'est-a-dire, une base
e;, e;(1<i<s) tel que e, e;=-ele; =0, e;e;=0 pour ifjetee;=1.81n=3,5,7,
mod8, n#3,7, ona 7, 1(80,)=2Z, dpnc I'application: a devient une applica-
-cation a,; H, (W) z, telle que ao(x +y)=a, (x)+ ao(y) + xy; l'invariant d'Arf de

W est défini par :

a(W)=~1§0vo(ei).ao(e;) mod2.

Soit W la variété différentiable construite dans 2.1 de dimension 4k + 2 ou k>1
et dont le bord O W est combinatoirement équivalent a 54 10 soit M la variété combina-
-toire compacte close obtenue i partir de la somme topologique de W et d'une cellule
€444 2 en identifiant leurs bords OW et de,;  , au moyen d'un homéomorphisme semi-

-linéaire de O W sur 3e4k+2; M est 2k- connexe et 77,, . 1(M)=2Z eZ.

THEOREME 4. L'invariant d'Arf a(M) de M est égal a 1 pour k>1 et k £3.

DEMONSTRATION . Soient x,y € g2kt I(M; 22) les classes duales aux classes d'homo-
-logie u, v définies par des plongements différentiables de sphéres j;,j,: S, ; M,
ol j,,j, sontles applicationsde §,, ,, (identifié & la diagonale de S,, ., x
X S, +;) dans W déduites par passages au quotient des injections de la diagona-

N

-lede §,, ,,xS,;,, dans les deux exemplaires de T servant a construire W.
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(x,y) est une base symplectique de H2k+ L [t"'i;Z2 ), c'est-a-dire, xx =yy =0, xy=1.
Les espaces fibrés normaux de 708,44 ), ot i=1,2, dans W sont non-triviaux;en
effet, ils sont isomorphes a l'espace fibré £= (T, Sorp+1:Dop+2)(cf, 2. 1)et I'espace

de Thom associé 4 £ admet une décomposition cellulaire Sop+1Veg+ 2"' ol la clas-

-se d'homotopie de 1'application de recollement Suk+1 £ S,k +1 est égale au crochet de
Whitehead [ a,a]; on sait que [ @,a] + 0 pour 2k + 1 %1,3,7 ou k>1 et k ¥ 3.Soit
Jé eqtk* 2(T§) un générateur et soit veH?2k*t 1(T§) un générateur; il existeune
application g : M- T, telles que g (V)=u' et {g*( ), T > =1 ot u'estla duale
de u. Alors, 1'application f: M » Qszk + 2*01:1 Qszk +, est l'espace de lacets de
S,n+ Ql,est telle que A(v)=1u', fA(B)=1; on a donc a,(x)=1; en appliquant le méme

raisonnement a v', la classe duale de v, on a a _(y)=1; il en résulte que a(f)=1.

2.3. Soit M une variété différentiable close de dimension 4k+2, k> 1, telle que 1) M
[*]

est 2k-connexe, 2) H,, ,,(M)=Z@®Z, d'aprés Smale [ 21a], V= M-D,, ;, est un
corps ansé, élément (D, ,,f1,f,,Dp44,) de H(4k+2,2,2k+1). 3V est dif-
-féomorphe a §,; ., et V a le méme type d'homotopie que S, ., 1VS, 4+, (espace

déduit de la somme topologique Sok+ 17,54 1 Par identification des deux points corres-
-pondant 4 un m&me point de base de §,, . ,). Soit i, : D 2k+ 1 > Dy, , uneapplication
- . o 8] X

continue telle que F1(Dap+1)CDypps7y(x)=f(x,0),x€3D,, ,, et soit
]'2 D,y 41> DyppxDyp4y une application définie par jz(u)=(u,0); soitj :
:S,4, 4+~ V l'application définie par j, (resp.j,) sur le demi-sphére nord (resp. sud)
de S, 4+, on peut supposer que j est un plongement différentiable. Montrons que V est
difféomorphe A une variété différentiable W comme construite dans 2.1; soit T un voi-
-sinage tubulaire fermé de j(S,, ,,); T est un espace fibré £ de fibre D,p 4+, sur

]'(52,Hr - & détermine une application f:§,, » §0,5, , telle que 9B=/, ou festla
classe d'homotopie de f, O TMopy 1(Sopy 1) Ty(S0,,, 1) est'opérateur bord dela
suite exacte d'homotopie d'espace fibré (S0,,. ,, Sok+ 1 50,4, ) etod [ estun élé&

-ment de U 1(52k+ 1), Puisque ix: 7T2k(502k)“’772k(502k+ 1), comespondantal'in-

-clusion i : §0,, > 50,,, ,, est surjective[ 24], on a [ = i*f;,, ot 70 est la classe d'ho-
-motopie d'une application f_ :S,, > S0,,, donc OT est combinatoirement équivalen-
-te a Su,]H. L et T est difféomorphe 3 une variété W de 2.1[ 20b], Puisque V -91‘ est sim-
-plement connexe, l'inclusion ¥ : 9T > V- ’?‘ est un retracte par déformation. D'autrepart,
si U':dV o V-T est l'inclusion ,¥P'(0V) est homologue 3 ¥( 9 T) qui représenteun

générateur de H,, (V- "IJ’,' Z)=H,, OT;Z);donc ¥' estune équivalence d'homo-

+ SQk+ 1Ueyp s o €5t l'espace obtenu de la somme topologique de Duk+ o X1 etde S2k+ )
par identification de (x,1) avec f(x), x €Sy 4 1, OB f est une application continue qui re-
-présente[a, a], '

* Rappelons que QSn+ 12 le type d'homotopie d'un C.W. complexe infini SnUeane 3ny)..
d'aprés James.
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-topie. Donc OV et 3T sont b-cobordantes et il en résulte, d'aprés Smale [ 21a], que
QV et OT sont difféomorphes; puisque V-T est difféomorphe 4 OV xI= 0T x I, V est
d ifféomorphe 2 T. Donc :

THEOREME 5. Chaque variété différentiable close M de dimension 4k+2, (k> 1),
telle que 1) M est 2k-connexe, 2) H,, , (M) =Z ®Z peut étre obtenue a partir de la
somme topologique d'une variété différentiable W avec bord OW =S, , , et d'une boule
D, 4+, bar identification de OW et 3D, ,, au moyen d'un difféomorphisme de OW

sur S,. 4+, 02 W est une variété de Milnor de dimension 4k+2, k> 1, dont le bord

OW est difféomorphe & S, , ;.

3. Structures différentiables sur 54 k+1°

Soit M une variété différentiable close de dimension 4%+ 1 et 2k-connexe; sup-
-posons que M soit une 77- variété; par la construction de Thom [ 26a], on peut associer
a4 M un élément AET, 4y +1(S,), ot n> 4k+ 1. Cet élément a est représenté par une
application f:S§ .., 4, S, comme suit : soit T un voisinage tubulaire de M dans

]
RPYUE L. T ege homéomorphe 2 M x D, . Donc on peut associer & tout point z € T sa

[*]
projection y dans D, . Soit r:D - Sn-§ g} 'homéomorphisme naturel; en considérant

- AR+ [ e ,
S, +up 4+ 1 comme la compactification de R , I'application /:S ., ,,+S, est
définie par :
flu)=r(y), ueT

(x)=q |, x€S 44y -T

THEOREME 6. Chaque élément QET, 4 up+1(S,), ot n >4k+1, peut étre obtenu par la
construction de Thom & partir d'une variété différentiable qui a le type d'homotopie d'une

sphére S, ., pour k> 1.

DEMONSTRATION. Si €7, ... ,(S ), on peut trouver une variété différentiable V,
de dimension 4k+ 1, plongée dans R?***1 et munie d'un champ de repéres normaux
F; en supposant Vm-connexe (0 < m < 2k-1), on va montrer que 1'on peut remplacerV

par une variété (m+1)- connexe, donc, par récurrence sur m, par une sphére d'homotopie.

Si )\Eﬂm( V) est représenté par un plongement :

g.'Smel+1—>V(m+l+1=4k+1)pourmﬁZk-I

"(c'est possible puisque V est une 77- variété) , alors la variété :
Vi=(V-g(S,xD;,))+(D, 4+, x5;)

et V sont cobordantes avec une variété différentiable W et g peut &tre choisi tel que
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F, puisse se prolonger 2 W [20a]; il en résulte qu'on peut modifier V par chirurgie en
une variété différentiable V', (m-1)- connexe, avec 77 (V') = .( V)/Z \. On peut fina-

-lement supposer que V est ( 2k-1)- connexe. Soit i ET, (V) sik>1, il existe un
plongement

hiSopxDypy @V

tel que b | S, % 0 représente p; si p estun élément libre, quitte & diviser i, il existe

une classe S€H 2k+ 1( V) dont l'intersection avec u est I; le cycle b|x  x oD 2kt 1

X, €S,,, est homologue a zéro dans V-h(S,,x D,y 1), donc dans V’. On a encore
H, (V')=H,,( V)/Z i, etle rang de H,, (V') est strictement plus petit que celui de
H,,(V) et]la torsion reste la méme. Si u est un élément de la torsion, alors ( cf Kervai-

-re [ 14a], lemme 2.4) la classe d'homologie du cycle h|x,x dD,,, , estun élément

d'ordre infini de H,,( V'), en effet, on peut trouver par chirurgie, une variété différentia-
-ble V'’ dont le rang de H,,(V'') est strictement plus petit que celui de H,,(V) etle
sous- groupe de torsion est strictement plus petit; soit b, by les nombres de Betti de
dimension 2k de V et V' respectivement; on a b}, ,-b,, <1 et b, -b,, =1 siet seu
-lement si b[xo x oD 2h4 1 T€présente dans V' un élément d'ordre infini; donc, il suffit
de démontrer que b'2k + bzk =1mod2. Si E*( V) est la semi- caractéristique de V,on a
E¥XV)+ E*V')=E(W)+ rmod2, r étant le rang de la forme définie sur Hypy o W,oW;
Q) par cup- produit; puisque {zUn,W) =0 pour tout u € H,p, (W, 0W;0), r est pai-

-t etpuisque E(W)=1 et b,=b;=0 pour i<2k-1, 0ona b)), +b,,=1mod2 ce qu'il
fallait démontrer.

REMARQUE . Ce théoréme estessentiellement dii & Kervaire pour k=2 (cf. lemme 2.4,

[ 14al).

Soit ®, Il'ensemble des classesde b-cobordisme de variétés différentiables V
dont le type d'homotopie est la sphére S ; d'aprés [20a], ®, est un groupe abélien relativement
a 'opération somme connexe . D'aprés Milnor [ 20a], ®,, est fini pour m impair et43.
Par le théoréme précédent, on a un homomorphisme surjectif T : ®uk+ 12 Moy uky 1( Sa)
ol n>4k+ 1, sil'élément a associé a une sphére d'homotopie V est nul, alors il existe
une variété différentiable W de dimension 4k + 2 plongée dans R+ *#+ 2 et muni d'un

champ de repéres normaux ayant pour bord dW = V ; W est une 77- variété. Si ®,,(0m)dé-

-signe le sous- groupe de ® ~des classes V qui sont des bords de 77- variétés, lenoyau
de T estisomorphea B, . ,(97) eton a:

COROLLAIRE. Pour n>4k + 1, 0ona 0®

4k + 1/(91%+ 1(877)"377n+ wk+ 1(S5).
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CHAPITRE TROIS

SUR LES DEFORMATIONS DE STRUCTURES COMPLEXES

1.0. Soient I le pseudogroupe des automorphismes locaux analytiques complexes del'es-
- pace numérique complexe C”, B une variété différentiable de classe ™ ou( analytique)
complexe et [ le pseudogroupe des automorphismes locaux différentiables C® (resp. ana-
-lytiques complexes) de B, soit I:v1 le pseudogroupe engendré par les automorphismes lo-
-caux g:(z,t)>(h(z,t),Y(t)) de C"x B tels que Y € et ¢,€l", on ¢, est I'ap-
-plication z > h(z,t),z €C", t €B.

Soit E une variété différentiable ( resp. analytique complexe) muni d'une structure
feuilletée associée a I:, c'est- a- dire définie [ 9d] par un atlas complet § de C” x B sur
E compatible avec I:; chaque feuille de cette structure est localement isomorphe 3 C” et
il existe une structure feuilletée différentiable sous-jacente. Supposons que E soit un es-
- pace fibré différentiable ( resp. analytique complexe ) localement trivial sur B de fibres

connexes V, et de projection 77: E » B. Il admet également une structure feuilletée diffé-

-rentiable sous-jacente.

DEFINITION . Une famille différentiable de structures complexes est un espace fibré diffé-
-rentiable ( E, 7, B) dans lequel E est muni d'une structure feuilletée associée a | dont

la structure feuilletée différentiable sous - jacente est aussi sous - jacente a la structure fi-

-brée de E sur B.

Dans une famille différentiable de structures complexes, chaque fibre V, estmunie
d'une structure complexe qui varie différentiablement avec t € B.
Soient V _, V; deux variétés complexes; disons que V  est une déformation de V;

si V_ et V, sontles fibres d'une famille différentiable de structures complexes.

DEFINITION . Une famille différentiable E est localement triviale au voisinage de la fibre
V, lorsque la structure feuilletée induite sur un voisinage ml(U) de V, ., U étant un
voiosinage ouvert de t_, est isomorphe @ celle de l'espace produit VtO x U, Vto étant mu-
-nie de sa structure complexe. On dira qu'une structure complexe sur V est localement ri-
-gide lorsque toute famille différentiable de structures complexes contenant une fibre

isomorphe a V est localement triviale au voisinage d'une fibre quelconque.

Une famille différentiable de structures complexes E est localement triviale si,

pé)ur chaque point ¢ de B, la famille est triviale dans un voisinage de la fibre V,. La fa-
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-mille E est trivialesi E est isomorphe 4 V x B.

Dans la suite les fibres V, de E sont supposées compactes et connexes,

Soient ( E, 77, B) une famille différentiable de structures complexes, V, fibre de
E et ®t le faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes verticaux sur ‘;;soit
HP( Vt'®t) le groupe de cohomologie de dimension p de V, a coefficients dans ®z" on

al 16al :

THEOREME . Pour chaque point t € B, il existe un voisinage U de t  dans B telque

dim Hp{Vt,(*Dt)gdim Hp(Vt ’®t ) pour teU.
(o] (o]

Soit T, 1'espace tangent a t de B, un champ ¢ de vecteurs tangents a E défini
sur Vt' ¢ V,»>T,x 'T(Vz), est holomorphe le long de v, si (z) = (Uz,Xz) est tel

; il est dit pro.jetable si v,estun

que X soit un champ de vecteurs holomorphe sur V, ;

vecteur de T, indépendant de z. Un champ de vecteurs défini sur un voisinage U d'une
fibre V, et holomorphe le long des fibres est projetable s'il induit sur chaque fibre Vv,

o
t € U, un champ de vecteurs projetable.

Soient II le faisceau des germes de champs de vecteurs localement projetables et
holomorphes le long des fibres et B le faisceau des germes de champs des vecteurs ver-

-ticaux holomorphes le long des fibres; on a une suite exacte de faisceaux :
0-0-IIsA>0

ol A est le faisceau quotient de II par @; si II, et A, sont les faisceaux induits parll

et A sur V,, on aune suite exacte de cohomologie :

tl
8
S HO(V,IL) > HO(V,,A)SHY(V,8,)> ...

. . . . o s : s 1
Puisque V, est connexe, on a un isomorphisme i . T,» H°(V,,A,); soit p,: T;»H

(V,,®,) l'application composée 8,07. On a le théoréme de Frolicher et Nijenhuis[ 10]:

THEOREME . Si HY( V,. ®t ) =0 pour un point t €B, alors il existe un voisinage U

o o
de t  dans B tel que les fibres V,, t € U, sont isomorphes.

DEMONSTRATION . Puisque H(V, , ®, )=0, il existe un voisinage U de ¢ tel que
[o)

dim Hl(Vl,('Bt) =0 pour t €U, Si H? (@u) est le faisceau défini par le pré- faisceau U~

-> HP(W'I(U), ®), ona L (@u)z 0; la suite exacte de cohomologie.

0-H°(®,) B°(T1,)» H°(A,)» F1(®, )~ ..
montre qu'il existe un champ transversal d'éléments de contact C de dim B sur 7-1( ()

holomorphe le long des fibres et le théoréme résulte du lemme suivant (cf[9c]).
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LEMME . Tout chemin différentiable d'origine t € U et de but t' € U est la projectiond'une
courbe intégrale de C complexe analytique le long des fibres d'origine x €V, et de but

x" €V, 'application x > x' est un homéomorphisme complexe analytique de V, sur V.

1l résulte alors du théoréme 6.2 de [ 16a] :

COROLLAIRE . Si, dans une famille différentiable (E, 7, B) de structures complexes ,

HI(Vz,®t) = 0 pour t € B, alors la famille est localement triviale.

1. 1. Déformation d'une G-structure complexe : Soit V une variété complexe 3 n» dimen-
-sion complexe; une G -structure complexe, ot G estun sous-groupe de Lie de groupe
linéaire complexe L, est une réduction de groupe structural L’ de l'espace fibré tan-
-gent complexe & G [ 9b]. Dans un voisinage d'un point de V une G - structure complexe
est déterminée par w=(w,,...,w, ), ou les w sont n formes complexes de Pfaff liné-
-airement indépendantes, définissant une section locale de I'espace fibré principal H'( V)
des corepéres complexes du ler ordre de V; en un point de V, «w estun corepére dis-
-tingué pour la G- structure complexe. L'espace H'(V) est un sous-espace fibré de l'es-
-pace fibré principal H(V ) des corepéres réels du ler ordre de V. L'existence d'une
G- structure complexe est équivalente a4 l'existence d'une section dans 1'espace fibré
associé H'(V)/ et les structures d'une méme classe d'homotopie de sections sont

isomorphes [ 9b 1.

Soit ( E, 7, U) une famille différentiable de structures complexes, les fibres étant

des variétés complexes V, sur un domaine U contenant l'origine dans R™; la structure

est définie par un atlas (f de C”? x U dans E. Soit [ une carte locale appartenant 4 (,

la source de [ étant le produit U, x U, , ol U, est un ouvert deC”, U,un ouvert de U.

Soit & un vecteur tangent & C” au point z €U, 'application z » f(z,t) =7y fait cor-
-tespondre 4 £ un vecteur tangent [(&£,z,1) a V, en y. Soit T(E) l'espace des vec-
-teurs tangents aux fibres V, de E; les applications [ forment un atlas de C” x (C” x U)
sur T(E) définissant sur T( E) une structure d'espace fibré & fibre C", a groupe struc-
-tural L) et de base E. Puisque E est difféomorphe au produit V,x U ol U est con-
-tractile en un point, T(E) est isorﬁorphe a 'espace fibré 'T(Vo) x U, considéré comme

espace fibré vectoriel complexe sur V x U d'aprés le corollaire du théoréme 1 de [ 9d].

Donc :

THEOREME 1 : Soit (E, 7, B) une famille différentiable de structures complexessur une
variété différentiable B ; alors, il existe pour chaque point de B un voisinage U tel que
les espaces fibrés tangents complexes des fibres V,, t €U, sont isomorphes.

Supposons que, de plus, une fibre V, , t € B, soit munie d'une G- structure
o
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complexe; puisque les G- structures complexes sont en correspondance biunivoque avec

les sections de l'espace fibré H'(V, )/G’ on a :
o

COROLLAIRE . Si, dansune famille différentiable de structures complexes (E, T, B),une
fibre v, = 7T’1(to), t, €B, admet une G - structure complexe, alors il existe un voisina-

o
-ge U de t tel que les fibres V,, t € U, admettent une G - structure complexe.
2. Familles différentiables de structures riemanniennes .

Soit (E, B, V) un espace fibré différentiable de fibres isomorphes &4 V. L'espace
T'( E) des vecteurs tangents aux fibres de E est un espace fibré vectoriel de base E et
de groupe structural L_, ol n est la dimension de V. Une restriction du groupe structural
a 0, définit une métrique riemanienne le long des fibres. On ['obtient par une section de
I'espace fibré associé a T'(E) a fibres isomorphes a Ln/O ; si cette section est diffé-
-rentiable, on a une métrique riemannienne différentiable le lrclmg des fibres ou une famille
différentiable de structures riemanniennes.

Si de plus on se donne une famille d'isomorphismes d'une fibre fixe V sur les au-
-tres fibres définissant sur ( E, B, V) une structure d'espace fibré différentiable & groupe
structural G formé d'isomorphismes de V, admettant la structure d'espace fibré différen-
-tiable donné comme structure sous-jacente, alors (E, B, V) est muni d'une

structure
d'espace fibré riemannien. On a : *

THEOREME 2. Soit (E,1,V) un espace fibré différentiable muni d'une métrique rieman-
-nienne, deux fois différentiables, le long des fibres, la base I étant l'intervalle 0 < t<].
Supposons que sur chaque fibre la méirique riemannienne soit compléte. Si le sous - espa-
-ce fibré E' de E au-desuus de l'intervalle semi-ouvert 0 < t< 1 est un espacefibrérie-
-mannien ayant pour groupe structural le groupe G de tous les isomorphismes de V ; sup-
-posé transitif dans V|, alors V  est isomorphe a V; et E est aussi un espace [i»nérie-

~

-mannien & groupe structural G.

DEMONSTRATION . Considérons un relévement différentiable ¢ - x, de I'intervalle [0, 1]
dans E. L'espace fibré principal H' associé 2 E’ est l'espace des isomorphismes dela
fibre V; sur les fibres V, pour 0 <t<.I. Soit G; le sous- groupe d'isotropie de V; au
point x;,; l'espace fibré E’ s'identifie a4 1'espace fibré quotient H' /GI et H' estun es-
-pace fibré principal de base H' /GI; le chemin (x,) pour 0 < t< 1 sereléve en un che-
-min (h,) de H'. Soit 7; un repére orthonormé dans 'espace tangent TxI(VI) a x; de
Vs il lui correspond un repére orthonormé bt( ry) =7, au point x,. Par suite de lacompa-
-cité de 1'ensemble des repéres orthonormés des fibres attachés aux points d'un voisinage

compact de %, dans E, la fonction continue ¢~ r, admet une valeur d' adhérence suivant

*
“Je dois 1I'idée de cette démonstration a M. Ehtesmann.
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le filtre des voisinages de 0. On peut trouver une suite de valeurs ¢, de ¢ tendant vers 0
telle que 7, tende vers un repére r_. Soit [, I'application linéaire de 1'espace tangent

t
soit u# un vecteur unitaire tangent & V, d'origine x, et soit y l'extrémité de 1'arc de géo-
g 1 g 1

TxI(VI) anxl de V; sur l'espace tangent Txt(Vt) a x, de V, qui applique 7; sur r
-désique d'origine x; tangenta u et de longueur s; ona y = Y(s,u), ou Y est unefonc-
-tion différentiable de (s, ). Soit ¥, 1'extrémité de 1'arc de géodésique dans V, d'origi-
-ne x,, tangent au vecteur lt(u) et de longueur s; ona y,= Y(s,u,t), on Y(s,u,l)=
=Y(s,u) et Y est une fonction différentiable de (s, u,t). Pour t> 0, on a ¥, = bt(y),-
lorsque t, tend vers 0, btn(u) tend vers un vecteur bo(u) et btn(y) tend vers un point
h(y)=yY(s,u,0).Siy est]'extrémité de deux arcs géodésiques, c'est-a-dire, y=y(s,
u)=yY(s", u'), alors bt(y)= Y(s,u,t)=yY(s", u,t) pour t> 0; il en résulte quey)
(s,u,0)=y(s",u",0). On définit ainsi une application différentiable bo de V; dansV,
Puisque V, est compléte, b est surjective. E étant isomorphe & V  x Iil existe une ap-
-plication différentiable de E sur V  qui se réduit sur V, & un homéomorphisme différen-
-tiable de V, sur V et appliquant la métrique riemannienne de V, sur une métriquerie-
-mannienne (dsz)t de V _, fonction différentiable de t. Montrons que b est bijective:
soient y, z deux points distincts de V; et montrons que b_(y) * b (z); comme b, est
un isomorphisme des structures riemanniennes de Vysur V,, la distance de b,(y)ab(z)
dans la métrique (dsz)t est une constante d et égale & celle de y 4 z dans V.

dz (£,M)1a distance de deux points £ et 7) de VvV, pour (a’sz)

Soit
,; supposons que b (y)=
=bo(z); on a:

d=d,(b,(y),b,(2))<d,(b,(y),b(y))+d(b,(z) b,(z));

ht(y) et bt(z) tendent vers b _(y) lorsque ¢ tend vers 0 et les distances dt(ho( y),
b (y)) et d,(b (z), h,(z)) tendent vers 0. Donc d =0, ce qui est contraire a 1'hypo-
-thése. Montrons que b est un isomorphisme. Soit U; un voisinage normal géodésique
de x; dans V;; pour chaque y € U, il existe une seule géodésique d'origine x; etd'ex-
-trémité y ; I'application bo fait correspondre a tout arc géodésique d'origine x; un arc

géodésique d'origine x_ et & un systéme de coordonnées normales dans U; unsystémede
coordonnées normales dans un voisinage U, de x_  dans V_. Donc la restriction de b_ 2
U; est un isomorphisme. Puisque l'arc de géodésique d'origine x; et d'extrémité y =

=yY(a,u) est compact, il existe un nombre positif € tel qu'il existe un systémede coor-
-données géodésiques de centre y = (s, u) dans V, et de centre Y(s,u,0)= ho(y)
de rayon € pour 0 < s<a. Si b est un isomorphisme local au voisinage de y dans V,,

la restriction de b»_ 2 une boule de centre y et de rayon < € est un isomorphisme .En ef-

. ~ 4 1 t ot M a
-fet, soit ry un repére orthonormé d'origine y dans V; et soit b _(r}) le repére corres-
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-pondant dans V ; par les arcs de géodésiques correspondants d'origine y et ho(y), on
&tablit comme précédemment une application différentiable 5 de V sur V  eton voit
que b = b . Soit s, la borne supérieure des valeurs s tel que b soit un isomorphisme
local d'un voisinage de Y(s,z) de V, dans V,; alors, on peut trouver un s’ tel qu'il
existe une boule géodésique de centre Y(s’,u) qui contienne (s, u); en répétant
1'argument précédant, on montre que b est un isomorphisme local dans un voisinage de
¢(s1, u), d'ol une contradiction. Donc b est un isomorphisme local au voisinage de
chaque point et comme b est bijectif et surjectif, il en résulte que b est un isomor-
-phisme.

Montrons que E est un espace fibré riemannien sur I. Soit R l'ensemble des
repéres orthonormés des fibres V, aux points x,, pour 0 <t < 1. Soit G', le groupeliné
-aire d'isotropie. R est un espace fibré principal (trivial) sur I, & groupe structural O ;

on identifie r avec l'isomorphisme linéaire r' qui applique le repére r sur r. R/ G

I'espace des classes de repéres b,G",, est un espace fibré trivial sur I de fibres isomor-

-phesa 0,/ G',. Soit R’ le sous-espace de R formé par la réunion des classes hyG',
b, étant l'isomorphisme linéaire correspondant a b,, pour 0 < ¢ < 1. On montre que R'se
déduit de R par restriction du groupe structural O, & G'|, c'est-a-dire que R’ se projette
dans R/ G, sur une courbe qui est un relévement de I dans R/ . En effet, 'appli-
-cation £ h,G';, pour 0 <t <1, est un relévement de l'intervalle semi-ouvert O<¢<
<1 dans R/ G De plus, comme h; est adhérent 2 I'ensemble des repéres b, le point
h! G, de R/ G, est adhérent 4 1'ensemble des points b,G’|. L'ensemble réunion H' des
classes d'isomorphismes 5,G, forme alors un espace fibré isomorphe 4 R'. Cet espace
fibré H' définit sur (E, I,V ) une structure d'espace fibré riemannien. On en déduit que
I'ensemble H des isomorphismes de V sur V,, pour 0<t<1, estaussiun espace fi-

-bré principal A groupe structural G.

THEOREME 3. Soit (E,I,V) un espace fibré différentiable de fibres compactes vV, sur
I'intervalle 1 muni d'une métrique riemannienne, deux fois différentiable, le long des
fibres et tel que le sous-espace fibré E' de E sur 0<t<1 soit un espace fibré rieman-

-nien ayant pour groupe structural le groupe de toutes les isométries de V ,; alors V  est
est isomorphe a V .

DEMONSTRATION. Puisque V, est compacte, son groupe des isométries est un groupe
de Lie compact; soit l;t un relévement de 0 <#< 1 dans l'espace fibré H' associé a
E’, ot b, estun isomorphisme de V, sur V,. Soit 7, le repére orthonormé de V, trans-
-formé par b, d'un repére orthonormé r, de V. Puisque V  est compact, la fonction

continue t - r, admet une valeur d' adhérence r_ suivant le filtre des voisinages de O.
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Comme dans le théoréme 2, on définit une application différentiable b de V, dans V

et le méme raisonnement montre que V, est isomorphe 4 V.

3. Déformation de variétés hermitiennes symétriques.

3.1. On sait que, d'aprés les beaux travaux de E. Cartan[ 8], les espaces hermitiens
symétriques irréductibles sont tous simplement connexes et il y a deux classes des

espaces C et D:

1) Les espaces de la classe € sont compacts; ce sont les quotients :

SU 40/ SUmxSU"le, $0,,/ u,’ sp,/ u, SO, 4,7/ SOnle(" >2),E¢/ ¢p 10><T%
E;/ g X T L

ot SU_ est le groupe unitaire unimodulaire 4 » variables, SP, le groupe symplectique

~

a4 2n variables, E, et E, les groupes simples exceptionnels de dimension 27 et 56 .

2) Les espaces de la classe P sont non compacts et ils sont isomorphes aux domaines

bornés symétriques.

THEOREME 4. Toute structure complexe homogéne compatible avec la structure diffé-

-rentiable usuelle sur un espace de la classe C est isomorphe a la structure complexe

naturelle ou a sa conjuguée.

DEMONSTRATION. Soit V un espace de la classe (; soit K son groupe d'automor-
-phismes qui est un groupe de Lie simple et soit [, son groupe d'isotropie a un point,
Soit § une structure complexe homogéne sur V, c'est-a-dire V=G / H, G étant un
groupe de Lie complexe. Puisque V est simplement connexe et la caractéristique d"Euler-
-Poincaré E(V) # 0, il existe un sous-groupe compact maximal K’ de G qui opére
transitivement sur V. Puisque le nombre de Betti de V pour la dimension 2 est égal a1,
K' est simple et V = K'/L., o L'=HNK’', est hermitien symétrique irréductible.
D'aprés le calcul des nombres de Betti des espaces simplement connexes dela

classe C en fonction de K et L [ 9a], K est isomorphe & K’ par un isomorphisme qui
’ applique L sur L’. De cet isomorphisme de K sur K’ on déduit un isomorphisme dela
structure complexe naturelle sur la structure §. Il suffit de démontrer que V admet une
seule structure invariante par le groupe K. Puisque V est irréductible le centralisateur
N du groupe linéaire d'isotropie estune algeébre sans diviseur surles réels; donc d'apreés
Frobenius, N est isomorphe au corps des nombres réels R, des nombres complexes C
ou des quaternions H. N n'est pas isomorphe & R; démontrons que N=C; si N= H
on a une structure presque quaternionnienne homogéne sur V, c'est-a-dire il existe [ 9b]
une 2- forme différentielle complexe (] invariante de rang maximal en tout point;puisque

V est symétrique, () est fermée. Localement () s'écrit dz  dz,+.. .+dzp__ dz,. Ona
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Q=0,4+iQ, oa 1, et ), sont deux formes quadratiques extérieures réelles fermées
non proportionnelles. Donc le nombre de Betti de dimension 2 serait supérieur a 1, or il
est égal a 1, d'ob contradiction. La valeur [, du tenseur | définissant la structure pres-

-que complexe est donc un des deux éléments du centralisateur dont le carré est égal &
-1.

COROLLAIRE. Les espaces de classe (C admettent une seule métrique kihlerienne

homogéne, a un facteur constant prés.

REMARQUE. En effet, d'aprés les travaux de Wang [ 27 ] on a le résultat suivant : une
variété complexe compacte , homogéne et simplement connexe V' ayant b, égal al
est un espace hermitien symétrique irréductible V, puisque b, = I, la caractéristique
d'Euler-Poincaré E(V') 4 0[ 27 ]; donc, il existe un sous-groupe compact maximal K’
du groupe des automorphismes de V' qui opére transitivement sur V', Ona V'=K'/ L',
o K' est semi-simple et puisque b, = I, K' est simple et L' est le centralisateur d'un
tore dans K'[ 27 ]; il en résulte que V' est un espace hermitien symétrique irréductible
Signalons que ['on ne connait pas d'exemple d'une variété complexe V' ayant le type

d'homotopie d'un espace bermitien symétrique irréductible V mais non isomorphe a V.

3. 2. Soit (E, 7, B) une famille différentiable de structures complexes; si une fibre

Vto, t, €B, estun espace de la classe C,ona Hl(Vt ,®t0)= 0; donc Hl(Vt,®t)= 0
o

dans un voisinage de t_ et la famille est localement rigide [5].

PROPOSITION. Soit (E,7,1) une famille différentiable de structures complexes sur

l'intervalle | dans laquelle chaque fibre V, est un espace de la classe C pour t>0;

st la métrique kiblerienne le long des fibres définies pour t> 0 admet un prolongement

différentiable hermitien & t= 0, alors V  est isomorphe @ V, et la famille est triviale.

DEMONSTRATION. On a dim _H°(V,,®,)=dim;I(V,)=k* pour t>0, ov I(V,) est
le plus grand groupe d'isométries de V,; donc on a dim_ H®(V_,® )> k. La diffé-
-rentielle covariante DtQt’ t €I, est une fonction continue de f, ol Qt est la forme de
Kahler associée a la métrique .de V,; donc DOQO est nulle et V  estkiahlerienne.
D'autre part, d'aprés le théoréme 2, le groupe I( V ) opére transitivement sur V ; puis-
-que V _ est Kahler-Einsteinne, le groupe des automorphismes analytiques de V  con-

-tient le groupe I(V ); donc V  est homogéne complexe et d'aprés le théoréme 4, V

est un espace de la classe (. Il en résulte [ 5] que HY V,,8,)=0 et la familleest

triviale.

*dimc(resp. dim’) désigne la dimension complexe (resp. réel)
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THEOREME 5. Toute variété kiblerienne compacte V  dont la structure complexe est
une déformation différentiable de la structure complexe d'un espace hermitien symétrique

compact et irréductible V | est isomorphe a V ;.

DEMONSTRATION. Supposons que V_ et V, soient les fibres d'une famille différen-
-tiable (E ,7,1) de structures complexes; puisque la famille est localement rigide, on
peut supposer que les fibres V, sont des espaces de la classe C pour t>0. Pour
démontrer le théoréme, il suffit de démontrer que la famille (E, 7, 1) est kahlerienne; en
effet, d'aprés [ 17b], il existe un prolongement de la métrique kihlerienne de V  dans
un voisinage de O; en utilisant le fait qu'il existe (d'aprés Chow) une seule métrique
k#hlerienne (une métrique de Hodge) sous-jacente a la structure complexe canonique de
V., on peut appliquer la proposition précédente.
3. 3. Soit D un domaine borné symétrique irréductible (un domaine de Cartan) de C”"
n > 1, soit H un sous-groupe discontinu du groupe des automorphismes de D tel que
1) le quotient V = D/ [y soit compact.
2) l'identité soit le seul élément de H ayant des points fixes dans D.

Soit ® le faisceau des germes des champs holomorphes sur V; d'aprés Calabi et
Vesentini [ 7], on a HY(V,®) =0 pour n> 1. Donc la structure complexe de V est

localement rigide. On a :

THEOREME 6. Soit (E,7,1) une famille différentiable de structures complexesuni-
-formisables par un domaine de Cartan D pour t> 0. Si la famille est kdblerienne, alors

V, est aussi uniformisable par D et la famille (E,T,1) est triviale,

DEMONSTRATION. Soit (E_,t{)) le revétement universel de E; chaque Vt= oYy V)=
=@ 17(t) est le revétement universel de V,. On a une métrique Kahlerienne le long
des fibres ‘;t de E. Puisque V, est compact, \7! est compléte; donc le groupe d'iso-
-métries I ( Vo) de 17'0 est transitif d'aprés le théoréme 2. Puisqﬁe ‘70 est kahler-Eins-
-tein, le groupe I(Vo) est contenu dans le groupe des automorphismes analytiques A(Vo)
de Vo; donc \70 est homogéne complexe. V_ étant compact, A(Vo) est unimodulaire
d'aprés le lemme* suivant. Il en résulte [ 11] que VO est symétrique; donc Vo est iso-
-morphe & un domaine borné symétrique. Puisque Vo est symétrique, on a HY( V,,8 )=

=0[ 71; il en résulte que V  est isomorphe 2 V, et la famille est triviale.

LEMME. Soit G un groupe localement compact et H un sous-groupe discret tel que G/

admette un volume fini; alors G est unimodulaire.

En effet, d'aprés le résultat sur la mesure de Haar sur G/, on a AG(g) =

Je dois 1'idée de cette démonstration a M. Saito.
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=x(g)Ay(g), g €H, ot x estun caractere de G et o A(g)(resp. Ay(g)) estune
fonction continue de g; puisque H est unimodulaire, ona Ay (g)=1. Soit u(V)le vo-
-lume de V = G/H; ona U(V)=pu(gvV)=x(g)u(V) pour g €H. Donc y(g)=1etG

est unimodulaire.
4. Déformations de surfaces analytiques complexes.

Soit (E, 77, B) une famille différentiable’de surfaces analytiques complexes sur

B dans laquelle une fibre V, est une surface kihlerienne compacte ayant c%( v, )>0,

ol cf( Vt ) est la valeur de ocf =c,ucy sur le cycle fondamental de Vt' clétantola clas-

-se de Chern de V,; on sait [ 15b] que Vto est alors une surface algébrique. Puisque Vto

est kihlerien, il existe, d'aprés [ 17a], un voisinage U de t, tel que chaque fibre V,,

t € U, soit kahlerienne ; puisque cf(V, )= cf( V,) en vertu du théoréme 1, V, est algé-
o

-brique.

THEOREME 7. Chaque déformation d'une surface kiblerienne compacte V telle que

c?(V)>0 est algébrique.

DEMONSTRATION . Il suffit de démontrer le théoréme pour une famille (E, 77,1) ou [est
I'intervalle 0 < £ < 1, d'aprés ce qui précéde, on peut supposer que V, est une surface
kahlerienne compacte ayant c?( V,)> 0 pour t> 0. Montrons que V  est algébrique.Soit
M(v,) le corps des fonctions méromorphes sur V,; on sait [ 15b] que dim. M(V, )< 2.

Si dim. M(V ) =0, alors Pg= Ooul, o g est le genre géométrique de V[ 15¢c];sup-
-posons que p = 1; puisque cf(Vo)> 0, on a dim. M(V )21 d'aprés le théoréme de
Riemann-Roch [ 15b], d'ot une contradiction. Donc on a pg = 0. Soit K, 1" espace fibré
canonique de v, de fibre C, la droite complexe, et soit ¢ € H2( Vt’ Z ) sa classe carac-
-téristique. Soit U un voisinage de 0; puisque bg= dim H?( Vg Qo) =0, etque V,est
algébrique, il existe un diviseur D, associé & K,; soit C, une courbe contenue dans D,
telle que (Clz) >0 et soit F, I'espace fibré en droites complexes associé a C,. D'aprés
la proposition 13.2 de [ 17a] , il existe un espace fibré K €H1(77'1( U),0%), ouO* est
le faisceau multiplicatif des germes de fonctions différentiables sur mlu) qui sont ho-
-lomorphes le long des fibres, tel que &(H)=c et }(z= F, pour t €U. On a dimH°
(v, Q( F_))> dim H°(Vt, Q(Ft)), oil Q(Ft) est le faisceau des germes de sections
holomorphes de F,. Donc, le systéme linéaire complet | F | contient un diviseur D > 0;
soit D = EmiCi, C; étant les courbes irréductibles sur Vo Puisque la classe d'homolo-
-gie de D est duale & c, l'une des courbes, soit C;, n'est pas homologue a zéro; donc
on a (Cf) >0 et V  est algébrique [ 15c], d'ol encore une contradiction. Donc dim M

(Vo)21,; si dimM(V,_)=1, on aura[15b] cf(VO) < 0 ce qui est impossible. Il en ré
-sulte que dim M(V )= 2 et V _ est algébrique [15b].
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4.2. Dans le produit cartésien P,(C)x P;(C) du plan projectif (x_, x;, x,) par la
droite projective (yl B y2), considérons les surfaces algébriques En définies par *q y;‘-
-%x, yg =0, n> 0; Hirzebruch a montré qu'elles sont homéomorphes 2 §,x S, ou a lasom-
-me connexe de P,(C) avec lui- méme et pour deux valeurs différentes de n elles sont
analytiquement inéquivalentes. % = est appelé une surface de Hirzebruch; % | est la qua-
-drique complexe.
Soit E une famille différentiable de surfaces complexes compactes V, sur [ =
=[0,1]; dans laquelle une fibrte V, est une quadrique complexe S,x §,;  puisque
1(V1,® 1)=0,la famille est localement rigide. Donc, on peut supposer que Vt est une
quadrique complexe pour t > 0; puisque C:IZ(Vt) >0, V, est une surface algébrique
d'apresle théoréme 7. D'autre part, on peut supposer que E est une famille kahlerienne
[ 17b]; donc la variété Riemannienne V  est isomorphe & V,; d'aprés le théoréme 3; V 1
étant une variétékahler-einsteinienne V. esteinsteiniennedonc la courbure de Ricci de V
est positive. En vertu du théoréme d'annulation de Kodaira, on a H*( Vo, Q°(iK))=20
i ¥ n, ol iK est la somme de i exemplaires de 1'espace fibré canonique K de vV, [15¢cl;
donc, on a pg =0 etle genre P, = dimHZ(Vo,Qo( 2K))=0. v, étant simplement con-
-nexe, V  est rationnelle d'apres la critére de Castelnuova- Enriques; il en résulte ,

d'aprésAndréotti [ 3], que V  est une surface de Hirzebruch. Donc :

THEOREME 8. Une déformation d'une quadrique complexe est une quadrique complexe ou

une surface de Hirzebruch.

REMARQUE . Puisque C? >0 pour le plan projectif, une déformation d'un plan projectif
est une surface algébrique V; d'aprés le théoréme 5, V est isomorphe 2 P,(C) comme

il a été montré par Kodaira et Spencer{ 17 a].
5. Sur les variétés kdhleriennes homogenes a courbure positive .

5.1. Soit V une variété kahlerienne homogeéne a courtbure de Riemann strictement positi-
-ve; alors V est compacte et la courbure de Ricci est positive; soit G le groupe des au-
-tomorphismes de V; si G admet un centre non discret, 1'espace homogéne V = G/H ad-
-met une partie localement unitaire [ 18] ; alors la courbure de Riemann ne serait passtric-
-tement positive, d'oll une contradiction. G étant compact, G est donc semi- simple Mon-
-trons que G est simple; sinon G/H est isomorphe au produit des espaces riemanniens

K. /L avec K, simple; alors la courbure de Riemann ne serait pas strictement positive.

Donc G est simple et H admet un centre non discret [ 18]; ; il en résulte que V est unes-
-pace hermitien symétrique irréductible. D'aprés la classification de E. Cartan on voit que

le seul espace hermitien symétrique & courbure strictement positive est 1'espace projectif

complexe P _(C). Donc :
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THEOREME 8. Chaque variété kdblerienne homogéne a courbure de Riemann strictement
positive est isomorphe a l'espace projectif complexe.

Si V=G/ H estune variété kiahlerienne homogéne dont la courbure de Ricci est
sttictement positive, alors G est semi-simple. D'autre part, V est simplement connexe
et la caractéristique d'Euler-poincaré est positive. Donc V est rationnelle d'aprés Goto.
On peut conjecturer que toute variété kiblerienne compacte V a courbure de Ricci stric-

-tement positive est rationnelle. On sait [ 15a] que V est algébrique; si dim V= 2,

alors V est rationnelle d'aprés 4.2.

5. 2. Soit V' une variété kahlerienne difféomorphe a4 un espace hermitien symétrique
compact et irréductible V; on a b,(V')= X pP>9=1, donc h?*9=0 pour p ¥ 1,
g+ 1; d'aprés [ 15a] V' est algébrique. Sgi,tqg €H?(V';Z) un générateur tel quela
classe fondamentale de V', pour sa métrique kzhlerienne, coincide avec g; on a {(g” V)=
= 1. Puisque V' est algébrique, le genre arithmétique y (V') est égal a I .- D'autre
part, les classes de Pontrjagin sont les images réciproques par un difféomorphisme des
classes de V et la classe de Chern ¢ (V') est égale a Ag, N€Z; la classe totale de
Pontrjagin est donnée par p = % py=C(1 +g2)*> ot p est donné par cy(V)=pg. On
sait [ 4] que u est égal 2 m+n, 2n-2, n+1, n, 12 ou 18 pour les espates dela
classe ( rangés dans I'ordre indiqué plus haut. Si dim V' est impair, la classe de
Stiefel-Whitney w, de V' est nulle; alors Sc,(V')=0, on 3: H2(V';Z)-H?(V';Z,)
est I'homomorphisme de Bockstein, de méme ,Bcl(V) = 0; donc A= mod2. Soit c,(V')=
=(ML+ 2s)g, s€Z. D'aprés le théoréme de Riemann-Roch [ 13], le genre de Todd est
donné par le coefficient de g” dans la formule e (s+'/2,u.)g(_g sh&)H. Donc ona
(u_/ijf) =1 et puisque dim V est impair, ceci est possible sgulemf-:nt si s=0 (cf.
~ lemme 2, [ 16]1); il en résulte que € (V')=c,(V)=pg etlaclasse de Chemn ¢, (V')
de V' est positive*. Puisque h 2 °=0, le groupe des diviseurs sur V' est isomorphe
a4 Z; soit D le diviseur positif défini par une section hyperplane de V' supposé réalisé
comme sous-variété algébrique de 1'espace projectif complexe et soit v 1'entier positif
déterminé par D ; on a (cf. lemme 4, [ 16]) le gente X (V',D)=3 (~1)? dim
HP(V',Q°(D)) est égal a (M- 1_+IV), donc dim L (D) =dim HO(V',1°(D))=
- (#;.LI-—-I-IV) car HP(Vv',Q°(D))=0 pour p ¥ 0, on désigne ici par (1°(D) le fais-
-ceau des germes de sections holomorphes de l'espace fibré E en droites complexes
associé 2 D et par L(D) ' espace vectoriel des fonctions méromorphes g définies sur
V' tels que ¢, =gf; est holomorphe sur un ouvert U, d'un recouvrement (U;) de V',
ol /i est une fonction méromorphe sur U, représentant D; L(D) s'identifie a l'espace

vectoriel ['( E) des sections holomorphes de E.On sait que la variété V est rationnelle

Si la conjecture qui affirme que Cl( V')> 0 entraine l'existence d'une métrique kihlerienne dont
la courbure de Ricci est positive est vrai, alors on peut montrer que cette métrique coincide avec

la métrique kahlerienne canonique de V.
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et le nombre v correspondant est égal a I; il existe alors une application birationnelle
f de V dans P;(C), o = p~1. Soit 0,0 ,,..0,; une base de I'(E)=L(D). Si
¢€l'(E) est une section de E, ¢ z)€E est représentée par le couple (z, ¢,(z))

dans la carte locale sur E associé a ¢;; ona @,(2)= fij(z )(p],( z),z€U;NUj, et

les fonctions /z'j déterminent les changements de cartes locales (z,u)=(z, /'l]-(z)u).
-seur D 3= ((D);), (D) ;= Koaoi(z) +... +)\10'11~(Z). A€Ef(V), ou les A, sont les

coordonnées homogeénes du point A€ P,(C) et ou o;,; est la fonction définie sur

Alors |D| = {Dy|Nef(Vv)C PI(C)} est un systéme linéaire complet défini par le divi-

U; associée a 0;, comme ¢, est associée 2 ¢. Soit B labase de |D|, c'est-a-
-dire, B = f;\Dx; on peut montrer (cf. Lemme 9 [ 16]) que les fonctions méromorphes

b,-(z) = O']-i(z)/g (z)? j=1,2,...1, sont algébriquement indépendantes. Alors
o1
I'application b : V'-B >V =[f(V)CP,;(C) définie par :

h(z)=(0,(z),....,0,(2))=(1,f(z),..,f)(2))
est réguliere. Soient ¥ 1'espace vectoriel des polynomes homogénes de degré v en
u=(uo,u1,....,ul) et ¥ _,....,¥y une base de ¥, on a dim§3=N+1=(l'l+V),
l= -1 et l'application s : ue(‘l’o(u),....,‘I’N(u)) est un plongement de PI(C)

dans PN(C). Soit \[l,i(z) =Y ,(O‘oi(z), e, o*li(z)); on associe a4 chaque ¥, une
section holomorphe ',

1z (z,y (z)) de 'espace fibré en droite complexe associé

a vD; alors, les sections Y, -

Do . "L'N sont linéairement indépendantes. dim L( vD)=

=N+1-= (l‘}'V), I = pu—1. Puisque c(VD) est positive, 1'application :
l/,:z_)(‘l]oi(z)'\’bli(z)"""SbNi(z))

est un plongement de V' dans Py(C) pour v assez grand [ 15a]. Donc, l'une des
¢coordonnées ‘wl’,,' ( z) est différente de zéro et B est vide; il en résulte que b : V'->PI( C)

est réguliére et la commutativité du diagramme :

VL _f(V)CP,C)

PN(C)

montre que b est biréguliére sur ¢( V). Donc *:

THEOREME 9. Soit V' une variété kiblerienne de dimension complexe impaire difféo-

-morphe @& une variété hermitienne symétrique compacte et irréductible V,; alors V' est
14 y q

complexe analytiquement isomorphe a V.

Ce théoréme est démontré pour les espaces projectifs complexes dans [ 16].
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