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POUR LES ENSEMBLES ORDONNES

par OLAV ARNFINN LAUDAL

Introduction.

Dans (1) et, plus tard, dans (2) R. Deheuvels a exposé une théorie générale
d'homologie et de cohomologie pour des ensembles ordonnés. Nous nous proposons dans
cet exposé d'introduire un peu différemment des foncteurs homologiques et cohomolo-
-giques associés A un ensemble ordonné quelconque et de démontrer quelques théorémes
qui sont, d'aprés notre connaissance,nouveaux, et qui peuvent &tre déduits des résul-

-tats généraux de (3) d'une fagon naturelle.

Dans § 1 nous traiterons une généralisation immédiate d'un résultat démontré
dans (3), qui sera le résultat clef dans ce qui suit. Pour faciliter I'exposition nous
introduisons dans §2 la notion de systéme projectif-inductif, et nous obtenons quelques
diagrammes utiles reliant les foncteurs (définis d'une fagon naturelle sur la catégorie des

systémes projectif-inductifs),
R* lim lim (resp. L,im lim ) et L lim lim (resp. R°lim lim)
-> « « o >« « o
6 6 6 6
aux foncteurs lim ,  lim (V( resp. lim (?) I
1 (p)tim T (resp. lim o lim
[
Dans § 3 nous abordons la théorie d'homologie et de cohomologie des ensembles

ordonnés. L'exposition différe de cellede Deheuvels mais nous avons l'impression que les

foncteurs qui en résultent sont les mémes.
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Enfin, dans § 4 nous démontrons les théorémes généraux que nous avons en vue.

A titre d'exemple nous avons aussi, dans § 5 traité le cas des préfaisceaux.

Pour les notations on se rapporte a (3). Ains_i nous désignons par Hom(C, D) la
catégorie des foncteurs sur la catégorie C a valeurs dans la catégorie D . Ici la caté-
-gorie C sera toujours la catégorie associée 4 un ensemble ordonné [ (voir (3)) et
on va supposer, pour simplifier, que D est la catégorie Mod; des modules sur un anneau
unitaire L fixé. Cependant, on pouvait trés bien considérer n'importe quelle catégorie D
vérifiant les conditions 1,2 et 3 de l'introduction de (3). En particulier les isomor-
-phismes de bifoncteurs (i) et (ii) de § 1 subsistent pour toute catégorie abélienne D
pourvu que les limites projectives et inductives relatives existent dans D . Notons aussi

que pour démontrer (i) (resp.(ii)) nous n'avons fait usage que des conditions 1) et?2)

(resp. 1') et 2')) sur %,

Si C est une catégorie, nous noterons par C° la catégorie duale. Si E estun

ensemble, nous noterons par ? E 1'ensemble des parties de E.
1. Foncteurs lim et lim Relatifs.

%
Soit [ un ensemble ordonné et soit F CI' un sous-ensemble notons par I_‘ cl’
le sous-ensemble minimal contenant Fo tel que, si ' 61—' et si y<7y', alors ye Fo,
v
et par I_'o C " le sous-ensemble minimal contenant F tel que, si 761_10 et si y<y',

v

alors 7' eFO

DEFINITION. Soit F un objet dans Hom(F,ModL) et soit d un objet dans ModL

alors nous dirons que d est la limite projective de F relative a Fo, notée lim F si :

. . (P To)
1) 1l existe pour tout Y€l un Ty - 511“",'*157 F tel que si y<'y' alors Wy_F(’)’<’)/ )07.,

2) Pour tout ’)/Ero, 7, = 0.

3) d est universel pour cette propriété.

On voit facilement que /im F est isomorphe a Hom(LI‘ ro.F)ot LI‘ T, est
1'objet {(LP To)y? O } défini P(P » To)
Si ”yel:\“ alors (LI‘ T, )
Si 7$T alors (LD 1)y = L.
Sioy< 'y et si y&l’“ alors 37 (LP,Po)y' _’(LI‘,I‘O)’Y est l'identité.
Si ’)/el—'o alors B; est nul.

Donc, on a :

lim (") F = Ext (") (Lp p,,F)

(T, T
Dualement on définit lim et on trouve Hom(lim(n)F,R) I~ Ext(")(F,Rp,po).
(I, T (T, T'o)

ot R estun L -module injectif et Rp p_ duala Lp .
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Soient %: [ ~ P ", une application, I_"g un sous-ensemble de Fz , et n'l(yz) I'ensemble

{r 7, ex(y,)}. Notons % (¥,)= n(’)’l)ﬂl“'a, x;1(72)={'y1|72€n0(71)}_

Supposons que ¥ satisfasse aux conditions suivantes:

a) Si y,<7' alors Wy ) Cr(y').

b) Si ¥, < ’)/'2 et si ’)’; €X (71) alors 7y, € % \’yl) .

c) Pour tout Y, € FQ s %"1(’)/2) est connexe (voir (2)).

d) Pour tout ¥, €, , lim est exacte.
oy, >Tn;1«y2 ”

Alors a tout objet G de Hom(r2 , Mod; ) nous pouvons associer un objet lim G de

. . H, %
Hom(l_'1 ,Mod; ) défini par: { 0!
( Im G), = lim G
. — 1 —
(%, %) (Y0, % (7 D)
Ceci définit bien un foncteur:
lz"ln : Hom(rz,ModL) > Hom(Fl, ModL)
(%, %)
Dualement on définit un foncteur:
li_r{z : Hom(rl,Moa’L) - Hom(Pz,ModL)
(s % )
par ( lim F) y = lim F et on va démontrer que lim est adjoint au
— 2 -1 — -1
(% ) VPR I IR O PO )| ‘ (, %)
foncteur Ilim . Pour cela il faut montrer qu'il existe une transformation naturelle:

pl
%)
B: It - lim lim
1 « -
L% ) n )

Pour un objet F dans Hom(rl, ModL) nous avons par définition de lim  une fléche

P (w7 %)
F, T2 lim F). ' pour tout 7y, en('yl) » si 71' El_'l' alors 7y, 7, = 0
1 ()C:) M’o) 2
Si y,< 'y; alors le diagramme suivant est commutatif:
1
i@Ly,y
F, 122 ( lim F),
7y 7 Y,
N )
Yy 2\
( )zgnn Fly,
(% o)
Donc par définition de  lim nous obtenons une fléche :

i
(% %)

i
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F By Iim

b ( lip F)
Y1 MR, )T )Y
d'ol la transformation naturelle /.

Il ¢ aglt de démontrer que (xl % ) F est libre au-dessus de F. Pour cela soit

b EHom(( n*’x )F G) et considérons I' applxcatxon b ) lim )b o 3 de Hom( hﬁ )F ,G)dans
P
Hom(F, lim G). °
(n

TR,)
I1 faut démontrer que cette application est un isomorphisme. Soit :
o  lim lim > Ip
(X% ) (n5 %) 2
la transformation naturelle duale & 5. Il suffit de démontrer que les applications

1)b—>ao(l ( Ilim bo,B).

wIR ) ()

2) k> lim (ao lim k).
(%% ) (nPn )

sont les identités dans Hom(( x"% ) F,G) r1esp. dans Hom(F (%l@% ) G). Pour cela
regardons le diagramme commutatif suivant

(lim AP G

Y 2
Y
i 2 id

lzmb
'y l-@(lzm lz_r:z F)T(ZIZZ G)—»lG,y 2
7 a

(Iim F)SUim lim lim F)Y(lim lim G )

- ')’2 > « > 2 - « 72

Pour tout Y, €%(Y,) nous avons Q. o0ty ,05, ,0i= uob,y ,0i donc aotos = h.Or,

ona tos=1lim (lim bho[3) donc 1) est |'identité. De méme on voit que 2) est l'identité
-> «
(%, %, ) (%, %o)

D'onr un isomorphisme de bifoncteurs en F et G.
(i) Hom( lim F,G) XHom(F Iim G).
(%;’no) (®§ %)
11 est facile de voir comment on peut obtenir les suites spectrales de (%, % ).
En particulier nous trouvons mune suite spectrale donnée par:
g g ( im (
Ei,)z 1= lim p)lzzn 7) G

1
'y (%, %)
aboutissant a :

puisque Iim L =L et puisque lim  est exacte.
(%5
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Dualement, soient %: I_'i > EPI“2 une application I_"z un sous-ensemble de 1“2 et x7Y YD

1'ensemble {’)’1[’)’2 GK(’)’l)}. Notons %o(’}’z)= %(yz)ﬂf“'z, ”;1( (')’2)={71'72 6"0(')’1)}~

Supposons que % satisfasse aux conditions suivantes:

a') Si A< A" alors %(A')C %(A).

b') Si’)/2 < ’)"2 etsi y,€exn (v, ) alors Y. €% (')’1 )
c") Pour tout ¥, €', %7(7,) est connexe (voir (2)).
d') Pour tout y, €', , lim est exacte.
- « -

NI )
Alors, a tout objet F de Hom (I_‘2 , Mod| ), nous pouvons associer un objet li_r)n F
dans Hom (I", ,Mod, ) défini par: 600

( lim F),y = lim F

- -
(%, %) (Y ), %y (7 D)

Ceci définit un foncteur:

lim
S

: Hom(I_'z, Mod; ) » Hom(r'l, Mod; ) .
(%)

Dualement on-définit un foncteur:

lf_’” : Hom(rl, Mod; ) » Hom (Fz, Mod,; )
%%,

en posant:

( lim G) = lim G
% S Y2 Wl () pot
(%,% ) S I N CPRY
On démontre de la méme maniére que ci-dessus que lz;zn% est coadjoint au foncteur
(%% )

o

li_7zz , c'est-a-dire que l'on a un isomorphisme canonique.
(X% )
o

(ii)Hom ( li_zn

F, G) ~ Hom(F, Ilim G)
oe,%x ) 5

(®,% )
D'ol une suite spectrale donnée par:

2
E = lim lim F
ba A (;,x)(q’
(o]
aboutissant a :

% Iim
n>0 '(Pz'I‘Q)(n)
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2. Systemes projectifs-inductifs.

Soient I" et A deux ensembles ordonnés, et soit O:I" >P A une application

asujettie 4 la condition suivante:
1) Si ’)/<’)/| alors O(7y)C 9(7'),

Soit I, I'ensemble {(7, Nyell, NeO(y). [T, est un sous-ensemble de I'xA,
donc ordonné d'une maniére naturelle. Soit F un objet dans la catégorie Hom. (He, Mod. | ),
alors on dira que F est un objet projectif-inductif sur I'ensemble A relatif a. 6. Pour
tout yel ( lim. F)y = lzlr_n(.a F, est un objet dans Mod.L, et si ’}/<fy' alors 1'application
canonique ( lim. F),y' > (lim. F),y ,vérifie les conditions de compatibilités usuelles, donc
on a défini unefoncteur:

lim. : Hom. (11, Mod. | ) » Hom. (I", Mod. L)
1l sera interessant de coensidéter le foncteur composé:
lim. lim. : Hom. (1lg, Mod. | ) > Mod. |
Puisque Hom.(Ily, Mod. )Pcontient suffisamment d'objets projectifs et injectifs, nous
pouvons considérer la suite dérivée du foncteur T= lzm lzm soit:
.L,T,... LT, L ol s R°T R T R™T,..

c'est un O - foncteur exact ( voir(4)).

De mé&me, a tout objet G dans Hom. (11§, Mod. L) on associe l'objet lim. G dans
Hom. (1'% Mod. ), défini par (lim. G)= lim. G.Le foncteur composé S = lzeer_n. lim. ad-
-met une suite de foncteurs dérivése, soit: 6(7)° re e
~ o 1 n
o L,S,. .. LS, L,S, R°S, R'S,...R"S,...
c'est un O - foncteur exact.

Supposons que O satisfait 4 la condition .

2)Si A<X et si N €6(7), alors A€ O(7Y).

11 en résulte: i

(i) Si F est un objet Il-injectif de Hom. (Il,, Mod.; ), alors F est Il - injectif dans
Hom.(6(y), Mod. ) pour tout yel .

(ii) Si F est un objet ll-projectif dans Hom. (He,Mod L), alors F est II- ptolectlf
dans Hom. (6(7y)°, Mod. | ) pour tout yel.

(1ii) Le foncteur lzm( )resp. lzm (n)r 0~ iéme dérivé du foncteur lim. (resp. lzm ) est

donné par (lzm (")) = lzm (n) (resp (lzm.(n)),y = Ill"‘(n))‘ 9
P Oy ) ) 6(v)°

Considérons maintenant le double- complexe:

I. H%m. ( li(rg. F,R)

ol F*° estune résglution I1- injective de I'objet F dans Hom. (Ha, Mod.L Jet ol R* est

une résolution injective d'un objet constant R dans Hom. (I, Mod. L), R étantun L-mo-
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-dule injectif. On déduit du double- complexe I. deux suites spectrales, données par

.(_q)lizt. F

'Etz)’ 9 Rpli_ﬂ’l
T 6

rnpb, 9_ g, :
ES _lzfm.(.p)lé_m.F

aboutissant & la m&me chose. Donc, si lim. (p)=0 pour p>2, nous trouvons un diagram -
7 P2

-me:

lzm( )lzm (n+l)p R(mt 1y

& /
(iv) \
/ \ lim. Iim' (n) F
I' 6

m(“lzm F

R" lzm lzm F

o/

dans lequel les suites sont exactes,
En considérant le double- complexe:
II. Hom. ( lim. F.,R")
8 .
oi F. est une résolution II-projective de F dans Hom.(ne,Mod.L), nous trouvons
deux suites spectrales, données par:

2 _ .
Ep,q" %m.(p)Lq%m.F

. .
Ep g=Lplim g lim F

aboutissant 2 la méme chose.

Supposons maintenant vérifiées les conditions 1. 2. et de plus, les conditions suivantes:

3) I' est une partie de A, ordonné par inclusion, telle que A€l et 6: " >
> P A est I'application canonique.

4) A contient un plus grand élément Mo,

S) Pour tout yel', si A€eA est tel que N <A pour tout X €6(y) alors A= A,

6) - Pour tout Yel', G(7y) est connexe (voir(2)).

Dans ce cas on peut voir que ’Eiq:O si p+0 ou bien si g %0, et ona'Eozo—
=F(A 7»)°

Donc si lzm ()= 0 pour p > 2, on trouve:
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(v) LolimlimF=F(A,)~)
-> « o
I ¢

(vi) Lnfi_r)n(p)lz;:nF=O pourtout p > 0,sin> 1.
T 6

En particulier on a :

(vii) L,T=10 sin>1

(viii) L, TFC F(A’)‘o)

Passons maintenant au foncteur §, et considérons le double complexe :

Il Hom (L, lim G
re ¢

od L. est une résolution projective de l'objet constant L dans Hom ([ °, Moa’L) et

ol G. est une résolution - projective de 1'objet G dans Hom(Il 8> Mod;| ). 1l en résulte

deux suites spectrales données par :

"EP-d- L Iim(9) limG
2 P« >
Te - ¢

"Eb = lim (P lim )G

Te 6
aboutissantes a4 la méme chose. Supposons que lim (¢)~ 0 pour p > 2 alors nous avons
: , ro
le diagramme suivant :
0 0
\ LnlimlTG lf_mli_:"(n)c/
Te ¢ Tre o
(ix) K,G
lim(l)lim(n+1)G \L,,+1lf_m(“limc
« -> >
Te 8 Te [
0

dans lequel les suites sont exactes.
De méme le double complexe :

v Hom (L. lim G*)
6
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ol G* est une résolution Il-injective de G dans Hom. (Hg, Mod.L), admet deux suites
spectrales données par:
'Ef 9= RP lim.(Plipm. G
Te ]
:'Ezp.,q - lim‘ (P)qu,z;m. G
Tre 6 _
aboutissant 4 la méme chose. Si les conditions 1),..,.6) sont satisfaites et si de plus

on a:

7) Pour tout yel', 6(7) contient un nombre fini d'élémentsA, .. .A, tels que,
pour tout A€ (7y) il existe un i tel que A<A;; alors on peut voir que "Eg‘q= 0 si p%0
ou bien si g%0, et "E %= GiA, No)

Si alors lim.(?) =0 pour p>2 on a:

To

(x) ROLim. lim. G = G p %, -
Te @6

(xi) R lim. (P lim. G = 0 pour tout p> 0, sin2> 1.
im. P/ lim,
Te 6

En particulier il en résulte:

(xii) R"S=0 si n>1 et

(xiii) R°SG estun quotientde Gy 1.

Il est facile de voir que le L module K”F (resp. K, G), homologie du double
complexe I« lim F* (resp.Il* lim G.) (voir(3)) ne dépend pas de la résolution F*(resp.G.)

choisie. De pﬁls, K"F (resp.eKnG) dépend fonctorielement de F(resp.G) et le fonc-

-teur :
F - K*F
( resp. G->K G )
estun 8- foncteur  (resp. - foncteur) exact sur la catégorie Hom (Il g»Mod; ) (resp.

Hom (119, Mod; )) a-valeurs dans Mod, .
Si I' est filtrant alors on a par (iv) un isomorphisme fonctoriel en F :

(xiv) K"F ~ lim lim(") F ~ R"TF
d «

I' 6
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Supposons maintenant, que [ contient un plus petit élément, soit Yo Il résulte

alors de (ix) un isomorphisme fonctoriel en G.

K,G~L, lf_m lim G’l‘lij)n(n)G
Tre ¢ (y,)
Par contre, si [ ne contient pas un plus petit élément on va voir que L,S=0
pour tout n > 0. En effet, soit G un objet ll- projectif dans Hom(Hg, ModL) défini

par une famille de L - modules projectifs {E(,y }\)} alors, pour tout Y€, on a :

limGz ’y'LL'y G(,yl”)\!)

6y )° Neb(y')
donc :

SG= lim lim G='yQI’ S G(,y|’)\.)=0
Te o Neb(y')
Donc, si lim(?) =.0 pour p > 2, il résulte de (ix) un isomorphisme fonctoriel
To

en G :
(xv) KnG’;*Ln+1lim(1)limG

« -
Tre 6

REMARQUE : Soit A1 un sous-ensemble de A et soit 91(’)’) =6y N /A\l. Comme
ci-dessus, on fabrique des foncteurs TAl = lim lzZn et Kil (resp. shi l:'_m lim et

T (6,6 I‘°(0,01)
Kf\l) sur la catégorie Hom(He,ModL) (resp. Hom (11 g, Mod, )) a valeurs dans Mod, .
Il en résulte des foncteurs dérivés R"TA1 et LnTA1 (resp. LnS‘A1 et R"SAl) et on

constate que les diagrammes et formules ci-dessus subsistent.

3. Cohomologie et Homologie d'un ensemble ordonne.

Soit A un ensemble ordonné, soit [ une partie de P A telle que si yel et si
A< N', N €y alors A€y On dira alors que Y est un filtre, [" étant une partie de PA

est un ensemble ordonné par inclusion. Nous avons une application évidente :
@ : I's SPA

vérifiant les conditions 1) et 2) de §2 . A tout objet F={ F o, 77% } dans
Hom. (A, Mod.L) il est associié un objet ' Na F)J =1 F;y ) )\),#?;: ;:))} dans
Hom. (Ily, Mod. | ), défini par Fy,, 5= Fy,ufY jxﬂ= 7% . De méme 4 tout objet G =

t . .
={G )\,l&l dans Hom. (A°, Mod.L ) il est associé un objet 0°G ={ G’ (y. Ny Vg:;" %3 }

dans Hom. (H; »Mod. | ) défini par G' ., =Gy V? z‘: 773 = l&. On obtient ainsideux

foncteurs exacts:
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. d:Hom. (A, Mod. ) Hom.(Il,, Mod. | )
9°%: Hom. ( A°, Mod. )~ Hom, (1—[09, Mod. L)
Il en résulte un & - foncteur (resp.un O- foncteur) exact:
1)  K*o®:Hom. (A, Mod. ) > Mod,( resp.
2) K 00 : Hom. (A", Mod., ) » Mod. | ).

DEFINITION. On appelle foncteur de I" - cobomologie de A le B-foncteur exact 1), eton
le note H* =(... H", ... H®,...H",...).

DEFINITION. On appelle foncteur de 1" - bomologie de A le O - foncteur exact 2) et on le:
note H =(...H_,...H_ ,...H_ , ...).

REMARQUE . Si on se donne un sous- ensemble A,de A, on obtient( voirla remarque de
§ 2 des foncteurs de [ - cohomologie et de ['-homologie relatifs, notés:
H* resp. l-lAl .
A .

Comme on a déja vu, §2.(xiv) et (xv), on a des isomorphismes fonctoriels:

C (1) H?Xl':(Rnlimlim. )Jod si I est filtrant,
T(e,6,
(ii) Hfl’l’(Ln+llim.(1)li_1:z. Jo 9°  si lim.(p)=0vpour p>2 et si
I° (6,6, re

[ ne contient pas un plus petit élément.

A

(iii) H, 1™ (L, lim. lim, ) o 0° si [’ “contient un plus petit
« >
To (6,6)) élément 7y, .
~ lim,
-> 1 n)
(7o 7L)

Si P (resp. Q) est un foncteur sur Hom. (1, Mod. | ) (resp. Hom. (115, Mod. L))
on ne sait pas a priori, que (R"P)od=R"(Pod)(resp.(L,0)03°=L ,(009°).0r, ill
résulte de §2.(iii) que I'on a:
(iv) R™( lim. lim. 09 ) = ( R" lim. lim, )od si T est filtrant.

-

« g «
' (6,6, T (6,0,
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(v) L, (lim limo 9°) = (L, lim lim)o 92 sil" contient un plus
« 5 « o
I‘°(e,61) T'°¢g,08 ) petit élément.

Supposons que () Y= ¢ alors on vérifie facilement que L, (S 0 0%)=0 pour

Loyel oo .
tout n > 0, donc, en utilisant {2 (iii) et (ix) on trouve :

(xi) (L, lim( Ylim ) 0 3°= L (lim( Vlim 0 3°)
“« > “« -
]:10 (61 91) Po (Ga 91)

si lf'_m(p)=0 pour p > 2.
ITO

Dés maintenant, chaque fois que nous parlerons de cohomologie d'un ensemble

ordonné A nous allons supposer que I est filtrant. Donc, on a un isomorphisme de fonc-

/
- teurs:

(vii) Hy =R*(limlimod)
1 -> «
I‘(a,el)

De méme,- chaque fois que nous parlerons d'homologie d'un ensemble ordonné A

nous allons supposer que [} Y= et Lim(?) =0 pour p > 2. Donc on a un isomorphisme
«

T
de foncteurs : ve re

b= Ly Uinl Vim0 39)

To (o, 0
(6,6,)

( viii) H

4. Théoremes fondamentaux.

Soient () et A deux ensembles ordonnés, soit | une partie de PA composée de

filtres, et soit &: "5 P A 1'application canonique. Considérons une application :
n: Q > ?A

vérifiant les conditions a), b), c¢) et d) du $1. Soit A , un sous-ensemble de A et
posons pour tout Yel', ¥, =¥ ;\1‘ Pour tout filtre ¥ de A, soit ®, I'application
Q > Py définie par n,y(w)z w(w) () ¥, alors on constate que *

-tions a),... d) du $I. Supposons que :

e) Ael’

o satisfait aux condi-

et posons 0,(¥)= 6() N A, et pour tout yel', % ()= % (@) | A . Soit F un
objet dans Hom (A ,Mod; ) et soit F* une résolution II- injective de F dans Hom( A , Mod)

Pour tout n > 0 et pour tout y< ¥'on vérifie que la fléche :

Y

lim F” 5 lim F"
(% 5wl (s, %l
y'r Tyt yr Ty
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est une surjection dans Hom. (), Mod.| ). Soit G un objet dans Hom.( (1, Mod. ) alors
on a, pour Y<Yy', Aey:

(lim. G)a=(lim. G)»,
- >

1') 1

("‘y'»”y (% %o, )

Considérons alors le double complexe (i) de S

Hom(L ., lim F*) *Hom(limL.,F*)
Q (%} Y el
vy (%, %o, )
oy L. est une résolution projective de l'objet constant L dans Hom(Q,ModL) et pas-
-sons a la limite inductive suivante . Puisque le systéme inductif { (  lim F"),y , rz'}
(n Snl
Y
dans la catégorie Hom(Q,Moa’L) est surjectif et puisque L pour tout m est un objet

projectif dans Hom(Q,ModL) et enfin puisque I contient un plus grand élément, on

trouve que lim commute avec Hom. On a donc un isomorphisme de double complexe :

_I)‘ Q
(i) Hom(L ., lim lf'_m F*) >~ lim Hom( lim L., F*)
1 =d .1
Q I_‘)(%'y'u'y) Ty (% 0%)

THEOREME 1 : Supposons que | est filtrant, alors il existe une suite spectrale donnée

par :

Eb-4- lig(i’)H‘jtl(w)(n(w),F)

dont le terme Eoo est le gradué associé a une filtration convenable de Hy (A, F), la
cobomologie de w(w) étant celle associée a la partie I—‘w de Pr(w) définie par

U=ty =n(w)n v, yeltl.

DEMONSTRATION : D'aprés l'isomorphisme (i) la cohomologie du double complexe:

(ii) lim Hom( lim L., F*)
T, 0 %)
est I'aboutissement de la suite spectrale donnée par :

p.q9_ 15, (P)pay; ; —Iim(P)ya
EL lll" R lz_)m li-m . F lz:n Hnl(w)(n(w),F)
Q I‘()"'y'n'y) 0

D'autre part, par exactitude de lim dans la catégorie des groupes abéliens, lim
- -
T T
commute avec la cohomologie. Or, par hypothése Iim est exact donc H _(lim L.)=0
Yy Yy

1 )pourvu que Lm est "de type fini®. On peut s'arranger pour que ceci soit vrai, si on suppo-

-se que Q contient un sous-ensemble fini 'Qo tel que lim(n) ’.l‘lim(n) pour tout 7 > 0.
«

<
Q Qo
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si g0, et H (lim. L.)=lim L=L
D gl " 1
()t,y')t,y) (uy,x,y)

¥ oy donc la deuxiéme suite spectrale du dou-
!

-ble complexe (ii) dégénére, et on trouve:

H™(lim. Hom. (lim. L., F* )) = H"( lim. Hom. ( L F*))=
-» -> I

Y7y
T vy I' vy

= H™( lim. lim. F‘)=H'j&1(A,F).
T (y.7,)

0. E. D.

Soit maintenant X une partie de P () composée de filtres, telle que si y € X alors la
réunion %( X ) des %( @ ) pour w €X est un filtre dans A. Supposons vérifiées les con-

.-ditions suivantes:

£) T est filtrant.

g) Pour tout y € X et tout AeA on a,xt(N) N X est connexe et lim, est exact.
-
Ny XY

Soit pour tout y € X, (%/X) la restriction de * 2 ¥ , alors la condition g) assure
que (n/x) satisfait aux conditions a),b) et ¢),d) de § 1, donc on a pour touty eX,
et pour toute résolution [I- projective L. de I'objet constant L. dans Hom. (y , Mod. L),

un isomorphisme de double- complexes :

(iii) Hom. (L., lim, lim. F*) =~ lim. Hom.(lim. L., F*)
- « 1 s i 1
X Ty (g %o) Ty (M%) (/30 5)

ol PX est le sous- ensemble de [ des 7 tels que YC %(x ). Soit pour touty efI,C.()()

la résolution II- projective standard de 1'objet constant L dans Hom. (x, Mod. 1 J(voix(3)).
Si x '<y alors il existe une fléche canonique C.(x ')~ i*C.(x ) dans Hom.(x'Mod. )

ol i:y '~y estle foncteur canonique. Il en résulte des morphismes de double-comple-
2)

-xes:
Hom.(C.(x), lim. lim. F*)-> Hom.(C.(¥'), lim. lim. F*)
X - I—"X(;:y, n;) X I?X' (exy, x;)
et
lim. Hom. ( lim. C.(x ), F ) lim, Hom. ( lim. C.(x'), F)
Ty v (P, 00 Ty oy (04X, (k) b)

2) 11 faut supposer que X contient un sous-ensemble fini )(o tel que lim (n)’:lim (n) pour

« «

X X

(o]

tout 7 > 0, voir 1).
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commutant avec l'isomorphisme (iii).Considérons alors |'isomorphisme de double-comple-
- xes:
lim. Hom. ( C.(x ), lim. lim.  F* )= lim. lim. Hom. (lim. C.(y ), F*)
> - <y -> > - 1
y G D o(nysmy) Ty v (%), (%/%)5))
et calculons les suites spectrales des deux complexes, on trouve:

COROLLAIRE. Supposons que X est filtrant, alors il existe une suite spectrale donnée
par:

E}: ‘7=HP(Q,_@;§1(F))

o2 H Y, (F) est l'objet dans Hom.(, Mod. ) défini par HY, (F),=H} (,(%(), F)
1 1
et dont le terme E o est le gradué associé a une filtration convenable de :
Hy (A, F)
1
Soit maintenant G un objet dans Hom.(A°, Mod., ), et supposons que %:()° > PA°

vérifie les conditions a’, 6', c' etd', du §1
THEOREME 2. Supposons que soient satisfaites les conditions suivantes :
1) Q contient un sous - ensemble fini (), tel que lim. = lim. pour tout n>0.
- - ->
Q? (n) qo(n)

2)0na, Ny =¢
yel

3) lim(P) = 0 pour p>2.
To
Dans ce cas il existe une suite spectrale donnée par:

2 _p % (w)
Ep,q_ lim. qu (Mw), G)

N
Qo
dont le terme E o~ est.le gradué associé a une filtration convenable de:

HA1(A, G)

I'homologie de ®( w) étanr la I‘w- homologie.

DEMONSTRATION . Pour commencer, remarquons que si | contient un plus petit élément,

alors la conclusion est une conséquence immédiate de $1.(ii) et $3(iii).

Dans le cas non trivial on sait depuis $1.(ii) que l'on a un isomorphisme fonctoriel en G

lim, lim. G~lim G

o 1 o o
Q° (n
(%o %) (Y7, 77)
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donc un isomorphisme fonctoriel :

lim.(Vlim, lim, G~ lim.(Plim. G
Eo E&O > w1 fo —’9
(%o, %) (6,6,)
Or, on va montrer que lim, (1) et lim. commutent. Cela résultera du lemme suivant:
To go
LEMME. Soit () un ensemble ordonné fini, et soit I" un ensemble ordonné tel que lim. (v).
«

T

=0 pour tout p >2, alors pour tout n €L, on a le diagramme suivant:

O\. | / ’

Lim, (1) lim. lim.  lim. (D
« -> 1 > <«
T Q(m-) Q(n+1)I1
\ R™—
Lim. lim. / \ lim. lim.
> (n) e < > (n)
Q T Q. Q

0 ////// \\\\\”o

dans lequel les suites sont exactes.
En particulier, pour n= -1, on a un isomorphisme de foncteurs:
Lim. (D lim. ~ lim. lim.(V
« > > «
T Q Q T
DEMONSTRATION. Soit F un objet dans Hom. ({IxI", Mod. ) et considérons le double-

-complexe:

I« II= F
(R,2)(T,T)
(voir(% ). Puisque () est fini, on voit qu'en chaque degré, [T+ est indexé par un ensem-

-ble fini. Il en résulte quell x commute avec II* | d'od un isomorphisme de double- com-

- plexes.

(Q,Q) (T, Ty (T, T)(Q,Q)

Les suites spectrales de ce double- complexe sont données par:
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b, 9 ]; ;. (‘1)
E} = l:m. (-p) lz:n. F
Q T

"E B+ 9= lim, (0 lim,
r @

F
(-q)

d'otr la conclusion.

On a donc un isomorphisme fonctoriel en G:

(v)  lim. lim, (D lim, G ~ lim. (Dlim, G
- « -> T « -
Qo T1° (%, %) I (6,6 ,)

Si on démontre que, pour GlI-projectif dans Hom. (A °, Mod.; ), on a:

(vi) lim. (n)( lim. (1 lim. G)=0 pourn>1,
- « >
Q° re (%, %)

alors on sait que la suite spectrale du foncteur composé:

Lim. (lim. (Dlim.  G)
6" (I‘_° u—’ »n !
(%, %)

donnée par:

Eg’q_—.lim. (o)L g lim. Diim. )G
‘_>o «-o -> n
Q re (%, %)

aboutit a:

L.(lim. Dlim. )G
« -
re (6,6,)

d'on le théoréme 2. Montrons donc ( vi). Compte tenu de §1.(ii), si G est projectif dans
Hom.(A°, Mod. | ) alots lim. G est projectif dans Hom. ( Q°, Mod. | ), le foncteur lim.
-

«
1 1

x o oxn non
( v 'y) ( v 'y)

étant par hypothése exact.

Utilisant le lemme on voit que pour démontrer ( vi) il suffit de montrer que, si G est II-

- projectif,, alors on a:

(vii) lim. (Vlim. . lim.  G=0 pour n>1

1
T Q (%, %)
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(viii) lim. lim. ., lim. G=0 pournx0
T o (x, %l
(%o, %)
Qr, lim. G étant projectif, (vii) est trivial, et il suffit quant & ( viii) de montrerque
-
1
(%, ., %)

lim. lim. lim. G=0
O
(%o, %)
ce qui est immédiat,

0. E. D.

De méme, avec les données ci- dessus, sous les conditions f) et g), on va démontrer le

corollaire suivant,
COROLLAIRE. Supposons que soient satisfaites les conditions suivantes :
1. Tout x € X contient un sous - ensemble fini x 1 tel que:

lz':n. (n) > lim. (n) bour tout n20

XS x°

220na Ny=4% Nx=¢
y el xeX

3. lim. (P) =0, lim. (P =0 pour tout p>2.
« “«
Ie X°

Dans ce cas il existe une suite spectrale donnée par:

2 ®
EZ ,=H,(QHZ1(G))

ou ﬂ:l( G) est l'objet dans Hom.((°.Mod. ), donné par H );1( G) =H:‘Jf“’)(u(w),6)'
w
dont le terme E™ est le gradué associé a une filtration convenable de :

HA1(A, 6)

DEMONSTRATION. Puisque I_';Z,par hypothése est cofinal dans [ ° | on a, en remplagant

Q) par y dans(v), un isomorphisme fonctoriel en G:

(ix) lim. lim. (Y lim. G~ lim. (Vlim. G
X T ((04/X)y ., (%/X)5) T° (6,6,)

Il en résulte:
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(x) lzm lim lzm(l)lzm G"lzm(l)lsz
To %o I‘;’(r(n/X) (%/%),, )I‘°(6 6,)

(xi) lzm(l)lzm lzm 1) lim G = 0

‘I" x° I‘;’( ((x/X)y(n/X);)

D'autre part, il résulte de la suite spectrale du foncteur composé lzm( v lzm ,qui

Xo Ko
aboutit a L .( lim( 1) lim) , une suite exacte :
%o ﬁo
(xii) O—)l(_i_m lim(n_ > L (lzm(l) lzm)—»lzm(l)lzm( >0
Yo Xao on )_Zo Yo X0
Ceci dit, calculons les suites spectrales du foncteur composé :
(lzm(l)lzm)o(lzm(l) lim )
Lo % T (), (k1%L
elles sont données par :
.Es.q=Lp(lif(l)lim)Lq(li?(l) lim )=H, _(Q,H )
> ->
| Xe  Tg (04X, (MX)y)
"E) = Ly(L (lzm( 1) lim ) (Lim(Y) lim ))
Yo Xe I‘g’( ((xIX),, (%/X) )
QOr, on sait que pour G LI- projectif, on a :
lim, lim() lim G=0 sin>1
Xo T (4N, (X))
donc, par (xi) et (xii) :
L (lzm(l)lzm)(lzm Y lim )G =0 sig¥1
xo Ko Pg( ((wIX),, (%/X) )
De plus, par (x) et (xii) on a:
L (lzm(l)lzm)(lzm lim )G =
W [ o > 1
A° X I‘X ((%/X),y(n/X).y)
=(lzm lzm)(lzm(l) lim )G =

> 1
o Xe I‘S;( ((%IX),, (%1X),,)

i}

lzm(l)lzm G
I‘° (8, 0
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11 en résulte:

"E2 o ig#+1
EP:q 0 Slq

re ; 7 = L
Ef’1=Ln(lz(_m.(1)l:m. )"Hn-l(A'*)’
Te (6,6;)

d'ot le corollaire.

5. Cohomologie des préfaisceaux . Homologie des copréfaisceaux.

La théorie générale exposée ci- devant, donne pour les espaces itopologiques,
une théorie éhechiste.
L'ensemble ordonné associé a 1'espace topologique X, et qui jouera le rdle de A dans §3,
sera évidemment 1'ensemble O x de tous les ouverts non vides de X, ordonné par inclusion
(i.le. 0<O0' si et seulement si O CD').
Soit, pour tout recouvrement ouvert de U de X, Uy I'ensemble de tous les ouverts de X

contenu dans un élément de U, alors U, est un filtre de O,, au sens de §3.L'ensemble

My des Uy, U parcourant l'ensemble des recouvrements ouverts de X, jouera le rdle de
I" dans §3.

On a:
(i) Pour tout espace topologique X, M, filtrant.

(ii) Si X est T,, etne contient pas de points isolés, alorsona: N m = b.
meM

(i1i) Si X est compact métrique, alors : X
a) lim(?)=0 sip>2.
«
o
Mx

b) Il existe un sous-ensemble cofinal M 1 dans My, tel que tout m eM, contient un
) .. 7 ~ T >
sous-ensemble fini m, pour lequel on a: lirz(p) a5 l:”é(p) pour tout p > 0.
m
1
En effet, (i) et (ii) étant triviaux, il reste & vérifier (iii). Or, X étant métrique
compacte on sait qu'il existe un sous-ensemble dénombrable cofinal dans l'ensemble de
tous les recouvrements ouverts de X, formé de recouvrements finis. Il suffit alors de

démontrer que, si U est un recouvrement ouvert fini, alors U, contient un sous-ensemble

fini m, tel que:

lim(p)’zlim(p) pour tout p > 0,
U;’( mo1

ce qui résulte de la Proposition 4.3 de (3).
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La cohomologie d'un espace topologique quelconque, au sens du §3 est, compte
tenu de (i) et du §3 (vii) canoniquement isomorphe a la cohomologie de Cech ordinaire.
Le théoréme 1 et son corollaire s'appliquent et on obtient les suites spectrales de
L.eray associées a une application continue, un recouvrement quelconque, un systéme
inductif de sous-espaces, etc...

Bornons nous a expliciter une suite spectrale moins

connue que les autres, reliant la cohomologie ordinaire a la cohomologie relative (voir

Crothendieck, Séminaire J. iI. E. S. 1942, exposé n°1). Dans le corollaire du théoréme 1,

posons ()= A = Oy, X = I—'=MX et soient A, le sous-ensemble de A, {olo €04,0N Y= ¢}

Y étant une partie quelconque de X, et % l'application Oy - ?Ox définie par ®(0) =
={0'10"€0,, 0'CO}. Cn posera :

HY(X.F)=H} (AF), HY(F)=Hf (F)

Par définition de ﬂ‘{,(F) on a : E_?,(F)V='H%1(V)(7F(V),F) oh 'H' est la~rv -
-cohomologie de % (V), la partie FV de ? % (V) étant définie par rv= {m'lm'C ®(V),

m'=mN0y,, m €MX} . En utilisant le corollaire 2 du théoréme 2 de (3), on trouve faci-

-lement que :

HE (% (V),F)=HZ (V,F
* (V) ” 7oy ) —
ot F' est le préfaisceau ix( F/ V) sur V défini par l'injection canonique?:V-~>V -

On peut donc écrire & nouveau le corollaire du théoréme 1, eton a:

(iv) Il existe une suite spectrale donnée par :

Eb 9= HP(X,HE(F))
aboutissant a H ;,(X, F).

L'homologie d'un espace topologique X différe, compte tenu du § 2(ix), de 1'homo-
-logie de Cech au sens classique, méme si on suppose que X est compact métrique
Cependant, dans ce cas, il résulte de (ii), (iii) et du & 3(viii) que 1 'homologie est un
9 -foncteur universel sur la catégorie des copr éfaisceaux sur X . Aussi, dans ce cas, le
théoréme 2 et son corollaire s'appliquent. On trouve alors des suites spectrales associées
4 une application continue d'un espace métrique compact dans un autre, un recouvrement
fini d'un espace métrique compact, etc... Nous n'allons pas expliciter ces choses, la pro-
-cédure étant immédiate. Cependant, il y a lieu de retenir la suite spectrale, duale & celle
de (iv). Le corollaire du théoréme 2 donne en effet le résultat suivant :

(v) Supposons que X est un espace métrique compact, et soit Y une partie quelconque

de X, alors il existe une suite spectrale donnée par :

2 _ Y
Ep 9= HP(X,b'_q(G))
aboutissant 3 H}.,(X, G).
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le copréfaisceau ﬂ;(G) étant donné par Li_:(G)V = H;’nv(v, G), od G'=ix(G/ V).
Il en résulte une sorte de dualité, analogue & celle pour la cohomologie déduite de

(iv) (voir Grothendieck, Séminaire J. H. E. S. 1962. exposé 1. Remarque). Nous y revien-

-drons plus tard.
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