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ESPECES DE STRUCTURES LOCALES

par Charles EHRESMANN

(Traduction de 1'article: Gattungen von lokalen Strukturen,
Jahresberichte der Deutschen Math. Vereinigung, 60, 1957) *

Dans cette étudelD on développera la notion générale d'une espéce de structures
mathématiques basée sur les notions de catégorie et de foncteur introduites par Filen-
-berg-Mac Lane. Ceci conduit en particulier a une théorie des espéces de structures
locales(?). Les variétés de la catégorie C7, les produits locaux, les feuilletages et les
fibrations forment d'importantes espéces de cette sorte. Les démonstrations sont simple-
-ment indiquées briévement, puisqu'elles peuvent &tre facilement complétées. Les
structures fondamentales de la géométrie différentielle seront traitées dans un article
faisant suite a ce travail .

Nous distinguons entre ensembles et classes: un ensemble est aussi une classe.
La classe de tous les ensembles n'est pas un ensemble. Nous admettons pour les

" classes les mémes opérations que pour les ensembles. Ainsi nous n'évitons pas la
formation de certaines classes de sous-classes d'une classe.

Si des paradoxes devaient apparaitre en introduisant ces notions, il serait tou-
-jours possible d'introduire des restrictions pour rester dans le cadre de la théorie des

ensembles; mais de cette fagon la théorie deviendrait plus compliquée.

1) Ce travail est la reproduction de la Premxere partie de ma conférence sur les "Notions fonda-

-mentales de la Géométrie diff érentielle”, faite a la réunion de I' Association des Mathématiciens

Allemands a Wirzburg (septembre 1956) “La deuxiéme partie de cet exposé donnait une définition

31e§ structures fondamentales de la géométrie différentielle. Elle sera publiée dans un travail
térieur.

2) J'ai déja indiqué briévement les idées fondamentales de cette théorie dans des publications
antérieures (3) et depuis 1952 je les ai exposées en détail avec des applications dans différents
cours et conferences (par exemple a Rio de Janeiro, Princeton, Yale, Bombay, Paris).

3) a) Structures locales et structures infinitésimales (Comptes-Rendus Académie des Sciences de
Paris 234, 1952, p. 587)
b) Structures locales (Annali di matematica 1954 p. 133)
c) Introduction a la théorie des structures infinitésimales et des pseudogroupes de Lie
(Colloque international de Géométrie différentielle de Strasbourg. C.N.R.S. 1953).
*) La théorie esquissée ici a été développée dans mes cours depuis 1957 comme base de la théo-
-rie des espaces fibrés et feuilletés et de la géométrie différentieile. Un exposé détaillé, dent
une partie est publiée sous forme provisoire, va paraitre prochainement.
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1. Catégories et catégories d'opérateurs .
DEFINITION . Une catégorie est une classe C d'éléments dans laquelle est définie une

multiplication (f, g) > [g pour certains couples ([, g) d'éléments de C, multiplication

qui vérifie les axiomes suivants :

1) Si b(fg) ou (bf)g est défini, alors les deux éléments sont définis et:
bh(fg)=(hf)g.

2)S8i bf et g sont définis, alors b (fg) est défini.
Un élément e de C est appelé unité si fe=[ et eg= g pour tous les éléments [ et g
de C pour lesquels fe et eg sont définis.

3) Pour tout /6@ il existe deux unités a(f) et B(g) telles que [o(f) et
B(f)f soient définis.

CONSEQUENCES: Les éléments a(f) et B(g) sont uniques et seront appelés unité 2
droite et unité A gauche de f. fg est défini si et seulement si a(f)= B(g).
Les éléments de C sont généralement appelés morphismes. Si on s'est donné
- une application bi-univoque de la classe des unités de C sur une classe C‘Zo, alors Go
sera souvent appelée une classe d'objets pour C.

En ce cas nous désignons aussi par a(f) l'objet E qui correspond 2 l'unité
a(f) et nous l'appelons source de f.

L'objet E’ qui correspond & [(f) est aussi désigné par B(f) et sera appelé
but de /. On dira que f est un morphisme de E sur ou vers E'. Si aucune classe parti-
-culiére d'objets n'est indiquée, alors Go est simplement la classe des unités de C.

Un élément [ de C est inversible s'il existe un élément f' dans C tel que

f'f=alf) et ff/=[B(f). Dans ce cas 1'élément ' est unique et sera appelé l'inverse
/=t de f.

DEFINITION . Un groupoide est une catégorie C dont les éléments sont tous inversibles.
Un groupoide est dit transitif si a chaque couple (e', e) d'unités correspond au moins
un morphisme de e vers e'.

Les groupoides transitifs sont les groupoides au sens de Brandt, du moins si on

se restreint aux ensembles.
PROPOSITION . Les éléments inversibles d’une catégorie forment un groupoide.

DEFINITION . Une sous-catégorie C' de C est une sous-classe de C ayant les pro-
-priétés suivantes :

1)Si feC et g €C' et si fg est défini, alors on a [geC'.

2)Si {€C, alors on a aussi a(f)eC et B(f)eC.
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C' est une sous-catégorie pleine lorsque C' contient tout élément f de € pour
lequel a(/f) et A([) appartiennent 2 (',
Un sous-groupoide d'un grouroide ( est une sous-catégorie C' de C ayant la

., . . . = )
propriété suivante : si f€C’, alcrs on a aussi f Le@r,

DEFINITION . lin foncteur covariant (resp. contravariant) d'une catégorie C vers une
catégorie C' est une application ® de C dans C' possédant les propriétés suivantes :
1)Si feC et geC et si fg est défini, alors
O(fg)=2(f) ®(g) (resp. (fg)=%(g) ®(f)).

2)Si e est une unité de C alors ®(e) est une unité de C'.

GEFINITION . Un foncteur covariant généralisé d'une catégorie C vers une catégorie '
est vne fonction ® qui associe a chaque f € C une classe ® (f) d'éléments de C' pos-
-sédant les propriétés suivantes :

1) Si [e€C, geC et si fg est défini, alors on a ®(fg)=®(f) ®(g), oa
@ (f) ®(g) désigne la classe des produits ' g' tels que ' € @ (f), g € ®(g).

2)8i e est une unité de @, alors ® (e) est une classe d'unités de C'.

EXEMPLE: Soit & la classe de toutes les applications bi-univoques d'un ensemble
quelconque sur un ensemble quelconque, et soit g la classe de toutes les applications
d'un ensemble quelconque dans un ensemble quelconque. Avec la définition usuelle du
produit fg de deux applications f et g, g est une catégorie. Une unité de 5: est
I'application identique d'un ensemble E. Si [ est une application de E dans E', alors
a(f) est I'application identique de E, S(f) l'application identique de E’. La classe de
tous les ensembles est une classe go d'objets pour é & est le groupoide de tous les

éléments inversibles de &. Une autre sous-catégorie de & est la classe de toutes les

applications d'un ensemble quelconque sur un ensemble quelconque.

DEFINITION : Une catégorie d'opérateurs sur une classe So est une catégorie C munie
d'une multiplication (f,z) - [z définie pour certains couples (f,z), oa f€C, z 650,
[z € Sb et qui satisfait aux axiomes suivants : '

1) Si g(fz) ou (gf)z est défini, alors les deux éléments sont définis et
glfz) =(gfl=z.

2)Si gf et fz sont définis, alors g(fz) est aussi défini.

3)Si e est une unité de C et si ez est défini, alors ez = z.

4) Pour tout [ €C, il existe un z 650 tel que [z soit défini et pour chaque
z Ego il existe un f € C, tel que fz soit défini.

REMARQUE: Si seulement les axiomes 1), 2), 3) sont satisfaits, soit alors &' la
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classe des éléments fe@ pour lesquels fz est défini pour au moins un z de So et
soit 50 la classe des éléments z ESO pour lesquels fz soit défini pour au moins un
f €C; alors C' estune catégorie d'opérateurs sur 50.

Si dans 1l'axiome 1) 1'égalité g(fz)=(gf)z est remplacée par g{?’} z)=(fg)z,

alors C est une catégorie d'opérateurs a droite sur & . Dans ce cas, au lieu de fz on
o b

écrit habituellement zf.

proPoOSITION: Si C est une catégorie d'opérateurs sur So, alors a chaque z 650
co\rrespond une seule unité e € C' pour laquelle ez soit défini. Nous désignons cette
unité par p (z).

Pour z € SO il existe un f€C tel que fz soit défini.
Dans cecas, ona: fz=(fa(f))z=/f(a(f)z). Par conséquent a(f)z est défini.
Si e et e’ sont deux unités pour lesquelles ez et e’z sont définis, alors: ez =e(e'z) =
=(ee')z. Donc ee’' est défini, d'olt ee’' =e=e'.

On a ainsi défini une projection p de SO sur @o: [z est défini si et seulement
si a(f)=p(z). Si fz est défini, alors on a p(fz)= ,B(f).

Si C est une catégorie d'opérateurs sur So, nous désignons par ®(f) 1'appli-
-cation z-fz de fi(a(f)) dans F(B(f)). Les applications ®(f) forment une caté-
-gorie ®(C) et ® est un foncteur de € sur 3(C). Si [ est inversible, ®(f) l'est

aussi.

Soit ® un foncteur de C vers g qui satisfait & la condition suivante:en dési-
-gnant par f*(e) I'ensemble dont ®(e) est I'application identique, oll e est une unité
de C, alors p(e)n fi(e’) = Z(ensemble vide), si e #e'.

Soit go la classe de tous les éléments z qui appartiennent 2 un ensemble p'(e),

et définissons fz comme étant 1'image de z par ®(f). Alors C est une catégorie d'opé-

-rateurs sur So .

PROPOSITION . Soit C une catégorie d'opérateurs sur SO, Désignons par & la classe
des couples ([, z), ou [€C, z 650,et tels que fz soit défini. & est alors une catégorie
munie de la multiplication suivante : (', z')(f,z)=(f'f,z), si et seulement si z'={z.
Les unités de cette catégorie sont les couples (e, z) pour lesquels ez est défini.
50 est une classe d'objets pour & par rapport & l'application biunivoque (e, z)>z.
Si [ est inversible, ([, z) l'est aussi et I'élément inverse est (/“1, fz). Si C est un
groupoide, alors & est aussi un groupoide. L'application (f,z)»[ est un foncteur p de
S sur C.

La relation entre & et C peut aussi &tre caractérisée de la maniére suivante:

Soient deux catégories C et & et un foncteur covariant p de S sur C possédantles

propriétés suivantes :
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10) En désignant par (/) la classe des éléments g €8 pour lesquels p(g)=1
alors p' est un foncteur généralisé de € sur 9.
20) Deux éléments de $*(f) qui ont la méme unité a droite sont identiques.

30) Fl(al(f))=a(p'([))=classe des éléments a(g) pour tout g €pl(f).

Soit &' la catégorie des couples (f, z), od fee, z 650, p(z)=a(f), munie de la
multiplication suivante : (f',z')(f,z)=(f'f,z) si et seulement si f=p(g), z=a(g) et
z'=f(g). L'application g~(f z), ot g €8,z=0a(g), f=p(g), est alors foncteur bijunivo-
-que, c'est-a-dire une équivalence de & sur 8" et C est une catégorie d'opérateurs sur

S, pour la multiplication : fz=/(g).

2. Especes de structures et groupoides d'isomorphismes.

DEFINITION : Soit C un groupoide d'opérateurs sur une classe So et soit & le groupoi
-de correspondant des couples (f,S), oa S € So, f € C, pour lesquels [S est défini;
p désignera la projection de So sur GO ainsi que le foncteur projection de & sur C.
" Alors So est appelé espéce de structures sur C. Un élément & de SO est appelé struc-
-ture sur p(S) € (‘Zo; (,S) € & est appelé isomorphisme de S sur {S; & est appelé
groupoide des isomorphismes. Un isomorphisme (f,S) de S sur S est appelé un auto-
-morphisme de S. La classe des automorphismes de S forme un sous-groupe de S qui
sera appelé graupe des automorphismes de S. La projection p applique celui-ci d'une
facon biunivoque sur un sous-groupe de C qui est souvent appelé aussi groupe des

automorphismes de S.

Nous désignons de nouveau par ®(f) l'application biunivoque S - fS. Les
applications ®(f) forment un groupoide ® () et ® est un foncteur de € sur ®(C).
Soit @' la classe des éléments f de C pour lesquels ®(f) est une unité. Alors C' est
un sous-groupoide distingué de C et ® () est équivalent au groupoide quotient G/e'.
La classe So peut aussi étre considérée comme une espéce de structures sur ®(C) ou
sur e/e, .

Si la classe des structures sur une unité de C forme un ensemble, alors 1'espéce
de structures 50 sur C peut &tre définie par un foncteur ® de C vers & satisfaisant
aux conditions suivantes:

Désignons par (I)o(e) I'ensemble dont ®(e) est l'application identique, oli e € @o.
Alors @ (e)# Fet D (e)ND (e')=Fsi e# e'. Un élément S de ® (e) est alors
une structure sur e et fS est1'image de S par ®(f).

Un foncteur covariant quelconque de C dans & détermine aussi une espéce de
structures de la maniére suivante: Les unités e de C pour lesquelles D (e) £ & déter-
-minent un sous-groupoide complet 81 de C. Soit f € @1, a(f)=-e, B(f)=e'. Dési-
-gnons par ®'(f) 1'application (e, z) » (e', ®(f) (z)) de {elx ® (e) sur {e’ Ix D (e'),
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ot z€P(e). Alors @' est un foncteur de (‘31 dans & qui satisfait aux conditions ci-
-dessus et par conséquent détermine une espéce de structures sur 61‘ Une structure sur
e estun couple (e, z), out zetl)o(e). .

Soit So une espéce de structures sur un sous-groupoide C de &. Chaque struc-
-ture & est alors une structure sur un ensemble E=p(S) qui correspond a une unité e
de C pour laquelle eS est défini. Le couple (E, S), ou Ex{S}, sera alors aussi appelé
un espace de 1'espéce 50. A l'isomorphisme (f, S) correspond 1'application biunivoque
(x,5S)-(f(x),fS) de 'espace Ex{S} sur l'espace E'x{S'}, o $'=/S, E'=p(S’).
Le groupoide & est équivalent au groupoide S de ces applications ; S est un sous-
-groupoide de &.

La classe Go des unités ou des objets du groupoide C est l'espéce la plus
simple de structures sur C‘Z, avec la multiplication suivante : /6@, S=a(f) Eeo, [.5=
=8"=/(f). (1l faut distinguer entre /.S et fS=f si § est considéré commeune unité de

).

L'isomorphisme (f, S) peut étre identifié avec [, c'est-a-dire € est le groupoide
correspondant des isomorphismes.

SOUS-ESPECE DE STRUCTURES

Soit So une espéce de structures sur C. Une sous-espéce est @ne sous-classe
5'0 de 50 sur laquelle opére un sous-groupoide de C de C.si SES'O, /6@', p(S)=
=a(f), alors fSe& ), p(&,)=C",.

Le groupoide correspondant des'isomorphismes &' sera appelé sous-groupoide
d'isomorphismes de 9.

Si un groupoide C opére sur So , la classe des éléments (S s'appellera la classe

d'intransitivité de § 650 . Une sous-classe S'o de So est dite saturée par rapport 2 C

si fS ES'O pour tout § de 5‘0 et tout /eG Alors S'o est une sous-espéce saturée sur,

C', od C' est un sous-groupoide plein et saturé de C; c'est-a-dire la classe @'O est
saturée relarivement a €.

ESPECE SOUS-JACENTE DE STRUCTURES

Soit So une espéce de structures sur C, S:) une espéce de structures sur (,
C un sous-groupoide de C’, § et & les groupoides correspondants des isomorphismes,
p et p' les foncteurs projection correspondants. Une application ¢  de So dans 50'
est appelée application covariante si ¢ est permutable avec tous les opérateurs f € G,
c'est-a-dire si f@ (S)= @ (fS), si fS est défini. Il s'ensuit que p(S)=p"( P (S)) .
L'application covariante ¢ détermine un foncteur ¢ de S vers & qui est défini par
Wf,S)=(f, ¢,(S)). Ce foncteur a la propriété suivante: p' P=p.

Inversement:
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Tout foncteur covariant ¢ de & dans &' ayant la propriété p’ ¢= p détermine
une application covariante ¢ de So dans 5;; ¢, est la restriction de ¢ a SO.

Nous appelons S'o une espéce de structures sous-jacente a So, si on a défini
une application covariante ¢  de So dans 8'0 ou un foncteur covariant ¢ de & dans &
ayant la propriété p'@=p. La structure @ (S) s'appellera la structure sous-jacente a
A) ESO. Nous appelons &' groupoide d'isomorphismes sous-jacent a S. On voit facilement
que CPO(SO) est une sous-espéce de structures de S'O et 9(S) un sous-groupoide d'iso-
-morphismes de &. L'application covariante P, s'appelle une équivalence de S

o
S'o quand @ est une application biunivoque de 50 sur S’O . Le foncteur correspondant

sur

® est dit une équivalence de & sur &'.
Plus généralement, soient So et S'O deux espéces de structures quelconques,
S et &' les groupoides d'isomorphismes correspondants et ® un foncteur covariant de &
t 1 : : 1 2z
vers &'. L'application @, correspondante de 50 dans & o Sera alors encore appelée

application covariante et (DO(S) sera dit covariant de § 650.
ESPECE DE SUPERSTRUCTURES

Soit SO une espéce de structures sur C, 8 le groupoide correspondant des iso-
-morphismes, S_o une espéce de structures sur 9, S le groupoide correspondant des iso-

-morphismes. Alors S-o sera appelé une espéce de superstructures sur (§,C).

PROPOSITION: §i S-o est une espéce de superstructures sur (S, C), alors C est aussi
un groupoide d'opérateurs sur S , et par conséquent S-Oest aussi une espéce de struc-

-tures sur C. Les groupoides correspondants des isomorphismes sur & et C peuvent

étre identifiés de maniére covariante.

Soient feC, (f,5)e€S, EES-O, ;(?): S, ;: foncteur de projection de S sur S.
Alors (f,5)S est défini et dépend seulement de (f, §). Posons fS=(f, S)S; decette

facon C sera défini comme groupoide d'opérateurs sur S . En outre on peut identifier
[~ o p

((£,5S),S)€S avec (,S).

PROPOSITION : Si SO est une espéce de structures sous-jacente a So et Q lefoncteur

correspondant de S dans S, alors So est aussi une espéce de structures sur Q)(S),

lorsqu'on pose (f, S)S=fS pour (f,S)€D(S), ®(S)=S.
ELARGISSEMENT D'UNE ESPECE DE STRUCTURES

Soit So une espéce de structures sur C, & le groupoide correspondant desisomor-
~
-phismes. Si € est un sous-groupoide du groupoide €, soit C le sous-groupoide plein

saturé engendré par C. Nous allons définir une espéce S—O de structures sur E, qui sera
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appelée élargissement de l'espéce 50. Soit X la classe des couples (f,5), f€ E,
Se SO pour lesquels a (f)=p(S). 8 opere alors a droite sur 3 de la manidre suivante:
(f.5) (g.S,)=(fg.S,), (g.5,) € S, gS,=S. La classe d'intransitivité de (/,§)
relativement & § sera désignée par (f,S) . Soit S-o la classe de toutes les classes
d'intransitivité (f,$)S. Alors ¢ opére sur So de la fagon suivante:g((/,S)S):-
=(gf.$)3, ge é, si et seéulement si gf est défini. Par conséquent So est une espeéce
de structures sur C, (f,S) 8 est une structure sur B(f). La structure § € So sera
identifiée avec (e,S) S, ot (e,S) est]' automorphisme identique de §. Ainsi 50 de-
-vient une sous-espéce de So et & un sous-groupoide de S, groupoide des isomorphis-
-mes de So.

Soit & un sous-groupoide de & et soit. 3' la classe des couples (f,S), f € e,
S e 5'0, a(f)=p(S). Alors §' opére sur X' et nous considérons les classes d'intran-
-sitivité (f,S) &'. Elles forment une espéce de structures S; sur un sous-groupoide de
C: g((f,$)¥)=(gf,$)&, g€ C, si et seulement si gf est défini. So est une espéce
de structures sous-jacente & S-:.); 'application covariante ¢ de S-'o dans So sera définie
par ¢ ((f, §)8')=(f,S)S. Nous considérons le cas particulier suivant: & est identique
a C, & est un sous-groupoide (' de €. Nous obtenons alors 1'espéce de structures
dont les éléments sont les classes d'intransitivité f C’; les opérateurs correspondants

sont les éléments du sous-groupoide plein saturé de @, engendré par C'.
CONSTRUCTION D'ESPECES DE STRUCTURES SUR DES ENSEMBLES

Les espéces habituelles de structures sont définies sur des sous-groupoides de
& ou sur un groupoide produit 1;1@1., ol @i est un sous-groupoide de &. On construit un
foncteur de ];IQI. dans & en partant des deux foncteurs fondamentaux P et II.

Etant donné un ensemble E, on désigne par P (E )I'ensemble des sous-ensembles
de E. A chaque application biunivoque f de E sur E’ correspond une application biuni-
-voque P(f) de P(E) sur P(E’) et P est un foncteur de & dans & qui applique un
sous-groupoide C de & surun sous- groupoide P(C) de &. Le foncteur II est un fonc-
-teur de p@i dans & qui est défini de la maniére suivante : Un élément de H(‘ii est une
famille (f;), ot f, € (‘Zi. Soit (x,) € 1:[ E;, x;€ E;. Alors I[(f,) est ;'application
(xi)" (f;%;), od E;= a(fi). Alaidede P et IT on peut définir certains foncteurs ®
de II Gi dans &. Par ® est alors définie une espece de structures 50 sur H Gl. d'un
certazdn type. Une sous-espéce de So , qui est d'ordinaire définie par un systérr:e d'axio-
-mes, est alors une espéce de structures au sens de Bourbaki. La construction de @
peut &tre indiquée de la maniére suivante:

Soit e].: € = sous-groupoide de & pour j € §. Soit alors A le foncteur de C
dans ];[(‘2] tel que A(/):(fj)].eg, oll /7.= feC. Alors [T A est un foncteur de C sur
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un sous-groupoide de & qui sera désigné par @g Si § est I'ensemble des nombres
ordi naux < i, nous désignons Gg par Cf. On définit aussi 5”'(6), ol i est un nombre
ordinal quelconque: P®(E) est défini comme limite inductive de la suite PLE),
P2(E),....P"(E). Soit u une fonction définie sur un ensemble A de telle sorte que:

p(XN)=(iy, my,m3), A€ A, iy € I, my et ny des nombres ordinaux quelconques. Soit
@l., pour Z € I, un sous-groupoide de &. Le groupoide H 5’ (G ) est appliqué

par Il sur un sous-groupoide G de & et nous avons un foncteur P, de ) H C,sur @

par CI) sera définie ['espéce de structures de type p sur HG Sur une farmlle de grou-

-poxdes @ de type variable sur H@ on peut de nouveau construire une catégorie @

de type dorme v. De cette mamere sera défini un foncteur ®, de I @ sur Gv et par

conséquent aussi un foncteur @), de H(‘ZI sur @V. Un groupoide que l'on engendre par

itération de ce procédé sera appelé un groupoide d'un certain type sur ll Gi. L'espéce
1

correspondante de structures est appelée une espéce de structures d'un type donné.
CATEGORIES D'HOMOMORPHISMES

Soit So une espéce de structures sur C, & le groupoide correspondant des
isomorphismes, H une catégorie qui contient & comme sous-catégorie et pour laquelle la
classe des unités (ou objets) est identique & 8. Alors H sera appelé une catégorie de
morphismes relative 3 & ou 5 Si en outre & est le groupoide des éléments inversibles
de }, alors H sera appelé une catégorie d'homomorphismes: relative a 5 ou §.

Soit (‘3 une categone de morphismes ( ou d'homomorphismes) relatxve a C et soit
f un foncteur de H dans G dont la restriction 2 & soit le foncteur projecteur p de &
sur C . H sera appelé une catégorie de morphismes (ou d'homomorphismes) sur é lorsque
la condition suivante est satisfaite: deux éléments b et »* de H ayant la m&me unité 2
droite, la méme unité a gauche et la méme projection 5(}}) = f;(b') sont identiques.
Chaque b el correspond ainsi biunivoquement a un triplet (S',/,S), a(h)=S§
B(h)=S", [=p(h) € é, La classe de tous les triplets (S',f,S) pour lesquels
a(f)=p(S), B(f)=p(S'), S € 50, S’ € 50 forme une catégorie K pour la multipli-
-cation suivante:

(S", [/, S")(S', [, S)=(S", [}, S).

L'application b > (B8(h), f(h), a(h)) estun foncteur biunivoque de H sur une
sous-catégorie de K.

H peut &tre considéré de différentes maniéres comme une espéce de structures:
sur C, sur §, sur un sous-groupoide de Cx C ou de §x & qui opérent sur H dela
maniére suivante: Etant donnés b€ H, a(h)=S, B(h)=S",(f,S) €y, (g,S') €S,

f€C, geC, on ales produits suivants:
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i t=b(f.S) ™, gh=(g S' )b, ghf =(g S')b(f,S)" .

Donc b peut étre considéré comme une structure sur
p(S), S,p(S8), S, (p(S),p(S"))ou(S,S").

Le foncteur p définit @ comme une espéce de structures sous-jacente a K.
Nous pouvons considérer plus généralement deux catégories d'isomorphismes & et &' et

une espéce H de structures sur un sous-groupoide plein saturé de Sx &' . Alors Hest
appelé une classe de morphismes relative a (Sxd').

ELARGISSEMENT D'UNE CATEGORIE D'HOMOMORPHISMES

Soit SO une espéce de structures sur C et go 1'élargissement défini ci-dessus
de 50 relatif 3 C. Si H est une catégorie de morphismes ( ou d'homomorphismes) rela-
-tive 4 ‘So , alors la construction de 1'élargissement peut aussi s'appliquer 2 H, puisque
H est une espéce de structures sur un sous-groupoide plein saturé de Sx 8. L'élargis-
-sement H est une catégorie de morphismes (ou d'homomorphismes) relative a So . Si
H est une catégorie d'homomorphismes sur é, alors H est une catégorie d'homomorphis-

-mes sur 1'élargissement correspondant de é.

3. Catégories locales et especes de structures locales .

I. Groupoides inductifs. Soit & un groupoide, 50 la classe correspondante d'unitésou

d'objets . Nous considérons So comme une espéce de structures sur O.

DEFINITION . Le groupoide S sera appelé groupoide inductif (d'isomorphismes), si on
s'est donné un foncteur généralisé ® de & vers S, appelé foncteur d'induction, véri-
fiant les axiomes suivants :

1) Soit f€ S, §= a(f), alors ®(S) est la classe des unités a droite des
éléments de ® (f), c'est-a-dire ® (a(f)) = a(® (f)). ( En réalité cette propriété est une
conséquence du fait que Dest un foncteur généralisé défini sur un groupoide ).

2) Pour tout s € ®(a(f)) il n’'y a qu'un seul élément g€ ®(f) tel que s = a(g):
g est appelé I'élément induit par f sur s.(Méme remarque que dans 1).

3) Pourtout g €D (f) ona ®(g)CT®(f).

4)Si ®(f)=D(f"), alors f={".

5) Pour toute classe A de ® (f) il existe un g € & ayant la propriété suivante:
ACD(g) et g € ®(f) pour tout [ tel que ACD (f).

L'élément g de l'axiome 5) est alors déterminé de fagon unique et sera appelé
I'agrégat de A. Nous le désignons par UA. L'agrégat de g et g' sera désigné par

gUg'. L'agrégat d'une classe d'unités est une unité. L'unité a droite (ou a gauche)
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de UA est l'agrégat des unités a droite (ou a gauche) de A, c'est-a-dire: a( UA)=
=Ua(A), B(UA)=U B(A). L'agrégat de ® (f) est f, par conséquent f € ® (f).

Soit f € S un isomorphisme de § sur S'. Il correspond alors & f une application
biunivoque ® (f) de ® (S) sur @ (S’) qui applique 'unité a droite s de g € ® (f) sur
l'unité & gauche s’ de g. ® est un foncteur.

La relation g € ® (f) est une relation d'ordre et peut &tre désignée par g< f.
De g< f résulte a(g)< a(f) et B(g) <B(f).

L'agrégat d'une classe majorée A est la borne superieure de A. L'agrégat de
®(g) ND(g') sera appelé ['intersection de g et g' et désigné par g N g'. Si
®(g)ND(g') estvide, nous posons g Ng' =0 en adjoignant* 2 § un petit élément 0.
L'intersection d'une classe (g,) d'éléments est l'agrégat de l'intersection des classes
® (g;). La multiplication dans S peut &tre étendue 2 tous les couples (f',f) de la
maniére suivante: Soit s = a(f") N B(f), g 1'élément induit de [, tel que s=B(g),
g’ l'élément induit de ' tel que s= a(g'). Nous posons alors f'f= g’'g. Pour cette
multiplication étendue, S n'est pas une catégorie, mais cette multiplication est associa-

-tive.
CATEGORIE DES ISOMORPHISMES LOCAUX

-‘Un isomorphisme local de S sur S’ est un triplet (S', f, S), o § € 50, S’ e So.
fes8,a(f)<S, B(f)<S'. La classe Sﬁ de ces triplets est la catégorie des isomorphis-
-mes locaux déduite de S, munie de la multiplication suivante: (§”, f', ') (S’, f, §) =
=(S8", f'f,S). L'unité a droite de (S", £, S) est (S, S,S); 1'unité 2 gauche est (', §", §').
S est le groupoide des éléments inversibles de SE: ainsi & est aussi une catégorie
d'homomorphismes.telative a 8. Si la multiplication est restreinte aux couples tels que
a(f') = ,8(/), alors Se est un groupoide. L'unité a droite de (§',f,S) est alors
(S,a(f),S), 'unité a gauche est (S’, B(f),S").

Sﬂ est aussi une catégorie inductive, pour la relation d'ordre (§', g, S) <(S', 1, S),
équivalente & g< /.

Une sous-classe | de Sg est appelée pseudo-groupe d'isomorphismes locaux si
les conditions suivantes sont vérifiées:

1)T" est une sous-catégorie de st.

2) " est un sous-groupoide de st pour la multiplication restreinte.

3) L'agrégat d'une classe d'éléments de I" appattient a I".

Les conditions 1) et 2) sont équivalentes a:

($",1,8S) €l et (5", f,5') €" entrainent: (5", f'f,S) €", (§5,5,5) €e" et(s,f,s") el

* L'existence du plus petit élément ( est une conséquence de 1'axiome 5 appliqué a la sous-
-classe vide.
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Un pseudo-groupe [ C St peut aussi &tre défini comme un sous-grouﬁoi'de I' de
Sﬂ qui est saturé relativement a l'intersection de deux unités et & 1'agrégation quelcon-
-que et qui vérifie la condition supplémentaire:

Soit @ €I et 9’< (D;‘si I'unité a droite de @' appartient 2 [, alors @' appartient
aussia ['.

L'intersection d'une famille de sous-pseudogroupes de I" est un sous-pseudo-

-groupe de ['. Chaque sous-classe de [ engendre ainsi un sous-pseudogroupe de I".

DEFINITION : Un groupoide inductif d'isomorphismes & sera appelé un groupoide local

(d'isomorphismes ) si, outre les axiomes de 1) a 5), les axiomes suivants sont vérifiés :

6) (UA)Ns' = U (sNs') si ACD(S) et si S et s' sont des unités de &
(Axiome de d\zsetr?butivité).

7) ®(S) est un ensemble. ( En réalité, on pourrait supprimer cet axiome 7).

EXEMPLE 1: Le groupoide & est un groupoide local d'isomorphismes. Les éléments

induits de l'application f de E sur E' sont les restrictions de [ aux sous-ensembles

de E.

EXEMPLE 2: Une classe So peut &tre appelée classe locale quand on s'est donné dans

50 une relation d'ordre vérifiant les propriétés suivantes:

1)Chaque sous-classe majorée a une borne supérieure qui sera appelée l'agrégat de A.

2)L'axiome de distributivité 6) est vérifié.

3)Les éléments s < S forment un ensemble @ (§). ( Cet axiome peut aussi &tre supprimé).
Soit f un isomorphisme de l'ensemble ordonné @ (S) sur l'ensemble ordonné

® (S'). Les restrictions de [ aux ensembles ® (s), ol s < §, forment un ensemble ® (/)

d'isomorphismes. Soit & la classe de tous les isomorphismes f. Alors & est une caté-

-gorie locale d'isomorphismes avec le foncteur-induction ®.

EXEMPLE 3: Soit Qo la classe des couples (x, M), ot x €M etol M estun ensemble

ordonné ayant les propriétés suivantes: Tout sous-ensemble majoré de M a une borne

supérieure dans M (agrégat); 1'axiome de distributivité est vérifié dans M. On introduit

dans QO la relation d'ordre: (x, M) <(x',M) , équivalente & x< x' dans M. Qo est

alors une classe locale, de laquelle on déduira comme ci-dessus une catégorie locale

d'isomorphismes (2.
3.2. Espéce de structures locales sur un groupoide local .

DEFINITION : Soit C un sous-groupoide du groupoide local C avec e foncteur d'induc-
-tion @, et soit So une espéce de structures sur C, 8 le groupoide des isomorphismes
correspondant avec le foncteur projection p sur C. Nous dirons que 80 est une espéce

de structures locales sur C (et & un groupoide local d'isomorphismes sur C), si on
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s'est donné dans & un foncteur d'induction ¥ vérifiant les axiomes suivants :

a) Soit (f,S) € S, v(f,S)=f€C. Alors ¥ (1. S) est appliqué biunivoquement
par p sur un sous-ensemble de ® (f); en particulier ¥ (S) sera appliqué biunivoque-
ment par p sur un sous-ensemble de ® (E), ot E=p(S).

b)Sise ¥(S),s" € Y(S), alors: p(sNs’)=p(s)Np(s’),

c) Si AcCVY (S), alors il existeun ce ¥ (S) tel que p(o)=Up(A). Il en
résulte o= UA, ainsi que p(UA)=Up(A).

De a), b), c), résulte que S est un groupoide local relativement a V.

Une famille (f;, s;) d'éléments de S sera dite compatible si les conditions sui-
-vantes sont vérifiées: p(s; si)=p(s;) Np(s); alf;0f;)=p(s;Ns;); la famille
(f;) a un agrégat f € C. Pour une famille (s;) d'unités, ces conditions deviennent:

p{siﬂs].)= p(s;) ﬂp(si); la famille (p(s;))a un agrégat.

DEFINITION : Nous dirons que So est une espéce de structures locales compléte sur
Cc@C, sia), b), c) et 'axiome d) suivant sont satisfaits :

d) Toute famille compatible (f;, s;) d'éléments de S aun agrégat (f,S).

On déduit de 1a que f est l'agrégat de (f;), S 1'agrégat de (s;). Nous verrons
qu'une espéce de structures locales sur C peut toujours &tre complétée.

REMARQUE: Le foncteur ¥ est déja déterminé par ¥ , p et ®, ot ¥  désigne la
restriction de ¥ a So . Les axiomes peuvent facilement s'exprimer 2 I'aide de ¥ _, p et
®. ¥  seraappelée loi d'induction dans 50 .

Soit So une espéce de structures locales sur C.si Se 50, E=p(S), alors
désignons par T(S) l'ensemble des éléments p(s) pour tous les s < S. Alors 7(S§) est
un sous-ensemble de ® (E) ayant les propriétés suivantes: 7(S) est saturé par rapport
a l'intersection finie et l'agrégation quelconque; en outre E et ¢ appartiennenta 7(S).

Donc 7( S ) est une paratopologie sur E conformément A la définition suivante:

DEFINITION : Une paratopologie sur E est un sous-ensemble quelconque T de ® (E),
saturé relativement & l'intersection [inie et a l'agrégation quelconque et qui contient

E et 0.

Les paratopologies sur les objets de C forment une espéce de structures ffo (@)
sur C. Soit T une paratopologie sur E, /e@, a(f)=E, B(f)=E'. Llors [T est
I'ensemble image de T dans ® (E’) par l'isomorphisme > (f) de D (E) sur ® (E’).
Nous désignons par T(C) le groupoide d'isomorphismes correspondant. 30 (C) est une
espéce de structures locales compléte sur C - Le foncteur d'induction ®' dans 3'(@) sera
défini comme suit: Pour chaque e € T, ® (e) N T est une paratopologie t sur e qui est

la paratopologie induite par T sur e. Chaque élément e € T est appelé élément ouvert
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pour T. L'isomorphisme induit par (f, T) sur t est (g, t), od g est1'élément induit par
[ sur e. Si C estle groupoide &, 3-0(5) est alors l'espéce 3'0 de toutes les topolo-

-gies et J(&) le groupoide J de tous les homéomorphismes.

PROPOSITION : La classe des paratopologies 7 (S) pour § 650 est une espéce de struc-
-tures 7(50) sur C qui est sous-jacente & I'espéce de structures So ;ainsi T(S) est
la paratopologie sous-jacente a S.

Si (f,S) est un isomorphisme de § sur §', nous désignons par {T(S) 1'ensemble
image de 7(S) par 5(/). L'application T est permutable avec C;f7(S)=7({S). Donc
30((‘3) ainsi que '7(80) est une espéce de structures sous-jacente a 50. Nous dési-
-gnons aussi par T le foncteur correspondant de & dans 3(@):7’({, §)=(f,MS)). Pour
le foncteur p on a la décomposition canonique p=g 7, ot g est |a foncteur Projection
de 3'(_@) sur é Ainsi T(S) est un groupoide d'isomorphismes sous-jacent & S. So est
une espéce de structures locales sur (S) et '7'(50) est une espéce de structures lo-
-cales sur C: Si 'SO est une espéce de structures locales compléte sur C, alors ’I'(SO)

n'est pas toujours compléte sur C, mais 50 est une espéce compléte sur T S).

REMARQUE : La plupart des notions qui sont définies pour les topologies ont aussi un
sens pour les paratopologies: par exemple les notions "connexe" , "localement connexe"
"compact" , ainsi que les groupes de cohomologie de Cech.

Soit 50 une classe locale quelconque, E 680, T une paratopologie sur E, & le
groupoide local correspondant. Sur chaque élément e< E la paratopologie T détermine
une paratopologie induite ¢, qui est définie par 1'ensemble des intersections de e avec
les éléments de T. On en déduit un foncteur d'induction généralisé; mais celui-ci ne
satisfait plus aux axiomes d'un groupoide inductif.

Un isomorphisme de T sur T' (paratopologie sur E’ € So) est un couple (f, T),
ol [ est un isomorphisme de ®(E) sur ®(E') qui applique T sur T'. La classe des
isomorphismes est un groupoide local J (8) d'isomorphismes sur le groupoide local &.
Soit S’ la classe des applications b de ®(E) dans ®( E') ayant les propriétés suivan-
-tes: Soit «, € D(E). S~i x, <ex,, alots h(x,)<h(=x,); h(Ux;)=V(h(x;)); de

h(x)=0 résulte x=0. O est une catégorie d'homomorphismes relative & &; b est un
homomorphisme de E vers E'.

On définit une catégorie d'homomorphismes relative a 9 (8) de la maniére suivante:

A 1'homomorphisme 5 eg correspond une application b* de ®(E’') dans ®(E):
b*(x') est l'agrégat des éléments x de ®(E) pour lesquels h(x)< &', ' € P(E).
De « < «', il résulte b*(«'|) < b*(«',), b*(0) =0, b*(E') = E. .

Un triplet (T, b, T) est un homomorphisme de T dans T' si b € 9, a(h)=E,
B(b)=E' et si b*(e') est un élément ouvert pour T pour tout élément e’ ouvert pour

T'. La classe des bhomomorphismes (T',bh,T) est une catégorie d'homomorphismes
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sur g Si SO= go, alors & est équivalent a la catégorie & des applications d'un ensem-
-ble quelconque dans un ensemble quelconque et la catégorie correspondante d'homomos-
-phismes de topologies est la catégorie des applications continues.

REMARQUE : Plus généralement, on a la notion d'une espéce inductive de structures So
et d'un groupoide inductif d'isomorphismes & sur C, ot C est un sous-groupoide d'un
groupoide inductif [d qui ne vérifie pas forcément les-axiomes 6) et 7). La notion est
définie comme ci-dessus par les axiomes a), b), ¢). Si on adjoint d), alors 50 ou & est
encor e dit complet. Cependant beaucoup de résultats de la théorie des structures locales

dépendent de 1'axiome de distributivité €).
ESPECE DE STRUCTURES LOCALES SOUS-JACENTE

Soit So une espéce de structures locales sur C et S") une espéce de structures
locales sur &' on: Cc C' € . Mous désignons par & et &' les groupoides des isomor-
-phismes correspondants, par p et p' les foncteurs projection sur C et €', par ¥ et ¥
les foncteurs d'induction dans & et &'. Nous dirons que S; est une espéce de structures
locales sous-jacente a ‘So’ s'il existe un foncteur g de S dans &', avec les propriétés

suivantes: p'g=p, q( Y(f)) T ¥ (q(f)). Alors 50 est aussi une espéce de structures
locales sur ¢(8)C &'.

ESPECE DE SUPERSTRUCTURES LOCALES

Une espéce S—o de structures locales sur & est aussi une espéce de structures

locales sur C et nous appellerons So une espéce de superstructures locales sur(8,C).

3-3. Catégories inductives d'homomorphismes .

Soient & et &' deux groupoides inductifs d'isomorphismes. Le produit § x & est
alors un groupoide inductif pour le foncteur d'induction ® suivant: Pour (u,v) €Sx §',
® (u,v) estla classe des couples (u',v') ayant la propriété: u' < u, v' < v. L'agré
-gat d'une famille d'éléments (u;, ul.) est (yU u;, uv;); 'intersection est:(N Uy N vi) .
Soit & un groupoide inductif d'isomorphismes sur CC Cet 8'un groupoide inductif d'iso-
-morphismes sur C'cCr. Les groupoides C et O’ sont des groupoides inductifs et par conséquent
aussi Cx C. Ainsi sx &' est un groupoide inductif d'isomorphismes sur CxC cCxPr.

Soit H une catégorie d'homomorphismes (ou plus généralement de morphismes)
relative 2 §. Alors H est une ‘espéce de structures sur & ou sur un sous-groupoide II de
8 x 8. Nous appellerons H une catégorie inductive d' homomorphismes (ou de morphis-
-mes) si une loi d'induction I est donnée dans H telle que H soit une espéce de

structures inductives sur & ou sur Il et telle que de plus les conditions suivantes

soient vérifiées:
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1) Si I(bh) désigne la classe des éléments induits par be}(, alors:I1(b'h )=
=I1(b')I(h), si b'h est défini.

2) Si hed alors ¥(h)=I(h) NS, ou ¥ est le foncteur d'induction dans .

Si I'axiome d'agrégation d) est vérifié, K sera dit complet.

Considérons H comme une espéce de structures inductives sur [IC8x 8. Soit b
un homomorphisme de § dans §', S € So, S' € go et h' < h. Alors b' est un homomor-
-phisme de s dans s':s<S§, s"<S§', 2 tout couple (s,s')<(S,S’) correspond au
plus un élément b’ ayant les propriétés suivantes: b' < b, a(h')=s, B(b')=s'. Pour
une famille d'éléments h; < b les relations suivantes sont vérifiées:

a(ub)=u(alh)), B(ub)=u(B(h)),
alh;nb)=0alh)nalh), B(b)NB(k)=pB(h;Nh).
On peut imposer 2 la loi d'induction dans H des conditions supplémentaires, par exemple
les suivantes:

1) Pour tout s< §, il existe un élément bs € I(h) pour lequel a(h,)=s,
B(hg)=5"

2) Soit »' € X, a(b')==s, B(b')=s', s'<S': alors il existe un élément et un
seul b € K pour lequel: b’ < b, a(b)=s, B(h)=S".

3)De B(bh)=0 résulte h =0, et par conséquent a(h)=0,

Ces conditions sont satisfaites dans le cas de la catégorie des applications continues.

Soit bs_, I'agrégat des éléments b’ € I(h), pour lesquels B(b')=s'. Alors on a
hgr € I(h). Si nous désignons par »*(s') 1'élément a(h_.), alors h* est une application
de ¥ (S§’) dans ¥ (S): b¥(S')=S, b*(0)=0. Les fonctions s » hy et s' > b définis-
-sent pour b € H, deux lois d'induction qui font de N une espéce de structures inductives
sur &; dans le premier cas b sera considéré comme une structure sur o(b), dans le
deuxiéme cas sur B(h).

Soit & un groupoide local d'isomorphismes sur C C C, é une catégorie inductive
d'homomorphismes pour C, X une catégorie inductive d'homomorphismes pour & et § un
foncteur de } dans é ayant les propriétés suivantes:

1) La restriction de § 2 & est le foncteur de projection de & sur C.

2) Si nous considérons é et X comme des espéces de structures inductives sur
deux groupoides de Cx é, alors é est une espéce de structures inductives sous-jacente
a H pour §.

3) A tout b € H correspond un triplet (S',/,S), o S=a(h), S'=LB(h),
f= f(b). L'application » > (S', [, §) est biunivoque. H sera alors appelé une catégorie
d'homomorphismes inductive sur é . Nous pouvons représenter chaque » € H par un
triplet (S',f,S); les éléments induits de h sont représentés par certains triplets:

(s',g,s), o s'<8', s<§, g<f{.
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CATEGORIE DES HOMOMORPHISMES LOCAUX

Une catégorie inductive H d'homomorphismes pour § peut &tre plongée dans une
catégorie H? de la maniére suivante : un homomorphisme local de § dans $' estun
triplet (S',5,S), od heH, a(h)=s<S, B(bh)=S5'. La catégorie H® est la classe de
ces triplets munie de la multiplication suivante : (§",%",8") (8", 5h,S)=(S",h'h,S),
ot b'h est défini par h'h_., b, étant 1'élément considéré ci-dessus induit par b sur
s'=a(h'). La catégorie SZ des isomorphismes locaux s'identifie avec une sous-caté-
-gorie de HE en identifiant un isomorphisme g de s sur s'<S’ avec l'homomorphisme
bien déterminé b correspondant de s dans §' pour lequel b = g.

Si H est une catégorie inductive d'homomorphismes sur e , alors I'homomorphisme

local (S', b, S) peut aussi &tre représenté par (S',f,S), [= 'g;l(b).

3-4. Structures localement isomorphes .

Soit & un groupoide local d'isomorphismes et A une classe d'iso

locaux (', f;,S,). Si §' est l'agrégat des éléments B( f;), A sera appelé

So sur §'. Si, en outre, tous les §, sont identiques & §, A sera appelé un

quelconques de So. (@ est une catégorie d'homomorphismes relative a & avec la multipli-
-cation suivante: soit A un atlas de § sur §’', A’ un atlas de §' sur §”, alors A’A est
la classe de tous les produits ¢'q @€ A, @te A’. L'unité a droite de A est l'atlas
représenté par (S, S, §) et qui sera identifié avec §.

Soit & un groupoide local d'isomorphismes sur C C C. Le foncteur projection p

de § sur @ peut 2te étendu & SE: p(S", 7, S)=(p(S"), p(f), p(S) €CL.Si S, 5" et
(E''g,E) € "éﬁ sont donnés, alors il y a au plusun (§',/,5) € SK tel que p(S', 1, S)=
=(E’ g, E). Nous disons que (E’, g, E) détermine un isomorphisme local de § sur §'
si (E',g,E)=p(S" f,S) et nous désignons alors (§’, f, S) aussi par (§', g,5). Si A
est un atlas de § sur §', alors p(A) est un atlas de p(S) sur p(S’). Si ['(S) désigne
le pseudo-groupe de tous les automorphismes locaux de S, alors p(I'(S)) est un sous-
pseyudogroupe de I'(E), E= p(S). L'atlas p(A) est compatible avec p(I"(S)) confor-
-mément a la définition suivante:
DEFINITION : Un atlas B de E sur E' € @o est dit compatible avec un sous-pseudo-
-groupe I'" de I'(E) si (E, g].'lgi, E) €I pour tout couple d'éléments (E', g, E) et
(E’, gj,E)de B.

Soit B la classe de tous les atlas B qui vérifient les conditions suivantes:

B estun atlas de E € @o sur E' € eo;si(E',g,E) € B, alors g eC.
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PROPOSITION : Si & est un groupoide local d'isomorphismes complet sur C, alors tout
atlas B €B compatible avec p(T(S)) détermine un atlas A €Q tel que a(A)=S €§oet
p(A)=B. Ainsi S'= B(A) est aussi déterminé; nous posons S'=B.S et nous disons
que B transporte la structure S sur E en la structure S' sur E'.

Soit (E',g,E)€B, a(g)=p(S), s<S, gs=s'. Les structures s’ forment alors
une famille compatible sur E et ont un agrégat S'. Les triplets (§', g, S) forment

I'atlas A et §'=B.S. Les couples (B,S) pour lesquels B est compatible avec
p(T(S)) forment une catégorie qui est équivalente 2 (.

REMARQUE : Mentionnons ici briévement une autre catégorie importante d'homomor-

-phismes relative 2 . Soit @ une classe d'isomorphismes locaux (S',f;,S) 65?’ ayant
les prqpriétés suivantes : § est 'agrégat des éléments a(f;):a(f, " f’.) =aff;)N a(f].);
® est saturé relativement a

l'induction et a 1'agrégation. Alors nous appelons @ un

étalement. de S dans S'. (S, ®) est une structure étalée dans S'. Les étalements
forment une catégorie d'homomorphismes relative & §; cette catégorie, comme la caté-

-gorie @, est une catégorie inductive d’homomorphismes relative a .
3.5. Elargissement d'une espéce de structures locales.

Soit 50 une espéce de structures locales sur CCC. Alors 50 peut étre élargi

en une espéce S'O de structures locales sur C', ot €' est un sous-groupoide plein

saturé de C et CCC'.

Tne carte locale de 50 sur E' e@o est un triplet (E', [, S) tel que fee, S 650,
a(f)=p(s), s<S, B(f)<E'.
Un atlas de 50 sur E' est une classe A de cartes locales (E',/i, Si' ) ayant

les propriétés suivantes : E' est l'agrégat des éléments /8([1.); si (E',fi,Si)eA,

et (E’, fl., S].) € A, alors (S]., ijl/i' ) 652,

Sﬂ opére survla classe 3 de toutes les cartes (E’, f, S) de la maniére suivante:
(E'.f,S)(S,g.5,)=(E", [g.51), o (S,g,5,)e&, geC. Lagrégar d'une classe de
cartes (E', fi,S) est (E',f,§), oh f= U f;. Un atlas A de So sur E' est dit complet
lorsqu'il est saturé par rapport a S"’ et & l'agrégation. En saturant un atlas quelconque
A tout d'abord par rapport a Sﬂ et ensuite par rapport a l'agrégation, on obtient un atlas
complet A chaque atlas complet qui contient A est identique a A . Soit 5’0 la classe
de tous les atlas complets de SO sur les éléments de éo. Ces

éléments déterminent
. G! G . . . " e
un sous-groupoide de (, plein et saturé. Le groupoide

| A 1
. opére sur 80 de la
maniére suivante : soit A un atlas complet sur E’, f€C', a(f)= E':alors fA estun
atlas complet sur E" = B(f). Ainsi S'O est une espéce de structures sur C'; nous

désignons par &' le groupoide d'isomorphismes correspondant.
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PROPOSITION : 5; une espéce de structures locales compléte sur C'.

Si A estun atlas complet de So sur E’, alors A détermine sur E' une paratopo-
-logie T(A), un élément e’ de 7(A) est l'agrégat d'un ensemble quelconque d'éléments
ﬂ(/i), ol fl. correspond a une carte ( E’, fir Si) €A. A la carte (E’, fi'si) € A corres-
-pond la carte (e, f;,S,), on B(f;)<e’. La classe de ces cartes (e, f;»S;) estun
atlas complet A . de 50 sur e’, Soit A, l'atlas induit par A sur e’. On définit ainsi
une loi d'inductioln dans S;, de sorte que 5; est une espéce de structures locales sur
C'. Cn démontre facilement que 1'axiome d'agrégation est satisfait. 50 sera identifié 3
une sous-espéce de So' en identifiant § € So a l'atlas complet qui est engendré par la
carte : (p(S), p(S), S).

Nous appelons 5; I'élargissement complet de So et &' I'élargissement complet
de 8. On montre que § est un sous-groupoide plein de S

Soit S"; une espéce de structures locales compléte sur C', telle que So C SZ et
que chaque structure S” € 8'(') soit un agrégat de structures s”;, ol tout s”; est isomorphe
a une structure s, € So. Si de plus § est un sous-groupoide plein de &', alors S:; est
équivalent a 8;

Si So est une espéce de structureleocales incompléte sur C, alors 50 peut
toujours étre élargi en une espéce compléte 50 de structures locales sur C. Une struc-
-ture de l'espéce go peut &tre définie comme un ensemble de structures compatibles s,
sur E 6(‘30, c'est-a-dire p(s].)<E et p(sl.m Sj) = p(sl.) ﬂp(sj), qui est en outre
saturé par rapport 4 1'induction et & 1'agrégation dans 50 .

L'élargissement complet 8'0 de 50 peut aussi &tre défini de la maniére sui-
-vante : nous considérons maintenant seulement les cartes (E', {,S) pour lesquelles
a(f)=p(S) etles atlas de §_ sur E' qui sont formés de telles cartes. Le groupoide
opére sur la classe de toutes les cartes de la maniére suivante : (E', f,S)(g, Sl) =
=(E’, fg, Sl) si (g, 51)65, g51= S. Un atlas A de So sur E' sera maintenant dit
complet s'il est saturé relativement 2 &, a I'induction et a l'agrégation : une carte
induite de (E’,f,S) est (E', g,S), o g<{f, s<S, a(g)=p(s). L'agrégat d'une
classe de cartes (E’', /i' Sz.) est (E', U /i , U S‘i). Chaque atlas A donne par saturation
relativement 2 &, induction et agrégation un atlas complet A. La classe S"o des atlas
complets de 50 sur des éléments de éo est une espéce de structures locales sur le
groupoide C' précédemment défini et S"o est équivalent a S’o. Une structure induite

de A ES"O est ici simplement un A’ 65"0 tel que A'CA.

ELARGISSEMENT D'UN SPEUDOGROUPE
Soit T' un sous-pseudogroupe de SZ. Nous associons & [ une catégorie locale

compléte d'isomorphismes S(T). Soit A un atlas de & sur E' : les éléments de A sont
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de nouveau des cartes locales ( E’, fi’ Si)’ ol /ie @, a,(/l.) = P(Si)' 5;<8;, /3([1.) <E'.
Nous disons que A est compatible avec T' si (S]., /]'1 f;»S;) € T pour tout couple de
cartes (E’, /i,Si) et (E’, /j,S].) de A. Il en résulte: (Si'fi-l /i' Si) € ', c'est-a-dire:
(S;, a(f;),$;)eT.

Un atlas A compatible avec I' est dit complet quand il est saturé relativement
a T' et al'agrégation. Soit So( I') la classe des atlas complets compatibles avec T'.
Alors So( T') forine une espéce de structures locales compléte sur un sous-groupoide
C" de C, C" c . Puisque chaque atlas A € SO(I‘) détermine un atlas complet A
relativement a Se, S; est une espéce de structures locales sous-jacente a 50(1").
Nous appelons SD( T') I'espéce de structures associée a I'.

Soit S, identifié & (S,S,S), une unité de I'. Alors (p(S), p(5),S) estun
atlas sur p(S) compatible avec T'; celui-ci détermine sur p( §) une structure Se 50( T)
pour laquelle S est la structure sous-jacente. Le pseudogroupe T des isomorphismes
locaux pour la classe des structures S ainsi associées aux structures S € So se pro-
-jette biunivoquement sur I'. Nous pouvons identifier I' & T' et le pseudogroupe des
isomorphismes locaux de SO(I‘) est'un élargissement de T. La carte (E’, f,S) de

A€ 50( T') détermine 1'isomorphisme local (4, f, E).

EXEMPLES: La construction de SO( I') conduit & d'importantes espéces de structures
locales. Dans I'espace numérique R”, soit A7 le pseudogroupe des homéomorphismes
locaux (R",f,R") de la classe 7, c'est-a-dire dans a(f) I'homéomorphisme [ a des
dérivées partielles continues jusqu'a l'ordre 7 et le déterminant fonctionnel est différent
de 0 en chaque point de a(f). Ici 7 peut prendre les valeurs entiéres de 0 & o ; si
de plus f est analytique, on a le pseudogroupe A% . Nous pouvons identifier (R", f, R")
3 /. Alors A7 est un groupoide local d'isomorphismes: A7 CA¥CA°C &, ot k<.
n n n n
Soit C; I'élargissement complet de A7 relativement & &. Le groupoide Cﬁ , pour k<,
est un groupoide local d'isomorphismes sous-jacent & C;. On définit C" comme la som-
-me des catégories C;, n=0,1,2,... Les structures de l'espéce (C')o seront appelées

variétés (différentiables) de la catégorie C". ( Autres exemples dans IV).
ELARGISSEMENT D'UNE CATEGORIE INDUCTIVE D'HOMOMORPHISMES

Soit & un groupoide local d'isomorphismes, &' un élargissement de &, H une
catégorie inductive d'homomorphismes relative 4 8. La construction de l'élargissement
d'une espéce de structures locales conduit alors aussi @ un élargissement H' de K tel
que X soit une catégorie inductive d'homomorphismes relative a S,

Soit en outre & un groupoide local d'isomorphismes sur C C C, C une catégorie
inductive d'homomorphismes relative a C, X une catégorie inductive d'homomorphismés

relative & & sur C. Alors I'élargissement H de X est aussi une catégorie inductive
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d'homomorphismes sur C. Un élément b' € H' s'identifie & un triplet (§', g, §) ayant les
propriétés: S € S'o, S'e 5;, g€C. (S, gl S)el si(S,f,5) estl, (s, 7.8y St
et S €8 _,5 €S .

o 1 o

4. Produits locaux, feuilletages, fibrations .

1. Produits locaux. Soient C et €’ deux sous-groupoides de &, B un groupoide local
d'isomorphismes sur @, F un groupoide local d'isomorphismes sur C', p et p’ les fonc-
-teurs projection correspondants. Nous avons déja indiqué les foncteurs d'induction
dans BxF et Ex & tels que BxF devienne un groupoide d'isomorphismes sur
CxC' c&xE.Si CxC' est identifié par le foncteur II 2 un sous-groupoide de &, alors
nous aurons aussi & considérer le foncteur d'induction dans &. Nous pouvons élargir
BxF en un groupoide local d'isomorphismes sur un sous-groupoide de &.

Soit 5;‘6530' p(S;)=B,, S’iecfo, p'(S';)=F,. Le couple (§; S';) sera consi-
-déré comme une structure §,xS'; sur B, X F; L'ensemble B ;X F; est muni de la topologie
produit T(S;)x T(S';). Soit : 5,<S,, s';<8;, g€C.e' e, (g,5)€B, (g',s)eF,
gsy=15,, 8 sy =s',. Alors p(s;)x p'(s}) est un ensemble ouvert de B;xF; et gxg'
est un homéomorphisme de p(sl) x p’(s’l) sur p(s,)x p'(s’,). Soit f € & I'agrégat
d'un ensemble d'applications gx g' pour des structures données S, et Sy, i=1,2
Alors [ est un homéomorphisme d'un ensemble ouvert de B x F, sur un ensemble ouvert
de B,x F,. Letriplet (S ,xS",f,§,;x$')) sera appelé isomorphisme local de § xS'| sur
S ,xS§'5. La classe T' de ces triplets est une catégorie pour la multiplication suivante:

(53><S'3,/’,S2><S'2) (S,x8%, {8, x8\)=(85;x8%5, [, 5,x5).

Les triplets (52x5'2 , [ Sle'i) € T' pour lesquels o&(f)= p(Sl)x p’(S'l), B(f) =
=p(S,)xp'(S,) forment un groupoide I' " qui contient B x F comme sous-groupoide.
Sur tout ensemble U de B L X F | ouvert par rapport a T(S 1) x T( S’l) en définit facile-
-ment une structure (S1 X 5'1)U induite par § 1 X 8" . Cette structure induite (S 1% 5’1) U
est la classe des triplets (U, [, Sx§") tels que (S x8',f,5xS8") e T, B(f)cu,
a(f)=p(S)x p(S'). La sous-classe (U, f, SxS') T pourrait s'appeler une structure
produit admissible contenue dans U, (§,xS' ), est alors la classe des structures
produits admissibles contenues dans U. Nous identifierons S, x §', avec la structure
induite de ce genre sur p(S,)xp'(S')). Si (S,x8,,f{,S,x8")eT,a(f)=U,,
B(f) = U,, alors (f, (Sle'l)Ul) est un isomorphisme de(Sle'l)Ul sur (§, xS, )U2 .
Ces isomorphismes forment un groupoide local et I' est le pseudogroupe des isomorphis-
-mes locaux entre structures de la classe %O X 3:0.

Soit go(fB xF) I'élargissement de 330 X 5'-0 relatif a T, $(BxF) le groupoide
correspondant des isomorphismes . Une structure A €£0(53 xF) est donc un atlas complet

compatible avec I' sur un ensemble E. Une carte locale appartenant & A est un triplet
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(E.f;,S;x8';), SiefBo, S'ieffo, /iég, a(f;) = ensemble ouvert de p(Si)xp'(S’i)
relativement 2 T( S, )x T(S';), B(f;)CE. La structure définie par A est aussi détermi-
-née par la sous-classe de A formée des éléments (E, fi» $;xS";) pour lesquels aff.)=
=p(S;) xp'(S;); une telle carte peut s'appeler ane carte élémentaire: la classe
(E,fi, SiXS’i) T'" définit alors sur ,B(fi) une structure produit. La structure A sur E

est donc aussi une classe compléte de structures-produits compatibles, sur des sous-
-ensembles e, de E=Ue;. On identifie de nouveau BxF a un sous-groupoide de

L(BxF) et nous appelons Qo(foff) I'espéce des produits locaux associée a BxF.
4-2. Feuilletages .

Le pseudogroupe I' du précédent numéro peut &étre élargi de la maniére suivante :
soit s, < § 1 s’1 < S'l, et soit ¢ un homéomorphisme de p(s 1)><p(s'1) sur un ensemble
de B,xF,, ouvert pour T(S, )xT7(S'), qui s'écrit (x,y)~>(g(x), ¥ (x,y)), on
x € p(sl), y € p'(s'l), (3'51) eRB, gs,<S,, U(x,y) € p(S'z), de telle sorte que,
de plus, la condition suivante soit vérifiée: si g’ désigne l'application y - (x,y),
alors (g'x, 5'1) est un isomorphisme de s'; sur s', (x)< S'2.

Soit f un homéomorphisme d'un ensemble ouvert pour 7(S )x7(S') surun
ensemble ouvert pour '7’(32 )x 'T(S'2 ), qui soit un agrégat de tels homéomorphismes .
Alors (S » xS8'y, [, §,xS") sera appelé un isomorphisme local {e (S X S'l) sur (5‘2 ><S'2 ).
La classe de ces isomorphismes locaux est un pseudogroupe 1' d'isomorphismes locaux
On définit comme ci-dessus la structure induite (Slx S'I)U; c'est-a-dire (S, xS’ )U est
de nouveau la classe des structures produits admissibles contenues dans 1'ensemble
ouvert UCB xF, une telle structure produit admissible étant encore définie par une

classe (U,/, SxS)I‘ ol I’ est le groupoide des triplets (S,xS’,,f,§,xS") € T

tels que a(f)=p(S, )xp (S), B(f)=p(S,)xp'(S",).

Soit g(fﬁx?) I'élargissement de RxTF relatif a I‘ Une structure de I'espéce
:@o(%xﬂ:) s'appelle un feuzlletage sur un ensemble E. Elle est définie par un atlas
complet A sur E, compatible avec I'. Une carte élémentaire est de nouveau (E, f, §xS') €
€ A telle que a(f)=p(S)x p'(S'); le feuilletage induit sur B(f) est un feuilletage
élémentaire . La structure A peut aussi &tre définie par une classe compléte, compatible,
de feuilletages élémentaires sur les ensembles e, dont E est l'agrégat

Soit (E, f,SxS') une carte élémentaire appartenant & A. Nous désignons par f'
I'application y > f(x,y), x€p(S), yep'(S'), f(x,y) € E. La classe de toutes les
applications f_ qui appartiennent a n'importe quelle carte élémentaire de A forme un
atlas A' de J sur E. Ainsi on a aussi défini sur E une structure de |'élargissement

complet ?; de l'espeéce .‘;Fo. Il y a donc sur E deux topologies 7(A) et T(A’) sous-

-jacentes 2 A et A'. Si T(A') est localement connexe, alors chaque composante
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connexe relativement & 7(A’') est munie d'une structure de l'espéce .?'O. La compo-
-sante connexe munie de cette structure est appelée une feuille du feuilletage.

Si A est un feuilletage sur E, alors on définit des homomorphismes locaux dis-
-tingués de A dans les structures de l'espéce $0. Soit (E, f,SxS')€A et soit b le
produit de /™! avec la projection de p(S)xp'(S) sur p(S). Alors (S, b, A) sera appe-
-1é un homomorphisme local de A dans S§. Si (S1 ,h 1 A) et (.S‘2 ,b2 ,A) sont deux
triplets de cette sorte , alors pour x€a(h,) Na(h,) il existe un isomorphisme local
(52'8’51)' tel que gb1<b2 .

Ceci méne & une autre espéce de feuilletages. Soit Z un groupoide local d'iso-
-morphismes sur Glcg avec le foncteur projection p, et soit }(Q une catégorie d'homo-
-morphismes locaux de Z dans B tel que b e}(ﬂ soit un triplet (§,f,Z),Z Ezo, fe é,
alf)= pl(z), z<Z, B(f)Cp(S). Nous définissons maintenant un feuilletage de Z par
une classe A d'homomorphismes locaux (S,,f;,Z) 6}(3 ayant les propriétés suivantes :

1) Pour xeal fi) Naf /7.) il existe un isomorphisme local (Sj, g, Sz.) tel que

8/i</j-

2) La classe A est saturée par rapport a l'induction, 1'agrégation et 532 qui

opére sur Hg de la maniére suivante :
(S].,g,Si)(Si,/,Z)=(S]-,gf,Z).

L'espéce des feuilletages de cette sorte que nous appellerons feuilletages de
2e espéce, est une espéce de structures locales sur ZO. Une espéce de feuilletages de
seconde espéce est sous-jacente a une espéce de feuilletages de premiére espéce.

Souvent on se donne un sous-groupoide " de I". Soit é"(fﬂxﬁ:) 1'élargisse-
-ment de BxF relatif a o . Les structures de 1'espéce correspondante seront encore
appelées des feuilletages. Cn obtient ainsi par exemple les feuilletages de la classe r

ou les feuilletages analytiques, selon que B=F = C" ou C%.
REMARQUE : Un produit local correspond a un feuilletage double.

4-3. Fibrations.

Soit F un groupoide d'isomorphismes sur CC& pour lequel le foncteur d'induc-
-tion est le foncteur identique; soit de nouveau B un groupoide local d'isomorphismes
sur C'C&. Nous considérons dans ce cas particulier les pseudogroupes r définis ci-
-dessus. Un élément de r est un triplet : (S, xS8',,/,§ ,xS§",) pour lequel a(f) =
=p(s)xp'(S"), s,<S,, B(f)=p(s,)xp'(S,), s,<§,. L'homéomorphisme f est
teprésenté par (x,y) > (g(x), Yy (x,y)), (g, s,) est un isomorphisme de s sur s,
y->¢(x,y) est, pour chaque x de p(s,), une application g € C telle que (g S/

soit un isomorphisme de S| sur S} . On peut astreindre [/ & certaines conditions
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supplémentaires. Par exemple, supposons donnée une topologie T(S’) sur p'(S')
sous-jacente a §' pour tout §' € 3: - Alors nous avons les topologies produit 7( S )x T(S%)
et nous supposons que [ est un homéomorphlsme pour ces topologies produit. Ainsi on
définit un sous-pseudogroupe r’ de P Dans d'autres cas on suppose que [ est analyti-
-que ou de classe r. L'élargissement de ,(Boxcfo, relatif a I‘ ou I‘ est l'espéce des
fibrations .

Les fibres sont définies comme les feuilles ci-dessus. Toute fibre est munie
d'une structure qui est isomorphe A une structure § 63"0 dans 1'élargissement complet
de F. Les fibres d'une fibration sur E forment une partition de E et 1'espace quotient
B de cette partition est muni d'une structure qui appartient a 1'élargissement complet de
530;'si la fibration est définie par un atlas de %ox f}o sur E compatible avec T, alors
on déduit par passage aux quotients un atlas de $ sur B. Si la topologie sur B sous-
-jacente a cet atlas est localement connexe, alors toutes les fibres de la fibration sont

isomorphes @ une structure S € 3:0

REMARQUE 1 : Etant donnée l'espeéce T)Oxgzo élargie par l'adjonction des structures
induites considérées ci-dessus (suivant les trois cas : produits locaux, feuilletages,
fibrations), toute catégorie d'homomorphismes locaux définie pour cette espéce élargie
conduit par le procédé général d'élargissement a des catégories d'homomorphismes
locaux pour les espéces élargies formées par les produits locaux, les feuilletages ou

les fibrations.

REMARQUE 2 : On peut partir de deux groupoides locaux d'isomorphismes B et F,o0n
B est défini sur CCC et F sur @ cC' : C et C' sont maintenant des groupoides locaux
quelconques d'isomorphismes. Par une généralisation naturelle on peut de nouveau
définir les produits locaux, les feuilletages, et les fibrations. On doit tout d'abord éten-
-dre CxC' en un autre groupoide local, 2 savoir le groupoide local qu'on appellera pro-
-duit tensoriel é ® C . un objet de Id ® C©' est un ensemble U d'éléments exe’', e<E,
e'<E’', ayant les propriétés suivantes :

1) Si exe'€ll et e,<e, e’ <e', alors e xe’ E“

2) U est saturé par rapport a 1'agrégation uertzcale (U(exe' )=ex(Ue')) et

horizontale (U(e;xe')=(Ue;)xe'). On définit alors les pseudogroupes I'

et I' généralisant ceux qu'on a considérés plus haut.



