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PSEUDO - GROUPES INFINIS CONTINUS
ET APPLICATIONS ANALYTIQUES FORMELLES
D'APRES KURANISHI [ 3]

par Jean PRADINES

Introduction . L'étude des pseudo-groupes continus est-celle des transformations locales
d'une variété qui sont les solutions d'un systéme différentiel d'un certain type; en fait,
on a seulement en vue ici une étude locale, et on se restreint au cas analytique.

La composition, non partout définie, de ces transformations introduit dans leur
ensemble une structure algébrique de pseudo-groupe, qui est en méme temps reliée d'une
certaine fagon a la structure analytique du probléme.

1

Dans le " cas fini", les transformations se laissent paramétrer, au moins loca-

-lement, par un groupe de Lie local, qui caractérise la structure en question.

Dans le "cas infini", E. Cartan a introduit une notion d'équivalence, dite
" isomorphisme holoédrique" , entre deux pseudo-groupes qui admettent un prolongement
commun, notion qui, dans le cas fini, équivaut a 1l'isomorphisme des groupes locaux
de paramétres.

Kuranishi, dans [ 3], cherche a étendre au cas infini la notion de groupe local
de paramétres. Il utilise le fait que la recherche des solutions générales se raméne 2
‘la résolution successive de plusieurs systtmes d'équations différentielles du premier
ordre avec paramétres, ce qui fait dépendre ces solutions d'un certain nombre de fonc-
-tions arbitraires.

Il prend donc, en gros, pour espaces de paramétres, des espaces de fonctions
analytiques et définit une notion de morphismes, appelés " germes d'application analyti-
-que infinie", qui servent 4 exprimer aussi bien la correspondance entre paramétres et
transformations que la loi de composition entre transformations et l'inversion d'une
transformation. Il obtient ainsi une notion de groupe de paramétres local infini attaché
a un pseudogroupe, et une notion d'isomorphisme entre ces groupes infinis de paramétres
qu'il montre &tre équivalente & !'isomorphisme holoédrique des pseudogroupes, du moins
drans le cas transitif.

Dans son travail, Kuranishi fait jouer un réle important & une notion sous-jacente
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plus faible de morphismes, appelés " applications analytiques infinies formelles" . Il
développe dans ce cadre une théorie des groupes de Lie formels infinis qui généralise
celle des groupes de Lie formels & un nombre fini d'indéterminées.

Ces morphismes, qui s'introduisent naturellement quand on fait abstrattion de la
topologie du corps de base, sont définis & l'aide de familles de séries formelles. Il
soumet en réalité celles-ci & certaines conditions, d'aspect algébrique, que nous inter-
-prétons ici comme étant, en fait, des conditions de convergence naturelles dans des
espaces normés, mais a condition de prendre pour corps de base, non le corps des
complexes, mais un corps valué de séries formelles.

Ce point de vue nous permet de dégager clairement quelles sont la structure que

I'on considére et la catégorie ou l'on se place, ce qui n'apparaissait pas trés nettement

dans [ 3], certaines données surabondantes étant introduites 3 titre auxiliaire.

En outre, 1'étude des " applications formelles" est ramenée a celle de véritables
applications ( ou plutdt germes d'applications) analytiques entre espaces normés, ce qui
permet d'éclairer les démonstrations’ en les ramenant & des schémas classiques et d'en
éliminer des calculs parfois lourds.

Ces considération s font 1'objet du présent exposé.

En fait, nous allons introduire d'abord une catégorie plus large que celle qui est
considérée dans [3], que nous appellerons catégorie des "espaces formels" . Puis
nous indiquerons aux paragraphes 3 et 4 comment la catégorie des (F)-espacesde
Kuranishi peut &tre obtenue comme sous-catégorie de la précédente, mais nous aurons
peu dans la suite & utiliser les propriétés particuliéres a cette sous-catégorie (1),

Dans les paragraphes suivants, la considération des espaces formels aura rame-
-né l'étude des (F)-espaces et des " applications analytiques infinies formelles” &
celle des germes d'application analytique ( convergente) entre espaces només (plus

- précisément normables’) complets sur un corps valué complet non discret quelconque, en
abrégé (B )- espaces, notion qui a son intérét propre et qui généralise en méme temps
celle des espaces de dimension finie sur R ou C. L'outil essentiel demeure la méthode
des majorantes, convenablement adaptée.

Une fois les definitions posées, la plupart des démonstrations seront de simples

vérifications ou suivront de prés les démonstrations classiques, et seront seulement
esquissées.
1. La catégorie des espaces formels.

Soit K uncorps commutatif de caractéristique 0, fixé une fois pour toutes, muni
de la topologie discréte.

M Eq fait, la seule particularité importante des (F)-espaces par rapport aux espaces
formels tient dans la proposition 6. 1.
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Sur le corps K ((t)) des séries formelles généralisées par rapport a 1'indétermi-

née t:x=%x t"(x,eK, nel, x,=0 au-dessous d'un certain rang), l'application
x| x| = 2°%(%) o4 w(x) est'ordre de la série x , définit une valeur absolue, qui en

fait un corps topologique valué complet non discret.

DEFINITION 1.1. On appellera espace formel ( sur K) un couple (V,8), ot B est un
K ((t)) - espace wvectoriel topologique normable complet, et V un K -sous-espace
vectoriel de B fermé tel que le K ((t)) - sous espace de B qu'il engendre soit partout
dense dans .

REMARQUE . La donnée d'un K ((t)) - espace vectoriel topologique normable complet B
et d'un K- sous- espace fermé V définit un espace formel (V, L) en prenant pour B
la fermeture dans % du K ((t)) - sous- espace engendré par V.

Ce procédé sera utilisé plusieurs fois dans la suite.

DEFINITION 1.2. Un morphisme ( linéaire formel) d'un espace formel (V, L) dans un
espace formel (V',B') est un couple (F, %), o2 F est une application K -linéaire de
V dans V' et § une application K ((t))-linéaire continue de B dans B' prolongeant F.
La notion d'isomorphisme (linéaire formel) en découle.
Les espaces formels et les morphismes formels forment évidemment une catégorie
dite catégorie des espaces formels.
REMARQUES:

1) Si (F,%) est un morphisme, il est facile de voir ques la connaissance de
F détermine $%.

2) Par contre, ni la seule connaissance de 1'espace vectoriel topologique L, ni la
seule connaissance de l'espace vectoriel V muni de la topologie induite par B, ne

suffit 4 déterminer 1'espace formel (V, L) a un isomorphisme prés.

2. Opérations sur les espaces formels .
a) SOUS-ESPACE ET QUOTIENT. Un espace formel H'=(V', B') est appelé un
sous - espace formel de 1'espace formel H=(V,%8) si V' estun K- sous-espace de V
et B’ un K ((t)) - sous- espace vectoriel topologique de R.

Nécessairement V'’ (resp.8’) est fermé (puisque complet) dans V (rssp.B).

Tout K- sous-espace fermé V' de V détermine un et un seul sous- espace for-
mel de H, obtenu par le procédé de la remarque qui suit la définition 1.1.

Si H'=(V,8), est un sous- espace formel de H =(V,%), on vérifie que
H/H ='V/V,8/%8"), ot B/ V' est muni de la topologie quotient (qui est définie
par une norme bien déterminée quand on a choisi la norme de L et pris sur §' la norme

induite), est un espace formel appelé espace formel quotient de H par le sous- espace

formel H’.
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b) PRODUIT. Si H =(V,, B,), H,=(V,,8,) sont deux espaces formels,on

vérifie aisément que (V XV ,, B,xB Jot B xB, est muni de la topologie produit, est
un espace formel, noté H xH, et appelé produit de H et Hy.

Si on a choisi une norme définissant la topologie de 931 et de %2, on prendra
sur B xB, la norme définie par:

W Oxg %) (1= sup (1l =y [l 11 x, 1D

c) PRODUIT TENSORIEL. On vérifie également qu'on obtient encore un espace

formel, noté H 1 (3] H,, et appelé produit temnsoriel de H , et H,, en formant
(v,8v,, 931§ 8,), ou %1§ B, est le produit tensoriel topologique (projectif)
complété ( cf. Grothendieck [1]) de 931 et %2 sur le corps K ((t)), qui est muni d'une
norme naturelle pour chaque choix de la norme de §81 et de %2 , etor V, e vV, dési-
-gne, par abus de notation, le K- sous-espace du précédent, fermeture du produit
tensoriel de V, et V, ('sur le corps K) considéré comme plongé dans B N &3 2"

Ceci s'étend & un nombre fini d'espaces formels, avec les propriétés habituelles
d' associativité.
d)  ESPACE FORMEL L (H , H,). L'ensemble des morphismes de H, dans H,
s'identifie & 1'espace des applications K ((t))-linéaires continues §§ de B dans 3,
telles que : 3§ (V) CV,, espace que l'on convient de noter abusivement L (V v V)
L(V,, V,) est un K-sous- espace fermé du K ((t))-espace £ (8 ,8)
formé de toutes les applications K (( t))-linéaires continues de 8 , dans B, , lequel est

muni d'une norme naturelle pour chaque choix des normes de %1 et de %2 , et est
complet pour cette norme.

Conformément 2 la remarque qui suit la définition 1.1, ceci définit canonique-

-ment un espace formel, noté X (H 12 H,) et appelé espace des morphismes ( linéaires
formels) de H, dans H,.

e) MORPHISMES MULTILINEAIRES. Soit H3=(V3, 333) un nouvel espace formel.
Un morphisme bilinéaire(formel)de H x H, dans H, estun couple (F, %), ou F est
une application K-bilinéaire de V1 xV, dans Vs, et % une application K (( t))-bilinéaire
continue de 581 x B , dans %3 prolongeant F.

De fagon analogue & ce qui a été fait au paragraphe d), on peut identifierles
morphismes bilinéaires aux applications K ((t))-bilinéaires continues % de B, x 8 ,
dans 933 telles que (V,xV,)CV,, lesquelles forment un K-sous-espace fermé,
noté abusivement L(V , V,; V,) de l'espace { (%1 ,éBz ; %3) de toutes les applica-
-tions bilinéaires continues de L, x B, dans B,; celui-ci est normable complet et la

remarque qui suit la définition 1.1 permet de définir un espace formel noté & (H pHy HY)
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et appelé espace formel des morphismes bilinéaires de H x H, dans H ;.

En particulier, prenant H, =-H,, on définit it ,(H Hy= 53(1'11, H,;H,).

Si (F,%) est un morphisme bilinéaire de H, x H, dans H, et si % est une
application bilinéaire continue symétrique, on dira que (F, %) est un morphisme bi-
-linéaire symétrique, 1.'ensemble de ceux-ci s'identifie 4 un sous-espace fermé, noté
abusivement SL, (Vl', Va)' de L, (V1' Vsl =L (Vy, Vi, Va) défini ci-dessus, ce
qui, conformément au paragraphe a), définit un sous-espace formel de .82 (H/H,),
qu'on notera G , (H,, H;) et qu'on appellera espace formel des morphismes bilinéai-
-res symétriques de H, dans H ,.

Il résulte facilement des définitions et de [ 1] que & (H.H, ,‘H;) est canoni-
quement isomorphe a & (H,® H,,H,). (Il y a m&éme conservation des normes naturel-
-les quand les normes de H,, H,, H, sont choisies).

Ce qui préceéde s'étend & un nombre fini d'espaces formels avec les propriétés
habituelles d'associativité.

Avant d'introduire les notions de morphismes polynomiaux et analytiques, nous
allons, comme il a été annoncé, introduire la sous-catégorie dite des ( F)-espaces en

considérant d'abord un exemple fondamental d'espaces formels:

3. Les espaces formels H:. ‘

Posons K, = K et, pour p » I, soit Kp= K [[X1' ey Xp]] 1' espace des séries
formelles & p indéterminées & coefficients dans K.

Tout élément du K ((t))- espace vectoriel K ((t)) % Kp (obtenu par extension
du corps de base) peui &tre canoniquement identifié 4 une certaine série formelle en

X,,...,X,,t (des exposants négatifs enn nombre fini étant admis pour t).

l (f; définit sur cet espace une norme en posant || x|| = 27%%) o w(x) est
1'ordre total en > CRTN Xp' t de la série qui représente x.
Soit .Qp le complété de 1'espace précédent. En identifiant Kp ale Kp dans
K((t)) ® K, , on obtient un espace formel noté H = (K,. ‘Qp)‘

b’ b4
Pour s entier »1, H; sera le produit de s espaces formels identiques 2
Hy H; = (K;, @;). Notons que Q; posséde une norme bien définie.

s

Cn convient de poser Hg= (0,0). HP

n'est pas défini pour s=0 et p > 0.

On vérifie aisément les deux propositions suivantes:

PROPOSITION 3.1. @p s'identifie a l'espace des séries formelles en t de la forme

00
x = qg_m tqaq, avec a,e€ Kp et (en notant w(aq) I'ordre total de la série a‘)

in/(w(aq)+ g)=N>-o00; onaalors || x ||= rN
q
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En particulier H_= (K, K((t))) et H=(K* K°((t))); K° est muni de la
topologie discréte.

PROPOSITION 3.2. Notons %;(r) la boule de rayon 27 dans Q; et B;(r) sa trace
dans K%

b Celle-ci est un K-sous-espace de co-dimension finie (P;(r), égale a 0 pour
r< 0 et, pour r entier>0, a: s (p!)"‘ r(r+1)...(r+p-1).

On a en outre le critére suivant:

PROPOSITION 3.3. Si (F,{) est un morphisme de H; dans H;: il existe k tel que:

F(B;(r)) C B;: (r-k) pour tout r

t .
Inversement, si une application K -linéaire F de K] dans K;. vérifie la condi-

-tion précédente, il existe une application F de @; dans R‘;: et une seule telle que

(F,$) soit un morphisme.

La premiére partie découle de la condition de continuité des applications linéai-
-res d'espaces normés.

Pour la deuxiéme partie, on vérifie, grice & la proposition 1, que l'unique
prolongement F de F au K ((t))- sous- espace Z engendré par K; remplit la condition

F( %;(r)ﬂ Z)C %;:(r-k), donc est continu et par suite admet un prolongement
continu uni que a ?B;.

Des propositions 2 et 3 résulte facilement le:

THEOREME 3.1. Pour que H; et H;: soient isomorphes, il faut (et il suffit) que
s=s", p=p'. ‘

D'autre part:

THEOREME 3.2. Pour p’'<p (et donc s> 0), H; et H;x H;. sont (non canonique-

-ment) isomorphes.
En effet tout élément d'un des espaces K;, Kgx K;: s'écrit d'une seule fagon

comme une combinaison linéaire formelle (infinie) de termes dont les composantes sont
des monomes X?i. On range ces termes en une suite de fagon que le degré de la compo-

-sante de plus haut degré prenne successivement les valeurs 0,1, 2,... Alors il y a une

bijection K- linéaire et une seule F de K; sur K;x K;: qui fasse correspondre les

termes de méme rang. On montre, grice aux propositions 1, 2 et 3, qu'elle se prolonge

’
en une application bicontinue de @; sur @;x @;,.

Signalons, sans expliciter la vérification, le:

1 L]
THEOREME 3.3. H; ® H‘;, est canoniquement isomorphe @ H, °S,

b+p

(Il y a m&me conservation des normes naturelles).

Nous sommes maintenant 2 méme de définir:
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4. La catégorie des (F)-espaces.

DEFINITION 4.1. Un espace formel H est dit un ( F)-espace s'il existe un couple

d'entiers 2 0(s,p) (p=0 si s=0) et un isomorphisme de H sur l'espace formel H;.
Un morphisme d'un (F )-espace dans wn (F )-espace sera dit un (F ) -morphisme.
Le couple (s, p), unique d'aprés le théoréme 3.2, est appelé dimension de H.

Il détermine H 2 un isomorphisme prés.

Les (F)-espaces et les (F)-morphismes forment une sous-catégorie de la

catégorie des espaces formels.

Les résultats du paragraphe précédent fournissent le critére suivant:

PROPOSITION 4.1. Un espace formel (V,%8) est un ( F)-espace si et seulement si
on peut choisir la norme définissant la topologie de B de facon que les conditions
suivantes soient remplies:
a) la norme d'une somme finie Ztna:, avec a, €V, est égale a s;zzp 27 a, I
b) la trace B, sur V de la boule de rayon 2°" est un K-sous-espace de co-di-
-mension finie @(r);

c) ona 9(r)=0 pour r suffisamment petit, et, pour r suffisamment grand,il

existe un nombre k et des entiers =0 s et p tels que:

s(p! )M(r-k)P < @(r) =s(p! ) (r+k)?;

la dimension de l'espace est alors (s, p).

On observera que, grace 4 @), la norme sur ¥ est connue quand on connaft sa
restriction & V.

REMARQUE. La définition donnée par Kuranishi ne suppose pas s et p entiers, ce
qui reviendrait A considérer une sous-catégorie un peu plus large, mais seul le cas ou
~« s et p sont entiers intervient dans les applications.

D'autre part, il inclut dans la structure de (F )-espace certaines données supplé-
-mentaires, mais celles-ce ne jouent qu'un rdle auxiliaire, et seule la structure d'espace
formel, telle que nous l'avons définie, est invariante par les isomorphismes.

De la proposition 3.1, on déduit que B s'identifie canoniquement & l"espace
des séries formelles en t de la forme x=2t9aq avec a e V et sup 2°9 IIaq 1< o0
( pour un choix quelconque de la norme ). On peut choisir la norme de fagon que
e il =sup 279 lla |

En pqarticulier le K-sous-espace formé des séries pour lesquelles ¢ 2 1 est noté Vv,
DEFINITION 4.2. °V est appelé espace des courbes formelles & valeurs dans V.

Si (F,%) est un (F)-morphisme de (V,%8) dans (V',8'), & induit une

application K-linéaire notée °F de °V dans “V'.
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Enfin les théorémes 3.2 et 3. 3 entrainent le:

THEOREME 4.1. Si H,H' sont deux ( F)-espaces de dimensions respectives (s,p),
(s',p') leur produit est encore un ( F)-espace, de dimension (s,p) si p' <p (et donc
s> 0) et de dimension (s+ s',p) si p'=p.
Leur produit tensoriel H 8 H' est un ( F)-espace, de dimension (ss',p+ p').
On notera, par contre, que & (H, H'), que nous avons défini en tant qu'espace
formel, n'est pas un ( F)-espace. Ceci n'est qu'une des raisons pour lesquelles il est
avantageux de considérer la catégorie des espaces formels.
REMARQUE . On peut montrer que, si H et H' sont des ( F)- espaces, on a exacClement

Q(H,H')=(L(V,V'), 8(%,%")) (cf. paragraphe 2.d.).

Le théoréme 1 permet de patler de ( F)-morphismes multilinéaires et de ( F)-
-morphismes multilinéaires symétriques.

A partir de maintenant, il va nous suffire la plupart du temps, comme il a été
annoncé, de nous placer dans la catégorie des espaces vectoriels topologiques norma-
-bles complets sur ‘un corps valué complet non discret L, que nous fixerons une fois
pour toutes.

DEFINITION 4.3. Un tel espace sera appelé bricvement un ( B)-espace.

Ce qui sera dit s'appliquera aux espaces formels et aux ( F)-espaces en pfenant

L =K((t)) et en s'assurant de la conservation des K -sous-espaces distingués interve-

-nant dans la définition des espaces formels, ce qui sera dans la plupart des cas
immédiat et le plus souvent omis.

Les résultats obtenus rendront compte & la fois des résultats énoncés dans les

paragraphes 1,2,3 du chapitre I de [ 3] et des résultats classiques pour les espaces

de dimension finie sur le corps des réels ou des complexes.
5. Polynomes.

Dans ce paragraphe et le suivant, il est indispensable de rappeler et préciser
quelques notions plus ou moins classiques ( voir par exemple Hille and Phillips [ 2];

nous n'utilisons que des résultats qui ne font pas intervenir les propriétés particu-
-liéres du corps des complexes)

a) GENERALITES. Soient E, F deux ( B)-espaces ( voir définition 4.3) et Pm -

une application m-linéaire symétrique continue (ce dernier mot sera le plus souvent
sous-entendu) de E™ dans F.

L'application P de E dans F définie par P_(x)= ﬁm(x,...,x) sera dite
polynéme m-bomogéne ( continu) de E dans F.

On sait (cf. [2]) que la correspondance entre P et lsm est biunivoque, P

m
étant la forme polaire de P_ .
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L'espace de ces polynomes est encore un(B)-espace, que l'on notera Il (E, F),
qui est canoniquement isomorphe a l'espace SQm (E, F) des applications m-linéaires
symétriques(continues) de E dans F.

Si I'on a choisi une norme sur E et F, l'espace II_(E, F) (resp. 68 (E,F))
sera muni de la norme |P 1 (resp. |l I3m II) définie comme le plus petit a tel que:
WP, (x) Il €allx ™ (resp. WP, (x,, 5, oo %) g allx, I Hx, Il e llx, I

On peut montrer que 1'on a:

WP, WP, e (2m)™ (m! )P 1P _|
et en déduire qu'il existe une constante k {indépendante de P et de m) telle que:

(D) WP, WP 1l £k™ WP_I.

Si 1'on définit ensuite un polynome ( continu) comme une somme finie de polyno-

-mes homogenes, on sait (cf. [ 2]) qu'on peut caractériser un polynome par la:

PROPOSITION 5.1. Une application (continue) P de E dans F est un polynome
( continu ) si et seulement si, pour tout x et tout y de E, et pour tout scalaire he L,

on a: P(x+2y)=3% P, (x,y) A, oa les P.(x,y) sont des fonctions de x et y
iso

seuls, nulles sauf pour un nombre fini d'indices i.

Pour que P soit un polynome m-bomogéne, il faut et suffit qu'en outre :
P(Ax)=A"P(x) pourtout xe E et Ae L.

On en déduit que la décomposition d'un polynome en somme de polynomes
homogénes est unique et que le composé de deux polynomes est un polynome.

b) POLYNOMES SUR UN ESPACE PRODUIT.Si P (x,y) est un polynome
défini sur un espace produit E x E', c'est un polynome en x (resp. y) pour chaque
valeur fixée de y (resp. x). '

En outre P s'écrit d'une maniére unique sous forme d'une somme finie
3 Ppg(x,y) on Ppg est un polynome ( p+q)-homogéne en x,y et en outre p (resp.q)-
-homogéne en x (resp. y) pour chaque valeur fixée de y (resp. x). On dira que Ppg
est (p, q)-homogéne en (x, x). Ceci s'étend au cas oa E est un produit fini
E xE, x.. XEP'

C) MORPHISMES POLYNOMIAUX . Conformément au schéma annoncé, ces défi-
-nitions s'étendent aux espaces formels ( resp. ( F)-espaces):

Soient H=(V,®8), H' =(V',8’) deux espaces formels (resp. ( F)-espaces),
(ﬁm, gﬁm) un morphisme m-linéaire symétrique de H™ dans H' (cf. paragraphe 2.¢e)),
Pm et SB,,, les polynomes m-homogénes déduits de ﬁm et Sﬁm (ce demier continu).

On pose la:

DEFINITION 5.1. On dit que le ¢ouple (Pm,S{Sm) est un morphisme polynomial
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(resp, ( F)-polynome) m-bomogene de H dans H'.

Ona P_(V)CV' et, pour le cas des ( F)-espaces, P, (V)C V"',

En procédant comme au paragraphe 2, on définit 1'espace formel des morphismes
polynomiaux m-homogénes de H dans H', noté ﬁm (H,H'); il est canoniquement
isomorphe a l'espace formel qu'on a appelé GQm (H,H') (mais ce ne sont pas des
( F)-espaces)

d) DIFFERENTIELLES. On revient aux ( B)-espaces.

Tout polynome m-homogéne P, de E dans F est différentiable au sens des

espaces normés. On a:

DP,(x,b)= lﬁ"i. ‘o AY(P (x+Xb)-P,(x))
>0

=m ﬁm(x....,x,h).

Pour m=1,ona:DP (x,bh)= Pl(b) et, pour m > 2 (une norme étant choisie
dans E et F):

WhW NP, (x+bh)-P (x)-DP, (x,b) 0 <2™ Wb WP U i(x,b)I™"2,

quantité qui tend vers 0, uniformément (en x) dans toute boule centrée & l'origine
quand b 0, h£0.

DP_(x,bh) est un polynome (m-1,1)-homogéne de E x E dans F (c¢f. b)) Sa
norme vérifie:

IDP HemlP, |

L'application b DP_(x,h) est une application linéaire continue de E dans F,
que l'on notera A P_ (x). On a donc:

@) DP, (x,b)=(AP_(x)) Ob=mﬁm(x,...,x,b).

On notera en particulier I'identité:

(2) DPm(x,x)=(APm(x)f.x-—.um(x).

L'application x »A P_ (x) de E dans & (E, F) est un polynome (m-1)-homo-
géne continu, de norme:
(3) WA P ll=mll P, Il
Pour m=1, A P, (x)= P, (constante)
On va voir que le polynome (m-1)-homogéne A P, de E dans & (E,F) n'est
pas quelconque et le caractériser,

Nous aurons besoin de savoir que Q (E, Qn (E,F)) s'identifie canoniquement

a QH J(E, F) (avec conservation des normes), comme on le vérifie aisément.
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e€) DIFFERENTIELLES D'ORDRES SUPERIEURS. Cn définit rar récurrence:
n+ 1 p . . - n . .
D*TIP  (x;by, b J=DO"B) ((x;F b ), (b, ;0,....0),
n+1 P y A" D
et A n=ANCA"P ).
D'aprés ce qu'on vient de dire, on peut identifier A" P (x) & un élément de

SE'I(E',F) (pour chaque x) et A” P A un polynome (m-n)-homogéne de E dans
& (E,F).
On peut alors écrire identiquement:
(A" P_(x)) (b, .... h,) = D" P (x;hy s b,).

Cr on trouve facilement:

(4) D" Pm (x’»bl, vees b") =(mtnn5! Pm (x,...,x, bl‘ vees bn)
pour n £m et D" P_=.0 pour n>m. En particulier:
(s) D™ P (x)=m! ﬁm pour tout x ( constante).

Ceci moritre que D” P est symétrique par rapport aux b , autrement dit:
la fonction x » A" P_ (x) est & valeurs dans GC  (E,F).
En particulier A'z P (x) s'identifie 4 une application bilinéaire symétrigue de
E dans F pour chaque x.

Ce résultat admet la réciproque suivante:

THEOREME 5.1. Soit L un polynome (m-1)-bhomogéne ( continu) de E dans L (E, F)

tel que, pour tout x, on ait, en identifiant AL (x) a un élément de 82 (E,F):
(AL (x)) o(x,b)=(AL(x)) o(h,x)
( condition toujours vérifiée si m=1 ou si AL (x) est un élément de GQ,_,/E, F)).

Alors il existe un polynome m-homogéne ( continu) unique P, tel que L =A P_. et

I'ona: P_(x)=m'(L(x)) ex.
En effet: AP;n(x)Ob:DPm(x,b)=mPm(x,...,x,b) et, en posant
P(x)=m(L(x)) ox.

Ao (x)ob=D@(x,h)= {\iné A p(x+Ab)-p(x) =

AxO
=m Y (AL(x)eb)ox+L(x)eh)=n ((AL(x)eox)eb+L(x)oh)=

=m M(m-1)L(x)eh+L(x)eh)=L(x)eh
(on a utilisé 1'identité ( 2) et le fait que L est supposé (m-1)-homogene).

Il est immédiat d'adapter ce qui précéde aux espaces formels. Si @ est un
morphisme polynomial (resp. ( F)-polynome) m-homogéne de H dans H', D ®  sera

un morphisme polynomial (resp. ( F)-polynome) (m-1,1)-homogéne de H x H dans H',
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A ® = sera un morphisme polynomial (m-1) homogéne de H dans Q(H,H")
(mais non un ( F)-polynome puisque & (H,H') n'est pas un ( F)-espace).

6. Germes analytiques .

Soient de nouveau E,F deux (B)-espaces (en fait, il suffirait que F soit
complet et non E), dans lesquels on a choisi une norme, qui n'interviendra en réalité
qu' g titre auxiliaire .

- On convient de noter P = mi . P, une famille (P_)  , de polynomes P m-
-homogeénes ( continus) de E dans F.

m
On notera P™ le polynome 2 P .
i=1

L'espace de ces familles est muni de fagon évidente d'une structure vectorielle.

DEFINITION 6.1. On appelle série associée a P=3, P la série formelle en t

a
coefficients réels positifs | P | (t)= = P _1t".
1

me
~Cn définit dans 1'ensemble des séries formelles en ¢ A coefficients réels une
relation de préordre filtrante décroissante notée — en posant % a, t"” < 3 b, t" s'il

existe une constante k telle que | a, | <k™| b, |(m>0).

La relation | P | = | Q| définit une relation de préordre filtrante décroissante
entre P=% P et Q=30 .

On dira que Q majore P.
Cela équivaut a l'existence d'un % tel que | l_’m e k™ 1l Qm Il ou d'un k' tel

que | P llck'™ llém Il. Cette notion ne dépend pas du choix des normes dans E et
dans F.

On a facilement:

|AP|=|A]| | P|=]| P| pour tout scalaire A
| P+Ql=sup (|P|,|Q])

et

si |PI=<| Q] et | Q|=|P], onécrica | P| ™| Q]

THEOREME 6. 1:Les propriétés suivantes sont équivalentes:
a) la famille P, (x) est uniformément sommable dans un voisinage de 0;
b) la famille \\P, (x) |l est uniformément sommable dans un voisinage de 0;

c) les | P, (x) |l sont uniformément (en m et x) bornés dans un voisinage de UV

d) la série associée | P | est convergente;

e) sup | P, lfh< 00 ;
m

1
f) sup 1| Pm "< .
m

b >a et a =c découlent du critére de Cauchy. ¢ = b n'est autre que le lemme

d'Abel, sous une forme généralisée. ce» e résulte de la définition de la norme. e<>f
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résulte de la formule 5.a).(1). f<>d est classique.

DEFINITION 6.2. Si la famille P = % P vérifie les propriétés équivalentes qui précé-
-dent, on dit que P est un germe analytique de E dans F.

Pour que P soit un germe analytique, il faut et suffit qu'il existe un germe
analytique () tel que Q majore P.

REMARQUES 1) D'aprés a), la somme de la série = P_ (x) est une fonction continue
définie dans un voisinage de 0, nulle a !'origine.

Nous verrons au paragraphe suivant que le germe de cette fonction dépend
biunivoquement de P, ce qui justifie la terminologie. Ceci sera d'ailleurs directement
évident pour les ( F)- morphi smes analytiques, que nous allons définir.

Anticipant sur ce résultat pour éviter des complications inutiles de langage et
d'écriture, nous identifierons dés maintenant P avec le germe de fonction défini par P.
En outre il sera commode d'utiliser des notations fonctionnelles telles que x> P (x),

étant sous-entendu que ceci vaut pour un représentant du germe de fonction défini par P,

et dans un’voisinage de 0

2) Si les P sont définis sur un produit E X E’, pm(x)= Pm(x,o)
est un polynome m-homogéne de E dans F et il est immédiat que % p  est un germe
analytique de E dans F, car || p, Il =l P, |l - Conformément & la remarque 1), on le
noterax » P (x,0).

3) Sous la forme a), on voit que la propriété pour P de définir un germe
analytique s'exprime a l'aide de la seule structure d'espaces vectoriels topologiques de
E et F et ne fait pas intervenir le choix de la norme qui définit la topologie.

Cn peut donc poser parallélement la:
DEFINITION 6.3. Soient H=(V,R8), H =(V',%’) deux espaces formels (resp.
( F)-espaces) et, pour chaque m 21, (Pmﬂ3m) un morphisme polynomial (resp. (F)-
-polynome ) m -bomogéne de H dans H'.

On dira que la famille (Pm,s-Bm) est un morphisme analytique ( formel) (resp.
( F)-morphisme analytique) de H dans H' si X §Bm est un germe analytique de %
dans B’. On le note (P, B)=(Z P _, I ).

La notion de ( F)-morphisme analytique est équivalente & celle d' "application
analytique formelle infinie" de [ 3].

Si B converge dans un voisinage 0 de O, P converge dans Q NV et l'on a
P(v)Cv.

Q) dépend bien entendu de P . Toutefois, dans le cas des ( F)-espaces, on a la:

PROPOSITION 6.1. Si (P,B) est un (F)-morphisme analytique de (V,RB) dans
(V',8"), P converge en tout point de °V et définit une application P de °V dans V'
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( voir définition 4.2).

Il suffitd'observer que, en notant V (resp. V' ) le K-sous-espace des séries
Xa,t" avec n>0et a, ¢V (resp. a, e V'), on a: fv=t V, et, pour tout m, P (‘v)c
" V', et que V' ‘est borné et V' complet.

La considération de €V permet donc d'interpréter un ( F)-morphisme a l'aide
d'une application définie dans un ensemble fixe.

En appliquant P au K-sous-espace t .V, on voit que la connaissance de °P
détermine de fagon unique les P, et par suite les S_Bm , autrement dit, la correspondance

entre P et (P, B) est biunivoque.

REMARQUE . On a considéré jusqu'ici uniquement des germes analytiques P=3 P

avec m > 1.

Si I'on rajoute un terme constant P :

DEFINITION 6. 4. On dira que P +P =m=§’o P, est.un germe analytique au sens large.

7 . Différentielles.

Des résultats énoncés aux paragraphes 5.d) et e) concernant les polynomes

homogeénes, on déduit les résultats suivants:
Pour tout germe analytique P =% P_, on posera D P = 2D pP_.
D P est un germe analytique de E x E dans F.
Il définit un germe de fonction qui est caractérisé par:

D P(x,b):){im NY(P(x+Abh)-P(x))

> 0 .
A% o
En outre, la quantité |[[h " P (x+Ah)-P(x)-DP(x,h)|l tend vers 0

uniformément dans un voisinage de 0 quand » -0, h 30,

Il en résulte que le germe de fonction défini par D P est la différentielle au

sens des espaces normés du germe de fonction défini par P.

AP= 3 AP, ., estun geme analytique au sens large (voir définition 6.4)
m=2=o0

-dg E-dans R (E,F) et l'on a AP(x)eh=DP(x,»b) (dans un voisﬁnage de 0).

On prendra garde que A P ., est m-homogeéne; on pourra écrire A(m) P_ ., pour
éviter toute ambiguité. ’

Le terme constant de A P est AP (0)=P,.

On a en particulier 1'identité remarquable:
(1) DP(x,x):AP(x)0x=Zum(x).

Plus généralement A" P = 3 A” Pm+n s'identifie 4 un germe analytique de

m=o0
E dans Qn (E, F) et, mieux, & un germe analytique de E dans 6Qn (E,F),
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La formule S. ) (5) fournit le terme constant de A”P:
(2) A"P(0) =n! P, (formule de Taylor).
Comme le germe de fonction défini par A” P ne dépend que du germe de fonction

défini par P, on obtient le résultat précédemment annoncé:

THEOREME 7.1: Le germe de fonction défini par un germe analytique dépend biunivo-

-quement de ce dernier.

Enfin le théoréme 5.1 fournit le:

THEOREME 7.2: Soit L un germe analytique au sens large ( voir définition 6.4) de E
dans $ (E,F) tel que (AL (x) @h) ®x = (AL (x) ®x) ®h (au voisinage de 0).

Alors il existe un germe analytique unique P =3 P de E dans F tel que
L=AP.

On a. P (x)=m'L__ (x)ex.

Comme toujours, ces résultats ont leur contre-partie qu'il serait immédiat

d'énoncer, dans le langage des espaces formels et des ( F )- espaces.
8. Composition des germes analytiques.

Soient E, F, G trois (B)-espaceset P=3%P , Q=% 0, (mx=1) deux famil-

-les de polynomes m -homogeénes.

DEFINITION 8.1: On appelle composé formel des familles P et Q et on note Q o P
la famille H=23 H g définie par

- 2 n n
Hq‘ H et Hml.

n m,...m
1 n
n212 m=q

m
n

..mn =QnO(Pm1; .--:P )
(la somme qui définit Hq est finie puisque m>1 d'ot n2gq).
PROPOSITION 8.1: Ona: [QoP I=|QlolP|

En effet: ’

H ol 1O I IP, Nl P, 1S 0T HIB, W..0P = .
WH 2ml:an,,n Py WPy, 2,10 WPy e WP, (lglolP ),

REMARQUE: S |P | =<|P' let|1 Q=10 ona: |QlolPI=I1Q"lolPl
Il en résulte la premiére partie du:

THEOREME 8.1: §i P et Q sont des germes analytiques, Q o P est un germe analy-
-tique.

En outre le germe de fonction défini par Q o P est le composé (au sens fonction-

-nel ) des germes de fonction définis par P et Q.

Pour démontrer la deuxiéme partie, plagons-nous dans un voisinage V de 0 ou
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le germe de fonction continue Q o P soit défini ( composé au sens fonctionnel). Pour
xeV, on ai Q(P(x))= ZQ (lim P"(x))= 3 limQ, (P™(x)) (car Q

m->00 n21 m
continu ) = 2 dim 2 H"

(x) avec les notations ci-dessus.

ns1 m 1‘m ‘m Myeee My
Comme la famille des H) ~ (x) est sommable, on peut grouper différem-
Lo Ty
-ment les termes et écrire 3 H, (x).
Notons enfin la:
PROPOSITION 8.2: D(QoP)(x,h)=DQ(P(x); DP(x,b))

ouA(QoP)(x)=(AQ(P(x))) o (AP(x))
Ici encore tout s'applique aussitdt aux espaces formels et aux ( F )-espaces.

9. Germes analytiques dans des espaces produits .

Sopposons que E = E, x...x Ep . Nous allons étendre les résultats du paragra-

-phe 5.b).

Tout germe analytique P =% P, de E dans F s'écrit de fagon unique sous la

forme Z P ™y ot P"’l“'"‘p est (ml,...,mp)-homogénE, avec, bien entendu,
5'__:
Pm ,=m Pm m, "
1 1y
(D ~ On a: "P”’i---mp leliP, el P'"l--'mp e m? IP_ 1L (1).

Les P, n Jouissent de propriétés analogues a celles énoncées dans le
Loos

théoréme 6.1 pour les P, .

On associera 2 P la série formelle & p indéterminées a coefficients positifs:

Pl (t t,)=3%1P PSS
Lt )= 2P, ey

la croix en indice du cdté droit signifiant qu'on a tenu compte de la décomposition en
produit de 1'espace source.
. _ _ N .eme . .
Si F=F x..x Fq, on posera P = o0 P, ol nm; estlai projection de F.
P(I.) est un germe analytique de E dans F :

On posera:

>I<P>I<=(|P(1)>i<pu-, IP(q)>I<):

la croix en indice du cété gauche indiquant que 1'on a aussi tenu compte de la décompo-

-position de 1'espace but. A =>|< P>|< est un germe de fonction analytique de R? dans

(i) m
R, défini par des séries a coefficients positifs Ay = 3 aml... m, t’fl... tpp.
Dans 1'ensemble de ces germes, on définira une relation de préordre notée — en
(i) Zm,
posant: A —<B s'il existe une constante k telle que a n <k Tb .

1o b ml'“,mp
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Avec ces définitions, les propriétés énoncées dans le théoréme G. 1 sont encore

no 1P

équivalentes aux mémes propriétés énoncées en remplagant P par Pml... ,

par |><P>l< et, dans e) et f), I'exposant m par Zm;.

REMARQUE : Les formules (1) font voir que:

(2) | | P ' ~ P
X X

(Le signe ™~ a été défini au paragraphe 6. Tans le premier membre, on a pris la série

aosociée a >|< p >|< considéré comme germe analytique de R? dans RY).

On notera A, P (x) la restriction & E; de l'application linéaire A P (x) de E
dans F, autrement dit: Ai P(x) .bi= DP(x;(0,...,0, bi’ 0,...,0)) pour bie Ei‘
A; P (x) estun germe analytique de E dans &(E;, F).

Si Q estun germe analytique de F dans un (B)-espace G =G x...xG,, on aura:

(3) looP | < | o |P|.
Loor) < o) o )r)
Plus précisément, il sera utile d'observer que, si l'on pose H=Q o P, on a:
(4) H_ .. < P T
iy 15024 LP o,

En outre, il est clair que le deuxiéme membre est une fonction croissante des

coefficients des séries | P | et | 0 |.
X X X X

" L'introduction des séries associées | P let | P >|( va nous permettre de ramener
X

au cas d'un nombre fini de variables numériques 1'étude des fonctions implicites et des

équations différentielles.

10. Fonctions implicites .
THEOREME 10.1. Soit P un germe analytique de E dans E tel que AP (0)=1
(identité ).

Alors il existe un germe analytique Q (et un seul) de E dans E tel que
QoP=PoQ=1.

Posons f'= | P |-i (avec i (t)=1) (C'est une série & coefficients positifs
avec f1=0) et [= i-/”:_‘g1 /q 19,

Comme [, =1, on sait qu'il existe une série g = 3 g, t, absolument convergen-
-te telle que fo g=17, ce qui s'écritencore: g=i+ ' 0 g.

Par identification, il vient:

g, =1

m
et,pour m>1l:g = % %El:q f:? 8m v gmq, ce qui détermine g, par récurrence puis-

-qu'au deuxiéme membre tous les m; sont <m et montre que g est a coefficients

positifs.
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Posons de méme P =1- P’ (P =0) de sorte que 1'équation P o Q = devient:
Q=1+P'o Q.

On a nécessairement, par identification:

m
=] et, pour m > 1, =2 2 Py Y eens .
0,=1etp e R LI

Comme les m; sont <m, ceci détermine par récurrence, pour tout m > 1, un
polynome m -homogéne continu Q,, ce qui assure déja l'unicité de la solution.

Enoutre: 1Q, Il <X Z 1P Il Qp Mo WQ, .

Ona: |1Q,ll=1=g, etsi, pour p<m, ona | Qpnégp, la formule précédente

montre que | Q 12X X f'q gm.l.:,gmq= &m-

On a donc: | O | —=g.

Ceci montre que () est un germe analytique et que PoQ=1.

Le méme résultat appliqué a Q‘ montre 1'existence d'un germe'anal.ydque.R tel que
QoR=1 etl'on aaussitdt R =P, ce qui achéve la démonstration.

La formule qui a servi & déterminer O montre que le résultat précédent vaut

pour les espaces formels (resp. ( F)-espaces).

Ce théoréme s'étend aussitdt au cas ot P est un germe analytique de E dans F
tel que A P(0)=P, soit bijectif (donc soit un isomorphisme d'espaces vectoriels
topologiques).

On passe ensuite au cas ot il y a un paramétre:

THEOREME 10.2. Si P est un germe analytique de A xH dans H tel que

P (X, x)=x, il existe un (et un seul) germe analytique Q de A x H dans H tel que
PN, O(N, x)=0(X, P\, x))=x. '

11 suffit d'appliquer le théoréme précédent en définissant un germe analytique de
A x H dans A x H par P(X, x) = (X, P(X, x)) (La partie linéaire de P est
Poh, x)=(X, P (X, x))=()\, x)).

Plus généralement, il suffit que l'application (A, x) (A, P (A, x)) soit
inversible .
CAS PARTICULIER: La condition P, (A, x)=x est notamment vérifiée sil P(Xx, x)

est linéaire en x et P (0, x) = x, d'ob l'important:

COROLLAIRE : Soit V un germe analytique de N dans L (E, E). Alors il existe un
germe analytique unique V' de N dans & (E, E)tel que (I+V)o(1+V') =(1+V') oI+ V)=1,
ot I est I"application identique de E etod le point désigne la multiplication dans L(E, E).
(Autrement dit: (I + V(X)) o(I+ V' (A))=(I+ V' (X)) oI+ V(A))=1).
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11. Equations différentielles avec parameétres.

THEOREME 11.1. Soit Z(y, «x, x) un germe analytique de F x A x E dans F tel que
(1) Z(y,x,0)=0
et O («) un germe analytique de A dans F.
Alors il existe un germe analytique unique P de A x E dans F tel que:
(2) DP(x,x;0,x)=Z(P(x, x), x, x)
et (3) P(x,0)=0(=).

(La condition (1) est évidemment nécessaire car le premier membre de (2)
s'annule pour x =0).
Identifiant les développements (p, g)-homogénes des deux membres de (2) et

(3), il vient:

(4) PPO(*,X)=PP(°<,O)=‘I’I,(°=)-

et, pour ¢ >0, en posant P' («, x)=(P (=, x), =, x):

(5) qPPq=?pi:pZ'o(Pp1q1,...,Pprq’).
z“q.z g

i

Comme Z (y,x,x)=Z (0,0, x), le deuxiéme membre de (5) ne contient
pas qu, et ne contient que des termes pour lesquels p; + g, <p + 4.

Si l'on connaft tous les Pmn pour m + n< p + ¢, la formule (5) donne pour qu
un polynome (p, g)-homogéne unique si ¢> 0, et, si g=0, c'est la formule (4). b
v Commeona P, =0, qu est déterminé de fagon unique par récurrence, et donc

aussi P =§ P[, , ce qui établit 'unicité.
pte=m P19

Inversement, si ZP =P est un germe analytique, les formules (5) et (4) sont
équivalentes 2 (2) et (3) et P est solution.

Pour établir 1'analyticité de P, on va procéder de fagon analogue & ce que l'on
a fait au paragraphe 10, mais on devra utiliser des majorantes & plusieurs variables,
telles qu'elles ont été définies au paragraphe 9.

Il est commode d'observer d'abord que, si l'on pose @' (x)=(P (x), x, 0) et

Z'(y, %, x)=(Z(y, =, x), 0, x), les formules (1) 2 (5) sont équivalentes a:

(1’) Zl(y‘“'o)=0

(2") DP («,x,0,x)=2"(P' (=, x))
(3") P'(x,0)=0"(x)

(4') P;,o(«,x)=d>;,(«)

(5") qP{)q:(Z'oP')Pq

Posons alors, avec les notations du paragraphe 9:

|Z|=w, [Z'|=w', I(Dl:cp, | ®' | = ¢,
X X X x X x
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et considérons 1'équation différentielle & variables réelles (ou complexes):

g * gL (xx)=w(f(=, 5) = %)
X
2 fle,0)=¢(x)

~
Comme on a: w (y, «, 0)=0, on peut écrire w(y, =, x)=xv(y, «, x), ot v

est encor e un germe analytique, ce qui raméne au systéme classique:

d/
Tx (= x)=v(f(=, x), =, x)
f(=,0) = ¢(x)
lequel, d'aprés la théorie classique, admet un germe de solution unique f(e«, x).

Sil'onpose f'(«, x)=(f(x, x), x, x), ' est déterminé par les relations:
» _ A4
po = ¥
et, pour ¢>0: g f})q: (w'o /’)pq; en particulier /' est a coefficients >0,
Oron a:
IPoo =0 =100 WPy ll= 1%, =]},
et, pour g > 0, d'aprés la formule (5') et la formule 9. (4):
g Py, lle(w OLP >|<),,q.
Supposons g > 0 et que, pour tous les m, n tels que m+n<p+ g, on ait
WPoplle [y Blots g 1Py lla(w o /')Pq =4q/fy,ce qui établit par récurrence que

| P} = ' et achéve la démonstration.
X X

Si l'on considére maintenant un accroissement quelconque de la variable, il va
s'introduire une condition d'intégrabilité provenant de la condition de symétrie vérifiée

par les différentielles:

THEOREME 11.2. Soit L(y, «, x) un germe analytique au sens large ( cf définition
G.4) de Fx Ax E dans L (E, F), et soit ® un germe analytique de A dans F.
Posons M(y,«, x,bh)=L(y, =, x)oh, qui est un germe analytique de
FxAx ExE dans F.
On suppose que:
(1) DM(y, =, x, by M(y,x,x,x),0,x,0)=
=DM(y, «,x,x; M(y,x,x,b),0,b,o0),
autrement dit:
(1) DL(y, =, x;,L(y, «,x)®x,0,x)eb=DL(y,«,x)L(y,=x)0b0,b)ex,
Alors il existe un germe analytique unique P de A x E dans F tel que:
(2) A,P(e,x)=L(P(x, x), «, x)
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autrement dit ( voir définition de A; au paragraphe 9):
(2') DP(=,x;0,b)=M(P(x, x),«,x,b),
et en outre:

(3) P(x,0)=®(x)

Sil'on pose Z(y, «, x)=M(y, =, x, x) 1'équation (2') entraine en particulier:
(4) DP(x,x;0,x)=Z(P(x,x), =, x)
et le théoréme 1 assure I'existence et l'unicité d'un germe analytique, qu'on notera P,
vérifiant (3) et (4) (la condition Z( y, =, o) = 0 étant bien vérifiée)
Il reste & montrer que P vérifie (2').
Posons: W(«, x,b)=DP(x, x;0,bh)-M(P(x, x), «x, x, b) de sorte que
W(x, x, x) =0, et, pat suite D W(x, x, x;0, b, h)=0
On peut alors écrire:
DW(w,x,bh;o,x,b)=DW(=,x,b;o0,x,b)-DW(x,x,x;0,b,b)=
=D.(DP)(x,x;0,b;0,x;,0,b)
-D.(DP)(x,x;0,x;0,h;0,h)
+DM(P(x,x), >, %, by DP(x, x;0,x),0, %, b)
-DM(P(x,x), %, x,x;, DP(x,x;0,bh),0,b,b).
Les deux premiers termes se détruisent par suite des propriétés de symétrie des
différentielles secondes.
Ecrivons ensuite, en posant y =P («, x):
(DP(x,x;,0,x),0,x,h)=(0,0,0,b)+(M(y, «, x,x),0,x,0)
et (DP(x,x;,0,b),0,b,b)=(0,0,0,b)+(M(y,x,x,b),0,b,0)
+(W(=, x, b), 0o, 0, 0) et développons D M par linéarité.
Comme M est linéaire en b, les deux termes provenant de (o, o, o, b) valent
tous deux M (y, =, x, h) et se détruisent.
Les deux termes suivants se détruisent grdce & la condition (1) de symétrie.
En définitive, on voit que W vérifie 1'équation différentielle:
DW(«,x,b;0,x,b)=H(W(x, x,b), x,x,b)
ot l'onaposé H(W, «, x, b)=-DM(P(«, x), =, x, x; W, 0,0, 0).
En outre W(«, 0, 0)=0.
Comme on a: H(%, =, 0, 0)=0, on est dans les conditions d'application du
théoréme 1 (la variable étant le couple (x, b)), qui assure l'unicité de W. Il en résulte

que W=0, ce qui achéve la démonstration.
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REMARQUE SUR LA CONDITION D'INTEGRABILITE (1'). POSvOI’lS:
N(y,«,x,b,k)=DL(y, =, x;,L(y,=,x)ohb,0,bh) ok,
N s'identifie & un germe analytique B de Fx Ax E dans €, (E, F):
N(y,«,x,b, k)=B(y, =, x)eo(h, k).
La condition (1') s'écrit alors: B(y, =, x) (b, x)=B(y, =, x) ®(x, b).

Elle est donc notamment vérifiée si B est a valeurs dans G 2 (E, F).
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