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SUR IES SYSTEMES DE POSTNIKOV D'UN FIBRE PRINCIPAL

par SHIH Weishu

1, Définitions.

Soient G un groupe simplicial [1], B un ensemble simplicial,
Ve Homo(B s W(G)) .

DEFINITION. = % ost dite minimale si 1'imags In T (B) ¢ dans un certain
sous-ensembls minimal de W(G) + I1 est immddiat que si x, y B,
Bi Y (x) = bi % (y) pour tout 1 #Xk alors ak ¥ (x) = ak Y(y)

Pour tout ¥, 3 * nininal, tel que vt » homotopie dans
Hom(B , W(G)) , car s1 Y ¢W(G) est minimal et D s W(G) =>Y est la
déformation, alors **=p.v . Donc, d'aprés un théoréme de Cartan [2] on
peut étudier simplement les fonctions tordantes minimales. Soit
¥ € Hom (B , W(G)) pour tout m >0 , définissons une relation d'équivalence
dans B ¢

s ¢ x, g)y 'sa:;x(n) vy et (x) (n+l) ()

ou '(’g) désigne la m-idme relation du systéne de Postnikov donné par MOORE [5]
11 est évident que 6st, une relation d'équivalence qui respecte les

<R>  <ny

bi.s 3 de B , donc soit B le complexe quotient ainsi obtenu.

<n>

IEME 1. =S4 B est un ensemble de Kan [3 Jalors p s B ~>3B 6st une

fibration de Kane

’ . >
DEMONSTRATION, = Soit p =-\J, P, » comme B
<m> y 4%9°73 ' J

rons § €B .7, (x; €B) tels qus plx)=09,% , @ £Xx),

o X, ""33-1 x,0, W #k, 1<j);alors,si yeB , tel que Pmﬂ(}’) =T,

=B, , (J <m) 4 considé-

. <n>
ona O, ¥ =X , (1 #Xk) . Soit 3 €8, (x, € Bm+1) , 6t supposons
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Poep¥) =% ,alors O,y 2 x , (1#k).Soit 2B, tel que |
bi 2 =% , (1#k) ,ona aiy @) bi z, (1#k), et ’B(Bi y) (31) ’\5(51 z)
c sst-—é—dire ’c(a y) = ’(‘,(a z) , (1-#k) . Corms * est minimal '
a T(y) = u(z) . Ceci entraine % (y) (;‘:1) ©(z) . Or 61 y ('E:S )

(1 #k), entraine y (m) z o Done y<f">z ct on a pm+2(z) =% , 6i Z=X

Lny
(L1#k) e84 n>n+2, 3e€B 7, x,€B ,,

z€B . 5S4 3 =X, (i #x) , ceci entrainc é)iz=xi ~ 6iy, (1 #x),

pn(y) =% , alors soit

) ~d
d'od biz(m)biy,come n>mn+2, z(g')y,donc 3Ny et
pn(z)::_g 3 aiz::xi’ (1'1_1{)
Cs Qe Fo Do

n>

COROLLAIRE 1, = S1 B est de Kan alors B <™” 1'est aussi,

LEMME 2.~ Soient B , B* , B* , p , p' , p" tels que B , B' , B" soient
des ensembles simplicisux, et B' est de Kan. p' ¢ B -—»B' est surjectivs,
p" ¢ B ->B" est une fibration de Kan et p ¢ B' =»B" vérifie p o p' =p"
alors p est une fibratlion de Kan.

Vérification immédiate.

COROLLAIRE 2 = Les projections canoniques

g <m> _, p<m-l> , p<m> __)B(m) , (m+1) —> p<B>
sont des fibrations de Kan.
IEME 3. - 1y (B") »m(B) pour i <m
TrJ(B'(m)):O pour j>m +1
< LGy ' )
T, (B <™) ~In [, (B) =  (6)]
DEMONSTRATION. = Soit eB‘m’ y i»m+2 et {y] =F , ¥ By, ob
{y} désigne la classe do y pour 5 tel qus O, ¥ = {so bo?S ’ 1
gI=1 4 N ke
b, € B, , pour tout i , donc ai v (“) b, et ’V(bi y) (mel) b(so bo) .

-1

Comme les ai Yo sg bo » “5(81 y) sont de dimension »m + 1 , donc

st T(y) (vl ) %(sg b)) clested-dire y /. {sg bo} done

), b
g1} 0 o



'n'j (B <m>) = 0 + Considérons lthomonorphisme induit par ¥ .
7
e (B BTy 2 T4 (7(c) (m+1)) = T,(G) on va dénontrer qus v, est une
. R - <n>» 3 R ! ~ o -
injection. Soient ib} =% €B 4 et telque O; ¥ = {_so bo} =8 b =0, b,

et ‘U*(!{_S}) =0, c'estma=dire <¢(b) ~ sf:ﬂ 6, o v est 1'équivalence

dans L) (W(G)) « L'hypothdse qus ¥ est mininal entratne % (b) = i+t 6y o
D'autre part, ’L‘S(sf‘;"'1 bo) = sgﬂ e, s c6 qui entraine T (b) '(nh:l) ’U(slgﬂ bo) ’
~ .+l o+l _ <n>

mais b (03 8, B, dome by, 8" b, ot {3} =0 dams W, B"7),

c'est=a~dire que A « ©8t une injections Maintenant considérons le composé ¢

Ty B) >0, B<"7) > Wm+1(W(G)(m*1)) = 7r_(G)

la suite exacte d'homotopie de. la fibration B —» B<™®” montre que la premiére
fléche est une surjection j donc

Im(Tfmﬂ(B) ’ 1Tm(G)) = Im('rrm_l (B<2”) , TTm(G)) ~T g (B<™>)

_ C. Q¢ Fo Do
2, Weconstruction [4] .

LEMME 4.,

19 I1 existe une projection naturells
(@) @) . we®))

qui est une bijsction
2° Soit p ¢ G =B un épimorphisme simplicial de deux groupes simpliciaux
alors ' '

pt W(G) = W(B)

est une fibration de Kan. En particulier W(G) est de Kane

3° Soient N wun groupe simplicial abélien et G wun groupe simplicial
Hom M(G , W(N)) adsigne 1'ensemble des fonctions h-tordantes. Soit X
’ . . .
ltapplication évidente @

21 Hom (G, T(W)) — Hom, ((e) , ()
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alors
w(N W W
/
DEMONSTRATION

1° Comme G —> G‘m) induit W(G) -’s-\o'T(G(m) ) qui passe au quotient par la
relation (r;:i) donnde

@) @) 7))

parce que,sl ., e We), , n>m+1, tel que ¥ (o) ¥ alors

a oooain-m-l -a ...ain-le e Oi f:(an_l’&_e,o.o’ao’e)’

v)—(b 22 b o eee s b ,e).Ona: an-i(;)bn-i du fait que G est
un groupe simpliciale Il est facile de démontrer que c'est u.né bijectione
2_°soit§_(bl,bn_2,...,b,e) W(B), »

»~

'71 = (3‘:-1_2 » 1%_3 9 oo Xi ’ GO) QW(G)n_l » 1=0 ’ 1 9 oo k" .'.“.',n
tels qus ai ‘73=aj-1 9y s _1<j;£k,et p(ny)=0% , 1#k.

Considérons les éléments de G e ?

- 0 =1 _ R = it _.n
Ao-xt'x-2°(xn-2) ’ Al—xn_z vee Ai xn_z see An-l—xn_e, i#ko

On peut montrer 3 cause de 6 vy = 0 j-L Mg » e

6t que
P(O;) =8B,y 14K-1

donc l'hypothése que p ¢ G => B est un épimorphisme donc une fibration de
Kan, entratne 1l'existence de

Vpop €Cpg bWelaus Oy , = [.\i , p(yn_l) =b

Considérons la suite
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(o] (o] (0] . T
?: (ynl-l » xn-2 » xn_B 9 vee xo 9 60) (= W(G)n

on peut démontrer & cause de¢ la construction de Ypsp St de Oy Y y= aj a4 Vg0
qus

O %=1y, 1#k; p(*‘})=§

Ce qui achdve la démonstration du (29) .
3° Il suffit de comstruire une bijection simplicials f

T) % gopy T(@) > T x, 6)

N/

T(c)
tel que le dlagramme soit commutatif. On désigne par ¥ 1l'application composée

G, =>WW)_ —N _, .
Voici la construction
£, 8 W) %% (v) W'(G))o = {(eo , eo)} -)-ieo} = W(N va)o
Soit T e W) x5 (¥) W’(G))m
T = ('(nm_l I SPAPRETTRPI S eo) 3 (gm_“1 > &0 000 & s 60))
alors
£(5) = ((ahy 5 gpy) 3 oty (g )™ g o) s oo
-l -2 - -]
SRR v &P o, 0 Bumji2Bamgr) » Euog) 3

e 3 (ngl 'E(a?z &t Fo B +e O, 58)7 go) 3 8, ) €W =, 0),

on peut démontrer, par un calcul direct, qus f ainsi obtcnu est une applica=
tion simpliciale bljective st que le diagraume est commutatif.

Ce Qe Fo Do
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3. Systéme de Postnikov dfun fibré.

Considérons le composé des applications

B 't';W(G) > W(G) (@+1) —o?ﬁ(e(m))
Par passage au quotient par la relation d'équivalence Sy, om obtient
B p<E> —>W(G(n))

’ N
THEOREME, = Il existe unc application sinpliciale naturelle
)(131)

(n) £n>y
\-fm: G anv B -—)'(Gx/dB

qui est une honotople équivalente, et si G est nininal c'est un isonorphisne.
. Donc le meitme systéme de Postnikov d'un fibré principal de base B de groupe
structural G est un fibré principal dont le groupe structural est le mn-iéme
systéme de Postnikov de G et dont la base est elle-méme fibrée sur le n-iéme
systéme ds Postnikov de B . La fibre étant de typc K(TT, n +1) oh T est
l'image de 1T, (B) dans T (G) .

/ . '
DEMONSTRATIONe = Soit E = G x. B & Considérons le diagrarmme ou l'on se propose
de construire L?m telle que le diagranrie cormute

E-G:B-—-——)G <n>

/

Pour la construction de $m 9 il suffit de dérontrer que, si g (’;) g'y

~ — T
b o b' alors (g , b) @) (g' , b') . Or b Y b' =>b & o) BY et

U(b) (1) Tlb*) => T) 3 T(o'), [¥: B=>W(G) =>ac]. Soit ai1 ain_m

Xocn>»

5®)

une suite d'opérateurs tel que 1) <4, < oo <1 o S1 4, #0 , alors

Oy ee00; (g,b) =0, eeed, (g",0b') parcc qus b [\ Db', g™ 8"«
L g8 h e o ST

51 1, =0, come T(b) @) t(b') , cna
B evedy  B) =0, esedy L) [y 3, eeed, Hlb)
( ie 1ﬁ-m i2 in-m (o) 12 in—m

='t<3 ...6 '
AR
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done 15(5 cee ) b) = ﬁ(a cee ) b') [ Irce qus
L in-m L in-m i

©(d, +eed b) GW'(G)Hl .1 66 qui entratnc

2 g

(5 0 ees O ( b): 0 ) ees O g:gl(a eee O b) a a a b)
o i, in-m 8> (° 1 i'n-m L in-m ’ ) n—m

= 0o

o 0y, +e 0

e t(o, 9 b') , 0.0, «9 b?)
in-mg = L R R '

= aO 312 eee ain-m(g' » b') »

donc'
(g f b) G‘S (8' [} b’) L]
Montrons maintenant que ¢ % ainal définie est une homotopie~équivalence

£ >
B n> <n

=E

Considérons la suite excate de fibration & droite

0 =1 &) Ay, (5% ) > () "’“ €7 S () > (@) > ...

comme on sait déja s l(B<m)) ->T7 méG(m) ) est une injection, donc
nm+1(E<m>)-0 .D'autre part 'lT (B< )..O, si i>m+2, T;i(G(m)) =
S1 1>m+1 , doncona TT(E<m>) =0,s81 1>n+1 . Considérons la
suite exacte de fibration 3 gauche s

0 => Ing(™, 4 (B) , T () =317 (G) =T (B) = (B) =T _, (G) = ...
alors le lemme 4 et le lemme 5 montrent que

TE) =T E) 1¢n
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Or la commtativité du dlagramme

' _
™, (8) » T, E )

% ni(E(m)) "/% =

nontre que ¥p * Tri(E <n> ) ?ﬁi(E(m)) pour i1 <m , nals on sait déja

TS(E““’) = TTJ(E(m)) =0

donc

. <n> (n)

v n ° Tfi(E ) ?r\i(E )

sont des isomorphismes pour tout 1 , donc Yn est une honotopie d'équivalence.
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