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Faculté des Sciences de Paris 1-01

Séminaire de TOPQLOGIE
et de GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
(C. EHRESMANN)

Année 1957/58
SUR LES TREILLIS DES OUVERTS ET LES PARATOPOLOGIES
par Mrs Dona PAPERT et Seymour PAPERT

INTRODUCTION, ~ Nous exposons ici une partie des résultats de nos recherches sur
les treillis des ouverts et des fermés des espaces topologiques, ainsi que sur
"la topologie sans points". L'exposé consiste en trois parties s

1. Propriétés des treillis des ouverts et représentation des treillis comme
treillis Atouverts ;

2+ Etude de théorémes classiques de la topologie transposés en théorémes de
treillis ;

3. Quelques résultats sur des catégories d'applications de treillis qui renfer-
ment également des généralisations de théorémes topologiques.

Nous ne pourrions pas domner ici les démonstrations de toutes nos propositions
gens allonger trop ce texte. Mais nous pourrons fournir dss exemp]aires de certaines
d'entre elles & ceux qui s'y intéressent particulidrement.

1. les treillis des ouverts et des fermés des espaces topologiques.

DEFINITIONS et TERMINOLOGIEe = Soient X , y 4 2, ses des éléments d'un treil-
lis L . Si 2z est 1'élément le plus grand tel que X A z <y , nous 1l'appelons
le pseudo-complénentaire relatif de =x par rapport & y et nous écrivons

Z=X%y .51 x®y existe pour chaque couple x,y), L est dit treillis

%
est

de Brouwere. Si L & un élément minimum, O , on éerit x*=x%0 3 X
alors 1'élément maximum disjoint de x + S1 L est de Brouwer et complet nous

l'appelons IBC ou, par abus de language, paratopologie. On sailt que les TBC
sont les treillis complets qui satisfont aux conditions équivalgn'bes :

DI V(& /\xo\) =x /\\fxx .

DI! V(x“ /‘st) = \fx“ /\Vy(’ .

DI" Pour a € L , 1'application d¢ L dans lui-méms, f(x) =x Aa , est con=
tinue pour la topologie d'ordre du treillis. :
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le treillis des ouverts d'un espace topologique X est un TBC. que nous notons
T(X) « x%y ety eneffet, E =X =y =
La condition (DI) n'est cependant pas la plus forte condition de distributivité

vérifide par les ouverts. Pour en trouver d'autres nous introduisons les notations

suivantes.

Soit L un treillis ccmplets On définit une application u @ P(P(L)) = P(L)
comme il suit. Soip G = (gu)x ¢, un ensemble d'ensembles gy d'éléments ds L &
Soit f: A —>L une application telle que f(x) € g, ;¢ c'est-a=dire

fefF = 77;; 8, - Alors p(G) est 1'ensembls des é1léments de la forme 2o = :{ £(x)
X &

De méme on définit l'operation duale ¢ p (G) = ( /\ £(x)) fcF °

Soit maintenant ¢ un é1ément de P(P(L)) . Nous disons que L est distributif
($) si chaque fois que gb(e% pour chaqus * € & on a

\/Ag =Af"(G) ’

o G= (gx) ety pour A €P(L), ANA signifie 1'intersection de tous les é1é-

ments de A o

De méme L est distributif-(D$) si la condition duale est remplie ¢
AVeg, = V()

Deux cas perticuliers de distributivité-($) nous intéressent. Le premier est
celui ds ¢ = Fin s l'ensemble des ensembles finis d'éléments de L . Le sscond
est celui de ¢ =F cd F est 1l'ensemble le plus petit qui satisfait a @

i. Fin F ;
ii.G:(gK)EF@rL(G)éF;

iii. a. (xq)

3 ’ B
“eAeF,b. x. = /\ x  ,etc.pour chaque o, (’g()[’oeB.‘Q,F

& (3€Ba( 48

impliquent (gf) EF .

B € BX,XGA
5i (xx) € F nous disons que (xm) est un ensemble=F . Le sens intuitif de 1l'en—

semble F est clarifié par :

PROPOSITION 1. - Soit X wun espace topologique et (xa) un F-cnsembls de
T(X) . Alors ﬂxq est ouverte. |

PROPOSITION 2, = T(X) est distributif-(Fin) et distributif-F .
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PROPOSITION 3. = Unec condition nécessaire et suffisante pour qu,"un treillis com=-
plet L soit de la forme T(X) , est qu'il soit distributif-(F) .

Pour les propositions qui suivent, 11 est plus facile de penser en termes de
fermés. Les résultats sur les ouverts ee démontrent par dualité.

DEFINITION. — Un é1lément d'un treillis L est V-irrdductible si x £ 0 et
X=yV2Z2=2X=y Ou X=23 s

PROPOSITION 4. ~ Soit E un sous-ensembls des éléments V -irréductibles de L,
et pour chaque x € L posons

sz(y ¢E s y<x) o

-Alors quF. =F et an"=F

Yy xvy Nx, °

T xR
, ,

DE:ONSTRATION,
i. 2z eFxUFy =g <X ou <y =2 <xXVYy puisque z est V- irréductibls

ii. 2 € NF_ &>z &F_  pour chaque K
Xx S
&5z & X, pour chaque o

&z /\xp( o

COROLIAIRE,

10 Ies Fx sont les fermés dtune topologie sur E , dite topologie induite sur
E par L. '

2° Si chaque élément deé L est la réunion d'éléments de E , le treillis des
fermds ds la topologie induite sur E est identique & L . '

PROPOSTITION 5. ~ Un treillls L est le treillis des fermés (ouverts) d'un espace
topologique 8i, 8i et seulement si chaque $1lément est réunion (intersection)
d'éléments v -irréductibles (A =irréductibles). On peut, d'ailleurs, supposer
que l'espace topologique est T e )

CONVENTION. - Par la suite espace topologique voudra dire espace topologique To .

PTOPOSITION 6. - Soit X ‘wn espace topologique et X 1‘énsemb3.s des é1léments

A-irréductibles de T(X) muni de la topologie induite par T(X) . Alors X est
o~

homéomorphe & un sous-espace X' de X qui est treillis-dense dans le sens que
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deux ouverts distincts de 35 ont des traces distinctes sur X!

DEFINITION. - On appells X 1'espace plein qui corrcspond & X .

L'espace plein est 1l'espace maximum parmi les espaces Tc> qui ont le mfme treillis
d'ouverts. Remarquons que les espaces séparés sont toujours plsim.Un exsmple
d'un espace qui n'est pas plein est le suivant : soit X 1'espace des nombres
réels muni de la topologie qu'on obtient en prenant les complémentaix‘es des ensem=
bles finis comme les ouverts. Alors X n'est pas plein. 4 est 1l'espace qu'on .
obtient en ajoutant un point w & X , et en prenant comme les ouverts lee ensembles
de la forms G U&w} s 00 G est un ouvert de X . Bsmarquons que X est T
et que X ne 1llest pes.

Les propositions qui suivent sont faciles & démontrer.

PROPOSITION Te = 'Si £: X—=>Y ocst une application continue,
T(f) = f 3 T(Y) - T(X) est un V -homomorphlsme (c'est-a-dire
£ (x Ay) = £ (x) AE (y) et £ ( V xo) = V£ (xa)) Réciproquement, si
h : T(Y) = T7(X) est un V -homomorphisme, il existe unc application continue
£f: X—=Y telle que h=T(f) »

COROLLAIRE. - T est un foncteur contravariant qui applique la catégorie 'S des
applicationscontinues des espaces topologiques dans la catégorie % des
V =homomorphisnes des TBC « En outre, si T est la sous-catégoric de U dont les
objets sont les espaces pleins, T '3 - T(%3) est un isomorphisme contravarimt
On peut, donc, identifier E ot T()c%.

PROPOSITION 8. = Le produit topologique d'espaces: pleins est un espace plein et
- T (X)) = T(T(Xa)) '

Nous discuterons dans la troisidme partic en quoi T(W (X&)) est un "produit"
de 1la famille de treillis T(X«) .

2. Définitions et théoreémes "paratopologiques".

De nombreuses propriétés d'espaces topologiques sont déterminées par le trsillis
‘des ouverts de .l'ecspacc. S1 1l'espace X est, par exemple, quas:.-compact, connsx:s
uniformisable ou E'L’2 s tout espace avec le méme treillis des ouverts 1l'est agalsd
ment. Par contre, il sc peut que T(X) = T(Y) tandis qus X , mais non Y , soit
dénombrable & 1'infini, T, ou de Beire. Nous appelons propriétés-T calles de
la premiére sorte, c'est-a-dire celles qui sont veriviées par X si, et seulement
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81l elles le sont par X . Ci-dessous une liste de propriétés~T qui se¢ définissent
. dans les g:nls termes des notions propres aux treillis de Brouwer, ainsi qu‘un
échantillon des théorémes que nous avons pu transformer en théorémes sur les TBC .

 DEFINITIONS.

"o (z*) est un recouvrement de L si sz =I . Un recouvrement (z,) est
plus fin qu'un recouvrement (yﬁ) si (Vx)(3Ip)s = < Tp Nous écrivons
alors. (yp) > (zd) o (zd) est de type fini si pour chaqus « , zxAzg=0
sauf pour un ensemble fini des p » :

ii. L est quasi~compact (quasi-paracompact) si chaque recouvrenent a un
sous-recouvrement fini (de type fini). Uh élément x ¢ L e‘st relativement compact
si cheque recouvrement (Zx) tel que 2 x7 x* y 2 un sous-redouvrsment fini,

L est localement quesi-compact s'il existe un recouvrement dont les éléments sont

relativement quasi~-compacts.
111, On éerit X <y sl x*-vyzl , 6t x<y sl x-<.y** .

* , c'est=-a-dire <=0,

On dit que x est demse si I< X » clest-d-dire I = x*
Un TBC qui, localement compact, est dénoubrable & l'infini si I = Vxn ou

X, < xm._1 .et X est‘relativemsnt quasi-compacte

iv. Filtre, Ultrafiltre, etce, se définissent d'une fagon Svidente. Co-filtre,
ultre—co-filtre sont les notions dualese. Un filtre est comr_erg_e_nt s'il contient au
moins un élément de chaque recouvrement.

ve L est régulier si chaque x €L peut s'crire x'=qu o yy<xo L
est normal si x VX, =1=» Ty ,y, tels qus
8e Y4 VX = I,
b. Vo VX = I,
Ce V4 AY, = 0. |
vi, L est uniformisable s'il existe une famille C = (oY) de recouvrements,

tells qus ¢

g« C es8t fibré par.>

be.(VX_)X<y€‘CX@xECX .

Co (\13)(3&): (x,yecﬁ et x/\y;‘O)=>xvyeox et

d. chaque x € L s'derit x = Vy, de sorte que
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(Vu){:\)j) . (Zecx et 2 /\yL;éO)-—-)z <X

THEOREMES [Zohantillon).
i. Soient 1z , y relativement compacte.Alors
8o X Yy est relativement compact,
be 2z Ay =Pz est relativement compact,
¢c. L est qg-compact si I est relativement compact,
ii. 81 L est q-compact, chaque ultra-filtre est convorgent.
iiie S1 L est comnexe. 11 egth praracompact, si et seulement s'il est dénombrable
& 1'infini,
ive (Lemme d'Urysohn) Soit L normal et soient x , y €L tels que x Vy =1L .
Il ex’=te, alcrs, wa hoiomorphisms h du treillis des ouverts du segment [0 , 1]
de la droite réelle Gans L tel que h([0,1))<x et h((0,1]) <y .
Ve @0 SL L est uniformisable, il est régulier
be S1 L est normal et régulisr, il est uniformisable.

\4
vio. Les groupes de Uech se définiscent par recouvrement et les groupes singu-
liers par les vV <romomorphismes h 3 T(En)' —» L de sorte que les axiomes
d'Eflenberg 6t Steenrod sont vérifiéds.

- ~
[ Yous avons étu€ié les groupss de Cech .n collaboration avec J. BENABOU ],

3. la catégorie H 1 théoréms de Tychrnoff.,

DEFINITION, - Urze % ~catégorie est une sous-catégorie compléte de o s la caté~
goris des V -hcmomorphismes de TBC . Une %€ ~catégorie est réguliére si chaque
V-sous~treillis dtun de ses objets est encore de ses objets. (K est un V =gous-
treillis de L si toute réunion pour L d'éléuents de K est dans K). Soient
(Ly) une famille d'objets d'une % ~catégoric C , L un objet de ¢ et
Po ¢ Ly=>L une lwuills C7llluents dé C . Nous appelons (par abus de langage,
voir GROTHENDZE-CK) L-produit des L » avec projections Py . S1 pour chaque
C-objet K et famille £, : Lyx —»K d'éléments d¢ C , il y a un sdul é1lément
feC, £ L—=K telque fpy =£fy o«
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Si chaque famille (va) d'objets d¢ C a un C-produit, C est une catégorie
avec produit. Nous éerivons L = % L, -

- Lrintérét des produits dans les catégories est indiqué par la proposition

PROPOSITION 8. (Théoréme de TYCHONOFF). - Soit € wune catdgorie régulidre avec
produits, et qui a comme objet le treillis réduit & deux éldéments. Alors le
C-produit de C-objets q-corpacts est qwcompact.

DEMONSTRATION, Soit & un ultra~cofilive dans lo C-produit L des G-objets
L.l avec projections f;‘ o I1 faut démontrer que la réunion V J des éléments
ds J n'est pas T . Posons Jy = (x e L f.((x) €J) « Jy est un co-filtre.
On peut trouver un ultra-cofiltre J‘; qui le raffine. Puisque Ly est q-compact
x&df =yVx eJ! jcarsi N xL¢ 'y Jy ek tel que
y vVx LS Viy v x‘) =1 ., Il s'ensuit que l'on peut construire des V =homomorphis-
mes (£1éments de C) hy ¢ Ly—>K tels que h,((y) =1 si y% I s
ht (y) =0 si y €J) .+ Puisque L est le produit des L, 1l existe h

tel qus ho(=hfx .

I1 n'est pas difficile de démontrer que puisque C est régulier chaque élément
de L est réunion d'éléments, dits &lémentaires, qui sont intersections finies
d'élénents de la forms fo((x) s X €L, . D'autre part on démontre que l'intersec-
. tion d'un nombre fini d'éléments de L sont dans un ultra-cofiltre, au moins un
de ses ¢léments dens l'ultra-cofiltre.

Il vient donc que h(x) =0 pour x €J , d'on h(\VJ) =0 . Mais h(I) =1
ce qui démontre que V J # I et la démonstration est achevde.

On peut, de mére, démontrer des .thdorémes sur les produits deé TBC connexes,

uniformisables, etce.

19 Exenples de catégories avec produits. - La catégorie c%alle.--méme a comme

produit le résultat de la construction esquissde & la fin ds 1l'articls

A'EHTESMANN [2])c {Voir czussi les études de BENABOU). La carégorie (0 des treillis.
distributifs-(Fin) et la catégorie T('J) sont Sgalement des catégories régu-
liéres avec produits. Ges produits ne sont pas identiques. Soit R 1la droite
rationnelle, " T(R) et T(R) e CDT(R) sont distribtutifs—(Fin)., mais

T(R) e -T(R) ne l'est pas. Ce méme exomple nous montre que s,SGT(XA,) n'est

pas toujours la méme chose que T(TT X,) « En revanche on peut démontrer que

®m T(X.K)'. =T(TX,) = ®p(Y ) T(X4) o Donc T est "un homomorphisme pour produits"
en tant que fonctour T t J —> D mais non en tant que foncteur T : 'J -~ %,
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2° Autresnotions de Catégories = Il est possible de définir une notion de "sous-
espace" dans une UG catégorie (& peu prés comme GROTHENDIECK définit les souse
trucs d'un catégorie abstraite) et une notion de sous~espace fermé, tous les.

deux en termes catégoriels,de sorte que les théorémes de la topologie générale
se transpose d'une fagon naturelle. De méme on peut définir des "fibrés", etce Nous
espérons exposer prochainement ces résultats en détail.

4. Exemples de¢ TBC

On trouve partout dens la mathématique des treillis de Brouwer qui ne Sont pas
treillls des ouverts d'cspsces topologiques. Les algdbres de Boole et les "lattice
groups" sont les treillis de Brouwer. En théorie de 1ogique les treillls de
Brouwer fournissent desmoddles pour la logique dite intuitioniste ou de Brouwer
comme les algebrss de Boole en fournissent pour ls calcul ordinaire de propositions.
Nous basant sur la propcsition 4 ci-dessus nous alloné discuter la possibilité
de représenter comme treillis d'ouverts un nombre de TBC .

1°Treillis dosmesuress — Soit L un treillis complet de mesures définies sur une
¢ =algébre donnde d'ensembles mesurables. L est un TBC .« Supposons pour chaque

P&« L et chaque ensemble mesurable, que la nesure }kx définie par

fk(Y) M(X NY) soit dans L o Il est évident qu'une mesure de L st
v=irréduchible si, et sculemcnt s8i, elle ne prend qu'une seule valsur diffdérentec
de zéro. Si dohc une seule mesure ko de L prend desvaleurs arbitrairémant
petites dans tout ensemble mesurable, . n'est supérieure & aucune resure
irréductivle, et L n'est le treillis des fernds d'aucun c@pace. Par
symétrie on trouve des treillis de mesures qui n'admettent aucune représentation
comme treillis d'ouverts.

2© hlgsbres de Boolss — Dans une algdbre de Bools un élénent est irrdductible

seulement si son complémentaire est un atomes. Donc les treillis de Bools sans
atome (par exemple les ensembles mesurables de la droite module les ensembles
nuls) sont des TBC qui ne sont pas treillis d'ouvertse

3° Ireillis de Fonctions. - Soit X un espace de Stone, c¢'est-a-dire un

espace compact o les fermstures des ouverts sont ouverts. Les fonctions qui
appliquent X dans 1'intervalle fermé (0 , sont un TBC , Ce treillis admet
une représentation comne treillis des ouverts d'un espace si, et seulenent si,
les points isoldés de X sont partout densesdans X .
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4° Treillis d'idéaux, sous-clgebres, ctce = En général, un treillis des ensembles

définis par une condition finie est un TBC s'il est distributif. De plus, s'il
cst distribetif, un tel treillis est un treillis d'ouverts. Ce fait est une con=

séquence facile du lemme de Zorn.

I1 en résulte que si 'L st le treillis des iddaux d'un treillis distributif
ou de6 treillis des scus-groupes d'un groupe cyclique généralisé, L est isomore
phe au treillis des ouverts d'un espace topologiquce
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