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Sur le programme de Kac
concernant les limites de champ moyen

Stéphane Mischler

Dans ces notes nous exposons quelques résultats mathématiques classiques et
nouveaux concernant les “limites de champ moyen” en théorie cinétique des gaz
établis dans [17, 16, 15, 10]. Rappelons qu’établir une “limite de champ moyen”
consiste a obtenir un modele sur la densité statistique de particules en partant d’une
famille de modeles décrivant un systeme composé de N particules et en passant a
la limite lorsque N tend vers l'infini.

1 Quelques résultats classiques

Nous présentons succinctement plusieurs résultats classiques dont nous discute-
rons et que généraliserons dans la suite de ces notes.

1.1 EDO et équation de Vlasov

Commencons par le modele le plus simple. Dans £ = R? on considere un
systeme de N particules identiques en interaction déterministe dont la position
X = (21, ...,zx) € EN dans l'espace des phases évolue selon le systeme d’équations

(1.1) ;= Ai(X), z;(0) =données, 1<i<N.

On suppose que le terme d’interaction A; s’écrit sous la forme

N

(12) A(X) = ey — ) = D ale; — ) = (ax i) ) = Al i),

j#i =1

olt a : E — E est régulier, a(0) = 0, et ot on a introduit la mesure empirique u%
associée a la configuration X grace a la relation

N
1 : .
pk = v ;:1 0.3 () (dx) € P(E), lespace des probabilités sur E.
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Au niveau statistique, le systeme de particules est décrit par une densité f =
f(t,xz) € P(E), dont la dynamique est régie par I’équation de Vlasov

(1.3) Ouf = Qu(f) = —diva(A(z, f) f).

Introduisons la distance de Monge-Kantorovich-Wasserstein (MKW) entre deux me-
sures F, G € P(E*) définie par

1/p
— 3 P
W,(F,G) : wellII(llg,G) (/El’xE@[dEZ(X’ Y|P m(dX, dY)) , pelloo).

Ici, dje désigne la distance (correctement normalisée) de E* définie par

¢
1
VX,Y € BY  dg(X,Y) Zz:: 52, y:),
dp désigne la distance sur FE définie par dg(z,y) = |t —y|A1Vz,y € E, ou || est
la norme euclidienne, et II(F, G) est 'ensemble des plans de transfert de F' sur G

II(F,G) = {r € P(E* x EY); m(Ax E*) = F(A), n(E*x A) = G(A) VA}.
Le lien entre le systeme (1.1) et (1.3) est donné par le résultat suivant.

Théoréme 1.1 (Dobrushin) Pour tout f, € P(E) et XY € EN, la solution
XN (t) de (1.1) issue de X{¥ et la solution f(t) de (1.3) issue de fo satisfont

(1.4) sup Wi (i, (1) < € " Wiy, fo),

(0,77
pour une constante L = L(a) et ou Wy désigne la distance MKW dans P(E).

Ce résultat est démontré dans [6] et est une version “quantitative” des résultats
antérieurs [18, 2]. Nous renvoyons a [9] pour un (le seul!) résultat établissant la limite
de champ moyen pour le modele de Vlasov dans le cas d'un champ de vecteurs a
singulier.

Afin de préparer la discussion que nous engagerons par la suite, il est utile de
mentionner comment s’interprete ce résultat si on considere initialement une densité
aléatoire de particules F¥ € Py,,,(EY) et que chaque particule évolue suivant la dy-
namique déterministe (1.1). Dans ce cas, la densité de particules FV (¢) € Py, (EY)
a l'instant ¢ > 0 du systéme de N particules est obtenue en transportant F{¥ le long
du flot TV défini par TN (Xy) = X, ou (X;) est la solution de (1.1) issue de Xj.
Plus précisément, FV(t) := TV#FY définie par

Ve eGEY) (TR e i [ oI (X)) B aXo)
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Maintenant, & FN € P,,,,(EN) on associe FN € P(P(E)) par la relation

Ve e C(P(E)  (FN.®) = /E () FN(aX),

et on définit la distance de MKW dans P(P(E)) associée a une distance D sur P(F)
de la méme maniere que précédemment : pour «, 5 € P(P(FE)) on pose

Wp(a,8) == inf / D(p,n) w(dp, dn),
mell(a.8) Jp(E)xP(E)

ou encore une fois H(a,ﬁ) désigne I'ensemble des plans de transports entre « et s.
En remarquant que II(FY,8;) = {FY ®d;} et en intégrant 'inégalité (1.4), il vient

(1.5) ?up]Do(FN(t);f(t)) < "' Dy(Fy's fo),
0,7
ol on a défini Dy(G; g) := W, (G, d,) pour tout G € P(EN), g € P(E).

1.2 EDS et équation de McKean-Vlasov

On considere dans ce paragraphe le modele précédent auquel on ajoute un bruit
brownien. Plus précisément, toujours dans £ = R?, on considere un systeme de
particules identiques en interaction dont la dynamique est régie par 'EDS

(1.6) dr; = Ay(X)dt +dBy, x;(0) =données, 1<i<N,

ot A;j(X) = A(x;, u¥) est définie par (1.2) et B est une famille de N mouvements
browniens indépendants définie dans un espace de probabilité (€2, A, P).

On introduit la dynamique sur la densité statistique f(t) € P(F) qui est dans
ce cas régie par I’équation de McKean-Vlasov

1 ,
(L.7) Of = Quv(f) = —div(A(z, f) f) + 5 Af, f(0) = fo donnée.
On introduit enfin une dynamique auxiliaire définie par
(1.8) dy; = A(y;, f)dt + 0 dBy, y;(0) = données, 1<i<N,

ou f est la solution de (1.7) associée a fy et les B; sont les mémes mouvements
browniens que dans (1.6).

Théoréme 1.2 (Sznitman) Soient FY € Py, (EN) et XY € EY une variable
aléatoire de loi FYY, soient fo € P(E) et Y{* € EYN une variable aléatoire de loi
SN La solution XN(t) de (1.6) issue de X et la solution Y™(t) de (1.8) issue de
YN et associée a fo satisfont

(1.9) SupE< lez )<CT<( Zm |>+\/LN>

[0,T]

our une constante Cr, et ou E désigne 'espérance associée a P.
)
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En particulier, en prenant dans (1.9) 'infimum par rapport a tous les couplages
possibles (X}, Y{") on obtient

Ny N, B
(1.10) sup D (FY(1): 1) < Cr <DN<F0 o)+ m)’

ot on a posé Dy (G; g) := Wi (G, g®V) pour tout G € P(EY), g € P(E).
Le théoreme 1.2 est démontré dans [22]. On renvoie aux travaux de F. Malrieu
et aux articles qui y sont cités pour des résultats récents concernant ce modele de

McKean-Vlasov.

1.3 Systeme de Boltzmann-Kac et équation de Boltzmann

On s’intéresse maintenant au modele de Kac qui apparait dans un article fameux
[12] datant 1956 dans lequel la problématique des “limites de champ moyen” est
introduite pour la premiere fois ainsi que le concept de “propagation du chaos”. On
considere un systeme de particules qui interagissent par “sauts collisionnels binaires”
sensé étre une caricature d’une vraie dynamique déterministe collisionnelle. Plus
précisément, on considere un systeme de N particules identiques dont la vitesse
V = (v1,...,on) € EV, dans 'espace des phases, évolue selon la régle heuristique
suivante :

- pour tout couple (i,5') € {1,..., N}? on tire un temps alétaoire de collision
Ty j» selon une loi exponentielle de parametre B(|vy — vy/|) et on sélectionne (i, 7)
le couple de vitesses avant collision correspondant au temps minimal 75 ; < Ty 5
vi', g

- on tire au hasard un “angle” de collision o € S%! suivant la loi b(cos ),
cost) = o - (v; — v;)/|vi — v;], et on définit les vitesses apres collision (v;, v;) par

vi+ v o — vl vi v v —

1.11 v = + o, v =
( ) ! 2 2 J 2 2
- apres cette collision, la nouvelle vitesse est V;; := (v1, ..., v}, ..., v}, ..., un).

En répétant ce procédé (et en changeant d’échelle de temps), on construit un
processus de Markov dont la loi F}V est régie par I'équation de Kolmogorov

(1.12) Oi(F, ) = (FY,AVp) Ve G(EY)
ot le générateur AV est donné par

N
1 /
(1.13) AN = N DAY AV = B(vi —vj,0) [gi; — ¢l do,

d—1
ij=1 S

avec ¢ = p(V), ¢i; = 0(Vi;), B(vi —vj,0) = B(|vi — v;]) b(cos ). On supposera ici
que B correspond a I'une des trois sections efficaces suivantes :
- (MG) molécules maxwelliennes avec cut-off de Grad : B=1,b=1;
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- (M) molécules maxwelliennes sans cut-off : B=1,b ¢ L';

- (SD) spheres dures : B(z) = |z|, b= 1.

D’autre part, on introduit la dynamique sur la densité statistique f(t) € P(FE)
qui est régie par ’équation de Boltzmann (homogene en espace)

) af=Qa(hi= [ [ B vo) (7 s £ £ dodo,
Re Jgd-1
f(0) = fo donnée, ou v’ et v, sont définis grace a (1.11) a partir de v, v, et o.

Définition 1.3 FEtant donnée une probabilité G € Py, (EN) on définit sa j-ieme
marginale G; € Py (E7), 1 < j < N, en posant G;(A) :== G(A x EN7J) pour tout
borélien A de E?. On dit qu'une suite (FN) de Py, (EYN) est f-Kac chaotique (ou
simplement f-chaotique), f € P(E), si pour tout j > 1 fizé, on a

N e .
F; % faiblement dans P(E”).

Le lien entre ces deux dynamiques est donné par le résultat “de propagation du
chaos” :

Théoréme 1.4 (Kac, McKean, Graham et Méléard) On suppose (MG). Soit
FY € Py (EN) et FN(t) la solution de (1.12)-(1.13) issue de F§'. Soit fo € P(E)
et f(t) la solution de (1.14) issue de fo.
(1) Si EY est fo-chaotique, alors FN est f(t)-chaotique.
(2) Plus précisément, si F = f&V alors pour tout 1 < ¢ < N
Cor

sup DE(FN(t)§f(t)) < Ta
te[0,7
P

ot on a posé Dy(G; g) := W1 (Gy, g?°) pour tout G € P(EN), g € P(E).

Le résultat (1) est di & Kac [12] pour le modele appelé “caricature de Kac” et a
McKean [14] pour le modele (MG). Le résultat (2) est établi explicitement dans
Graham et Méléard [7], voir également [13]. A chaque fois les preuves reposent sur
une description précise/explicite des suites de collisions a ’aide d’une représentation
“en arbre” (fomule de Wild dans [12, 14|, arbres aléatoires dans [14]) et sont donc
spécifiques au modele (MG) . Sans utiliser de formulation explicite Griinbaum [8]
redémontre (1) et Peyre [20] obtient une variante de (2).

Une premiere question posée par Kac est celle de savoir si son résultat peut
s’étendre a un modele plus “physique” que celui qu’il considere. Une réponse affir-
mative est donnée par Sznitman dans [21] qui démontre par une méthode de mar-
tingale non linéaire (que nous ne présenterons pas ici) le point (1) du Théoreme 1.4
pour le modele (SD).

La deuxiéme question largement discutée dans [12], et qui était peut-étre la
motivation initiale de Kac, est celle d’obtenir le “théoreme H” de Boltzmann pour

XXXIIT-5



STEPHANE MISCHLER

les solutions de 1’équation (1.14) non linéaire a partir de familles de fonctionelles de
Liapounov pour I’équation (1.12)-(1.13) en grande dimension mais linéaire, et mieux,
d’obtenir le temps de relaxation de I’équation (1.14) a partir d’un possible temps de
relaxation uniforme en N pour (1.12)-(1.13). Afin d’accomplir ce programme, Kac
propose d’étudier la famille des trous spectraux dans L? associée a (1.12)-(1.13).
Dans cette direction citons le résultat suivant.

Théoréme 1.5 On suppose (MG) et on note oy la mesure uniforme sur la sphére
Sn de EN centrée et de rayon v/ N. Il existe § > 0 tel que pour tout N > 1

Ay = inf{ — (b, ANR) 2, (h,1)g2 =0, B2} =6 >0,

ot (-,-)g2 et || - ||z2 correspondent au produit scalaire et d la norme de L*(Sy;doy,).
En particulier, pour tout FYY = hooy € Pem(EYN), ho € L?, la solution FN de
(1.12)-(1.13), s’écrit FN = h(t) oy et

(1.15) IAN () — 1|2 < e °H || — 1|12

Le Théoreme 1.5 a été établi par Janvresse pour le modele de Kac et par Carlen,
Carvalho, Loss [4] pour le modele (MG). Il se trouve que le théoreme 1.5 ne donne
pas de réponse au deuxieme probleme posé par Kac. En effet, pour une suite F)¥ =
hl on qui est fy-chaotique , on a “naturellement” ||h) — 1|72 > AN, avec A > 1,
de sorte qu’il faudra attendre un temps proportionnel & N avant que la borne (1.15)
implique une convergence vers 1’équilibre.

Plus récemment, la question du trou spectral associé a l’entropie (qui est une
fonctionnelle mieux adaptée a une limite N — oco) a été étudiée. En définissant

1
Aly =inf{ — (log G)/N,ANG)/H(G)},  H(G):= ~ [ GlogG,
EN
il est démontré que Ay > 1/N dans [25] et limsup Ay = 0 dans [3]. La borne
inférieure n’étant pas uniforme en N, ces résultats ne permettent pas de répondre a
la deuxieme question de Kac.

1.4 Limite de champ moyen par hiérarchie BBGKY

La hiérarchie BBGKY a été utilisée avec succes par Lanford en 1974 pour
démontrer la “limite de Boltzmann-Grad” (qui n’est pas une limite de champ moyen
a proprement parler) et obtenir ainsi 1’équation de Boltzmann non homogene en
espace comme limite d'une dynamique portant sur N particules lorsque N — oc.
Il n’est pas question ici de présenter le résultat de Lanford. Nous allons plutot
illustrer cette approche a partir de nos trois modeles présentés ci-dessus. En pre-
mier lieu, il convient de remarquer que si on s’intéresse a la densité de parti-
cules F(t) € Py, (EY) alors son évolution est régie par 'équation de Liouville-
Kolmogorov

(1.16) oFN = QN FYN,

XXXIII-6
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ott OV = (AM)* = AY pour le modele de Boltzmann-Kac et

Np_ : 4 g
OVF= ) div,, (Ai(X) F) + 5 ZNA%

i=1,...,.N i=1,...,

avec 0 = ( pour le modele de Vlasov et 0 = 1 pour le modele de McKean-Vlasov.

En deuxieme lieu, pour chacun de ces modeles, il existe un opérateur Qﬁl de
P(E’*!) dans P(E7) tel que lorsqu’on intégre 1'équation (1.16) par rapport aux
N — j dernieres variables, on obtient la famille d’équations

(1.17) OFY = (Q"FN); =Y Fll, V1<j<N.

Le fait que (QVFY); s’écrive comme une fonction de F}Y, provient de ce que les
interactions entres particules sont (au plus) binaires.

La preuve de la limite de champ moyen en passant par la hiérarchie BBGKY se
fait selon les trois étapes suivantes :

Etape 1. Compacité/Convergence. On montre que F} est bornée dans Py(E), k > 0,
assez grand de sorte que d’une part pour tout j > 1 fixé on a FjN — 7; faiblement
dans Py, (E7). On montre que “Q;V — 27?7, pour un certain opérateur 22° de
P(Ef“) dans P(E7), de sorte que de plus Q| F\, — Q% ;1 faiblement dans
P(E7*!). En passant dans la limite dans (1.17) on obtient que la suite (7;);>1 de
Py, (E?) est compatible (au sens ol la j-iéme marginale de ;41 est 7;) et est

solution de la hiérarchie d’équations (BBGKY)

(]_]_8) 8t7Tg = Qjoj_l T+1-

Etape 2. Consistence. On remarque que si f(t) est solution de I’équation non linéaire
“de champ moyen” alors 7;(t) = f(t)®7 est solution de (1.18), ce qui résulte de la
“consistance” de 'opérateur 2> vis-a-vis de I'opérateur non linéaire ().

Etape 3. Unicité. On démontre qu’il y a unicité de la solution (1.18), c’est 1'étape
difficile de la méthode.

En combinant ces trois étapes, on obtient que si F jN 0) — f(?j lorsque N — o0
pour tout j > 1, alors F¥ () — f(t)®/ lorsque N — oo pour tout j > 1.

Des théoremes d’'unicité pour la hérarchie BBGKY ont été obtenus par Pulvi-
renti, Spohn et Wick dans le début des années 1980 pour le modele de Vlasov et
par Arkeryd, Caprino, Ianiro [1] pour le modele de Boltzmann (SD). En particulier,
ce dernier résultat donne une preuve alternative a la preuve de Sznitman [21] de la
limite de champ moyen du systéeme de Boltzmann-Kac (SD).

1.5 Le théoreme de Hewitt et Savage

Le théoreme de Hewitt et Savage est historiquement important, il fait le lien
entre les familles compatibles de mesures symétriques et les mesures de mélange.
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Théoréme 1.6 ([11]). Soit (7;);>1 une suite de P(E?). Il y a équivalence entre

- (mj)j>1 est symétrique et compatible ;

- il existe 7 € P(P(E)) telle que m; = / p¥ w(dp) Yj>1.
P(E)

Dans le domaine des limites de champ moyen les applications du Théoreme 1.6
sont multiples. Il permet de traiter des situations dans lesquelles il peut y avoir
“mélange” (il n’y a pas “chaos”), ou pour lesquelles on ne sait pas I’exclure a priori, ce
qui est le cas lorsqu’on étudie des limites de mesures de Gibbs en physique statistique
a 1’équilibre. Le Théoreme 1.6 est également utilisé dans les preuves classiques de

comparaison des convergences suivantes pour une suite (FV) de P(EY), (F}V) bornée
dans Pk<E), E>1,et fe Pk(E) :

(1.19) FN — f faiblement lorsque N — oc;

(1.20) H(f) < liminf H(F");

(1.21) (FN) est f — chaotique;

(1.22) Wi(EY, £9?) — 0 lorsque N — 00;

(1.23) Wi(FY, f€) = 0 lorsque N — oo Yk > 1;

(1.24) EFN — §; faiblement dans P(P(E)) lorsque N — 00;
(1.25) Wi(FYN, f9N) — 0 lorsque N — oo;

(1.26) FN —~ fet HIFN) — H(f) lorsque N — 0.

Il est connu que les convergences (1.21), (1.22), (1.23) et (1.24) sont équivalentes
entre elles, qu’elles sont impliquées par (1.25) ou (1.26), et qu’elles entrainent (1.19)
et (1.20).

1.6 Discussion

Dans la suite de ces notes nous allons aborder les questions suivantes et donner
quelques éléments de réponses.

1. Peut-on comparer de maniére plus précise les différentes convergences (1.21)—
(1.26) ? Peut-on comparer de manieére quantitative les convergences équivalentes
(1.21)—(1.24) ? Nous traitons ces questions dans le paragraphe 2 dans lequel nous
présentons un résultat de comparaison des mesures du chaos qui entraine en parti-
culier I’équivalence des convergences (1.21)—(1.25), a noter que 'implication “(1.21)
implique (1.25)” est nouvelle. Nous comparons également le chaos au sens de Kac
avec des notions plus fortes et plus récentes de chaos.

2. Peut-on avoir le méme type d’inégalité (1.5) et (1.10) pour le modele de
Boltzmann-Kac ? Peut-on traiter par la méme méthode les trois modeles, et donc des
combinaisons de processus de dérive, diffusion et sauts ? Peut-on généraliser ces esti-
mations quantifiées au cas d’'un modele “physique” (Maxwell sans cut-off et spheres
dures), ce qui est la premiere question de Kac? Nous répondrons positivement a ces
trois questions dans le paragraphe 3.
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3. Peut-on avoir une estimation uniforme en temps et peut-on répondre a la
deuxieme question de Kac concernant un temps de relaxation vers ’équilibre uni-
forme en N 7 Egalement au paragraphe 3, nous donnerons une réponse positive a
ces deux questions avec toutefois des taux strement moins bons que ceux que l'on
pourrait espérer.

4. Peut-on comparer la méthode de la hiérarchie BBGKY avec les méthodes
quantitatives de limite de champ moyen ? Dans le paragraphe 4, nous expliquerons
pourquoi la méthode introduite au paragraphe 3 est d’une certaine maniere une
“version quantitative” de la méthode de la hiérarchie BBGKY.

2 Les mesures du chaos

Dans ce paragraphe, pour simplifier la présentation, on prend £ = R? muni de
la distance dg(x,y) := |z — y| A 1. Pour f € P(E), k € (0,00), on note My(f) le
moment d’ordre k& de f. Notre premier résultat est une comparaison “quantifiée”
des différentes mesures du chaos au sens de Kac.

Théoréme 2.1 [ existe v, € (0,1) tels que pour tout i,j € {0,2,...,N} et tout
GN € Py (EY), GY € Po(E), f € Po(E) on ait

DG ) < O (DAGY 1) + 55 )

avec C = C(My(GY), Ma(f)).

Preuve du Théoreme 2.1 : nous en donnons juste les grandes lignes.
Etape 1. Onapourtout 1 <j<k<N

Wi(Gy, f2) < 2Wi(Gy, F25).

Pour voir cela, il suffit d’introduire la division euclidienne k = aj+7r, 0 <r < j—1,
d’écrire EF = E7 x ... x E? x E" et de revenir a la définition des distances Wj.

Etape 2. 1l existe deux constantes C' > 0, a € (0, 1) telles que
~ 1\«
(2.1) Wi(G,6;) < C (Wl(Gz, Fof)+ N) .

Pour la preuve de (2.1) on introduit la notation 7 G := G. On commence par écrire
I'identité

Wiz, (mpG.0p) = (1_N)/E[é2_|él|2]

SN SN S S S O i e (41
+/E[|G1| Gif G1f+|f\]<§>28+N/E GE ds,
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oll ici (et ici seulement!) on note A(€ = [pe "¢ h(dv), h(€) = [z h(dv) et
H(E) = [ e ¢ H(dv, dw) pour h € P(E) et H € P(E?). Ainsi, pour s >
d/2+ 1/2, de sorte que || f — g|lg-s < CWi(f,g), on a

1
(2.2) W”'”?{—s (WgG, 5]0) S Cs,d <W1(G2, Gl & Gl) + ||G1 - f”?{—s + N)

De la borne d’interpolation Wi (f,g) < Ci||f — gll3-., a € (0,1/2), et de I'inégalité
de Jensen dans P(FE) x P(E), on déduit que Wi (mp G, dy) < e, _, (oG, 65)]" ce
qui permet de conclure.

Etape 3. On montre que
(2.3) WG, F) <Wi(G, ;) + Qp(N)

ot on définit F := f&N, Q;(N) := Wiy, (F, 5;) et

WG, F):= inf / Wy (Y, ) w(dX, dY).
ENxEN

©ell(G,F)

En effet, puisque I1(G,6;) = {G @ §;} et F® G € TI(F,G), on a
Wi(C,8)) = / Wilp.f)Gldp) = [ WGl 1) F(X) Glay)
ENxEN
> [ ) - W P FX) GlaY)
ENxEN

> ini / WY, i) m(dX, dY) — [ Wi, f) F(dX)
ENxEN

7ell(F,G) EN

= W{(F,G) = Wi(6;, F).
Etape 4. Pour terminer, on montre (et c’est le point crucial)
(2.4) VF,G e Py, (EY)  Wy(FG)=W/(FGQ).

On montre seulement Wi (F,G) < W{(F,G) puisque I'inégalité inverse découle tri-
vialement de l'inégalité Wy (u¥, ud¥) < dgv(X,Y). Par un argument de densité, que
nous ne détaillerons pas, on peut se ramener au cas ou F est un ensemble fini de
sorte que les mesures F, G et les plans de transport 7 € II(F, G) peuvent étre com-
pris comme des fonctions EV — [0,1] et EN x EN — [0, 1] respectivement. On
considere 7 € II(F, G) telle que

/ WY, 1Y) w(dX, dY) = Wi (F. ),
ENxEN

et comme la fonction (X,Y) — Wi(u¥, pud) est invariante par permutation des
coordonnées de X et Y, on peut supposer que 7 € Py, (E*Y) au sens ou (X', Y’) =
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m(X,Y)si X'~ X et Y ~Y ol on a défini la relation d’équivalence ~ par Z ~ Z’
pour Z, 7' € EN §'il existe 0 € Gy tel que Z' = 7, = (20(1), ---» Zo(v))- Le probleme
est résolu si on montre comment définir 7* € II(FY, GY) telle que

(2.5) [E - dpv (X,Y) 7 (dX,dY) = / Wi (Y, p3) m(dX, dY).

ENxEN

On désigne par X C EY (resp. ¥ C EV) les classes d’équivalence (pour la relation
~) et par 2 (resp. %) 'ensemble de ces classes (ot EV est considéré comme étant
respectivement l'espace de la premieére marginale et de la deuxieme marginale). A
cause des hypotheses de symétrie, les fonctions F' et G sont constantes sur chaque
classe et la fonction 7w est constante sur chaque paire de classes. Plus précisément,
pour tout X € 27, Y € # et pour tout X e X, Y € Y

FX)=FX)/tx, GY)=FY)/MY, 7(X,Y) =7 x)V)/(1x1y),

ou dans les termes de droite de ces trois égalités F', G et m sont considérées comme
des fonctions d’ensemble et § désigne un cardinal. On en déduit les relations de
compatibilité suivantes : pour toutes classes X', Y et tout X e X, Y € Y

(2.6) F(X)= Z m(X,Y') = Z (X x y’)) G(Y) = Z (X' xY)

Ve y'ey Vew ﬁX X'eZ ﬁy

Pour une paire de classes (X', )), on définit le réel positif dxy := Wi (u, 1) pour
un couple (et donc tout couple) (X,Y) € (X,)). Ensuite, pour une paire de classes
(X,)), pour X € X et Y € ), on définit les ensembles de couples optimaux

Cx’y = {(XI,Y/) € X x y; dEN(XI,Y/) = 5/\/3)},

CX’y = {Y/ < y; (X, Y/) S Cx’y} et CX,Y = {X/ € X; (X/,Y) S CX,y}.

Il est facile de montrer que pour toutes classes (X,)), on a

(2.7) VX, X' € X iCxy =tCxy, VY, Y' €Y #Cxy = tCx vy,
et que pour tout X e X, Y € ), on a

(2.8) ICx y X = 1Cxy = iCx vy 1.

On est maintenant en mesure de définir la probabilité 7* € P(EY x EY). On pose

W*(X,Y) M si (X,Y)GCXy,
1Cxy ’
TXY) = 0si (X,Y)¢ ] Cay

XeZ,yew
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On vérifie alors que 7* € II(F, G) puisque si X € EV et X est la classe de X, on a
grace a (2.8) et (2.6)

FXxEY) = Y -y oy )

VeV Y'ey VIED Y'ECx 3  Cxy
(X x )
= ) fCxy ﬂC—tiX) = F(X),
Vew i

et de la méme maniere VY € EV 7*(EN x Y) = G(Y). Enfin, on calcule

Y dpw(X ) T(X)Y) = > > dpn(XY) T (X,Y)

XeEN YeEN XeZ , Ve XeX,YeY

= 2 > by 12X Y)

C
XEX, VeV (X,Y)eCx.y Y

= Z 5;\{73; 7T<X X y)

XeZ,ye?

= > Y Wl ) e(X,Y)

XeX , Ve XeX, Yey
= Z Wl(ﬂ’%? Ny) 7T<X7 Y)7

XeEN YeEN
ce qui est précisément (2.5). O

Un corollaire du Théoreme 2.1 est le résultat suivant qui permet de relier le
chaos au sens de Kac, le “chaos entropique” étudié dans [3] et le “chaos au sens de
I'infomation de Fisher” que nous introduisons ici. On définit I'information de Fisher
d’une probabilité réguliere F' € Py, (EY), Fy € P(E), k > 0, par

1 |VF|?
I(F):= Ny FO
Théoreme 2.2 Soit (F) une suite de Py, (EN) telle que My(F}) est bornée avec
k>2et FN — f faiblement dans P(E).
Dans cette série d’assertions, chacune implique la sutvante.
(i) (FN) est f-Fisher chaotique, au sens ou I(FN) — I(f), I(f) < oo ;
(ii) I(FN) est bornée et (FN) est f-Kac chaotique;
(iii) (FN) est f-entropie chaotique, au sens ou H(FY) — H(f), H(f) < o0 ;
(iv) (FN) est f-Kac chaotique.

Idée de la preuve. Le point le plus délicat est d’établir H(f) > limsup H(FY) afin
de montrer que (ii) implique (iii). Pour faire cela, on écrit I'inégalité HWI de [19]

N

F
H(FY|y®Y _Flog ow < H(fEN YY) + Wo(FY, fEN) T(FN[y#N),

)ZZN
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on utilise le fait que I'information relative de Fisher

2

1 FN Ay VA
I(FN[y®N) = — Vieg —| vV = I1(FY / 2 — EN
(W)NEN og —~| 7 ()+E Fol 1
est bornée, et enfin que Wh(FY, f®N) — 0 grace au Théoreme 2.1. 0

3 Quantification du chaos et relaxation uniforme
en N

Commencons par une premiere estimation de propagation du chaos.

Théoreme 3.1 Soit F)¥ € Py, (EN) et FN(t) la solution de I’équation (1.16) as-
sociée au modéle de Vlasov, McKean-Vlasov ou Boltzmann-Kac. Soit fy € P(E)
et f(t) la solution de l’équation de champ moyen associée a (1.3), (1.7) ou (1.14).
Alors pour tout 1 < j < N/2, on a

(3.1) sup ||FJN(t) _ f(t)®jH}']’. < Cir

Na + @j,T <WW1 (F(JNv 5f0))7
t€[0,T)

avec
— T < 00 pour les modéles de Viasov, McKean-Viasov et Boltzmann-Kac (M),
— T € (0, 00| pour le modele de Boltzmann-Kac (MG) et (SD),
— fo et FYY possédent “suffisamment” de moments bornés, et éventuellement Fj¥
satisfait a des contraintes de support,
— F; est un espace de fonctions réquliéres de E7, typiquement F; C W (E7),
~ la constante a € (0, 1] dépend du modéle considéré, ainsi que la constante Cr;
et la fonction ©; 1 qui satisfait ©;1(s) — 0 lorsque s — 0.
En particulier, si F est fo-chaotique alors F™(t) est f(t)-chaotique, et cela de
maniére quantifiée. De plus, si FY¥ est fo-entropie chaotique alors FN(t) est f(t)-
entropie chaotique.

Soulignons que grace aux estimations présentées dans la section 2, on peut
déduire de la forme précise du Théoreme 3.1 (voir [17, 16]) que pour tout temps
T < oo et toute “mesure du chaos” D = Dy, D,, ... Dy, il existe une fonction
Or € C(R4,R,), ©7(0) =0, telle que

o [
(3.2 st DFY0:() < 6 (N+D<Fo 7fo))-

Dans certain cas, on peut prendre Or(s) = Crs®*, a € (0,1). On étend ainsi les
estimations (1.5) et (1.10) au cas des modeles de Boltzmann-Kac et au cas de modeles
mixtes de dérive, diffusion et sauts, et on prouve en particulier un résultat quantifié
de propagation du chaos pour les modeles “physiques” (SD) et (M). On répond
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ainsi bien a la question 2 formulée dans le paragarphe 1.6. Soulignons toutefois que
I'estimation (3.2) obtenue grace au Théoreme 3.1 est moins précise que (1.5) et
(1.10).

Nous n’allons pas présenter la preuve du Théoreme 3.1 en détail mais seulement
quelques idées clés que nous illustrons sur le modele de Boltzmann-Kac (MG).
Cette preuve est en partie inspirée de la preuve de Griinbaum [8], mais elle est aussi
beaucoup plus précise et générale. Elle repose sur un argument de dualité. Pour
¢ € F; on décompose le terme a estimer en trois morceaux de la maniere suivante :

(EY = PN p@1977) =
= (FY,o@1°V7 — R,(uy))  (=Th)
+(FY Ro(uyy)) — (Fy', Ro (S "y ) (=1T3)
+(F R (S ) = (f7,0) (= T)

ol R, est le “polynome” sur P(E) défini par la relation

Ro(p) = [ pldm) . pldy

et SNL est le semi-groupe non linéaire défini sur P(E) et associé a 1’équation de
champ moyen par gy — SNty := g, g; solution de 1’équation issue de go.

Le terme T est facilement borné en C'/N grace a un argument combinatoire
classique déja présent dans [8]. Pour le terme T3, on écrit un argument similaire a
celui qui nous a permis de passer de (1.4) a (1.5), a savoir

15| = [(F, Ro(S{uy) — Ru(S* fo))

Rolegs (R W85, S 1)

J IVl Lo ey Cr (Fy s Walii s fo))
(3.3) 5 IVl o) Cr Wi, (£33, )

ou pour une distance D sur P(E), Wi < D, on définit

[Rolcop == sup  |Ry(n) — Ry(p)| < j [Vl
D(p,n)<1

et ot on utilise que le flot non linéaire satisfait d’apres [23]
(A5) Wa(fe, ge) < Walfo. 90) Y fo, 90 € P(E).

Enfin, on a une borne sur (3.3) grace au Théoreme 2.1.

IN N IA

La borne du terme T3 est le point clé. On commence par écrire 'identité
T, = (Fy T (Ryomuy) — (T7°R,) (1y))
= (F (T)'mn — 7NT°) Ry)

T
= <F(§V/ :QNS(ANWN—WNAOO)T:OdsR¢>
0

T
_ / (FN . (NWry — myA®) (T R,,)) ds
0
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dans laquelle on a
— T/ = semi-groupe dual (agissant sur C,(EY)) de FY — FN;
— T7° = semi-groupe “pushforward” (agissant sur C,(P(FE))) du semi-groupe
non linéaire SV défini par (T®)(p) := ®(SNp);
— 7y = projection C'(P(F)) — C(EY) défini par (1y®)(V) = ®(ud);
— AY est le générateur de T}¥ et A celui de T7°.
Or il est possible de montrer que
(A1) F} posseéde autant de moments bornés que I'on souhaite (autant que F¥);
(A2) A=®(p) = (Q(p), DP(p)) pour tout ¢ € C(P(E),R);
(A3) (AYTV0)(V) = (Qid), DD + O([Blcre /N) VB € C4(P(E), R):
(A4) SN e CY(P(F);P(E)), et plus précisément

T
(3.4) VT / (SN e dt < C.
0

La notion de calcul différentiel sur I’ensemble des probabilités que nous utilisons
ici est la suivante. Pour g~1, Q’~2 deux ensembles (égaux a R ou a un sous-ensemble
de P(FE)), G1,Gy deux espaces vectoriels normés tels que G, — G, C G, on écrit
d e C(G,G), o € (0,1], si pour tout f € G, il existe une application linéaire
continue D®(f) : G — G et pour tout f, g € G, on a pour une constante [®]c1.,

12(g) — (f) = (D2(f), f = 9Mlg. < [Plera llg — fligh™

Dans (A2)—(A4) il convient donc de préciser a chaque fois la norme considérée
(il s’agit ici de normes du type |T[; := supgcga IT(€)|/|€]* pour T € S'(R%) une
distribution et 7" sa transformée de Fourier) et en fait de restreindre I’ensemble de
probabilités considéré (changer P(E) par un sous-ensemble de probabilités ayant des
moments prescrits et/ou bornés). On n’en dira pas plus ici, sinon que grace a (A4)
on montre que T°R, € C''* et satisfait une estimation du type (3.4), et qu’alors,
de cette estimation combinée a (A1)—(A3), on déduit que le terme |T3| est borné
par C'/N®, et cela uniformément en T.

Enfin, il nous est possible de répondre a la deuxieme question de Kac formulée
plus haut.

Théoréme 3.2 Soit f, € P(E), par evemple régulicre, et F¥ = [f&N]s, la mesure

de probabilité obtenue en “conditionnant d la sphére Sy la mesure produit f§ 7.

Soit enfin FN(t) la solution du systéme de Boltzmann-Kac (1.12)-(1.13). Il existe
une fonction 1(t) telle que e1(t) — 0 et

(3.5) sup Wy (FN(t),0™) < ei(t) — 0,
N t—00
On considére maintenant le modele (MG), et lui seulement. On suppose de plus

que I(fo) < oo et on note FN = h™(t) o™ avec hV(t) € LY (Sy). Alors il existe une
fonction eq(t) telle que eo(t) — 0 et

N t—o00

(3.6) sup % /S WY (1) Tog h(t) do™ < ex(t) — 0,
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Dans le cas du modéle (MG), on peut prendre €;(t) = C;t~%, avec a; € (0,1) plutét
proche de 0 que de 1/

Dans le cas du modéle (MG), I'idée de la preuve est la suivante. D’une part, grace
a (1.15) on obtient

(3.7) Wi(EN (1), 0™) < CIRN () — 1|25y < AV e,

ce qui donne une premiere borne pertinente pour des temps grands par rapport au
nombre de particules. De plus, en combinant le théoreme 3.1 de quantification du
chaos (qui est uniforme en temps) et le retour exponentiel vers la gaussienne de la
solution f(t) de I’équation de Boltzmann (1.12) issue de fy établi dans [5], on obtient
aisément pour «; € (0,1), C; >0

(3.8) VN >4, Vt>0  Wi(FN@),oM)YV < G + Cye ™.

S Voo
La convergence (3.5) s’en déduit en choisissant (3.7) si N < et et (3.8) si N > et.
La convergence (3.6) se déduit de (3.5), de 'inégalité de type HWI [26, Theorem
30.22]

H(FN|o™) < I(FN|o™) o/ Wo(FN, o)

et d'une borne uniforme ent > 0 et N > 1 de I(F™|o™V) que I'on obtient en adaptant
un argument de [24].

4 Retour sur la hiérarchie BBGKY

Nous prétendons que le Théoreme 3.1 peut étre vu comme une version quantifiée
de la méthode reposant sur la hiérarchie BBGKY. En effet, des hypotheses tres
sembables aux hypotheses (A1)—(A5) rencontrées dans la preuve du Théoreme 3.1
(en fait, légerement plus faibles) permettent d’obtenir un théoréeme de proagation
du chaos sans taux en suivant la démarche décrite dans la section 1.4. Encore une
fois nous nous restreignons au modele de Boltzmann (MG), mais ce que nous allons
exposer se généralise sans difficulté aux trois modeles introduits dans la section 1.

Avec les notations de la section 1.4, on introduit la suite d’opérateurs adjoints
AN = (QN)" - Cy(E7) — Cy(E7T) et Vopérateur Q* : Cy(E) — Cy(E?) a aide

j+1
des relations

(FAY @) = (X, F0),  (p®p,Q (W) = (Q(p),¢),

pour toute probabilité F' € P(E'*!), p € P(E) et toute fonction ¢ € Cy(EY),
Y € Cy(E). On suppose que pour tout ¢ = @1 ® ... ® @;, @; € Cy(E),

(A3") Ao = Ao =" Q" (e) [[ o

i=1 ki

Un premier résultat immédiat est le suivant.
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Proposition 4.1 Sous les hypothéses (A1) et (A3'), pour toute suite (FY) de so-
lutions au systéme (1.16) il existe une sous-suite, encore notée (FN), et une suite
(m;) telle que m; € C([0,00); P(E?) — w),

Vji>1 FY(t)— m;(t) faiblement dans P(E?) lorsque N — oo,

(mj(t)) est une suite compatible de mesures de probabilité et (m;) est solution de la
hiérarchie (1.18) avec 3%, = (AS°)*.

Il est important (et immédiat) de noter que si f(¢) est une solution de ’équation
(1.14) alors ; := (f(t)®?) est solution de (1.18). Notons également que I'hypothese
(A3') est tres semblable a 'hypothese (A3), mais plus faible puisque la convergence
demandée ici correspond a une convergence sur les “fonctions polynomes” de P(F).
Le lien entre A2° et A> provient de la relation Rymee) (p) = (A>®D)(p) lorsque
j — oo pour tout ® € CH*(P(E);R), p € P(E), et ot on a défini II§ : C,(P(E)) —
Cy(E7) par (II§®)(X) = (uk) VX € E7.

En s’inspirant de la preuve du résultat de Arkeryd, Caprino, Ianiro [1], nous
sommes capables de montrer le théoreme d’unicité suivant.

Théoréme 4.2 (Unicité pour la hiérarchie BBGKY) Supposons (A2) et (A4)
vérifies. Pour toute donnée initiale T € P(P(E)) il y a équivalence entre

o 7(t) € P(P(E)) est défini a l'aide de (mi(t))e>1 grace au Théoréme 1.6 de
Hewitt-Savage, ot (me(t))e>1 est solution de (1.18) pour la donnée initiale (7o z)e,
qui est elle-méme associée a 7ty grace au Théoréme 1.6 (appliqué en sens inverse).

e 7(t) € P(P(FE)) est solution de l’équation posée dans P(P(FE))

(4.1) O = 0%,  #(0) = 7o,

(7 (1), ®) := (70, T=®), V& € Cy(P(E)).

En particulier, lorsque 79 = 0y,, fo € P(E), soit donc mo, = f(;@f, la solution de
(4.1) est 7 = dy,, et donc la solution de (1.18) est mi(t) = f(t)%*, ot encore une
fois f(t) désigne la soluton de (1.14).

On combinant ces deux résultats on en déduit :

Corollaire 4.3 On fait les hypothéses (A1), (A2), (A3’), (A4). On considére
FY € Py (EYN) et FN(t) la solution du systéme (1.16). On considére fo € P(E)
et f(t) la solution de l'équation (1.14). Si FY est fo-chaotique, alors F™N(t) est
f(t)-chaotique.
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