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Limite de champ moyen de systemes de particules

Frangois BOLLEY

Ceremade, Umr Cnrs 7534, Université Paris-Dauphine,
Place du Maréchal de Lattre de Tassigny, F-75775 Paris cedex 16.
Mel : bolley@ceremade.dauphine.fr

On présente des résultats classiques et récents dans ’étude de la limite de champ moyen de systémes
de particules stochastiques en interaction. Ces derniers résultats visent a couvrir une plus grande
variété de modeles et obtenir des estimations précises de la convergence et sont mises en lien avec le
comportement en temps grand des systemes considérés.

On s’intéresse au comportement de grands systemes de particules identiques repérées a l'instant
t dans l’espace des phases R? x R? des positions z et des vitesses v par z;(t) = (x;(t),v;(t)) pour
1<i<N.

On suppose que I'évolution des particules est régie par les lois de Newton modifiées par un terme
de diffusion, ce que I'on modélise par le systeme d’équations différentielles stochastiques couplées

d.%'l(t) = Ui(t)dt
dvi(t) = G(a:i(t),vi(t))dt—l—%ZF(xi(t)—a?j(t),vi(t)—vj(t))dt—|—\@UdBi(t) 1<i<N.

J#i
1)
Les données initiales z;(0) peuvent étre déterministes ou aléatoires.

De tels systemes sont classiques en physique puisqu’il décrivent 1’évolution d’astres de méme masse,
d’électrons, etc; leur étude a récemment connu une grande activité en biologie mathématique dans la
modélisation de mouvements collectifs de bactéries et de petits animaux (cf. [12] pour une présentation
générale). Les termes F,G, 0 et B; modélisent diverses influences sur 1’évolution des particules, qui
dépendent de leur nature et que I’on décrit maintenant.

Le terme G(x;,v;) rend compte des forces extérieures agissant sur la particule i, c’est-a-dire,
indépendantes des autres particules. Par exemple G(x,v) = —VU(z) est la force imposée au point z
dans un potentiel U(x) : c’est le cas, pour U(x) = a|r — 29| ™!, du potentiel de gravitation d’un astre
placé en 2y € R3 pour a < 0, et du potentiel électrique d’une masse chargée placée en zq € R3
pour a > 0. De méme G(z,v) = av avec o < 0 est une force de friction proportionnelle & la vi-
tesse, et G(x,v) = a(B% — |v|?)v avec a > 0 est une force d’autopropulsion et de friction introduite
dans [17] pour modéliser la tendance de certaines bactéries a atteindre une vitesse limite /3. Le modele
de Vicsek [29] considere méme des individus évoluant & vitesse constante en norme, et donc selon
des équations posées sur R x S9! : la limite de champ moyen pour ce cadre particulier est traitée
dans [6].

Deux indices j # i étant fixés, le terme N *1F(a:i—a:j, vi—vj) décrit ’action de la particule j sur la
particule i. Le coefficient N~! est celui du couplage dit < faible > : il induit une force totale d’ordre 1
sur la particule 7 et conduit aux équations de champ moyen comme nous le verrons par la suite.

Dans certains modeles cette action ne dépend que de la position relative x; — x; et dérive d'un
potentiel, sous la forme F(x,v) = —VU(x) : c’est le cas pour des astres, et dans ce cas U(x) = alz|™*
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en dimension 3 avec a < 0 est le potentiel attractif de gravitation, ou pour des électrons, et dans ce
cas U(z) = alz|™! en dimension 3 avec o > 0 est le potentiel répulsif de Coulomb. C’est également
le cas pour des amas de bactéries qui ont tendance a se rapprocher si elles sont tres éloignées, et
inversement : ce comportement a été modélisé par un potentiel de Morse

ol cR, ca et lp < 4 désignent l'intensité et la longueur caractéristique de la répulsion et de 'attraction
(cf. [17]).

Un autre modele tres étudié récemment (cf. [12]) est celui proposé par F. Cucker et S. Smale [15]
pour décrire l'interaction entre criquets et oiseaux de certaines especes évoluant sans leader, dans
lequel

F(zi—zj,0i—v;) = alle; — aj]) [ — 0P~ (05 — vy). (3)
Ce terme traduit la tendance de la particule i a avoir une vitesse proche de celle des autres particules
j (mimétisme), cette tendance étant pondérée par ’éloignement de ces particules, de sorte que les
individus proches ont plus d’influence que les individus éloignés : un exemple caractéristique est a(r) =
(14 7%)~7 avec v > 0.

La modélisation de phénomenes collectifs d’animaux peut faire apparaitre des termes d’interaction
de la forme F(x;,vs;25,v;) ne dépendant pas seulement des différences x; — x; et v; —v; : c’est le cas
par exemple si la particule 7 ressent uniquement l'influence des particules j présentes dans un certain
cone de vision (cf. [1]). Les résultats présentés ici s’étendent a de tels modeles, que 1’on n’incluera pas
pour ne pas alourdir les notations (cf. [5] par exemple).

Les processus (Bj(t))t>0 sont des mouvements browniens standards sur R?, que lon supposera
indépendants et qui modélisent des phénomenes de diffusion.

Le coeefficient de diffusion o sera pris constant. Les résultats présentés s’étendent néanmoins a des
ceefficients dépendant de la position de la particule ¢, de la forme o(z;(t)), ou méme de la position de
toutes les autres particules, de la forme

1
N Z U(xi, Vi; Tj, Uj)
J#i
(cf. [27], [5]). De tels ccefficients apparaissent dans des modeles d’évolution de nuages de criquets, leur
valeur en un point x décroissant avec la densité ou la vitesse moyenne du nuage dans un voisinage de

x (cf. [31]).

Pour des particules identiques, I’état du systeme n’est pas donné par la position z;(¢) de chaque parti-
N
1
N D plai(t), vi(t)),

i=1

cule dans Iespace des phases R?? nécessairement, mais par les quantités moyennes

et donc par une mesure de probabilité, dite mesure empirique, définie sur R?* par

1 N
"N
pe = N;%(w,m(t»

ol (,,,) est la masse de Dirac en (z,v) € R??. Cet objet mesure la densité du systeme dans ’espace
des phases puisque

A [A] = < card(: (2:(0), vi(1) € 4}

est la proportion de particules dans un ensemble A de R2%.
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Dans la plupart des exemples le nombre N de particules est tres élevé : on peut ainsi dénombrer
jusqu’a 109 criquets dans un nuage et jusqu’a 10'? étoiles dans une galaxie. L’étude numérique et
théorique de tels systéemes d’équations nombreuses et couplées est alors difficile. C’est pourquoi on
préfere souvent remplacer cette description microscopique de chaque particule dans un espace des
phases (deN ) trés grand par une description cinétique dans un espace des phases (R2d) réduit. Pour
de tels systemes cette procédure est appelée limite de champ moyen.

Le probleme de la limite de champ moyen a été résolu dans de nombreux modeles présentant des
forces F' et G régulieres. Il a au contraire été résolu dans peu de cas de forces singulieres ; en particulier
la limite de champ moyen dans le cas d’une évolution déterministe (ou 0 = 0) et de force d’interaction
gravitationnelle ou coulombienne est loin d’étre résolu : le meilleur résultat dans cette direction est
celui obtenu par M. Hauray et P.-E. Jabin (cf. [20]) pour des forces F' en O(|z|™%) avec a < 1
indépendamment de la dimension, et des données initiales bien réparties dans ’espace des phases, au
sens ot

inf [J2:(0) = 3 (0)] + [ (0) = vy (0)] > N/,

On se limitera & des forces F' et G régulieres sur R?¢. La force F étant une force d’interaction, il
est naturel de supposer que
F(—z,—v) = —F(z,v)

pour z,v dans R?, de sorte que F(0,0) = 0 (pas d’auto-interaction). Le systeme (1) s’écrit alors

dl‘i(t) = Ui(t)dt '
{ dvi(t) = G(zi(t),vi(t)) dt + (F * g ) (2;(t),v;(t)) dt + /20 dB;(t) 1<i<N (4)

ot * désigne la convolution sur R??. La particule i évolue donc dans le champ de force F(z; — 2)
moyenné sur z € R?? suivant la distribution ¥ du systéme, justifiant ainsi le nom de modele de
champ moyen.

1. LE CAS D’UNE EVOLUTION DETERMINISTE

Considérons dans un premier temps le cas d’une évolution déterministe, dans lequel le ccefficient
de diffusion o est nul : le systéme (4) est alors un systéme d’équations différentielles ordinaires. Pour
alléger les équations on suppose de plus que G = 0, le terme correspondant a G étant plus simple a
traiter que le terme d’interaction F' ﬂ{v , sous des hypotheses analogues sur F et G.

Le systéme est alors composé de N points (x;(t), v;(t)) évoluant dans I’espace des phases R?? suivant
I’équation de transport de force F* i (z,v) : par conséquent la distribution /¥ du systéme est solution
de I’équation de transport

of

E—i_vvzft"i'vv((F*ft)ft):O) t>07 ZL‘,UGRd, (5)
appelée équation de Viasov. Cette propriété se vérifie en formulation faible comme suit :
N
d N d 1
g St o> = AN ;‘f’(%(t)?vz(t))

N
- 4 D Vad(@i(t), vi(t) - vi(t) + Vod(wi(t), vi(t)) - (F * i) (wi(t), vi(t))
N
=1

= <0 v-Ved+ (Fxfi) Vg > .
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La question de la limite de champ moyen peut s’écrire sous la forme suivante : soit une suite

((21(0),...,2n(0)))  de données initiales de mesure empirique filf convergeant vers une distribution
fo sur R??: en chaque instant ¢t > 0 la mesure empirique ,&,{V donnée par I’évolution (4) converge-t-
elle vers la solution f; de (5) de donnée initiale fp? La mesure empirique ¥ étant elle-méme une
solution de (5), cette question se rameéne & une question de stabilité de solutions de (5), qui a été
résolue de la maniére quantitative suivante par les travaux indépendants de W. Braun et K. Hepp [9],

R. Dobrushin [16] et H. Neunzert [26].

Pour p > 1 notons P,(R??) 'ensemble des mesures de probabilité boréliennes x sur R?? de moment
d’ordre p /2,1 |(z,v)|Pdp(x, v) fini, ott |(z,v)] = (Jz|? + |v|?)Y/2. La distance de Wasserstein d’ordre p
entre deux ]iaesures et i de P,(R??) est définie par

_ . = 1
Wy(p i) = inf (E|Z - ZI7) &

oll Z et Z sont des variables aléatoires de loi 4 et [i respectivement. La connaissance d’'un tel couple
(Z,Z) donne donc une majoration de la distance Wy (p, it), et, d’autre part, par compacité il existe un
tel couple réalisant I'infimum. W), induit une distance sur PP(RQd) qui en fait un espace séparable et
complet. La convergence pour cette distance est équivalente a la convergence étroite plus la convergence
du moment d’ordre p (cf. [30, Chapitre 6]). Enfin, pour p = 1, la distance W; s’écrit sous la forme
duale de Kantorovich-Rubinstein

Wi(p, i) = sup {/ @du—/ sodﬂ} (6)
[90]1§1 R2d R2d

ol [p]; est la seminorme de Lipschitz de ¢ sur R??, forme qui la rend aisément manipulable.
Avec cette notation :

Théoréme 1 (Neunzert, Dobrushin). Soit I une force C' de seminorme de Lipschitz L. Alors, pour
toutes solutions (fi)i>o0 et (fi)i=o0 de (5) de moment d’ordre 1 fini,

Wl(fta ﬁ) S Bthl(an fO)
pour tout t > 0, avec ¢ =2 max(L,1).

Notons que pour des forces lipschitziennes F' le premier moment de f; se propage en temps.

En particulier, prenant pour f; la mesure empirique ﬂf/ du systeme de particules évoluant suivant
(4), alors Wy (f1, 1Y) sera majoré par ee¢? sur [0, T] si initialement W1 (fo, id') < e.

La démonstration du théoréme 1 est fondée sur l'interprétation d’'une solution f; de (5) comme
mesure image de la donnée initiale fy par le flot T;[( fs)o<s<¢] donné par les caractéristiques

{ () = J(t)

V'(t) = (Fx fo)(x(t),v(t).

Autrement dit f; est la distribution d’un systéme physique constitué de particules initialement dis-

tribuées suivant f et évoluant dans le champ de forces F x f;, ce champ de forces étant comme dans le

cas discret la somme des forces F(. — z) moyennées sur z € R?? suivant la distribution f; du systéme.
Elle se décompose en les étapes suivantes :

1) soit z(0) = (x(0),v(0)) et 2(0) = (2(0),v(0)) distribués suivant fy et fo respectivement et tels
que Wi(fo, fo) = E[z(0) — 2(0)};
2) si z(0) (resp. z(0)) évolue suivant le flot T3[(fs)o<s<t] (resp. Ty[(fs)o<s<¢]) alors la solution z(t)

t])
(resp. Z(t)) a l'instant ¢ a pour distribution f; (resp. fi) et donc Wi(fs, fr) < E|z(t) — 2(¢)];
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3) on controle 'écartement des trajectoires (z(t)):>0 et (Z(t))i>0 en fonction de leur écart initial
|2(0) — 2(0)| et des champs de forces F * f; et I * f;. Pour cela on démontre et utilise la borne
|F * fi — F % ﬁ||Loo(de) < cWi(ft, f+) qui controle la dépendance du champ de forces F * f; en la
distribution fy, et la borne [F * fi]; < ¢ qui permet de controler I’écartement des trajectoires sous un
meéme champ de forces;

4) on combine les différents termes obtenus et on conclut par le lemme de Gronwall.

Cette démonstration a été étendue dans [10] & des forces localement mais non globalement lipschit-
ziennes, telles que celles intervenant dans le modele de mimétisme (3). L’extension se limite a des
solutions a support compact, et est fondée sur un controle précis de la croissance du support - qui est
finie puisqu’il s’agit d’une équation de transport - en fonction de la seminorme de Lipschitz de F' sur
ce support.

Elle a également été étendue dans [19] & une version régularisée du systéme de Vlasov-Maxwell
relativiste, par une réécriture de ce systeme comme 1’évolution de la seule distribution d’un potentiel
électromagnétique.

Il est a noter qu'une propriété de stabilité entre solutions du systeme de Vlasov-Poisson a été
démontrée dans [21], mais uniquement pour des solutions de densité macroscopique

Pt = \/Rd ft(.,’l}> dv

dans L (Rd) ; elle ne peut donc pas s’appliquer au probleme de limite de champ moyen dans lequel

N
1
la densité macroscopique du systeme de particules est la mesure [)iv =N Z Oy (1)
i=1

2. LE CAS D’UNE EVOLUTION STOCHASTIQUE

Par analogie avec le cas précédent on peut espérer que la mesure empirique /liv du systeme évolue
suivant I’équation de Vlasov-Fokker-Planck

aé}?‘i"l)vzft‘i‘vv(((;‘i‘F*ft)ft) :O'zAvft, t >0, w,’UERd. (7)

En réalité ce ne peut étre exactement le cas quand o # 0. En effet, si les données initiales z;(0)
sont déterministes, alors ﬂév lest également, et de méme la solution de (7) de donnée initiale [Lév .
Mais de ’aléa est créé par 1’évolution stochastique (1) des z;(t) (pour o # 0) et donc ¥ ne peut étre
déterministe pour ¢ > 0. D’autre part, méme partant d’'une donnée initiale singuliere telle que ﬂév , on
peut s’attendre a ce que la solution de (7) ait une densité réguliere pour ¢ > 0 (et pour des ceefficients
F et G réguliers), ce qui n’est pas le cas de fi)".

Pour une fonction ¢ sur R??, la formule d’It6 assure en fait que

t
<ﬂiv,so>—<ﬂévso>+/ <Y, —v Ve = (G+ Fx i) - Voo — 0° Ay >
0

N t
:\/]\2;‘7;/0 Vp(wi(s), vi(s)) dBi(s), (8)

cette équation n’étant donc pas fermée en I'inconnue .
On verra par la suite que le membre de droite est petit en N par une loi des grands nombres.
Autrement dit )" est presque une solution de (7).
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Le membre de droite est également nul en espérance. Or prendre 'espérance dans ’équation ci-
dessus, c’est considérer ’évolution de la mesure E /liv que 'on étudie maintenant.
Supposons désormais que le systéme est constitué de particules initialement échangeables, c’est-a-

(N

dire dont la distribution initiale ) dans (R2)N est symétrique par permutation des N variables. Par

symétrie de 1’évolution cette propriété reste vraie a tout instant £ > 0. En particulier les N particules

(1)

ont au temps ¢ la méme loi dans R??¢, notée Wy, et qui est la premiere marge de la loi ugN) des N

(1)

particules. La mesure E 1Y est alors égale & Ly puisque pour un borélien A de R?¢

N
. 1 1
B Al =E 5 > 6m.mmlA ZP [(ai(t), vi(t)) € A] = ;"]
i=1
Pour écrire ’évolution de cette loi ugl), écrivons tout d’abord ’évolution de z(t) = (21(t), ..., 2n(t))

sous la forme de ’équation différentielle stochastique
dz(t) = V2X dB(t) + G(z(t)) dt

dans R%NV on (B¢)¢>0 est un mouvement brownien dans R2IN '3 est une matrice diagonale de taille
2dN, de ceefficients diagonaux égaux a 0 (d fois), puis 1 (d fois), etc, et ou

N
_ 1 2dN
G(x1,v1,...,ZN,VN) = (vl, N E F(z ,UN, G N E_ zN—z] € RV,

(N

Par la formule d’Ito, la loi p, ) de z(t) évolue donc selon ’équation linéaire de Liouville
(N ) N

N N N
1
t + E v; - leEN)+ E Vvi~((G(zi)+N E F(zi—zj)),ugN)) =o? E Avi,ugN),t >0,z € R?V,
i=1 j=1 i=1
9)

(1) (1)(

On en déduit I’évolution de la premiere marge p; ' = p; ’(z1) par intégration en za,..., 2N :

9,V
gt o vl‘llu’g ) + vv1 (G:U*(l)) - UzAligD - Vm ' (

F(z — 22) u§2)(21, 22) dz2>,

t>0,2 € R¥ (10)

R2d

(2)

ou désigne la loi jointe de 2 particules distinctes (et quelconques par échangeabilité). Or les
My g J p q q p g

particules, interagissant, ne sont pas indépendantes en ¢ > 0 méme si elles le sont initialement : la loi

u§2) d’une paire de particules n’est pas égale au produit tensoriel ugl) ® u%l) des lois de chacune - sans

quoi ugl) serait une solution de (7). L’équation (10) n’est donc pas non plus fermée en l'inconnue ,u,( ).

De méme I’évolution de ugz) fait intervenir la loi ugg) des triplets de particules, et ainsi de suite pour

la loi u§k) des k-uplets, jusqu’a I’équation d’évolution (9) de ugN) qui elle est bien fermée (hiérarchie
BBGKY). Cependant I’action de la particule j sur la particule i étant N1 F(z; — zj), et donc petite

pour N grand, on peut espérer que

1) les corrélations entre deux particules i et j en t > 0 soient petites si elles le sont initialement ;
2) ,ugz) se factorise presque (pour N grand) en ugl) ® ,ugl) si initialement ME)2) se factorise presque en

m()l) ® m()l) ;
(1)

3) revenant a (10), la loi p;’ soit presque une solution de (7).

La deuxieme propriété est connue sous le nom de propriété de propagation du chaos, que 'on définit
maintenant de maniere abstraite (cf. [18], [24], [25], [27]).
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Définition (M. Kac). Si X est un espace polonais, une suite (uN))y de mesures de probabilité
symétriques sur X, c¢’est-a-dire invariantes par permutation des variables, est dite u-chaotique pour
une mesure de probabilité u sur X si, pour tout entier k et toutes fonctions p1,...,pr continues
bornées sur X,

/ gol(xl)...cpk(a:k)du(N)(xl,...,xN)—>/ goldu / gokdu (11)
XN X X
quand N tend vers linfini, c’est-a-dire si k particules parmi N, de loi jointe ,u(N), sont asymptoti-

quement indépendantes et de méme loi . On dit alors qu’une dynamique faisant évoluer une famille
(N) (N)

de lois jointes initiales (g )N en les lois jointes (pu, ' )n pour t > 0 propage le chaos si le caractere
chaotique de la famille de lois jointes initiales (MéN))N entraine le caractére chaotique de la famille de

lois jointes (LLEN))N a chaque instant t > 0.

Une notion plus forte de chaos, appelée chaos entropique, a été introduite dans [11] pour permettre
de déduire des résultats de convergence entropique (en temps long) sur I’équation limite & partir de
tels résultats sur le systéeme de particules : elle consiste a considérer la loi jointe des IV variables et
non seulement les marges de taille &k fixée.

On cherche ici a montrer la propagation du chaos pour le systeme de particules et la convergence
de la mesure empirique /fL{V et de sa moyenne E /),{V = ,ugl) vers une solution de (7), autrement dit, que
les N processus (z;(t)):>0 ressemblent a l'instant ¢ & N processus indépendants de loi f; et évoluant
dans le champ de force F' * f;.

De maniére générale, & une mesure de probabilité (V)

sur XV on peut associer la mesure empirique
N

~N 1 N . , . . (N) , N .

ot = N E 0z, ou (z1,...,xN) est une variable aléatoire de loi p*¥). On a alors le théoréeme suivant :
i=1

Théoreme 2 ([27]). Soit (uN))n une suite de mesures de probabilité symétriques sur X et p une
mesure de probabilité sur X. Alors (W) est pu-chaotique si et seulement si (11) est vraie seulement
pour k =2, et si et seulement si la suite des mesures empiriques i associées a ,u(N) converge en loi
vers fi.

La méthode classique (cf. [25], [27]) que 'on présente maintenant va donner des estimations précises
de ces deux convergences, a savoir sur la caractere chaotique des lois jointes ,uEN) et la convergence de
la mesure empirique f}¥. Il s’agit d’une méthode de couplage, qui est une adaptation & ce cadre de la
méthode de démonstration du théoreme 1, et consiste a construire des processus artificiels, qui seront

la limite des processus (z;(t))i>0 pour N tendant vers l'infini.

On se place dans le cas ou les mouvements browniens (B;(t)):>0 et les données initiales z;(0) sont
indépendantes et de méme loi fj sur R??, la méthode s’étendant au cas de données initiales dépendantes
mais chaotiques. Pour 1 < i < N on considere le processus (Z;(t) = (Z;(t),vi(t)))+>0 solutions de
I’équation
d.’f:,(t) = ﬁi(t) dt 19
{ doi(t) = G(at)dt+ (F x fi)(5(0)) di + VEo dBi(b); 12)

(

initialement z;(0) = z;(0), (B;(t))t>0 est le mouvement brownien dirigeant 1’évolution du processus z;
et f; est la solution de (7) de donnée initiale fy. La particule fictive z; évolue donc dans le champ
F x f, généré par la distribution f;, quand la particule physique z; évolue dans le champ F i)Y généré
par ¥, que I'on espere proche de f;. Par la formule d’Ito, la loi de chaque Z(t) est f;, et on peut
interpréter z; comme une particule typique dans le systeme dont ’état est décrit par la distribution f;.
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Les N processus z; sont de plus indépendants puisque les données initiales et mouvements browniens
le sont.

Théoréeme 3 ([25], [27]). Soit z;(0) pour 1 < i < N des données initiales indépendantes et de loi
fo € P2(R%), et soit (Bi(t))i>0 pour 1 < i < N des mouvements browniens indépendants sur RY.
Supposons que F et G soient lipschitziens sur R2?. Alors, avec les notations précédentes,

1) le systéme de particules (4) admet une unique solution globale (2;(t))1<i<ns>0 de donnée initiale
(2:(0))1<i<n 5

2) Uéquation (7) admet une unique solution faible (fi)i>0 de donnée initiale fy ;

3) pour chaque i l’équation (12) admet une unique solution (z;(t))i>o de donnée initiale z;(0) ;

4) pour tout T > 0 il existe une constante C' telle que (pour chaque i)

_ C
sup sup E|z(t) — z(t)]? < ~
N 0<t<T

Ce résultat assure, avec des taux explicites,
(1) (1)

1) la convergence faible de la loi p,”’ d’une particule vers f; : en effet z1(¢) a pour loi p; ' par
définition et z;(t) a pour loi f; par construction, donc pour tout t < T' et tout N

Wa(ulY, f)? < Elz1(t) — 21 ()2 < < (13)

2lQ

2) la propagation du chaos pour le systéme de particules : k étant un entier fixé - ou plus généralement

un o(N) - et pour la distance de Wasserstein définie sur R2%,

=

Wl 747 SE |0, () - (100, a0 < S

3) la convergence de la mesure empirique /¥ vers f; : en effet, pour une fonction lipschitzienne ¢
sur R?¢
)

E‘/Rgd‘pﬂiv_/w@ftr:E‘;i%"('zi@))—/ws@ft
=1

< 2E o1 (1) — p(a1 ()| +2E| im(ﬂ) /
i=1

RQ

‘2

2
dSOft‘ (14)
2

Le premier terme est majoré par 2CN ! [¢]? sur [0, T] d’apres le théoréme 3, et le deuxieme terme est
égal & N1 Var[p(z1(t)] < N7 'p)? sup E|z1(t)|* par application de la loi des grands nombres aux
0<t<T

variables indépendantes ¢(Z;(t)).

Vérifions maintenant & ’aide du théoreme 3 que le membre de droite de I’équation d’évolution (8) de
la mesure empirique est en O(1/v N). Avec les notations précédentes, et en introduisant les quantités

Vup(Zi(s)),

JE i / 'V ooli(s)) dBis)

’ 2

IN

1 Mt 2
2|53 [ (Toello) = Vaolan(s)) dBits)

12E| 5 fj /0 upla () ABi(s) (15)
=1
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Par symétrie du systeme et la relation générale

t 2 t
B| [ X(s)aB)| = [ EBXG)Ps

0 0
une conséquence de la formule d’It6, le premier terme est majoré par
’2

fvi:p@\ / (Vuplalo) - Vaplals))) dBits)| = 2 / B |Vap(ai(s)) — Vog(a(9)| ds

< 20T sup Elzi(s) — z1(s)[”
0<t<T

pour t < T et ¢ lipschitzienne, ce dernier terme étant majoré par C'//N d’apres le théoreme 1. D’autre
t

part les variables aléatoires | V,p(Zi(s)) dB;(s) sont indépendantes, de moyenne nulle et de méme
loi, donc le deuxieme terme de (15) est

2 E t Vaop(Z dB o2 tIE Vaop(z ’ d

SB| [ vt an ] = £ [T )]
Or |Vop(2)] < [Vop(0)] + []1]2] et Bz (s)|> = /|z[2fs(z) dz est borné sur [0,7], donc le deuxieme

terme de (15) est également majoré par C'/N, ce qui conclut 'estimation.

Concluons cette section par 'idée de la démonstration du théoréme 3. Ayant choisi (par couplage)
pour I’évolution de Z; le méme mouvement brownien que pour I’évolution de z;, la formule d’It6 assure
que

1i|z —zZP = (G(z)—G(z) - (2 — %) + IZN: (F(zi — 25) — F x fi(%)) - (2 — )
2 dt 7 7 7 % 0 7 Nj:1 % 9 t\ <1 7 )
1Y 2
< Ghlz-5P + |5 2 (Pl - =) - Fa - 7)),

1
+ 5’21 — EZ“Q

1 Y 2
+‘N ZF(Z — Ej) — Fx ft(gz)
j=1

ot on a omis la dépendance en t. Notant a(t) = E|z; — z;|?, qui est indépendant de i, I'espérance du
deuxiéme terme dans le membre de droite est majorée par

N
SIFRS Bl — 2 — (5 — 2)P < 4FR (o).
j=1

Dans le troisieme terme, les variables F'(Z; — Z;) sont, conditionnellement & Z;, indépendantes et de
moyenne F' x f;(Z;). Par suite I'espérance du troisieme terme est majorée par

C o C _ C
~ VarlF((z - 7)) < SIFITE|E[ < -

sur [0, T]. La quantité «(t) vérifie donc une inéquation de la forme o/(t) < C(a(t) + N—1) sur [0, T,
si bien que a(t) < CN~! sur [0, T] par intégration.
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3. QUELQUES RESULTATS RECENTS

Des travaux récents ont permis d’améliorer ces résultats classiques dans trois directions :

1) dans I'extension a des modeles présentant des forces non lipschitziennes, telles que (3) ci-dessus;

2) dans la recherche d’estimations plus précises de la convergence de la mesure empirique du
systeme ;

3) dans la recherche d’estimations uniformes en temps quand cela est envisageable, en lien avec le
comportement en temps grand des solutions.

3.1. Extensions aux forces non lipschitziennes. Les résultats précédents sur la convergence de
systemes de particules ont été prolongés par I’étude de nouveaux modeles présentant des forces toujours
régulieres mais non globalement lipschitziennes sur tout R?¢ : c’est le cas de forces d’interaction en
vitesse qui & I'infini sont surlinéaires en la norme de la vitesse relative, comme ce peut étre le cas dans
le noyau de ’équation de Boltzmann.

1. Ainsi par exemple [2] en dimension un puis [22, 23], [14] en dimension quelconque étudient la
convergence du systeme de particules

N
dvg(t) = —VV (vi(t)) dt — %vawiu) (1) dt +V2dBi(t), 1<i<N

j=1
dans R? vers I’équation
88{}_Avft+vy-((vvv+vq,W*v fOf), t>0, veRY (16)

11 s’agit d’une équation cinétique homogene en espace sur la distribution f; = fi(v), qui en dimension
un et pour W (v) = |v|?/3 modélise I'évolution de milieux granulaires inélastiques (cf. [3]). L’hypothese

|F(v) — F(w)| < [F]i |v—w|, v,weR?
de caractere lipschitz de F' = —VW est remplacée par une hypothese de convexité telle que
(F(v) — F(w))- (v —w) < Alv —w|?, v,weR?
qui est suffisante pour démontrer le théoreme 3.

2. Revenons maintenant au systeme de particules (1) avec F' donné par (3) par exemple. Dans le cas
non diffusif o o = 0, on a vu que le probleme de la limite de champ moyen a été résolu dans [10] pour
des solutions a support compact. Pour ¢ # 0 on ne peut pas se limiter a de telles solutions puisqu’on
s’attend & ce que le support de la solution soit R?? instantanément. Un argument de convexité dans
Pespace des phases (z,v) semble également inenvisageable.

Une réponse est apportée dans [5] par 'utilisation de moments. Ainsi, par exemple pour des forces
bornées en x mais surlinéaires en v telles que (3) :

Théoréme 4 ([5]). Avec les notations précédentes, supposons que
(F(2,v) — Fla,w)) - (v —w) < Ao — w]?
|F(z,v) = F(y,v)| < L min{[z —y|,1} (1 + |[v]")

pour un p > 0 et tous x,y,v,w, et de méme pour G. Si le systeme (1) et les équation (7), (12) ont
des solutions globales sur [0, T telles que

sup / (|x!2+ea|”|p) fi(x,v) dzdv
0<t<T JR2d
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est fini pour un a > 0, alors il existe une constante C' > 0 telle que

B C
sup sup E|z;(t) — Zi(t)|2 < ——=
N 0<t<T Ne

Si de plus il existe p' > p tel que

sup / (Jz* + e“\”\p/) ft(z,v) dedv
R2d

0<t<T

est fini, alors pour tout e € (0,1) il existe une constante C' > 0 telle que

C
sup sup Elz(t) — z(t)|]> < .
wp sup EBlz(t) ~ 50 < g

Il faut donc également montrer 1’existence de telles solutions, ce qui est réalisé dans [5] pour (3) par
exemple. Notons également que les moments exponentiels ne portent que sur la variable de vitesse, ce
qui est raisonnable, et sont propagés en temps dans les exemples, I’hypothese ne portant alors que sur
la donnée initiale.

La démonstration consiste & tronquer les termes a estimer selon que |v| < r ou |v| > r. On majore les
termes correspondant & |v| < r comme dans la démonstration du théoréme 3, en gardant la dépendance
en r des ceefficients, et les termes correspondant a |v| > r a 'aide des moments.

Sous I’hypothése de moment exponentiel d’ordre p on obtient une borne sur la quantité «(t) =
E|z; — 2]? de la forme
1
o(t) < (L+r7)alt) +e 4+,
que ’on integre apres avoir choisi 7? = In(1/«).

Sous I'hypothése de moment exponentiel d’ordre p’ > p on obtient une borne de la forme

Q) < (L+rP)alt) e + 1

N
! 1
On choisit alors r tel que e™™ = N de sorte que
’ 0(8)
a(t) < Cexp ((1nN)P/P - lnN) < Ni-e

pour tout € > 0.

3.2. Inégalités de déviation pour la mesure empirique. L’estimation en moyenne (14) assure
la convergence de la mesure empirique /l{v du systeme vers la solution f; de I’équation (7). On peut
également vouloir montrer que le comportement d’une seule réalisation du systeme de particules ne
dévie presque pas du comportement donné par la solution f;. En d’autres termes on peut vouloir
borner une quantité telle que
P[d(ﬂi\[?ft) > 5]

en fonction de N, ol d controle I'écart entre deux mesures et € rend compte de 'erreur autorisée.

C’est particulierement important quand le systéeme (1) est utilisé dans une méthode numérique
d’approximation de solutions de (7) (cf. [28] par exemple). Il ne s’agit en rien d’un retour vers le
modele (1) : en effet, si le systeme physique original est constitué d’un nombre de particules de I'ordre
de 10" par exemple, I'espoir de la méthode est de pouvoir approcher de maniere satisfaisante 1’état
du systeme donné par la solution f;, et méme I’état du systeme physique des 10'° particules, par
I'introduction d’un nombre N limité de particules fictives z;(¢), de 'ordre de 10° par exemple.
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Bien entendu, par I'inégalité de Markov, la borne (14) assure que

C
IP’ AN—/ ’> < —
[/de@'ut Rm(pft _6} ~ Neg?

pour tous N, e et toute observable ¢ lipschitzienne. Voyons comment obtenir une meilleure borne.

Le théoreme de grandes déviations de Sanov assure que pour des variables X; indépendantes et de
loi p sur un espace X, leur mesure empirique iV vérifie

1 _
lim sup N In IP’[[LN € Al < —inf{H(v|p);v € A}

oll A est un borélien de l’ensemble des mesures, et A sa fermeture pour la topologie étroite; de plus
H(v|p) est 'entropie relative de v par rapport a pu, définie par

H(vln) = [ 7 dn

si v est absolument continue par rapport a u, et par +o0o sinon.
Ainsi, en supposant que d métrise la convergence étroite,

1
limsupﬁln P[d(ﬂN,u) >e] < —inf {H(v|p);d(v,pn) > c}.

Nous avons vu que la distance de Wasserstein Wy était adaptée a ce probleme de limite de champ
moyen. Supposant qu’elle métrise la convergence étroite, ce qui n’est pas exactement le cas sur un
espace non borné tel que R??, et supposant que la mesure y satisfasse 1'inégalité de transport (ou de
Talagrand)

H(v|p) > eWi(v, 1) (17)

pour toute mesure v (cf. [30, Chapitre 22]), alors on peut espérer la borne
1
lim sup N In P[Wl(ﬂN,u) > ] < —ce? (18)

En fait, pour des mesures sur R?¢, ’adhérence de l'ensemble {v € P;(R??); W, (v, ) > €} pour la
topologie étroite contient p, donnant une borne triviale sur la probabilité de déviation. D’autre part
une borne telle que (18) est seulement asymptotique en NV, et non explicite comme on le souhaiterait.

Ces deux difficultées peuvent étre surmontées de la maniere suivante.

1. Dans [14], [22, 23] pour des modeles homogenes en espace tels que (16), puis dans [7] pour des
modeles inhomogenes tels que (7), et sous différentes hypotheses, on montre que la loi ugN) du systeme
a l'instant ¢ vérifie une inégalité de transport (17), pour toute mesure v sur R2V (ou RN dans le cas
homogene). La constante ¢ peut dépendre de ¢ (mais ni de N ni de v). Alors un résultat de S. Bobkov
et F. Gotze, fondé sur la forme duale de Kantorovich-Rubinstein et sur la forme duale de I’entropie,

assure que

N
1 (1) —cNe?
P[N ;lgo(zz(t)) /QSp,ut E:| e

pour tous N > 1,& > 0 et toute fonction ¢ 1-Lipschitz sur R?? (cf. [30, Chapitre 22] par exemple). De
plus

IN

N
1 ) — M ()
v et = [ on?| - Wi )

1 Y (1) C
v et = [ en?| /5

‘&és@(%(ﬂ) - /de @ft’

IN
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Exp. n® XXXI— Limite de champ moyen de systémes de particules
par (6), (13) et la majoration W; < Ws. On en déduit une borne d’erreur sur chaque observable telle

que
P[(;ggo(zxt))—/wwﬁ\ > \/gm

pour tous N, et toute fonction ¢ 1-Lipschitz sur R?.
En particulier

< 2e Ne* (19)

N
1 —¢cN. 2
_ 3 _ > < CINE
P [\ 7 2 (D) Lef]> s] <e
si N> Nye 2

2. De telles estimations peuvent étre renforcées en considérant des déviations uniformes sur les
observables lipschitziennes, sous la forme

Zso zi(t / soft] >s] < e
R2d

c’est-a-dire
PIWi(i fo) > 2| < emN, (20)
ou meme

P| sup Wi, fi) 2] < e,
0<t<T
ce qui assure que la probabilité d’observer une déviation significative sur tout l'intervalle [0, 7] est
petite. Pour cela on doit supposer que N > Nye =242, cf. [8].

Supposons de plus que la solution f; ait une densité lipschitzienne, par exemple pour £ > 0 aprés
régularisation due a I’équation. On peut alors approcher sa densité non plus faiblement par la mesure
empirique, mais fortement par une régularisation de cette mesure empirique, de la forme

fialz NZ 2d§( ())

ol £ est un noyau de régularisation. On peut alors montrer I'existence de constantes a, Cet Ny telles
que pour tous € > 0 et N > Nye 242

N _ 4d+4
P[If% = fillo 2 ] < emeVe (21)

3. Les bornes présentées jusqu’a présent concernent la déviation de la mesure empirique a l'instant ¢
autour de la solution f; de 'EDP, ce qui ne donne du systéme que des informations en un seul instant.
Il peut étre intéressant de vouloir considérer des propriétés du systeme dépendant de plusieurs instants,
voir des processus sur tout 'intervalle [0, 7).

Soit par exemple 0 < t; < --- <t, <T et pour 1 <j < nsoit A; un sous-ensemble de R2¢, Peut-on
donner une borne de déviation de la probabilité quune particule du systéme soit dans ’ensemble A;
a I'instant ¢; pour chaque j?

Pour cela on doit considérer la déviation de la mesure empirique

1
N
Hio, 1] NZ )tefo,T]
=1
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des processus (2;(t))ic[o,) autour de la loi fig 71 d'une particule typique (2(t)).e(o,7] évoluant dans le
systéme décrit pas ( ft)iepo, 1), ¢’est-a-dire selon

dz(t) = G(2(t)) dt + F = fu(2(t)) dt + V20 dB(t).

C’est ce qui est réalisé dans [4].

4. BORNES UNIFORMES EN TEMPS ET COMPORTEMENT EN TEMPS GRAND

Sous des hypotheses de convexité sur les potentiels V' et W, on peut montrer que la solution de
I’équation homogene en espace (16) converge vers un unique état d’équilibre, a vitesse polynomiale ou
exponentielle (cf. [13], [14], [22], [23]). Dans ce cadre on peut espérer des constantes uniformes en t
dans les bornes (14)-(19)-(20)-(21), ce qui a été obtenu dans [8], [14], [22], [23]. De telles bornes sont
intéressantes dans une optique numérique puisqu’elles assurent que les constantes ne se détériorent
pas trop en temps; elles sont également intéressantes si 'on veut déduire le comportement en temps
grand de la solution de 'EDP du comportement en temps grand du systéme, comme dans [11] par
exemple.

De tels résultats de convergence vers I’équilibre (par un argument de contraction en distance Ws) et
de bornes uniformes en temps ont été obtenus dans [7] pour les solutions de I’équation inhomogene (7) :
pour cela on munit R?? d’une métrique ||(z,v)|| = [a|z|? + 22 - v + b|v|?]'/? adaptée aux coefficients de
I’équation.
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