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Un théoreme de régularité pour les minimiseurs

de Mumford-Shah dans R3

Antoine Lemenant

Le but de cet exposé est de décrire les grandes lignes de la preuve du
Théoréme principal obtenu au cours de ma theése [13], qui a été effectuée sous

la direction de Guy David et soutenue en mai 2008.

1 Présentation du résultat

En 1989, Mumford et Shah [15] introduisent la fonctionnelle suivante pour

résoudre un probléme de segmentation d’image. Soit Q C RV, et g € L>(Q),
J(u, K) ;:/ lu — g|? +/ |Vu? + HNH(K). (1.1)
Q Q\K

Le probleme de Mumford et Shah consiste & minimiser la fonctionnelle J sur

I’ensemble des couples admissibles
A= {(u,K); K C Q fermé, u € WH?(Q\ K)}.

L’existence d’un minimiseur est démontré dans [10]. Se pose ensuite la question
de la régularité de u et de K. En dimension 2 par exemple, Mumford et Shah
conjecturent que la segmentation minimale K est une union finie d’arcs C' qui
se rencontrent par nombre de 3 avec des angles de 120 degrés. Cette conjecture
est toujours ouverte actuellement, méme si certains résultats partiels existent de
David [6], Ambrosio, Fusco et Pallara [1], et enfin Bonnet [4] qui I’a pratiquement

démontré.
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Une image segmentée! en utilisant la fonctionnelle (1.1).

Ci dessus, 'image de gauche donne la fonction de départ g. L’image de
droite représente la segmentation minimale K et 'image du milieu la fonction

u associée.

En tant que minimiseur d’énergie, il est facile de voir que u vérifie I’équation
—Au = g —u dans Q \ K avec condition de Neumann sur K, et la courbure
moyenne de K est reliée au saut de la trace de |Vu|? + |u — g|? sur K. De ce
fait, il en découle de la régularité d’ordre supérieure sur u et K, sous réserve
de savoir au départ que K est au moins C1® (voir [2,11]). La difficulté est
donc de montrer cette régularité C1* en partant d’aucune hypotheése & priori

sur ’ensemble fermé K autre que le fait d’étre minimiseur.

En pratique il sera plus commode d’utiliser une définition légerement différente

des minimiseurs de Mumford-Shah, par compétiteurs.

Définition 1. Soit (u, K) € A et B une boule telle que B C Q2. Un compétiteur
pour la paire (u, K) dans la boule B, est une paire (v, L) € A telle que u = v
et K = L dans Q\B et qui de plus satisfait la condition topologique suivante :
tout couple de points x,y dans Q\(B U K) qui sont séparés par K, sont aussi

séparés par L.
L’expression “étre séparé par K’ veut dire que = et y sont dans des com-
posantes connexes différentes de Q\ K.

Définition 2. Une fonction jauge h : RT — RY est une fonction croissante

telle que }gr(l) h(t) = 0.

Tmage obtenue par Jean Christophe Léger en utilisant un algorithme d’Antonin Cham-

bolle. La photographie représente un Cagou, oiseau endémique de Nouvelle-Calédonie.

XXV-2



Exp. n° XXV— Un théoréme de régularité pour les minimiseurs de Mumford-Shah dans R>

On définit maintenant les minimiseurs de Mumford-Shah de la fagon suiv-

ante.

Définition 3. Soit Q@ C RY. Un minimiseur de Mumford-Shah avec fonction
jauge h est une paire (u, K) € A telle que pour toute boule B C Q2 de rayon r,
et pour tout compétiteur (v, L) dans B on a

/ |vu|2dx+HN*1(KmB)g/ |Vol2dz + HY Y (LN B) + VN 1h(r).
B\K B\L

Il n’est pas difficile de se convaincre qu'un minimiseur pour J définit en (1.1)
est en particulier un minimiseur au sens de la définition 3 avec h(r) = Cx|g|% 7
(voir Proposition 7.8 p. 46 de [7]). De plus dans la suite on supposera sans
perte de généralité, que (u, K) est un minimiseur “réduit”. C’est a dire qu’il
n’est pas possible d’enlever & K des morceaux de mesure H" ! nulle (de tels
petits morceaux nuiraient a la régularité de K tout en conservant la minimalité
du couple (u, K)).

D’autre part, il est important de noter que si ’on oublie la fonction u et son
énergie de Dirichlet, alors K est un ensemble presque minimal tel qu’étudié par
Guy David dans [5,8]. En particulier, un minimiseur de Mumford-Shah dans
Q = R3 tel que h = 0 et tel que u est localement constante, est un ensemble
minimal de Mumford-Shah dans R? au sens de [5, 8]. C’est donc un cone minimal
de type P, Y ou T, c’est & dire ceux qui permettent & Jean Taylor de classer les
singularités possibles d’un film de savon dans [16]. Ce fait est rigoureusement

prouvé dans [8, Théoréme 1.9.].

Cones de type Y et T, images visibles sur le site internet de Ken Brakke.

Voici maintenant 1’énoncé du théoreme, qui fournit de la régularité locale
pour un minimiseur de Mumford-Shah dans R?® proche d’un céne minimal en
distance de Hausdorff. On note D, , la distance de Hausdorff normalisée dans
la boule B(x,r),

1
D,p(BF)i= ~{max{ sw d(y.F), sw dyBE}}.  (12)
r yeEENB(x,r) yeEFNB(x,r)
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Théoréme 4. [13] ou [12,14] Pour toutes constantes C > 0 et b € (0,1] 4l
existe un € > 0 tel que ce qui suit soit vrai. Soit (u, K) un minimiseur réduit
de Mumford-Shah dans Q C R?, avec fonction jauge h(r) = Cr®. Soit x € K et
r > 0 tels que B(x,r) C Q. Supposons de plus qu’il existe un céne minimal Z

de type P, Y ou T centré en x tel que
D, .(K,Z)+h(r) <e.

Alors il existe un difféomorphisme ¢ de classe C%® ainsi que son inverse, de

B(x, cr) vers son image, tel que
¢(K)N B(z,er) = Z N Bz, cr),
ot ¢ est une constante universelle.

Le théoreme 4 contient en particulier les résultats précédents de David [6]

et Ambrosio, Fusco, Pallara [1].

2 Idées principales de la preuve

La preuve est assez longue et technique, mais en méme temps trés élémentaire
avec de nombreux arguments constructifs “a la main”. Elle utilise des idées
fondatrices de Guy David et est décrite dans la deuxieme de partie de la these

[13], qui a été publiée en deux parties dans les articles [14] et [12].

L’objectif de ce texte est d’essayer de mettre en évidence les arguments
principaux, en faisant abstraction de certaines technicités qui rendent la preuve
complete un peu confuse et qui ne sont pas forcément nécessaires pour une

premiere lecture.

On part donc d’un minimiseur de Mumford-Shah (u, K) que l'on suppose

trés proche d’un cone minimal dans la boule B(zg,ro). En d’autres termes
Dyoro(K,Z) < e

pour un certain cone minimal Z centré en xy de type P, Y ou T, et pour un

€ > 0 qui durant toute la preuve pourra étre choisi aussi petit que 'on veut.

Un ingrédient essentiel qui sera omis ici concerne le saut de la fonction w,
et la taille des “trous” dans I’ensemble K. Pour simplifier, nous supposerons

que K sépare la boule B(xg, () en autant de grosses composantes connexes que
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B(z0,70) \ Z en contient. Comme cela a déja été utilisé dans [6], on peut se
ramener & ce cas en ajoutant a K des morceaux d’ensemble de niveau de u dont
la mesure est controlée par la différence de ses valeurs moyennes dans certaines
régions contenues dans les grosses composantes connexes de B(zg, )\ K. Nous

renvoyons & [12] pour plus de détails.

Pour simplifier nous supposerons également que la jauge h = 0, le cas général
s’en déduisant en rajoutant le terme perturbateur 72h(r) dans toutes les esti-

mations.

La stratégie pour montrer le théoréme, est grosso modo de montrer que K
est un ensemble presque minimal. C’est & dire qu’il faut controler 1'énergie
de u, montrer qu’elle décroit comme la puissance de r, afin d’en déduire que
A fB(:c,r) |[Vu|? est en quelque sorte elle méme une fonction jauge. Par
conséquent, K est un ensemble presque minimal, pour lequel nous savons que le
théoreme est vrai. En particulier pour conclure on s’appuiera fortement sur les
derniers travaux de Guy David [5, 8] & propos des ensembles presque minimaux

et du théoreme de Jean Taylor.

Il faut donc pouvoir controler I’énergie normalisée. On considere dans un

premier temps le cas d’une fonction harmonique.

2.1 Controle de I’énergie normalisée pour une fonction

harmonique

La question fondamentale & résoudre qui a été motivée plus haut est la suivante
: Soit K C B(0,1) un ensemble fermé, et u € WH2(B(0,1) \ K) une fonction
harmonique avec condition de Neumann sur K (au sens faible, c’est & dire u est

un minimiseur local de fB(O.l)\K |Vu|?dz). Est il vrai que

1 N—1+n
/ |Vu|?dz < <> / \Vu|*dz, (2.1)
B(0,1)\K 2 B(0,1)\K

pour un certain n >0 7

Il est facile de construire des exemples d’ensembles K pour lesquels (2.1)
n’est pas vérifié, y compris pour K trés “plat” (pensez & un petit tube trés fin
qui contient beaucoup d’énergie). En revanche, voici quelques exemples oul ¢’est

vrail :

1. Si K =0, alors (2.1) est vrai avec n = 1 : ce n’est autre que I'inégalité de
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la moyenne pour la fonction sous-harmonique |Vu|?.

2. Si K est un hyperplan, alors (2.1) est vrai : il suffit de se ramener au cas

précédent par principe de réflexion.

3. Si K est un cone minimal dans R3, de type Y ou T. Alors (2.1) est toujours
vrai. Cela résulte d’une estimation de la premiere valeur propre Neumann
pour le Laplacien sphérique dans les domaines 0B(0,1) \ Z ou Z est un
c6ne minimal (voir [14]). Remarquez qu’une tentative de preuve analogue

a 2. en utilisant des reflections est vouée a 1’échec...

4. Si K est e-proche d’un coéne minimal en distance de Hausdorff, et est

go-minimal (voir définition ci dessous), alors (2.1) est encore vrai.

Définition 5. On dit que K est eg-minimal si pour tout x € K et tout 7 < rg

il existe un cone minimal Z(x,r) de type P, Y ou T tel que

D, (K, Z(z,r)) < eo.

Les ensembles eg-minimaux sont construits sur le modele des ensembles
Reifenberg-plats introduits par Reifenberg dans les années 60. Ils ont été étudiés
par David, De Pauw et Toro dans [9]. En particulier ils sont équivalents & un
cone minimal par homéomorphisme bi-Hé6lderien. On verra dans la section suiv-

ante le lien avec un minimiseur de Mumford-Shah.

Le point 4. ci-dessus est I'objet de Particle [14]. La preuve fonctionne par
“contradiction et compacité”, un peu a la manieére d’Ambrosio Fusco Pallara
[3] : on sait que (2.1) est vrai lorsque K est un céne minimal, donc il doit étre
vrai pour tout ensemble “proche” d’un cone minimal, sinon on pourrait passer
a la limite et aboutir & une contradiction. L’hypothese de gg-minimalité sert a
passer a la limite. C’est a dire qu’il permet de dire qu’une suite de fonction u,,
telle que u,, est minimiseur dans B(0, 1) \ K,, converge vers un minimiseur dans
B(0,1) \ K lorsque K,, converge vers K pour la distance de Hausdorff, et sous

réserve que les K, soient tous eg-minimaux.

En réalité, dans la suite on aura besoin d’un théoreme analogue au point 4.

mais un peu modifié, qui est le point 5. suivant :

5. Si K est e-proche d’un cone minimal et également ep-minimal sauf pour une
famille finie de boules { B; };cr centrées sur K, alors (2.1) reste vrai si on rem-

place K par I’ensemble K U U OB;ou I* :={i € I,0B; N 0B(0,1/2) # 0}.
iel*
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La preuve du point 5. est analogue a celle du point 4., avec quelques com-

plications techniques supplémentaires.

2.2 Temps d’arrét géométrique

La section 2.1 permet de controler I’énergie lorsque K est eg-minimal. Comment
s’y ramener dans le cas général ? réponse : par un argument de temps d’arrét.
En effet, fixons € < eg et soit (u, K) notre minimiseur de Mumford-Shah e-
proche d’un céne minimal dans B(zg, 2r¢). Posons,

B(xz,r) = inf D, .(K,Z), (2.2)

Z cOne minimal

et pour tout x € K N B(xg,70)
d(z) :=inf{s > 0; 5(z,s) < eo}.

Comme [(zg,2r9) < e, on a d(z) < = pour tout . Enfin, définissons la

“mauvaise masse” comme étant

m(w,r) = T%HQ( U EnB.dw)).
yeKNB(z,r)
Si {B;} est un recouvrement de Vitali de {B(x,d(z))}, alors K N B(xg, 7o) est
un ensemble eg-minimal dans K\ |J; B;. Pour reprendre une expression de Guy
David nous qualifierons les boules {B;} de “boules pourries”. Le fait important
est que, comme K N B(xo,ro) est un ensemble o-minimal dans K \ |J; B;, on
pourra lui appliquer le point 5. de la section précédente pour contréler 1’énergie
de u. Mais avant de faire cela, voyons d’abord comment controler la quantité

m(x,r).

2.3 Controle des “boules pourries”

Le contrdle de la quantité m(x,r) se fait par un argument de compacité, et
utilise le fait “bien connu” [5, Corollaire 12.25] que pour un ensemble minimal,
la quantité S(z,r) définie en (2.2) se comporte comme Cr® (c’est la régularité

des ensembles minimaux).

Si r:=d(z) > 0 pour un certain z € K. Alors par définition S(z,2r) < g
et B(x,r) > €9. Donc K N B(x,2r) ne peut pas étre un ensemble minimal (car
dans un tel cas S(z,r) aurait di décroitre comme Cr*)! On en déduit qu’il
existe un compétiteur L tel que H2(LN B(z,2r)) < H?*(K N B(x,2r)). En étant
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un peu plus précis on peut méme rendre cette estimation quantitative, c’est a
dire H2(L N B(xz,2r)) < H*(K N B(x,2r)) — 6r? avec un § > 0 qui dépend entre

autres de gg.

Par suite en modifiant chaque “boule pourrie” B; par le compétiteur L trouvé
comme décrit au paragraphe précédent, et sous réserve de pouvoir bien définir u
dans chaque boule B; ainsi modifiée (ce fait sera expliqué dans la section juste
apres), on obtient que la masse totale des “boules pourries” est contrdlée par
le défaut de minimalité de K, qui lui méme est controlé par ’énergie de u. En

d’autres termes on obtient une estimation du type

1
m(xo,70) < g —2/ |Vul?dz | , (2.3)
0 \ 79 JB(r0)

qui est I'une des estimations fondamentales pour la conclusion de notre théoreme.

Remarque 6. En réalité 'estimation (2.3) n’est pas tout & fait vraie telle
qu’elle, car il y a des “effets de bord”, c’est a dire qu’on ne peut pas remplacer
K par L dans les boules B; qui touchent 0B(xzg,79). En conséquence on ne
controle pas vraiment m(xg, ro) mais m(xg, ro) moins la masse totale des boules
B; qui touchent 0B(zg, 7). Ceci amene quelques complications techniques qu’il

serait trop long de détailler ici.

2.4 Extension de type Whitney

On a vu dans la section précédente qu'’il est utile de pouvoir définir la fonction
u dans 'union des mauvaises boules. Pour ce faire on utilise un argument de
type “Extension de Whitney”. Le point clé étant que 'on considere toujours des
boules B(z,r) telles que r > d(x). Ainsi, la géométrie de K dans chaque boule
considérée est toujours sous controle : K est en distance de Hausdorff normalisée
€o-proche d’un cone minimal. On peut donc utiliser une partition de 'unité et
définir v dans chaque boule B(x,r) considérée en utilisant des moyennes dans
des boules de rayon équivalent a r situées dans les grosses composantes connexes
de B(z,r) \ K (voir [14, Lemme 17]).

Ceci est un procédé général qui est utilisé a plusieurs reprises dans notre
argument pour définir correctement v dans le complémentaire d’un ensemble
K, qui est un compétiteur pour K formée en utilisant les boules pourries B;.

Le point central étant que la fonction ainsi “étendue” notée @ vérifie

[ waps Val? +-C [ [vul,
B(zo,m0)\ K B(xo,m0)\ K R
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ou R est la région ou u et u different.

2.5 Controle de 1’énergie normalisée pour un minimiseur

de Mumford-Shah

On arrive maintenant a la deuxieme estimation fondamentale, celle de 1’énergie
normalisée pour un minimiseur de Mumford-Shah lorsque celui-ci est e-proche

d’un cone minimal.

Soit r < rg et soit I* C I les indices des boules pourries B; qui rencontrent
0B(xo,7). Soit K’ = K UJ,c;- 0B; et soit v la fonction harmonique dans
B(zg,r0) \ K’ qui vaut u sur 9B(xq,7) avec condition de Neumann sur K’.
Alors d’apres la section 2.1 on sait controler ’énergie de v. Il suffit donc de
comparer (v, K') et (u, K) dans B(xg,79). Comme (u, K) est un minimiseur de
Mumford-Shah on a

/ |Vu|?da
B(wo,’l‘o)\K

IA

/ Vol da + HA(K) - HA(K)
B(woﬂ'o)\K'

IN

/ |Vo|2dz + r2m/ (zo,7)
B(CEQ,TQ)\K’
ou m/(wo,7) = HH*(U;cr- 0Bi).

D’autre part u est un compétiteur pour v en tant que minimiseur d’énergie de

Dirichlet, donc Vu et Vv sont orthogonales dans L2. On a donc par Pythagore,

/ |Vo—Vul? = / |Vu|2—/ |Vo|? < r?m/(zg, 7).
B(CEQ,TU)\(KUK/) B(ZL’Q,’I‘Q)\K B(IU,TQ)\K’

Ceci permet d’écrire,

/ Vul? < 2/ |Vv|2—|—2/ Vv — Vul?
B(zo,m)\K B(zo,r)\K’ B(zo,r)\(KUK")
< 2(i)2+n/ \Vv|2—|—2/ Vo — Val?
To B(zo,r0)\ K’ B(zo,r0) \(KUK")
< (L) / \Vul? | +2r2m (2, 1) (2.4)
To B(wo,r0)\K

qui est I'estimation fondamentale sur I’énergie normalisée qui sert & prouver le

Théoréme.

2.6 Conclusion

En choisissant judicieusement le rayon r dans la partie 2.5 tel qu’il intersecte le

moins de boule pourries possibles, on peut montrer que (2.4) implique en fait
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/ |Vu|?> < Z(L)QJ”’ / |Vul|? | 4 2er?m(z, 7).
B(wzo,r)\K To B(zo,m0)\K

Cette derniere estimation couplée avec (2.3) et itérée a toutes les échelles

permet de montrer que fB(a:o K |Vu|2 < Cr2t", La méme estimation vaut

pour tout point x dans K N B(xzg,r9) ce qui permet de montrer que K est un

ensemble presque minimal dans B(zg, ¢rp) ol ¢ est une constante universelle, et

mene a la conclusion du théoréme. Ainsi s’achéve notre description générale de

la preuve du théoreme.
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