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1 Introduction

Motivés par la modélisation des diodes a effet tunnel résonnant qui touche a la question de la dynamique
hors et loin de I’équilibre de réservoirs alimentant un petit systéme quantique avec des effets non linéaires, nous
avons reconsidéré la question de l’évolution adiabatique des états résonnants. Rappelons que les résonances
sont les états métastables de la mécanique quantique dont la description intuitive est celle d’états propres
couplés & un continuum par effet tunnel. Mathématiquement elles sont définies comme des valeurs propres a
partie imaginaire négative d’une déformation complexe du Hamiltonien quantique initial (cf [3][5]{29][14][15]).
La question de I’évolution adiabatique, c’est a dire le comportement dynamique quand le Hamiltonien subit
des variations temporelles lentes, des états propres d’'un Hamiltonien auto-adjoint est déja bien comprise et
nous renvoyons & [4][22][17] par exemple. Pour les états résonnants le caractére non auto-adjoint de I'opérateur
déformé pose des difficultés bien connues et deux approches essentiellement ont été développées jusqu’a présent :

— Regarder I’évolution de quasi-résonances, état résonnants tronqués définis sur le réel, pour la dynamique

Hamiltonienne a générateur auto-adjoint initial. Pour des Hamiltoniens indépendant du temps, c’est le
point de vue développé dans [33][34][35][20][21] pour valider l'interprétation des résonances comme état
métastables de la physique quantique. Pour la question de 1’évolution adiabatique avec des Hamiltoniens
lentement variables, cela a été développé dans [27][36][2].
— Essayer de développer une théorie adiabatique pour les Hamiltoniens déformés. Des résultats partiels ont
été obtenus dans [23][31], mais la difficulté principale est que méme si un opérateur non auto-adjoint A(t)
a un spectre dans {Im z < 0}, il n’y a pas a priori d’estimation uniforme en ¢ pour le systéeme dynamique
donné par i€0;Sc(t, s) = A(t)S:(t, s) pour t > s avec Sc(s,s) = Id . Le résultat le plus abouti dans un cadre
abstrait sur cette question est le résultat récent de A. Joye dans [18] qui utilise les estimations exponentielles
des erreurs de 'approximation adiabatique en O(e*%) sous des hypotheses d’analyticité, pour compenser
I’amplification temporelle en e %" .1l obtient une justification de approximation adiabatique dans un cadre
non auto-adjoint pour des temps petit ¢ < % .
La premiere approche a le défaut de de produire des erreurs avec des termes dispersifs mal contrélés pour la
modélisation non linéaire qui nous intéresse. La deuxieme semble mieux adaptée mais fournit au mieux dans le
cadre abstrait des résultats en temps petits, qui interdit des raccords d’échelles ou des échelles multiples comme
cela peut arriver dans des situations concretes. De plus les hypotheses tres fortes d’analyticité par rapport a ¢
nous ont semblé un peu trop fortes.
Nous avons donc proposé dans [13] une variante de la deuxiéme approche qui consiste introduire une modifi-
cation supplémentaire & la déformation dans le complexe pour : 1) obtenir des générateurs maximaux accrétifs
qui conduisent a ||S(¢,s)|| < 1; 2) assurer que cette modification artificielle perturbe peu toutes les quantités
intervenant dans la modélisation non linéaire.
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Nous avons montré dans [9][10]{11][25][8] l'intérét d’une modélisation semi-quantique, décrivant des puits
quantiques a l'intérieur d’une ile semiclassique. Celle-ci integre completement ce qui ressort de la littérature
physique a savoir que dans ces hétérostructures

< Les phénomeénes non linéaires sont gouvernés par un nombre fini d’états résonnants. >
Le petit parametre étant noté h > 0, nous nous intéressons a des opérateurs de Schrodinger sur R

T —

h

Cj)

N
H' = —R2A+ V() = Wh(s) = =h*A + V(x) = Y Wy(

avec V(x) € L>(R), supp V C [a,b], Voljap(z) < V(2) < £14)(2), les W; € L>=(R) (éventuellement € M, (R))
sont & support compact et positifs et nous supposons que le spectre ponctuel de —A — W; est contenu dans
[-Vo+¢, —¢]. La constante ¢ > 0 désigne une constante générique indépendante de h — 0, mais supposée suivant
les cas suffisamment petite.

Plus généralement le potentiel V(z) inclut une différence de potentiel B et des effets non linéaires dans la zone
[a, b] suivant le dessin ci-dessous.

=k

Les énergies résonnantes sont les A; ¢, la différence de potentiel appliquée est B, Vo = A sur la figure.

Pour simplifier nous travaillons ici avec B = 0, mais il est bon de rappeler que la dissymétrie traduisant
la situation hors équilibre ne se décrit pas seulement avec cette différence de potentiel B, mais surtout avec
I'anisotropie du profil d’injection des particules. Sur la figure ci-dessus le profil d’injection est f(k) = g(k*)1g, (k)
si k désigne le moment, et décrit un faisceau de particules provenant de la gauche. La modélisation de ces
systemes hors-équilibre, qui met I’accent sur le petit systéme, se fait au niveau quantique dans une approche
dite de Landauer-Biittiker (see [Lan|[BuLal[6][7]) et il a été montré dans [24] comment une quantification
naturelle des conditions aux limites de flux rentrants de la théorie cinétique classique permet d’en donner une
version dynamique.

La forte anisotropie a I’échelle quantique doit amener a une analyse dans ’espace des phases de effet tunnel.
Ainsi les modeles asymptotiques stationnaires présentés dans [10][11][25] et dont Pefficacité pour le traitement
numérique de situation concretes a été vérifié dans [9] avec une bonne explication de I'influence de la géométrie
du potentiel sur les phénomeénes d’hystérésis étudiés dans [16][28] et la prédiction de nouveaux phénomenes non
linéaires dans [8], font intervenir le taux de branchement asymptotique

|<Wh1;}i(+ka ) ) (I)?,ZHQ
4hkr?, ’

t;p = lim 1.1

A (1.1)
pour une énergie résonnante \; ¢ (valeur asymptotique de la partie réelle de la résonance). La formule ci-dessus
est valable k2 ~ Aje et quand ¢?,e est une fonction propre du probléme de Dirichlet sur [a, b] localisée dans les
puits et QZ}_l (+k,.) est une fonction propre généralisée entrante du Hamiltonien & puits bouchés —h2A + V (x).
Le nombre I'; ¢ est la partie imaginaire de la résonance est donnée par une régle d’or de Fermi

[(WhoR (+k,-), ¢ )2 N |<Whil~)ﬁ(*kw),¢§‘,e>|2.

h _
[ (1+0(1)) = Ahk Ahk

(1.2)
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Comme les fonctions 1" (+, -) décroissent exponentiellement et les fonctions W" et ¢" , sont localisées autour de
U;-Vzl {¢;}, les taux de branchements asymptotiques qui interviennent dans le modele non linéaire réduit (établi
dans le cas stationnaire) résulte de la comparaison de quantités exponentiellement petites. C’est la subtilité du
modele et une difficulté certaine pour I'analyse.

En particulier, il s’agit de vérifier que les modifications apportées sur le Hamiltonien affectent peu (en valeurs
relatives) ces exponentiellement petits.

2 Déformation dans le complexe

Comme nous 'avons déja rappelé, les résonances sont bien définies apres déformation dans le complexe du
Hamiltonien initial (cf [3][5][15][14][29]). Comme le modele & traiter au final présente des non linéarités dans le
domaine [a, b] avec peu de régularité, nous avons pris le parti de faire cette déformation & ’extérieur du domaine
[a,b] un peu dans lesprit du < black box formalism » développé par Sjostrand et Zworski dans [32], ou plus
précisément pour ce cas unidimensionnel en reprenant la présentation de Simon dans [30] dans un des premiers
travaux mathématiques sur le sujet.

D’abord on remarque que pour 6 € R, I'opérateur Uy donné par

ez (e (x —b)+b), x>b
Uptp(z) = (=), z € (a,b) (2.1)
es(e?(x —a)+a), z<a,

est unitaire et qu’un opérateur auto-adjoint H" = —h2A+V"(x) avec V* € L*°((a,b); R), donne par conjugaison,
H"(0) = UgH"U, *,
%
D(H"(9)) = {u € H2R\ {a,0}), | “,"
e zu
Hh(t?) _ 76726X1R\[“'b](z)h2A + Vh(l‘) )
Quand 6 est pris complexe avec une partie imaginaire positive, la famille (H"(0))im ¢>0 définit une famille
holomorphe d’opérateurs au sens de Kato avec un spectre essentiel tourné dans le demi-plan inférieur de e 2™ ¢,

Rappelons que les résonances sont les valeurs propres qui, une fois dévoilées ainsi, ne dépendent pas de 6 (cf
[29](3][5][12]). Les choses peuvent se résumer dans les figures suivantes

~
Pour 6 = i, considérer H"(ir) sur L?(R) revient & considérer le Hamiltonien initial H" dans I'espace des
fonctions sur une déformation dans le complexe de I'axe réel L2(T';)
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AL Ao o(H")

o N Y
21 29 e~ 2iT

Oess (Hh (0))

2120 =E12 =il

Le spectre essentiel de H"(iT) est tourné dans le complexe et dévoile les résonances.

Dans le cas qui nous intéresse des puits quantiques dans une ile semiclassique on peut vérifier, en adaptant les
techniques de Helffer-Sjostrand dans [14] & notre cas avec peu de régularité, que les écarts entre les résonances
zf ¢ et les valeurs propres associées du probleme de Dirichlet )\? ¢ ~ Aj¢ son exponentiellement petites :

N 25, 4
Z;L,Z - )‘hé - O(ei’if) , = dAg(supp Wh> {av b} ) Ajl) .

7>

ou dag(x,y;e) est la distance d’Agmon donnée par

dag(z,y; E) =

/y\/va) “ B dt] .

Finalement, notons deux choses pour ces déformations dans le complexe :

1) La déformation singuliere conduit & des opérateurs & domaine variable et il faut faire un peu attention
notamment sur la manipulation des adjoints. En revanche en dimension 1, ces déformations singulieres sont
des perturbations poncutelles d’opérateurs differentiels et on a des formules de Krein pour les résolvantes
sont disponibles en adaptant Papproche générale de [1][26].

2) La déformation dans le complexe singuliére a pour autre mérite de localiser aux deux points a et b, 'obs-
truction a la maximale accrétivité du Hamiltonien déformé. En fait une intégration par partie donne pour
0 =it
_6+30
2

Re (u,iH"(#)u) = Re [ih2(ﬂu’)|l:: (e72 —e )| 4 h? sin(2T)/ [u'|? dx, (2.2)
R\[a,b]

ol le terme de bord n’a pas de signe et n’est pas controlé par I'autre terme.

3 Hamiltonien modifié

La modification que nous envisageons consiste a changer les conditions de raccord en a et b pour que le
terme de bord dans (2.2) disparaisse pour § = ¢7. On introduit un deuxiéme parametre 6y et on considere la
famille d’opérateurs Hé‘o (0), paramétrée par (6p,0) et donnée par

0940

e~z ut)=ud"), e

D(Hgo(e)): {UGHZ(R\{G,IJ}), [ e,w

Hp () = —e 2 n a0 R2A 4 Vh(z).

_ 309+36
2

_360+30
2

u(a™) =ula®), e w'(a”) = (a™)

o' (bF) = (b7) } |

Le point important est que pour 6y = 6 = i7, l'intgration par partie donne

Re (u,iH[ (iT)u) = +h? sin(27)/ |u'|?> dx > 0. (3.1)
R\ [a,b]

Il y a différents résultats de comparaison qui montrent que cette modification paramétrée par ¢, conduit a
des erreurs relatives proportionnelles & 6y pour toutes les quantités spectrales intéressantes dans le probleme.
Le premier d’entre eux qui s’obtient par calcul explicite des fonctions propres généralisées pour Hglo (0) =
—h%Ap, quand V" = 0 ramene au Laplacien usuel par conjugaison (entre autres choses cela dit que —Ag, est
symmétrisable i.e. auto-adjoint aprés un choix global du bon produit scalaire sur L2(R)).
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Proposition 3.1. Pour 6y € C, |0y| < 7/4, il existe un opérateur borné W (6y) tel que W (6y) = Idp> + O(|0))
dans L(L*(R)) et
—Ag, = W(bo)(—~A)W (60) "

Ce résultat rejoint la discussion a la fin du livre de Kato [19] sur la question de 'analyticité pres de 0 des
opérateurs d’onde par rapport a la perturbation. On notera que méme si les perturbations ponctuelles peuvent
étre vues comme des perturbations de rang fini singulieres, cela n’a rien d’automatique comme le montre la
paire (—A, —A + adp(z)) pour laquelle opérateur d’onde ne définit un opérateur bornée que pour o € R (et
donc aucune analyticité n’est envisageable).

Le deuxieme résultat concerne les fonctions d’onde du probleme & puits bouché W" = 0, V* = V, toujours
sans déformation dans le complexe, # = 0. Rappelons que les fonctions propres généralisées associées a H h (0) =
—h2Ay, + V(z) sont données par

(—h*A+V(z)—k*)Y =0 inR\ {a,b}

Pat)=e FTpa) , Yt =e TP (a”)
YT ) = TPpt) W) =e TP (bY)
w’ o) = T 4 + R(k)e™ i ¢’(b’+oo) :T(k:)eikf pour k>0

x

e+ R(k)e™® pour k<0.

R

W(_m,a) = T(kj)ez ) w’(b,—&-oo) -

Ces fonctions propres généralisées associées & une énergie k2 € [0, Vp] présente une décroissance exponentielle
dans la zone classiquement interdite = € [a,b]. Le résultat de comparaison entre 6y = 0 et 6y # 0, inclut ce
poids de décroissance exponentielle.

Proposition 3.2. Supposons V —k* > ¢, ||V < L et |0o| < ch avec ¢ suffisament petit en fonction de a,b.

La différence entre les fonctions propres généralisées u = z/NJ’_L,aO(k;, )= z/NJ’j’O(k, .) vérifie

Ca,b,c|90|
h3/2 ’

B2 sup e u(z)| + ||he |2 + [leful e <
z€la,b]

avec o(x) = dag(v,a,k*) quand k>0,
et o(z) = dag(z,b,k*) quand k<O.

Pour étudier les résonances, nous travaillons localement autour d’une énergie A’ (On peut s’y ramener dans
notre probléme). Les hypotheses pour le Hamiltonien H?, = —h?A + V — W" avec conditions de Dirichlet en

a,bsont : Il y a un nombre fini de valeurs propres A2, ..., )\2‘ de Hg telles que
A, a(HB)\ {AL, .. AL} > ¢, (3.2)
<A< inf V() - e [V S, (33)
z€(a,b) [
max, |X] A" — 20| < %h. (3.4)
Enfin on désigne par w., un voisinage de {)\}f, ey /\?} tel que
wphC{ZE(C d(z {)\ .. })gch}. (3.5)
Les résonances étudiées sont pour 1'opérateur Hgbo = —h2Ay, +V(z) — W"(z). Comme pour le cas 6y = 0, cela

passe par une déformation dans le complexe et il faut considérer Hgbo () avec Im 0 > 0. Le résultat suivant
donne aussi la comparaison des résonances proches de )\?, z?(@o) pour 0y # 0 et zjh pour 6y =0.

Proposition 3.3. Supposons (3.2)(3.3)(3.4) et choisissons 0y tel que |90\ < <h h . Alors pour h > 0 assez petit,
le Hamiltonien modifié Hh (0) admet exactement ¢ resonances {zl (6o), - Z@ } dans le domaine compleze
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wen, éventuellement comptées avec multiplicité, avec I’estimation
2

25g
D

Z]h(GO) - )‘ =0 ( e > ) SO = dAg(SuppWh, {aab}v)‘o) .

En particulier quand

lim he 7" m1n|)\h )\?,| =400, (3.6)
h—0 J#J’

_259
il existe C' > 1 tel que chaque disque Djp = {Z €C,|lz— M| <C&7 } contienne exactement une résonance

z;(00) pour h > 0 is suffisament petit.
S,
De plus si e~ < |f| < C%h, et sous la condition (3.6), la comparaison des résonances de Heh0 et HY est donnée

par
_ 259

0o) — 2" = O 160] - | .
je?ll??ie}l "(60) — 2} = (I 0l =3

La preuve de ce résultat se fait aprés réduction & un probléme sur [a,b] et en reprenant les techniques de
Helffer-Sjostrand in [14] & Paide d’un probléme de Grushin, aprés quelques ajustements pour permettre un
potentiel V' peu régulier et calculer de fagon précise les variations par rapport a 6 .

En rassemblant les Propositions 3.2 et 3.3, nous voyons que toutes les quantités intervenant dans (1.2) et
(1.1) ont des variations relatives petites pourvu que |6p| = O(h*).

4 Evolution adiabatique des résonances pour le Hamiltonien modifié

Nous considérons maintenant un Hamiltonien avec un potentiel dépendant du temps V (t) — W"(¢t) = V (t) —
W (t) — WH(t) & support dans [a, b] avec

M,
—Tj;,1
Wi (x,t) Z w]1 ] 1), Z o, (O)hd(x —xjy2), aj,(t) >0, (4.1)
=1 J2=1

ol les z; sont des points distincts fixés dans (a,b) et les supports suppw;, sont contenus dans un compact
fixé. Les fonctions V' (.,t), wj, (., 1), aj,(t) sont des fonctions C¥, K > 2, de t avec un controle uniforme des
dérivées par rapport & h € (0,hg) et t € [0,T] et des hypothéses similaires & (3.2)(3.3)(3.4). Plus précisément
nous supposons que 'on peut trouver \°(t) de telle sorte que

1
tglgxﬂ [OFV ()| Lo + [10Fwj, (1) | L= + [0F gy ()] + [OFA(2)] < = (4.2)
<k<K
S Jj1 < My
0 <1 < Mg
Vo € [a,0], < A(t) < V(x,t)—c. (4.3)

Ce A\°(t) est de plus choisi de fagon & étre au centre d'un paquet de valeurs propres du Hamiltonien H(t) =
—h2Ap + V(t) — W"(t) avec conditions de Dirichlet sur (a,b) : Il existe AP (¢),..., A} (t) € o(H}(t)) tels que

d\°(t), o (HB@) \ {NL(E), ..., AL () }) >, (4.4)
ma [X(0) — A°<t>| <t (4.5)

L’opérateur considéré est Hj: (6o,t) pour le potentiel V (z,t) — W"(z,t) avec

aozihNO, Nog>1.
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On peut alors trouver un contour I'*(¢) qui entoure les résonances zj " (o) et tel que

in d(T"(¢),o(H! (00,1))) > nNo
uin (I*(t), o (Hg, (6o,1))) > e

De plus 1’étude fine des normes de résolvantes, passant par la comparaison du probléme du [a,b] avec les
techniques de probléme de Grushin mais également par les formules de Krein pour traiter la partie sur R\ [a, b],
conduit & des estimations précises pour la projections spectrale associée aux valeur propres {z7(6o), ..., 2} (6o) }
de H{ (6,1) :

1
24T

RO = g [ G 000 e (16)

Ces estimations pour K > 2 assurent

P P < Cp.
[ IPE@) + 0Py (1)) < Cr

Donc le transport parallele ®(t, s), t,s € [0, T] associé & (P['(t))se[o,7] est bien défini par

0, ®o + [P}, 0,PL] @9 =0
Dot =s,5)=1d,

et vérifie
Vs,t €[0,T], PP(t) = Bo(t,s)Pl(s).

Finalement le résultat d’évolution adiabatique concerne des variations temporelles variant tres lentement et
I’échelle de temps considérée est

T

e=e r, avec 7 >0 fixé,

sans pour autant relier cet exponentiellement grand aux parties imaginaires des résonances. Avec K > 2, le
probleme de Cauchy
{ 1€0u = Hgo(Qo,t)u, t>s,

u(t = 8) = ug (4.8)

définit un systéme dynamique U®(t,s), 0 < s < ¢ < T, qui de plus est un systéme dynamique de contractions
sur L2(R) quand 6y = 6 = ih™° | en vertu de (3.1)

Theorem 4.1. Supposons (4.2)(4.4)(4.3)(4.5) avec K > 2 prenons 0y = 0 = ih™No, Ng > 1, e =e %, 7> 0.
Notons Pl(t) la projection spectrale (4.6), et soit r € C°([0,T]; L*(R)) et rs € L2(R). Pour s € [0,T] prenons
une donnée initiale us € L*(R) telle que Py(s)us = us.
Alors les solutions u” et v" aux problémes de Cauchy
icOu” = H} (0o, t)ul +r(t), t>s,
{ ul(t =s) = ?U,S + 7 (4.9)
et
iedyu" = ®o(s, t) Po(t) Hgy, (00, ) Po(t)Po(t, s)v™, ¢ >
v (t =) = ug,
satisfont
1
max, [u(2) = @o(t, )" (DI < Cape.rrs | Nusll + lirsll + max [ (4.10)
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