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Pa r t i e l l e s

2008-2009

Frédéric Bernicot
Perturbation stochastique de processus de rafle
Séminaire É. D. P. (2008-2009), Exposé no XIX, 13 p.

<http://sedp.cedram.org/item?id=SEDP_2008-2009____A19_0>

U.M.R. 7640 du C.N.R.S.
F-91128 PALAISEAU CEDEX

Fax : 33 (0)1 69 33 49 49
Tél : 33 (0)1 69 33 49 99

cedram
Exposé mis en ligne dans le cadre du

Centre de diffusion des revues académiques de mathématiques
http://www.cedram.org/

http://sedp.cedram.org/item?id=SEDP_2008-2009____A19_0
http://www.cedram.org/
http://www.cedram.org/


PERTURBATION STOCHASTIQUE DE PROCESSUS

DE RAFLE

par

Frédéric Bernicot

Résumé. — Lors de cet exposé, nous nous intéressons à l’étude de per-
turbations stochastiques de certaines inclusions différentielles du premier or-
dre : les processus de rafle par des ensembles uniformément prox-réguliers. Ce
travail nous amène à combiner la théorie des processus de rafle et celle trai-
tant de la reflexion d’un mouvement brownien sur la frontière d’un ensemble.
Nous donnerons des résultats traitant du caractère bien-posé de ces inclusions
différentielles stochastiques et de leur stabilité.
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Le point de départ de ce travail se situe dans le prolongement d’un travail,
dû à J. Venel [31], consacré à l’étude de certains processus de rafle et de
schémas numériques associés. Plus précisément, on s’intéresse ici à l’ajout
d’une perturbation stochastique pour ces processus de rafle. Cet exposé se
place à l’intersection de deux théories : celle sur les processus de rafle et celle
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sur la reflexion d’un mouvement brownien. Nous présentons ici un travail en
collaboration avec J. Venel et renvoyons à l’article [5] pour plus de précisions.

Ces deux théories sont basées sur une notion commune : la prox-régularité.
Nous commençons tout d’abord par décrire cette notion puis nous détaillerons
ces deux théories. Nous finirons ensuite par décrire dans quel cadre nous avons
réussi à combiner ces deux points de vue et nous donnerons quelques résultats
(d’existence, d’unicité et de stabilité) sur des perturbations stochastiques de
processus de rafle.

1. La prox-régularité

Considérons Rd muni de sa structure Euclidienne et un sous-ensemble C

fermé de Rd. L’opération importante, qui sera nécessaire dans la suite, con-
siste à pouvoir projeter un point proche de cet ensemble sur celui-ci. Cette
propriété fait appel au cône proximal normal, qui décrit l’ensemble des “bonnes
directions” selon lesquelles on peut projeter :

Définition 1.1. — Pour tout x ∈ C, soit N(C, x) le cône proximal normal
de C en x défini par :

N(C, x) :=
{

v ∈ Rd, ∃s > 0, x ∈ PC(x + sv)
}

,

où PC est la projection Euclidienne sur l’ensemble C.

On peut alors définir la notion d’ensemble uniformément prox-régulier :

Définition 1.2. — Pour η > 0, l’ensemble C est dit η-prox-régulier si pour
tout x ∈ C et v ∈ N(C, x) \ {0}

B

(
x + η

v

|v|
, η

)
∩ C = ∅.

La notion de prox-régularité a été initialement définie par H. Federer
(1959,[15]) dans Rd sous l’appellation “positively reached sets”. Elle fut
ensuite étendue aux espaces de Hilbert par F.H. Clarke, R.J. Stern et P.R.
Wolenski (∼90, [10]) puis par R.A. Poliquin, R.T. Rockafellar et L.Thibault
(∼00, [22]) et très récemment dans des espaces de Banach par F. Bernard,
L. Thibault et N. Zlateva ([3, 4]).

Cette propriété peut être décrite de manière géométrique : un ensemble C est
η-prox-régulier si on peut faire “rouler” une boule de rayon η continûment sur
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toute la frontière ∂C. Elle est équivalente à la propriété suivante : la projection
PC est monovaluée et continue en tout point x à distance dC(x) < η.

Exemple 1.3. — Cette notion permet de généraliser et d’affaiblir une hy-
pothèse de convexité. Un ensemble fermé C est convexe si et seulement si il
est ∞-prox-régulier.

La propriété principale d’un ensemble prox-régulier est décrite en terme de
monotonie du cône proximal normal, considéré en tant qu’opérateur multi-
valué :

Proposition 1.4. — Si C est un ensemble η-prox-régulier, l’opérateur mul-
tivalué N(C, ·) est hypomonotone : pour tout x, y ∈ C, u ∈ N(C, x) et v ∈
N(C, y)

〈x− y, u− v〉 ≥ −|u|+ |v|
2η

|x− y|2.

Cette propriété est spécifique à la structure Hilbertienne, mais admet
néanmoins une description (plus compliquée) dans un cadre banachique
([3, 4]).

Ayant décrit cette notion importante d’analyse convexe, nous allons main-
tenant décrire les résultats récents sur les processus de rafle.

2. Les processus de rafle

Soit I = [0, T ] un interval de temps borné, C : I ⇒ B une multi-fonction
prenant comme valeurs des ensembles fermés de Rd et soit F : I ×B ⇒ B une
multi-fonction à valeurs compactes et convexes. L’étude des processus de rafle
associés correspond à la résolution de l’inclusion différentielle suivante :

(2.1)


dx(t)

dt
+ N(C(t), x(t))− F (t, x(t)) 3 0

x(t) ∈ C(t)

x(0) = x0 ,

avec une donnée initiale x0 ∈ C(0).

Cette inclusion différentielle peut être interpretée de la manière suivante : le
point x(t), soumis au champ de force F (t, x(t)), doit rester dans l’ensemble
mobile C(t).

Exp. no XIX— Perturbation stochastique de processus de rafle
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Le problème de “processus de rafle” a été introduit par J.J. Moreau dans
les années 70 (e.g. [21]), dans le cas où les ensembles C(t) sont supposés
convexes et avec aucune perturbation (F ≡ 0). Pour résoudre ce problème, J.J.
Moreau apporta une nouvelle idée très importante : l’algorithme de rattrapage
(“catching-up algorithm”).

Depuis, de nombreuses améliorations ont été apportées dans la littérature :
pour ajouter une perturbation F comme écrit dans (2.1), pour diminuer
l’hypothèse de convexité des ensembles C(t), pour obtenir des résultats dans
un contexte banachique (et pas seulement dans des espaces de Hilbert), ...
Principalement, nous citons les travaux C. Castaing, T.X. Dúc Hā et M.
Valadier [8] ainsi que ceux de C. Castaing et M.D.P. Monteiro Marques [9],
où les auteurs résolvent cette inclusion différentielle avec x ∈ BV (I) en
supposant une hypothèse de croissance linéaire compacte

(2.2) F (t, x) ⊂ β(t)(1 + |x|)B(0, 1) , ∀(t, x) ∈ I × Rd.

De plus la multi-fonction C(·) était supposée Hausdorff-continue et vérifiant
une condition “de boule intérieure” :

(2.3) ∃r > 0 , B(0, r) ⊂ C(t) , ∀t ∈ I.

Puis une importante amélioration fut apportée pour contourner l’hypothèse
de convexité des ensembles C(t) grâce à la notion d’ensemble prox-régulier.
De nombreux travaux traitent des processus de rafle par des ensembles uni-
formément prox-réguliers. Le cas sans perturbation (F ≡ 0) a été tout d’abord
traité par G. Colombo, V.V. Goncharov [11], par H. Benabdellah [1] et ensuite
par L. Thibault [28] et G. Colombo, M.D.P. Monteiro Marques [12] dans un
cadre Hilbertien. Dans le cadre d’un espace de Hilbert de dimension infinie, le
problème perturbé a été étudié par M. Bounkhel, J.F. Edmond et L. Thibault
[7, 28, 13, 14] et récemment dans un cadre Banachique par l’auteur et J.
Venel [6].

Décrivons tout d’abord une version (un peu simplifiée) du résultat principal
issu de [13] :

Théorème 2.1. — Soit C : t ∈ I → C(t) une multi-fonction définie sur I

prenant pour valeurs des ensembles η-prox-reguliers de Rd. Supposons que C(·)
varie de manière absolument continue, c’est à dire qu’il existe une fonction
absolument continue w : I → R telle que pour tout y ∈ H et s, t ∈ I

(2.4) |d(y, C(t))− d(y, C(s))| ≤ |w(t)− w(s)|.

Frédéric Bernicot
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Soit f : I × Rd → Rd une perturbation bornée et Lipschitz par rapport à la
deuxième variable : il existe L telle que pour tout t ∈ I, x, y ∈ Rd

(L) ‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖.

Alors pour toute donnée initiale x0 ∈ C(0), l’inclusion différentielle

(2.5)

{
ẋ(t) + N(C(t), x(t)) 3 f(t, x(t)), p.p.t. t ∈ I

x(0) = x0 .

a une unique solution x absolument continue.

Ce résultat admet une extension dans le cadre de perturbation multivaluée
et est décrite dans un cadre Hilbertien. L’auteur et J. Venel ont étendu ce
résultat dans le cadre de certains espaces de Banach ([6]).

Remarque 2.2. — L’équation (2.5) se réécrit en terme de mesure tem-
porelle :

dx + N(C(t), x(t))dt 3 f(t, x(t))dt.

Le cas, où l’ensemble C est constant, permet d’obtenir certaines propriétés
supplémentaires.

Théorème 2.3 ([6]). — Si l’ensemble C(t) = C est constant à un ensem-
ble C uniformément prox-régulier alors l’inclusion différentielle (2.5) est
équivalente à l’équation différentielle :

(2.6)


dx

dt
(t) + PN(C,x(t))[f(t, x(t))] = f(t, x(t))

x(0) = x0 ∈ C.

Remarque 2.4. — Nous renvoyons le lecteur à [6] pour la définition “d’une
prox-régularité directionelle”, permettant de conclure à l’existence de solution
pour (2.6). Cette notion est plus faible que l’uniforme prox-régularité.

Remarque 2.5. — Nous finissons cette brève description de certains
résultats en mentionnant l’étude d’un schéma numérique pour résoudre
l’inclusion différentielle (2.5). Dans [29], J. Venel présente un schéma
numérique et montre sa convergence, en “convexifiant” les ensembles uni-
formément prox-réguliers C(t).

Exp. no XIX— Perturbation stochastique de processus de rafle
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3. Reflexion d’un mouvement Brownien

Nous allons dans cette section décrire différents travaux et résultats sur le
problème suivant. Considérons un ensemble C et un mouvement brownien à
l’intérieur de cet ensemble, on impose à la trajectoire de se reflechir sur la
frontière ∂C de sorte que celle-ci reste à l’intérieur de l’ensemble C. Deux
questions se posent alors : sous quelles conditions sur l’ensemble C, existe-t-il
de telles trajectoires et quelles sont leur régularités ?

Fixons un ensemble C de l’espace Euclidien Rd et un espace de probabilité
(Ω,F , P), muni d’une filtration (Ft)t>0 et d’un mouvement Brownien réel
(Bt)t>0 associé à cette filtration. La réflexion d’un mouvement Brownien
(Bt)t≥0 sur ∂C issu d’un point x0 ∈ C est décrite par un processus stochastique
X solution de :

(3.1)

{
dXt + N(C,Xt)dt 3 f(t, Xt)dt + σ(t, Xt)dBt

X0 = x0,

où f : R+ × Rd → Rd est le “champ” subi par la trajectoire brownienne X et
σ : R+ × Rd → Rd correspond à un facteur de la perturbation stochastique
(dBt)t>0.

La première difficulté est de donner un sens précis à cette inclusion différentielle
stochastique et principalement au terme “N(C,Xt)dt”. On reprend alors la
définition suivante :

Définition 3.1 ([18]). — Un processus continu (Xt)t≥0 est une solution de
(3.1) s’il existe un autre processus (Kt)t≥0 tel que :

a) (Xt)t≥0 soit adapté avec des chemins continus à valeurs dans C;
b) (Kt)t≥0 soit adapté avec des chemins continus et à variation bornée;
c) Les deux processus X et K vérifient

(3.2) dXt + dKt = f(t, Xt)dt + σ(t, Xt)dBt;

d) La condition initiale en temps X0 = u0 p.p.;
e) Le processus dKt est uniquement supporté en temps lorque Xt ∈ ∂C

(3.3) |K|t =
∫ t

0
1Xs∈∂Cd|K|s, Kt =

∫ t

0
ξ(s)d|K|s,

avec ξ(s) ∈ N(C,Xs).

On note |K|t pour la variation du processus K sur [0, t].

Frédéric Bernicot
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Remarque 3.2. — L’EDS (3.2) se réécrit sous la version intégrale suivante :

(3.4) Xt + Kt = X0 +
∫ t

0
f(s,Xs)ds +

∫ t

0
σ(s,Xs)dBs.

La relation (3.3) décrit de manière rigoureuse : “dKt ∈ N(C,Xt)dt”.

Nous allons tout d’abord faire un bref historique de l’étude de tels problèmes.
Les premiers résultats sont dus à plusieurs travaux de A.V. Skorohod [24, 25],
N. Ikeda et S. Watanabe [16, 32] et N. El Karoui [17] ... dans le cas particulier
où C est un demi-plan ou une demi-droite. Puis le problème a été traité par
D.W. Stroock et S.R.S. Varadhan [26] dans le cadre d’un ensemble C régulier.
Plus tard A. Bensoussan et J.L. Lions [2] et H. Tanaka [27] ont démontré
l’existence de solution dans le cas d’ensembles C non lisses mais supposés
convexes. En 1984, P.L. Lions et A.S. Sznitman ([18]) ont donné une preuve
de l’existence de solutions pour de telles inclusions différentielles stochastiques
et ont décrit les premiers résultats dans le cas où C est un ensemble prox-
régulier borné (en faisant une hypothèse supplémentaire d’“admissibilité”, voir
Définition 3.3). Quelques années plus tard, Y. Saisho ([23]) a étendu la preuve
pour des ensembles non bornés. L’idée principale est de résoudre tout d’abord
le problème déterministe de Skorohod et ensuite d’appliquer une méthode de
point fixe, suggérée par (3.4).

Avant de décrire ce qu’est le problème de Skorohod, nous donnons la définition
importante d’ensemble admissible :

Définition 3.3 ([18]). — Un ensemble fermé C de Rd est dit admissible s’il
existe δ > 0, β > 0 et une famille de vecteurs normalisés (lx)x∈∂C tels que :

∀x ∈ ∂C, ∀y ∈ ∂C ∩B(x, δ), ∀v ∈ N(C, y), 〈lx, v〉 ≥ β|v|.

Définition 3.4. — Pour C un ensemble fermé et h ∈ C0([0, T ], Rd), une
solution x du problème de Skorohod (Sk, h) est une fonction x ∈ C0([0, T ], C)
telle qu’il existe k ∈ BV ([0, T ]) avec :

• x et k solutions de “l’équation intégrale” :

x(t) + k(t) = x(0) + h(t).

• La condition initiale en temps k(0) = 0;
• La distribution dk est uniquement supportée sur {t, x(t) ∈ ∂C} et

|k|t =
∫ t

0
1x(s)∈∂Cd|k|s, k(t) =

∫ t

0
ξ(s)d|k|s,

avec ξ(s) ∈ N(C, x(s)).

Exp. no XIX— Perturbation stochastique de processus de rafle
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Remarque 3.5. — Pour h ∈ W 1,1([0, T ]) le problème de Skorohod (Sk, h)
est équivalent à l’inclusion différentielle décrivant un processus de rafle avec
une perturbation f = dh

dt . Le problème est donc le suivant :

• Comment passer des fonctions h ∈ W 1,1([0, T ]) aux fonctions h ∈
C0([0, T ]).

• Comment montrer l’existence et l’unicité de telles solutions ?
• Comment borner la variation de la fonction k en fonction de h ∈

C0([0, T ], Rd) pour utiliser un raisonnement par densité ?

Ces questions ont été résolues par P.L. Lions et A.S. Sznitman ([18]) à l’aide
de la notion d’ensemble admissible :

Théorème 3.6 (P.L. Lions - A.S. Sznitman [18] ; Y. Saisho [23])
Soit C un ensemble uniformément prox-régulier et admissible. Si on sait

résoudre le problème de Skorohod (Sk, h) pour toutes fonctions h ∈ C∞([0, T ]),
alors on sait le résoudre pour toutes fonctions h ∈ C0([0, T ]). De plus la vari-
ation totale de la fonction k est bornée par ‖h‖∞ et son module de continuité.
Conséquence : Le problème de Skorokhod (Sk, h) est bien posé pour toute
fonction h ∈ C0([0, T ]).

À l’aide de ce résultat déterministe, ils obtiennent le résultat suivant sur le
problème stochastique :

Théorème 3.7 (P.L. Lions - A.S. Sznitman [18] ; Y. Saisho [23])
Soit C un ensemble uniformément prox-régulier et admissible, alors le

problème (3.1) est bien posé dans

H := L4(Ω, L∞([0, T ]))

pour tout T < ∞.

La preuve repose sur la continuité de l’intégrale stochastique et une méthode
de point fixe, appliquée à (3.4).

Ayant décrit ces deux théories : la première sur les processus de rafle et la
seconde sur la reflexion d’un mouvement brownien à l’intérieur d’un ensemble,
nous allons maintenant voir comment on peut combiner les différents argu-
ments pour répondre au problème initial : résoudre une perturbation stochas-
tique de processus de rafle.

Frédéric Bernicot
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4. Perturbation stochastique de certains processus de rafle

Nous cherchons donc à résoudre l’inclusion différentielle stochastique suiv-
ante :

(4.1)

{
dXt + N(C(t), Xt)dt 3 f(t, Xt)dt + σ(t, Xt)dBt

X0 = x0,

où C(·) est une multi-fonction.

Pour plus de détails et les démonstrations, nous renvoyons le lecteur à l’article
[5] (co-écrit avec J. Venel).

Pour appliquer les résultats précédents, il nous faut assurer l’admissibilité des
ensembles C(t) et il faut traiter la dépendance en temps de ces derniers. Pour
cela, nous allons nous placer dans un cadre un peu particulier :

Soit I := [0, T ] et gi : I × Rd → R des fonctions convexes (en la variable
d’espace) pour i = 1...p. On pose alors

C(t) :=
{

x ∈ Rd, ∀i, gi(t, x) ≥ 0
}

,

qui représente “l’ensemble des points admissibles sous les contraintes
gi(t, ·)”. On suppose qu’il existe des constantes α, β, M, κ > 0 telles que
gi ∈ C2

(
I × Rd

)
et

(A1) ∀(t, x) ∈ I × Rd, α ≤ |∇xgi(t, x)| ≤ β,

(A2) ∀(t, x) ∈ I × Rd, |∂tgi(t, x)| ≤ β,

(A3) ∀(t, x) ∈ I × Rd, |D2
xgi(t, x)| ≤ M.

Afin de pouvoir vérifier la prox-régularité des ensembles C(t) et leur admissi-
bilité, on fait l’hypothèse suivante : il existe ρ, γ > 0 tel que

(Rρ) ∀λi ≥ 0,
∑

i∈Iρ(t,x)

λi|∇xgi(t, x)| ≤ γ

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈Iρ(t,x)

λi∇xgi(t, x)

∣∣∣∣∣∣ .

avec
Iρ(t, x) := {i, gi(t, x) ≤ ρ} .

Cette inégalité triangulaire inverse sur les gradients traduit une certaine
“indépendance uniforme” de ces vecteurs sous combinaisons linéaires pos-
itives. Nous renvoyons le lecteur au travail de J. Venel [31] pour plus de

Exp. no XIX— Perturbation stochastique de processus de rafle
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détails sur une telle hypothèse et pour une description d’exemples où celle-ci
est vérifée.

On montre alors le résultat suivant

Théorème 4.1 ([31]). — Sous (R0), l’ensemble C(t) est uniformément
prox-régulier (avec une constante indépendante de t ∈ I).

Théorème 4.2 ([5]). — Sous les hypothèses de régularité et (Rρ), la multi-
fonction C(·) est Lipschitzienne. De plus, l’ensemble C(t) est admissible (de
manière uniforme en temps).

Remarque 4.3. — Dans un cadre général, l’hypothèse (R0) ne suffit pas pour
obtenir le résultat précédent. Néanmoins si

⋃
t C(t) est bornée dans Rd, alors

(R0) suffit par des arguments de compacité.

On peut alors résoudre le problème de Skorohod déterministe associé (avec un
ensemble mobile Q(t)) xt +kt = ht déterministe en utilisant la théorie des pro-
cessus de rafle pour h ∈ W 1,1(I) (voir première section). L’admissibilité des
ensembles Q(t) permet alors d’utiliser les arguments de [18] pour le résoudre
avec toutes fonctions h ∈ C0(I).
On peut maintenant appliquer la méthode de point fixe stochastique, pour
obtenir :

Théorème 4.4 ([5]). — Sous les hypothèses précédentes, le problème (4.1)
est bien posé dans

H = L4(Ω, L∞(I)).

Après ce résultat d’existence et d’unicité, nous souhaitons décrire un résultat
de stabilité, par rapport à la perturbation stochastique σ(t, Xt)dBt.

Théorème 4.5 ([5]). — On note Xσ l’unique processus, solution de (4.1),
associé à la perturbation stochastique σdBt. Soit X0 le processus déterministe
solution de (4.1) pour σ = 0. Alors Xσ converge vers X0 lorsque σ tend vers 0
dans L∞(I × Rd) : ∥∥Xσ −X0

∥∥
H
≤ Cu0‖σ‖L∞(I×Rd).

La preuve repose sur l’utilisation du théorème de point fixe à paramètre et
l’utilisation d’inégalités maximales de Doob pour obtenir la continuité des
intégrales stochastiques par rapport à la perturbation σ.
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Nous finissons cet exposé en mentionnant que dans [5], les auteurs proposent
et étudient la convergence d’un schéma numérique afin d’approcher la solu-
tion stochastique de (4.1). Celui-ci correspond à la version stochastique du
schéma proposé dans [31] dans le cas déterministe. Celui-ci consiste en une
amélioration de l’algorythme de rattrapage (proposé par J.J. Moreau [21]),
défini pour un paramètre h par :

Xh
n+1 := PC(tn+1)

[
Xh

n + hf(tn+1, X
h
n) + σ(tn+1, X

h
n)

(
Btn+1 −Btn

)]
,

où (tn)n est une subdivision de I de pas h et Xh
0 = x0. La suite des proces-

sus ainsi définie par morceaux converge vers l’unique solution de (4.1) pour
h → 0. L’algorithme proposé par J. Venel dans le cas déterministe, que
nous étendons au cas stochastique, consiste à remplacer la projection PC(tn+1)

par une projection sur un “bon” ensemble convexe Q(tn+1). D’un point de
vue numérique, cette opération est importante car il existe de nombreux algo-
rithmes efficaces pour caluler la projection sur un ensemble convexe. L’idée est
donc de remplacer les ensembles prox-réguliers C(tn+1) par une bonne approx-
imation convexe Q(tn+1), tout en conservant la convergence de l’algorithme.
Nous renvoyons le lecteur vers l’article [31] pour une étude précise du cas
déterministe et vers [5] pour son adaptation au cas stochastique.

Nous renvoyons le lecteur à l’article pour des exemples d’applications. Nota-
ment, nous signalons que le cadre et les hypothèses (A1), (A2) et (A3) sont
vérifiées pour le modèle de mouvement de foule étudié par J. Venel dans sa
thèse (e.g. [30, 20, 19, 31] ...).
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