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QUELQUES RESULTATS D’HYPOCOERCITIVITE EN THEORIE
CINETIQUE COLLISIONNELLE

CLEMENT MOUHOT

REsuME. Nous présentons une introduction & un nouveau champ de recherche,
I’hypocoercitivité. Nous énongons quelques résultats obtenus récemment avec
différents co-auteurs (Lukas Neumann, Jean Dolbeault, Christian Schmeiser)
dans le cas des équations cinétiques collisionnelles, en particulier pour les équa-
tions de type Boltzmann. Puis nous présentons quelques perspectives de re-
cherche a plus long terme, dans le but de dégager une théorie unifiée de I’hy-
pocoercitivité en théorie cinétique collisionnelle.
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1. INTRODUCTION

1.1. Motivation. Nous allons présenter la notion d’hypocoercitivité. La motivation
initiale pour notre part provient de 1’étude d’équations intégro-différentielles (aux
dérivées partielles) issues de la théorie cinétique (pour des modéles de gaz raréfiés
ou de physique des plasmas essentiellement). Ces équations partagent la structure
suivante. Elles s’écrivent :

(1.1) oaf+Tf=0Q(f) f=ft,z,v)>0, zeQ veR?

La variable z (position) évolue dans un domaine Q@ C R? dans l'espace d-
dimensionnel (avec des conditions aux limites appropriées), et la variable v (vitesse)
évolue dans R<.

Le membre de droite Q(f) est un terme de collision, il est supposé local en ¢, x,
et peut étre aussi bien linéaire (interaction par scattering avec un milieu extérieur
par exemple) que non-linéaire (interaction binaire entre les particules par exemple).

Le terme T'f (dit terme de transport) s’écrit

T=v-Vof =V,V-V,f

avec un certain potentiel V=V (t,x). On suppose que ce potentiel est confinant, ce
qui signifiera pour nous qu’il existe un équilibre global intégrable non trivialement
nul qui annule a la fois cet opérateur et opérateur de collision (voir les hypothéses
exactes plus loin).

On appelle invariants de collision 'orthogonal de I'image de ) dans ’espace
L2(R%) (Iindice v indique que nous intégrons ici uniquement par rapport a la va-
riable de vitesse). Sans la présence de la variable d’espace x et de l'opérateur T,
toute invariant de collision ¢ = ¢(v) produit une loi de conservation sur la quantitée
macroscopique suivante :

(1.2) G | seoewan= [ anewa=o

L’opérateur ) posséde également un noyau, qui est en général une variété lorsque
Iopérateur est non-linéaire. Nous supposerons ici que la dimension de I’espace vec-
toriel des invariants de collision correspond exactement aux nombres de paramétres
libres de cette variété. Autrement le probléme spatialement homogéne (c’est-a-dire
sans la variable d’espace) admet un unique équilibre local en fonction des valeurs
des quantitées macroscopiques de la donnée initiale.

On suppose toujours également une propriété de dissipativité de l'opérateur
Q. Cela signifiera pour nous le fait qu’il admette une fonctionnelle de Liapunov
H = H(f), strictement croissante sauf a 1’équilibre. Cela correspond dans le cas
de I’équation de Boltzmann au fameux théoréme H de Ludwig Boltzmann. Vu le
contexte physique et historique on parle volontiers de croissance de l’entropie pour
ce processus de dissipation.

Remarquons alors qu’en général l'opérateur T ne préserve pas les invariants
de collision. La valeur des intégrales macroscopiques du type (1.2) ne sont pas
constantes, elles sont “mélangées” au sein du domaine en espace par 'opérateur
de transport T (ce qui fait intervenir ici de fagon clef les conditions aux limites).
L’espace des équilibres globaux correspond alors a l'intersection des noyaux des
opérateurs @ et T'.

Ces deux termes s’opposent sur un aspect fondamental : le terme de transport
est réversible en temps (c’est-a-dire inchangé par le changement de variable (¢, z) —
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(—t, —x)), alors que le terme de collision est irréversible en temps, c’est-a-dire qu’il
posséde une certaine fonctionnelle de Liapunov H(f). Cependant ’ensemble des
extremas de cette derniére est bien plus large que ’espace des équilibres globaux.

1.2. La notion d’hypocoercitivité. L’objet de la théorie de I'hypocoercitivité
est de comprendre dans quels cas et comment le mélange de ces deux opérateurs T'
et @Q (mélange non trivial puisque méme dans le cas linéaire, ils ne commutent bien
siir pas) permet d’obtenir de la dissipativité globale, ¢’est-a-dire de construire une
fonctionnelle de Liapunov pour le probléme complet, qui n’admet comme extrema
que 'espace des équilibres globaux.

Notre point de vue est intentionnellement constructif et tente d’éviter antant
que possible le recours a des théorémes de perturbation par compacité de théorie
spectral. Un de nos objectifs est en effet de quantifier le retour a ’équilibre (global)
pour cette classe d’équations. Plusieurs raisons peuvent étre avangées pour ce choix :
mieux comprendre la dépendance du taux de retour & 1’équilibre par rapport aux
paramétres du modéles, étre en mesure de pouvoir comparer les échelles de temps
de convergence du probléme spatialement homogéne vers ’équilibre local et du
probléme complet vers ’équilibre global, étre en mesure de comparer le temps de
retour & l'équilibre global avec I’échelle de temps fluide (c’est-a-dire du systéme
fluide limite sur les quantités macroscopiques obtenu par pénalisation de I'opérateur
Q), enfin étre en mesure de comparer le temps de retour a ’équilibre global au temps
de validité des modéles cinétiques.

Concrétement, le but est donc mathématiquement d’établir des inégalités fonc-
tionnelles, tout d’abord sur 'opérateur @ (sans la variable z) puis sur 'opérateur
d’évolution complet () — T, pour quantifier le processus de production d’entropie.
Il y a alors deux approches complémentaires pour les équations non-linéaires de la
théorie cinétique collisionnelle.

La premiére approche est de quantifier le processus de production d’entropie di-
rectement sous forme non-linéaire. Cette approche a été initiée au début des années
1990, voir [11, 12, 19, 15, 59, 60, 17, 18]. Elle a permis d’importants progrés ces der-
niéres années, comme ’'obtention des premiers résultats explicites non perturbatifs
de retour a ’équilibre pour 'équation de Boltzmann (avec des bornes de régularité
données a priori), mais elle ne semble pas fournir les échelles de temps physiques
attendues pour ces équations (c’est-a-dire le retour exponentiel a 1’équilibre dans
un certain nombre de cas).

La deuxiéme approche est de quantifier le processus de production d’entropie au
niveau linéarisé. C’est ’approche que nous avons suivie et que nous allons présenter.

Ces deux approches sont complémentaires. En effet, il est naturel de se poser
la question de les “connecter”, c¢’est-a-dire d’utiliser la théorie non-linéaire loin de
I’équilibre pour ensuite, au voisinage de 1’équilibre “passer le relais” & la théorie
linéarisée pour obtenir la bonne échelle de temps physique de convergence. Il y a
néanmoins une difficulté de taille au niveau des espaces fonctionnels. Les théories
non-linéaires sont en effet naturellement obtenues dans des espaces sans poids en
vitesse (ou avec des poids polynomiaux) pour pouvoir tirer avantage des lois de
conservation (non-linéaire). A I'inverse les théories linéarisées sont construites dans
des espaces qui rendent 'opérateur de collision linéarisé symétrique, c’est-a-dire
en général des espaces avec des poids gaussiens en la variable de vitesse. Cette
connection a été obtenue [49] dans le cas d’un pur processus de collision bilinéaire
(pas de variable d’espace), mais il reste ouvert dans le cas général.
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1.3. Comparaison avec la notion d’hypoellipticité. Le terme hypocoercitivité
est dit & Thierry Gallay (voir [68]). Il provient d’un paralléle avec la notion d’hy-
poellipticité. En effet la structure (1.1) avec Q dissipatif “dégénéré” (c’est-a-dire de
noyau plus grand que lespace des équilibres globaux de ’équation) et T' (antisymé-
trique) conservatif, et ot 'on cherche a savoir si ’équation compléte est dissipative,
évoque immédiatement une autre situation trés classique en analyse. Celle o1 'opé-
rateur L ci-dessus n’est pas dissipatif mais elliptique, et ot 'on cherche & savoir si
Péquation compléte posséde un effet régularisant (y compris sur lespace des “équi-
libres locaux”, c’est-a-dire sur le noyau de la partie elliptique L). C’est le cadre de
la théorie de I’hypoellipticité.

Pour rendre la comparaison plus concréte, évoquons un instant un “bébé-modéle”
du cadre hypoelliptique (nous renvoyons par exemple a l'article [39] par I'un des
fondateurs de la théorie hypoelliptique pour plus de précisions) :

f+Tf=D"Df

avec D*D elliptique dégénéré mais [D,T]*[D,T] + D*D elliptique. Un exemple
typique de cette situation est I’équation de transport-diffusion suivante :

8tf+v'vmf:Avf~

L’opérateur dissipatif est alors D*D avec D = V,,. Il ne diffuse donc que le long
de la variable v. En revanche, on a [D,T] = V, et donc [D,T)*[D,T] = A,. On
déduit alors que
[D, T]*[D,T]+ D*D = A, + A,

est elliptique en toutes les variables. Les résultats d’hypoellipticité (a 'image du
[39, Theorem 1.1]) montrent alors que I’équation régularise, c’est-a-dire que la so-
lution est immédiatement C'*° en toutes les variables. De trés nombreux travaux
ont développé cette approche hypoelliptique. Le fil conducteur de ces derniers est
I’attention portée aux propriétés de régularisation de I’équation.

Néanmoins, dans les cadres ot il existe un équilibre global intégrable non trivial
(ce qui correspond a une situation physique de confinement), ces propriétés de ré-
gularisation s’accompagnent souvent de propriétés de retour a I’équilibre. Mais il
est utile de séparer ces deux notions (régularisation et retour a ’équilibre) car elles
ne se produisent pas toujours en méme temps : par exemple dans (1.1), 'opérateur
Q@ pourra étre “d’ordre zéro”, sans aucune propriété d’ellipticité. En fait il est éga-
lement possible d’avoir le phénoméne de régularisation hypoelliptique sans retour a
I’équilibre. Enfin, méme dans les cas ou ces notions se produisent en méme temps,
il est utile de délimiter un champ d’étude spécifique pour la question du retour
a I’équilibre car elle souléve de nombreux problémes, méthodes et résultats spéci-
fiques. L’objet de la théorie de I’hypocoercitivité est ce nouveau champ d’étude, que
lon peut résumer de la fagon suivante : prouver (sous des conditions & identifier)
et quantifier le retour a 1’équilibre, pour des équations ayant une structure (1.1)
dissipative dégénéree.

On peut distinguer schématiquement deux difficultés essentielles dans ce champ
d’étude, d’abord au niveau microscopique, puis au niveau macroscopique.

(1) La premiére difficulté est la complexité que peuvent avoir les opérateurs @
de la théorie cinétique. Ce sont en effet dans les cas des équations de Boltzmann et
Landau (et leurs variantes) des opérateurs intégraux (non locaux) en vitesse, pour
lesquels les techniques de commutateurs algébriques “a la Hormander” ne s’adaptent
pas simplement.
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Remarquons que les premiers travaux sur ’hypocoercitivité [37, 68] se sont
concentrées sur le cas de I’équation de Fokker-Planck, pour laquelle cette premiére
difficulté n’est pas présente puisque 'opérateur @) est un opérateur (local) de dérive-
diffusion. Les premiers travaux de type hypocoercitif pour des opérateurs de colli-
sions intégraux non-locaux sont [31, 30, 32, 33, 34] d’une part, et [50] d’autre part
(le résultat principal de ce dernier article est également détaillé et discuté dans [68,
Part II]).

(2) La deuxiéme difficulté se situe plus au niveau de la dynamique macrosco-
pique. Elle concerne la dimension et la forme de ’espace vectoriel sur lequel la
partie dissipative L s’annule (son noyau), et ’action de la partie de transport T' sur
ce dernier (cela correspond a la dynamique des équations de Navier-Stokes com-
pressible linéarisées sous-jacente dans le cas de I’équation de Boltzmann). Cette
deuxiéme difficulté se scinde donc en deux sources de complication “orthogonale” et
qui interagissent : la taille du noyau de L d’une part, et la complexité du processus
de confinement (domaine avec condition au bord, potentiel, etc.) d’autre part.

L’objet de la suite de cet article sera de présenter deux résultats obtenus ré-
cemment, qui tente de d’attaquer a la fois la difficulté (1) et la difficulté (2), dans
les deux cas “orthogonaux” d’un “grand” noyau de L mais un confinement simple
d’une part, et d’'un “petit” noyau de L mais un confinement compliqué d’un autre
part. Pour ceci nous serons amenés entre temps & présenter dans la section suivante
les résultats de coercitivité existants pour les opérateurs de Boltzmann et Landau.
Enfin nous terminerons 'article par quelques perspectives de recherche pour I'étude
de I’hypocoercitivité dans le cadre des équations cinétiques.

2. COERCIVITE POUR LES OPERATEURS DE BOLTZMANN ET LANDAU

Dans cette section, nous présentons rapidement les opérateurs de Boltzmann
et Landau linéarisés, et les résultats d’inégalités de coercitivité les plus récents
concernant ces opérateurs.

2.1. Les opérateurs de Boltzmann et Landau linéarisés. Notre but ici n’est
pas de détailler les équations de Boltzmann et Landau (non-linéaires), nous ren-
voyons le lecteur intéressé a l'article de revue trés complet [66].

Considérons tout d’abord le cas de ’équation de Boltzmann. L’opérateur inté-
gral bilinéaire de collision ) admet pour équilibre les “Maxwelliennes”, ¢’est-a-dire
la distribution d’une loi normale que multiplie un paramétre de densité. Nous consi-
dérons ici la linéarisation autour d’une telle distribution “Maxwellienne” normalisée
de la fagon suivante M (v) = e*|“‘z, avec des fluctuations autour de I’équilibre de la
forme

f=M+ Mh, h(v)e L*(M)

ot L?(M) désigne I'espace de Lebesgue L? sur R? par rapport & la mesure M (v) dv.
L’opérateur linéarisé L s’écrit donc

L(h) = M~ [Q(Mh, M) + Q(M, Mh)]
et on obtient & partir de @ la formule suivante

1
(2.1) L(h) =~ / [h’ + 1, —h—h,| BM, dv, do
4 Jraxmrixsi-1

avec la convention ' = h(v'), hl, = h(v)), hs = h(vy)
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Ces vitesses v, v, v', v, sont reliées par la géométrie de collision suivante (conser-
vation de la masse, quantité de mouvement et énergie cinétique lors du choc (v, v,) —
(V') :

;v v — v ;U Ue =
2 2 T2 2
Les fréquences relatives statistiquement des différentes vitesses post-collisionnelles
qui apparaissent lors d’une collision sont dictées par le noyau de collision

B =B(Jv—vi|,0- (v—uvs)/|v —v.]),

qui ne dépend que du module de la vitesse relative |[v — v.|, et du scalaire o - (v —
vi)/|v — vs| (ol o est le paramétre libre qui apparait dans la géométrie ci-dessus).
Le cas physique fondamental qui nous intéresse est celui o

B = &(Jv — v.|) b(cos )

avec @ fonction puissance et cost = o - (v — v,)/|v — V4.

On constate facilement que L est symmétrique dans ’espace de Hilbert h €
L?(M), et qu’il est négatif (c’est la forme linéarisée du théoréme H), et sa forme
de Dirichlet dans cet espace s’écrit

D) = ~(h LW)ran = 7 |

2
1 W +h'.—h—h,| MM, B>0.

On déduit de cette formule que son noyau est de dimension d + 2, et qu’il est
engendré par les invariants de collision 1,v1, ..., vq, |v|%.

Détaillons maintenant les noyaux de collision B issues de la physique et leur lien
avec les propriété de coercitivité attendues.

Les deux modéles fondamentaux sont les noyaux qui dérivent de potentiels d’in-
teraction en puissance inverse entre les particules d’'une part et le noyau des sphéres
dures d’autre part. Pour appréhender ces différents cas physiques, définissons le
cadre général suivant :

(2.2) B =®(|v—uv,])b(cos), B(z) =27, brggbgh (4D

avec y €] — d, +oo] et a €] — 00, 2)

En dimension d = 3 le cas des sphéres dures (interaction de contact) correspond
a v =1 et b constant soit &« = (d — 1) (en fait pour les résultats concernant les
sphéres dures, @ < 0 suffirait dans la plupart des cas), et le cas d'un potentiel
d’interaction en puissance inverse (interaction a longue portée)

p(r)=r~67Y s> 9
correspond & (b est alors non intégrable sur la sphére)

s—5 2
(2.3) Y=L e= oo
On appelle traditionnellement “potentiels durs” le cas s > 5, “molécules maxwel-
liennes” s = 5, et “potentiels mous” s < 5. Formellement le cas des spheéres dures
peut étre vu en quelque sorte comme la limite s — +o0.

Remarquons que le noyau (2.2) est localement intégrable si et seulement si a < 0.
Dans le cas limite « = 2 (qui correspond au potentiel d’interaction Coulombien
limite s = 2), Popérateur de Boltzmann n’est pas défini (voir [65, Annexe 1, Ap-
pendice]). Néanmoins il est possible de définir le cas limite « = 2 en un certain

v e (=3,1), a€(0,2).

XVI-6



Exp. n® XVI— Hypocoercitivité en théorie cinétique collisionnelle

sens, au moyen d’une limite de collision rasante [3, 14, 16, 63, 2| qui signifie intuiti-
vement que “b — dp—g”. On obtient alors par cette limite mathématique 1’opérateur
de Landau, dont la forme linéarisée est donnée par

L(h)(v) = M1VU~(/U

avec la convention h, = h(v,), et les formules

a(v — v,) [he (VM) + M, (Vh) — h (VM), — M (Vh),] dv*> ,
«ERN

2i2j
a(z) = 2 (2) e,  (IL1);; =6i;— ﬁ

et ®(z) = |2|7 (le cas fondamental physiquement des interactions coulombiennes

correspond en dimension 3 & v = —3). Remarquons que cette opérateur a été

d’abord dérivé en physique des plasmas, sans recours a 1’équation de Boltzmann,
par Landau en 1936.

Apres cette bréve présentation des opérateurs linéarisés intégro-(différentiels) de
Boltzmann et Landau, voici quelques remarques qui guideront I’intuition pour les
estimations de coercitivité dans le reste de cette section.

Ce sont des opérateurs intégraux a priori compliqués, avec des noyaux qui
peuvent étre a la fois singuliers (dés que a > 0 ou 7y < 0), et qui peuvent croitre ou
décroitre polynomialement pour les grandes vitesses relatives (v—wv,) (en fonction de
). Nous pouvons alors faire la comparaison suivante avec la théorie des opérateurs
différentiels (inspirée de remarques de Bolylev) : le paramétre « de la singularité
angulaire peut étre comparé (lorsqu’il est positif bien siir) a un ordre de différentia-
tion (fractionnaire), et la paramétre v peut étre comparé a un ordre (polynomial)
de croissance ou décroissance des coefficients d’un opérateur différentiel.

D’aprés ce paralléle il serait naturel d’espérer que la forme de Dirichlet D(h)
controle par en-dessous des normes du type L2 (M) et H, lc(vf, et nous allons donner
des résultats en ce sens. Mais remarquons tout de suite que le paralléle avec le
Laplacien dans L?(M)) suggére qu’il est naturel d’espérer mieux en fait, & savoir
que la forme de Dirichlet controle également une norme du type L% 4o (M) (voir le
dernier résultat de coercitivité ci-dessous).

2.2. Bref historique des résultats de coercitivité. Nous donnons ici quelques
résultats clefs qui jalonnent le développement historique des inégalités de coerci-
tivité pour les opérateurs de collision de Boltzmann et Landau. Nous détaillerons
ensuite nos travaux dans la sous-section suivante.

On peut situer l'origine dans les travaux de Hilbert [38] sur les opérateurs in-
tégraux. L’opérateur intégral de Boltzmann est un des exemples d’opérateurs in-
tégraux étudiés, et Hilbert introduit (dans le cas des sphéres dures) le découpage
entre partie locale et partie non-locale, et démontre la “continuité compléte” de la
partie non-locale (sa compacité). Il Putilise & 1’époque, avec la théorie de Fredholm,
pour construire ce qu’on appelle aujourd’hui le de “développement de Hilbert”.

Puis Carleman [10] introduit (toujours dans le cadre des sphéres dures) 'utili-
sation de théoréme de Weyl (qui énonce que sous certaines hypothéses, le spectre
essentiel n’est pas modifié par perturbation compacte), pour prouver l'existence
d’un trou spectral dans ’espace des vitesses. Grad [28] introduit alors la notion de
“cutoff angulaire” pour généraliser ce résultat a une classe plus générale de noyau
(les “potentiels durs avec cutoff”). Cette approche (non constructive) a ensuite été
généralisée au cas des potentiels mous avec cutoff angulaire par Calflisch [8], qui
démontre dans ce cas il n’y a pas de trou spectral, puis par Golse et Poupaud
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[27], qui ont obtenu des inégalités de coercitivité dans des normes plus faibles que
I’espace ambiant.

Parallélement & ces travaux sur les sphéres dures, Wang-Chang et Uhlenbeck
[69], puis Bobylev [5] obtiennent dans le cas des molécules maxwelliennes (v = 0
dans (2.2) ci-dessus) la diagonalisaton explicite de Popérateur, avec une preuve du
trou spectral et le calcul explicite de sa valeur.

En ce qui concerne les noyaux non localement intégrables (o > 0 dans (2.2)), le
premier résultat concluant est celui de Pao [53] (dans le cadre des potentiels d’in-
teraction en puissance inverse), qui démontre de fagon non constructive (le centre
de la preuve étant une démonstration de la discrétude du spectre par compacité
de la résolvante) existence d’un trou spectral dés que s > 3 dans la définition du
potentiel d’interaction (en dimension d = 3). Ces deux articles de Pao reposaient
néanmoins sur de lourds calculs pseudo-differentiels, et sont restés ensuite contro-
versés (voir par exemple [40]). Les résultats de Pao ont ainsi été par la suite soit mis
en doute, soit oubliés. Nos travaux récents rédémontrent, généralisent et améliorent
ces résultats, de fagon constructives.

Enfin en ce qui concerne 'opérateur de Landau linéarisé, I’approche basée sur le
théoréme de Weyl a été appliquée avec succés par Degond et Lemou [13].

2.3. Résultats récents de coercitivité. Nous réunissons dans le théoréme sui-
vant différents résultats obtenus récemment.

Theorem 2.1. On considére 'opérateur de Boltzmann linéarisé 2.1 avec un noyau
de la forme B = b(cos0) ®(Jv — v.|).
(1) (Article [4]) Sous (essentiellement) une hypotheése suivante de minoration
uniforme pour les grandes vitesses relatives

JR>0, ce >0/ Vr >R, ®(r)>cy,

il existe (de fagon explicite) une constante Cp > 0 (dépendant du noyau B)
telle que Ag > Cp Ao, avec Ap le trou spectral de l'opérateur L avec noyau
B, et \y le trou spectral de 'opérateur de collision linéarisé pour un noyau
constant B = 1. Mentionnons que [’article étend également ce résultat au
cas de cas de lopérateur de Landau linéarisé avec “potentiel dur”.

(2) (Article [48]) Sous (essentiellement) une hypothése ® > |v — v.|7 avec v €
|—d,1[, on a

D(h) 2 M|(1+ o) 2Rl Z2(ar),  h € Ker(L)*,

avec une constante X explicite en fonction de B. Mentionnons que l’article
étend également ce résultat au cas de cas de l'opérateur de Landau linéarisé
(y compris pour interaction coulombienne).

(3) (Article [48]) Sous (essentiellement) une hypothése

b > bg (sin0/2)~ 4=V~ gy voisinage de 6 ~ 0,

on a

D(h) > A A2,

L
o h € Ker(L)~,

e (M)
avec une constante X > 0 explicite, et ot Hloééz désigne l’espace de Sobolev
fractionnaire local, c’est-a-dire sur tout compact (la constante dépend bien
str du noyau, et de la facon de définir l’espace de Sobolev local avec un

recouvrement de compacts).
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(4) (Article [51]) On suppose ici que le noyau s’écrit B = ®(|v — v *|) b(cos )

avec
B(z) > Cpz?, b>bo(sind/2)~ =DV~ near 6 ~ 0.
Alors
— Pour tout e > 0, il existe une constante Cg . > 0 (preuve constructive)
telle que

D(h) > Cpg. ||h\|%3+uia(M)7 h € Ker(L)™*.
— Il existe Cp o > 0 (prewve non constructive) telle que

D(h) > Cgyo Hh||2Lz+a(M), h € Ker(L)*.

Remarquons que les bornes du point (1) étaient déja connues mais uniquement
de fagon non constructives. Les bornes du point (2) étaient en parties connues
également, mais de fagon non constructive [27]. Les bornes du point (3) sont nou-
velles dans un cadre linéarisé (mais réminiscentes des estimations sur la production
d’entropie établies en non-linéaire [41, 64, 1]). Enfin les bornes du point (4) sont
nouvelles, les seuls résultats partiels (et non constructifs) précédents étant [53].
En particulier ces derniéres fournissent les premiéres estimations explicites de trou
spectral pour les potentiels “modérément mous” (non cutoff), c’est-a-dire (en di-
mension 3), les noyaux donnés par (2.2) avec les exposants v et o donnés par (2.3)
et s €]3,5[. Et, pour s > 3, la combinaison des points (3) et (4) redémontre tri-
vialement le résultat de Pao [53] sur la compacité de la résolvante (car o > 0 et
v+« > 0 ce qui donne la compacité locale d’une part, et la tension a U'infini d’autre
part).

2.4. Remarques et perspectives. Pour conclure cette section, nous donnons
quelques remarques et problémes ouverts soulevés par les précédents résultats, qui
s’inscrivent dans le projet plus général de quantifier les inégalités de production
d’entropie pour les équations de Boltzmann.

Tout d’abord, des zones d’ombre subsistent dans le tableau : il manque une
preuve constructive pour le gain de poids limite v + a dans l'estimation (4) du
théoréme 2.1 ci-dessus. Le spectre est discret en non cutoff (a > 0) dés que v+« > 0.
Dans le cas cutoff, la géométrie est connue par les théorémes de perturbation. Il
reste & déterminer cette géométrie dans le cas “trés mous” non cutoff, soit o > 0 et
v+ a <0.

La question plus fondamentale directement reliée au point (4) du théoréme 2.1
est la conjecture suivante (voir [50]) : “I'opérateur de Boltzmann linéarisé avec un
noyau B donné par (2.2) et a > 0 posséde un trou spectral dans L?(M) si et
seulement si v+ a > 0”. Cette conjecture est valide dans le cutoff si on I'assimile &
“a =07 et elle est également valide dans le cas de l'opérateur de Landau linéarisé
si on Passimile au cas “a = 27, voir [50]. Le point (4) du théoréme 2.1 démontre
un sens de l'implication, I’autre sens nécessite probablement la construction de
contre-exemples.

Une autre question naturelle est l'identification de l’espace fonctionnel relié a
la forme de Dirichlet dans le cas non cutoff (qui mélange dérivé fractionnaire et
poids). Ce qui est relié au probléme ouvert de construire des solutions réguliéres au
voisinage de ’équilibre pour ’équation de Boltzmann sans cutoff.
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Enfin mentionnons une question ouverte connexe. L’équivalent au niveau non-
linéaire du probléme d’existence d’un trou spectral peut étre vu comme la conjecture
de Cercignani. Cette conjecture énonce que, pour I’équation de Boltzmann spatia-
lement homogéne, ’entropie

B(f) = —H(f) = - / flog f

est contrélée linéairement par la fonctionnelle de production d’entropie

D(f) = / (F'f — f1.) log L1

. B.

Plus précisément, c’est 'inégalité
D(f) = K |H(f) — H(My)|,

ott My est la distribution maxwellienne associée & f.

Cette conjecture a motivé de nombreux travaux [11, 12, 19, 15, 59, 60, 17, 18] mais
a finalement été infirmée (dans les espaces usuels) par Bobylev et Cercignani [7].
Néanmoins Villani [67] a pu démontré la conjecture dans le cas non physique des
noyaux cutoff avec v > 2. Une conjecture naturelle (partiellement démontrée dans
un travail en cours avec Laurent Desvillettes) est ’équivalence entre l'inégalité ci-
dessus (conjecture de Cercignani) et I'inégalité v + o > 2 sur les coeflicients.

Ceci souléve alors des questions a long terme. Pourquoi cette différence de condi-
tion sur v + « entre les “trous spectraux” linéaires et non-linéaires ? Pourquoi ce
seuil 74 a = 0 dans le cas linéaire pour le trou spectral ? C’est en effet également le
seuil actuel pour les résultats de propagation uniforme sur les moments et d’unicité
(voir [20, 25, 26, 29]). Enfin c’est un seuil qui apparait dans les analyses dimension-
nelles pour déterminer le terme prédominant entre celui de champs moyen et celui
de collision, voir [6] (ce seuil est li¢ au “potentiel de Manev” s = 3 en dimension 3).

3. HYPOCOERCITIVITE POUR LES EQUATIONS DE BOLTZMANN ET LANDAU

3.1. Historique du probléme. L’équation a étudier est de la forme
hf+Tf=L(f) f=ftzv)>0, z€Q veR?

avec L dissipatif dégénéré (de noyau plus grand que l'espace des équilibres glo-
baux) et T' (antisymétrique) conservatif (la dissipativité de L est mesurée par les
estimations de coercivité de la section précédente). Remarquons que L — T n’est
pas auto-adjoint (T est antisymétrique) et n’est méme pas sectoriel en général pour
les cas physiques qui nous intéressent.

Le modéle physique sous-jacent fondamental est 1’équation de Boltzmann (1.1),
dont le linéarisé autour d’un équilibre maxwellien en vitesse et uniforme en espace
est de la forme

(3.1) Oth+v-Vyh=Lh+T(h,h), zcQ veRY

avec un terme de “reste” bilinéaire I'(h, h).

La question physique qui motive alors la recherche de résultats d’hypocoercitivité
est l'obtention d’estimations de décroissance sur le semi-groupe linéarisé suffisam-
ment fortes pour contréler le “reste” bilinéaire et prouver la stabilité non-linéaire
autour de ’équilibre global.

Le premier résultat de ce type a été obtenu par Ukai [61] pour un domaine
périodique en espace, par des méthodes non constructives. L’idée fondamentale
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pour 'obtention de ’estimation de décroissance sur le semi-groupe linéarisé est de
décomposer ’équation d’évolution sur chaque mode de Fourier (par rapport a la
variable d’espace), puis d’utiliser le trou spectral démontré dans le cas spatialement
homogeéne pour les basses fréquences, ainsi que le spectre de 'opérateur de transport
pur T dans le cas des hautes fréquences. Pour les travaux dans tout 1’espace, on
peut citer dans la lignée de Ukai les articles [24, 46, 47, 62, 52, 55, 54] (Particle [52]
a été controversé, et le résultat annongé dans [55] n’a pas été démontré par la suite
par les auteurs).

Depuis les années 2000, on observe un renouveau des méthodes linéaires pour
I'obtention de résultats de stabilité. Plusieurs approches se sont développées de
fagon indépendantes, tout en présentant certaines convergences frappantes.

Chronologiquement la premiére vague d’article que ’on peut relier a posteriori a
ce type de méthode est due a Guo [31, 30, 32, 33, 34, 56, 57, 58]. Ces articles traitent
de différents modeéles de théorie cinétiques collisionnelles, parfois trés complexes
(champs électrique et magnétique, couplage entre plusieurs espéces de particules,
invariants de collision complets : masse, quantité de mouvement et énergie...).
Leur but est de démontrer la stabilité non-linéaire autour de I’équilibre global. Les
deux outils principaux sont l'introduction d’une décomposition “fluide-cinétique”
et I'obtention d’un controle de la partie fluide par la partie cinétique, le long du
semi-groupe (ce qui constitue une inégalité d’hypocercitivité). Ce dernier résultat
était obtenu par une méthode non constructive par contradiction dans les premiers
articles de cette série, mais la démonstration a ensuite été rendue constructive par
I’étude d’un systéme elliptique associé & la projection sur le régime fluide.

La deuxiéme vague d’article peut étre reliée & la communauté des chercheurs
travaillant sur ’hypoellipticité. Elle démarre avec larticle fondamental [37], qui dé-
montre le premier résultat de retour exponentiel a 1’équilibre explicite pour 1’équa-
tion de Fokker-Planck cinétique avec potentiel confinant. On peut relier également
cet article aux études précédentes sur le spectre d’un opérateur hypoelliptique
comme [23]. Deux travaux dans cette méme ligné ont suivi [35, 36]. Ces méthodes
traitent de modeéles avec un seul invariant de collision (la masse), et reposent sur
I'utilisation de commutateurs d’opérateurs inspirés de la théorie hypoelliptique.

Une troisiéme série de travaux, légérement plus éloignée des préoccupations de
cet article mais qu’il est intéressant de signaler, est due a Liu, Yu, Yang, Ukai
& co. [43, 44, 42, 45]. Ces travaux étudient ’équation de Boltzmann dans tout
I’espace, sans confinement, dans le but de montrer la stabilité autour de certaines
solutions fondamentales de type “front d’onde” de la mécaniques des fluides (chocs,
ondes de raréfaction. ..). Ils contiennent en particulier le premier résultat de posi-
tivité des profils de chocs pour I’équation de Boltzmann (leur existence, sans signe,
avait é¢té démontrée dans [9]) et des estimations L™ sur les fonctions de Green du
semi-groupe linéaire. Les idées centrales des preuves sont l'introduction d’une dé-
composition “micro-macro” proche de la décomposition de Guo (éventuellement plus
générale car elle peut étre faite par rapport & un équilibre local et non plus global),
et I'introduction d’estimations a priori provenant de la théorie de Navier-Stokes
compressible (ainsi que des résultats fins sur I'opérateur de collision).

La derniére série de travaux, et celle dans laquelle nous nous situons, prend sa
source dans les travaux non-linéaires autour des estimations de production d’entro-
pie pour I’équation de Boltzmann. Nous avons cité ces travaux en ce qui concerne
Popérateur de collision “pur” (sans la variable). Les deux articles fondamentaux en
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ce qui concerne I'équation compléte non-linéaire sont [17, 18]. L’idée fondamentale
qui guide ces articles est la construction de fonctionnelles de Liapunov non dé-
générées en modifiant la fonctionnelle de Liapunov usuelle ('entropie ici pour les
équations de Fokker-Planck et Boltzmann). Cette idée a ensuite été reprise dans
un cadre d’équations linéaires, en la combinant avec des idées des articles de Guo
ci-dessus, dans [50, 68, 22]. Les fonctionnelles de Liapunov sont alors construites a
partir de normes de Sobolev a poids. En particulier I'article [22] a permis d’obtenir
le premier résultat de retour exponentiel & I’équilibre pour I’équation de Boltzmann-
relaxation linéaire et un potentiel trés confinant (polynome d’ordre élevé).

Avant de passer aux énoncés, remarquons que deux idées communes sont sous-
jacentes, sous différentes formes, aux différentes séries de travaux ci-dessus : la dé-
composition en partie microscopique et partie macroscopique d’une part, et I'usage
de commutateurs entre la partie antisymétrique et la partie symétrique dissipative
d’autre part.

Dans un soucis explicatif, nous donnons ici une version abstraite et simplifiée de
la décomposition “micro-macro”, pour montrer pourquoi la complexité du noyau de
Popérateur de collision (et son interaction avec opérateur de transport) créent des
difficultés pour l'analyse. On part de I’équation 0;f + T f = Lf dans un certain
espace de Hilbert, avec L symétrique et T antisymétrique, et on désigne par II; le
projecteur orthogonal sur le noyau de L.

Il est immédiat de voir en dérivant la norme L? que la coercitivité sur la partie
“microscopique” (1 — II;) f est donné “gratuitement”. Par contre, la projection de
I’équation sur la partie macroscopique donne

OfIL f +ILTIL f +ILTL™ (1 — IL)TIL f = U((1 - IL,) f)

pour un certain opérateur linéaire U, qui traduit le couplage avec la partie micro-
scopique. On reconnait alors une structure fluide compressible & gauche de I'égalité,
les deux premiers termes correspondants a la dynamique d’Euler compressible, et le
troisiéme & la viscosité des équations de Navier-Stokes compressible. La complexité
de cette dynamique fluide dépend alors bien str du projecteur II; et donc de la
taille du noyau de L, mais aussi de la complexité de I'opérateur T de transport,
c’est-a-dire du confinement.

3.2. Estimations d’hypocoercivité dans le tore. Nous donnons tout d’abord
un exemple de résultat d’hypocoercitivité dans le cas d’'un confinement particulie-
rement simple (le tore, avec conditions aux limites périodiques). Explicitons tout
d’abord les hypothéses (de fagon légérement simplifiée pour les besoins de la pré-
sentation, nous renvoyons a l'article [50] pour tous les détails).
H1. (Hypothése de décomposition)
On suppose que L est fermé et auto-adjoint sur L2, qu’il est local en t, x,
et s’écrit L = K — A, ou A est un opérateur coercitif associé a la norme || - ||,
et qui domine L au sens suivant :

(A(h),h)p2 =: ||h]|3 > Ca ||hl|32, Ca >0 (Coercitivité de A),
(L(h),g)r2 < Cr|R[a, lglla,, CL >0 ("V/L" borné relativement a A).

H2. (Propriété de mélange en vitesse)
On suppose que la partie non coercitive de I'opérateur L posséde une pro-
priété de régularisation, a un reste prés :

V8 >0, 3C0) >0 ta. (VoK (h), Voh) e < C() b2 + 0 [V,hllZs -
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H3. (Relaxation-coercitivité locale)
Dans L2, on suppose que le noyau de L est donné par

N(L) = Span{@h e 7301’7,}
et, en notant & nouveau II; la projection orthogonal sur le noyau de L, on
demande
(L(h), M)z < =A|h = IL(R)R,, A >0.

2

On note S = L—v-V, l'opérateur complet dans I'espace L ,,

orthogonale sur Ker(S) dans cet espace.

Theorem 3.1. [Article [50]] Sous les hypotheéses H1-H2-H3 ci-dessus, 'opérateur
S wvérifie
Vhe H', (Shh)w < =Cr ([h =T + [IVau(h = Tg(h)I3)

pour une norme de Hilbert (explicite) H équivalente & H*, et une constante expli-
cite Cr > 0. L’article [50] prouve également un résultat similaire dans H*.

et I1; la projection

Discutons maintenant ce résultat. Tout d’abord, remarquons qu’il est entiérement
constructif et fournit des constantes explicites dés que celles des hypothéses H1-
H2-H3 le sont, et signalons que de nombreuses extensions peuvent étre trouvées
dans Darticle [50] : dérivées d’ordre plus élevé, potentiel extérieur faible, interac-
tions faibles sans trou spectral...En ce qui concerne les applications, il est presque
immeédiat de voir que le théoréme 3.1 implique la décroissance exponentielle du
semi-groupe en norme H', mais aussi la stabilité non-linéaire pour 1’équation (3.1)
dés que l'on a ’hypothése suivante sur le terme non-linéaire I' (pour & assez grand) :

H4. (D(h, k), h)age < Crl|hllge | D 107RIZ
71+ <k

Les modéles auxquels s’applique ce théoréme sont nombreux, de I’équation de Boltz-
mann avec interaction & courte portée (sphéres dures ou potentiels cutoff) a 1’équa-
tion de Landau, en passant par ’équation de Fokker-Planck cinétique, et d’autres
modéles de scattering issus de la mécanique quantique. . .L’équation de Boltzmann
avec interaction a longue portée peut étre traitée par cette méthode au niveau de
son semi-groupe linéaire, mais la question de la stabilité non-linéaire échappe au
théoréme et reste ouverte pour le moment.

Donnons pour finir cette sous-section quelques idées de la preuve, sur le cas

simplifié de la relaxation linéaire, avec un seul invariant de collision.
Ainsi on a Ker(L) = Vect {M'/?} et

I (h) = (/ hM*Y/? dv) MY2 et Lh=1I, —1d = —IT}-.
RN

On a les estimations a priori élémentaires suivantes sur une solution h pour
laquelle on suppose II,(h) = 0 (quitte & 'imposer sur la donnée initiale) :

d
SRl < ~2 A - TR

d
a”vzh”%ﬁ < =2 [|Voh — IL(V.h)|3

d
ﬁl\vvhl\%z < Cillh =MW} + C2[[Vahl|Za — Cs [ VohlIR
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d

dt

On effectue ensuite une combinaison linéaire de ces quatre équations avec des
coefficients A, B,C,D >0 :

F(t) = A|hlZ> + B|Vahli> + ClIVuh|Zs + D (Vah, Voh)

(Vah, Voh) < = [[Vohl72 + Con [Vah = T(Voh) [} + Con™" [ Vbl -

et on ajuste les constantes de maniére a tuer les termes positifs dans la borne sur
F'(t), et tout en préservant une forme quadratique définie positive sur les gradients.

On démontre que ce choix des coefficients est possibles, et pour ce choix on a
F(t) ~ [1hl7 et

F(t)<-K (Ilh — LA + [Vah = IL(VLh)IR + VLRI + IIVthiz) ~
Finalement en utilisant 'inégalité de Poincaré, on conclut
F(t) < K ([ =Thl} + [Vauh = 1, (Vauh)]3 )-

3.3. Estimations d’hypocoercivité avec potentiel confinant. Nous donnons
un second résultat d’hypocercitivité, qui permet de traiter des confinements par
des potentiels trés généraux, mais qui reste pour le moment limité & un noyau de
dimension 1 pour 'opérateur L. Un autre aspect intéressant de ce travail, que nous
n’aurons pas le temps d’évoquer ici, est la possibilité de traiter des opérateurs de
relaxation associés a des états de Gibbs qui ne sont pas a variables séparées en
espace et vitesse (voir [22]).

Explicitons tout d’abord les hypothéses (de fagon légérement simplifiée & nou-
veau, nous renvoyons a l'article [22] pour plus de détails).

H1. (Balance globale compatible avec le transport)

3 fo €Ll t.q. Tfoo =Lfsc =0
H2. (Conservation de la masse)

Ve L2(fx), [ Lodo=o
Rd

H3. (Coercivité microscopique)

L auto-adjoint dans L2(f!) avec

(L(h), 1) o gty < = = TL(R)Z, A >0

avec Ij(h) = foo p(h)/Poos Pso = p(fso)s €t “v/L” borné relativement a A
comme précédemment.
H4. (Coercivité macroscopique)
On suppose qu™il existe une inégalité de coercitivité pour ’équation diffu-
sive limite sur la densité p”, c¢’est-a-dire plus précisément que I'on suppose une
inégalité de Poincaré du type

p p?
/ Ve ()‘ m(x)de > Ay / —dx, /pdsz
R4 Poo Rd Poo

avec m(x) = [ foo |v]? dv.
H5. (Estimation elliptique sur la partie macroscopique)
On introduit les opérateurs auxiliaires bh = II;(vh), ah = bTh, ah =
—I1;(Vzh) et A= (1+a-all;})~! ab et on suppose que l'opérateur AT (1 —1I;)
est borné.
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On note S = L — S P'opérateur complet dans 'espace L3, (f5!
jection orthogonale sur Ker(S) dans cet espace.

Theorem 3.2. [[22|] Sous les hypothéses H1-H2-H3-H4-H5 ci-dessus, ['opéra-
teur S vérifie

), et I, la pro-

VheH', (Sh,h)s <—Cs|h—T,(h)|%
pour une norme de Hilbert (explicite) L? équivalente ¢ L*(f!), et une constante
explicite C's > 0.

Discutons briévement ce théoréme. A nouveau, remarquons qu’il est entiérement
constructif et qu’il fournit des constantes explicites dés que celles des différentes
hypotheéses le sont. Il est également immédiat d’en déduire des résultats de décrois-
sance exponentielle sur le semi-groupe, et éventuellement sous certaines hypothéses,
des résultats de stabilité non-linéaire. Remarquons également que ce théoréme ne
fait pas appel & des normes sur les dérivées, y compris pour des équations hypo-
elliptiques de type Fokker-Planck, déconnectant ainsi complétement la question de
I’hypocoercitivité de celle de 'hypoellipticité.

Les modéles auxquels s’applique le théoréme 3.2 vont de la relaxation linéaire a
I’équation de Fokker-Planck cinétique, en passant par les modéles de scattering ou
de transfert radiatif, ainsi que les modéles de relaxation associés & des diffusions
non-linéaires introduits dans [21] :

L
O +Tf =~ (2 - u(w)) = f
avec un certain profil y (non nécessairement gaussien) et fi tel que p = [ ~y(|v|?/2—
fi(p). L'état de Gibbs est alors donné par foo(7,v) = v(|[v|?/2 + V(z) — ps) et ne
sépare pas a priori les variables x et v (cette non séparation des variables reste
vraie pour I’équation linéarisée).
Les hypotheéses demandées sur le potentiel confinant sont du type (pour un équi-

V(@)—|v|?/2

libre & variables séparées du type e~ : la stricte convexité a l'infini et le

controle
V2V <C(1+|VV])
(ce qui inclut tous les polynomes).
Donnons pour finir cette sous-section quelques idées de la preuve, dans le cas le
plus simple de la relaxation linéaire. On a donc Ker(L) = Vect {M} (attention le
scaling est légérement différent de celui de la sous-section précédente), et

() = (/ hdv) M et Lh=1I, —Id = —II}".
RN

L’équilibre est donné par f,, = e=V(@/2=1v*/2 On introduit les opérateurs auxi-
liaires suivants : bh = II;(vh), ah = bTh, ah = —II;(V,h) et enfin A = (1 +a -
CLH[)_I ab.

On introduit alors la fonction de Liapunov

1
H(h) = 3 17| +e(Ah, h) 2y,

2
L2(f=h)
et on calcule
dH (h)
dt

< A [[(1 = TR} — e (ATTI by h) oy,

—& <AT(1 - Hl)h, h>L2(f;1)
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e (TAh, ) o gty + & (Lhy (A+ A)R) o pony.

Il faut alors montrer que A, A* et T A sont bornés relativement a (1 — II;), et
utiliser les hypotheéses, tout en ajustant le parameétre €, pour conclure.

4. QUELQUES PERSPECTIVES DE RECHERCHES

Plusieurs questions intéressantes se posent avec les deux résultats précédents 3.1
et 3.2. La premiére est sans doute d’étendre le résultat et la méthode de l’article
[22] au cas de plusieurs invariants de collision pour pouvoir traiter des équations
de type Boltzmann. C’est un travail en cours avec Dolbeault et Schmeiser. Une
autre question est celle de I'exploration de I’hypocoercitivité en grande dimension,
car elle pourrait alors peut-étre étre utilisée pour obtenir des résultats de limite
hydrodynamique sur des équations de Kolmogorov associées a des processus sto-
chastiques & grand nombre de particules. Il serait également extrément intéressant
de pouvoir obtenir des résultats d’hypocoercitivité dans des domaines & bord, et de
comprendre comment les constantes de décroissance sur le semi-groupe dépendent
des conditions aux limites et de la géométrie du domaine. Enfin la connection des
théories perturbatives et non-linéaires ouvrent également un vaste champs de pro-
blémes ouverts.
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