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HYPOELLIPTICITE SANS SOUS-ELLIPTICITE :
LE CAS DES SYSTEMES DE n CHAMPS DE
VECTEURS COMPLEXES EN (n+1) VARIABLES

par

Jean-Lin Journé et Jean-Marie Trépreau

1. Introduction et énoncés

1.1. Une classe de systemes différentiels. — On s’intéresse a I’hypoel-
lipticité C'*° et dans I’échelle de Sobolev H® d’une classe de systémes modeles,
de n équations en (n + 1) variables. On note les variables

(x,t) = (z,t1,...,tn) € R xXR"™.

Soit V' un voisinage ouvert de 0 € R" et ¢ € C°°(V') une fonction réelle. On
lui associe le systeme des n champs de vecteurs complexes

0 0 0
L Y N
8tk 8tk ox
La fonction a valeurs complexes z(x,t) = x — i¢(t) est une intégrale premiere
du systeme : L1z =0,..., L,z = 0 et dz ne s’annule pas. En fait, Lq,..., L,
engendrent le C*°-module des champs de vecteurs qui annulent z(z,t).

On note V = (9/0t1,...,0/0t,) le gradient en t et on écrit le systéme

Ly, .,n.

d’équations Liyu = fr, k=1,...,n, sous forme vectorielle, soit :
Lyu = f,
avec
(1) Lou = Vu+ iV 2
u=Vu-+i —.
¢ ox

Sin = 1, le systétme Ly se réduit a un opérateur, un cas tres particulier
d’opérateur de type principal complexe en deux variables. Si l'on suppose
en plus ¢ analytique, il est connu que cet opérateur est hypoelliptique si et
seulement s’il est sous-elliptique.



L’objet de cet exposé est de montrer, par des exemples, que cette propriété
n’est plus vérifiée si n > 2.

1.2. Hypoellipticité microlocale des systemes Lj. — La variété ca-
ractéristique du systeme Ly est donnée par

Yy = {(z,t,£,0) € T*(R x V), Vo(t) =0}.

Sit € V n’est pas un point critique de ¢, le systeme LL est elliptique au-dessus
de (z,t). Sinon, il admet au-dessus de (z,t) deux demi-droites caractéristiques,
engendrées respectivement par (z,t,1,0) et (z,t,—1,0). Modulo un change-
ment de variables, il suffit d’étudier le systeme au voisinage de

(2) 04 = (0,0,1,0) € TER" 1.

On dit que le systeme Ly est hypoelliptique au voisinage de HSF s’il existe un
voisinage 2 de 0 € R™"*! tel que

Lgu de classe C™ en (x,t,1,0) = wu de classe C* en (z,t,1,0)
pour tout (z,t) € Q et tout u € D'(R"*1). On a d’abord :

Lemme 1.1. — Soit ¢ une fonction de classe C*° au voisinage de 0 € R™.
Si le systéme Ly est hypoelliptique au voisinage de GJ, il existe un voisinage
V de 0 € R” tel que ¢ n’a pas de mazimum local dans V.

Démonstration. — On suppose que ¢ a un maximum local en 5 € R™. Si V
est un voisinage ouvert assez petit de tg, ¢(t) — ¢(tp) < 0 pour tout t € V. Il
en résulte que, pour tout € > 0,

1
(000 — Blio) — )
définit une fonction € C*°(R x V) avec Lyu, = 0. On vérifie que, quand

€ — 07, u. converge au sens des distributions et que la limite 7' € D'(R x V)
est solution de LyT = 0 et n’est pas de classe C*° en (0,%9,1,0). O

ue(z,t) =

Si ¢ est analytique, la réciproque est vraie :

Théoréme 1.2 (Maire). — Si ¢ est analytique sans mazimum local sur un
voisinage de 0 € R", le systeme Ly est hypoelliptique au voisinage de Gar.

Nous rappellerons dans le §2 la démonstration de Maire [7] et nous
préciserons son résultat dans 1’échelle de Sobolev H®. L’hypothese d’analyti-
cité sert a controler la géométrie des ensembles de niveau de la fonction ¢. Il
serait intéressant de 'affaiblir. Quoi qu’il en soit, si n > 2, I’énoncé est faux

en général si on suppose (seulement) ¢ de classe C* au lieu d’analytique, voir
[7].
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1.3. Hypoellipticité précisée dans I’échelle H°. — On emploiera la ter-
minologie suivante :

Défination 1.3. — Le systeme Ly est régulier d’ordre p < 1 en GSF si
Lyu de classe H® en Har = wu de classe H* en Har

pour tout s € R et tout u € D'(R*1).

Suivant une terminologie plus courante, un systeme régulier d’ordre p est
un systéme hypoelliptique avec perte d’au plus (1 — p)-dérivée(s). Les systémes
réguliers d’ordre 1 sont les systemes elliptiques.

Un systeme régulier d’ordre p €]0, 1] est aussi appelé sous-elliptique.

Sin = 1, 'opérateur Ly est sous-elliptique en Har si et seulement si, ou bien
¢'(0) # 0, ou bien t = 0 est un zéro d’ordre fini k de ¢’ et n’est pas un point
de maximum local de ¢. Dans ce cas, Ly est régulier d’ordre 1/(k + 1) en 6.

C’est un cas particulier élémentaire du théoreme d’Egorov sur la sous-
ellipticité, voir Hormander [6].

Il ne parait pas raisonnable d’espérer obtenir un résultat aussi définitif dans
le cas des systemes. Nous donnerons seulement deux résultats modestes. Le
premier, qui est peut-étre une surprise, est le suivant :

Théoréme 1.4. — Pour tout n > 2 et tout p > —(n — 1)/4, il existe une
fonction analytique ¢, sans mazimum local sur un voisinage de 0 € R™, telle
que le systeme Ly n'est pas régulier d’ordre p en 05{.

En particulier et contrairement & ce qui se passe si n = 1, il existe, pour
tout n > 2, des systemes analytiques Ly qui sont hypoelliptiques sans étre sous-
elliptiques. Dans 'autre direction, nous préciserons le théoreme de Maire :

Théoréme 1.5. — Si ¢ est une fonction analytique sans maximum local sur
un voisinage de 0 € R", le systéme Ly est régulier d’ordre —n /2 en HSF.

L’un au moins des deux énoncés n’est pas optimal! Soit p, la borne
supérieure des nombres p € R tels que tout systeme Ly, associé a une fonction
analytique sans maximum local au voisinage de 0 € R", est régulier d’ordre p
en HSF. On a p; =0. Sin > 2, la détermination de p, est un probleme ouvert
qui nous parailt intéressant. Les énoncés précédents donnent I’encadrement :

n—1

4

n
§§pn§_
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1.4. Inégalités de Poincaré avec poids. — Si u € C%(V,&’(R)), on note

(3) u(é,t) = /e_ixgu(x,t) dx
sa transformée de Fourier en z. Si u € C*(V,&'(R)), on a :

Lou(§.t) = V(€ 1) — £(Vo(0)a(& 1) = OV (e *0ii(e, 1))

Cette formule permet d’établir un lien entre la régularité d’ordre p d’un
systeme Ly et I'existence d’une « inégalité de Poincaré » avec poids e’ uni-
forme en \ > 1.

Ce lien est parfait si et seulement si p > 0. Comme on sait, la sous-ellipticité
locale d’ordre p > 0 d’un systéeme L (du premier ordre) équivaut a I’existence
d’une « estimation sous-elliptique » de la forme :

Vue CGo(Q),  ull, < C([[Lullo + [fullo) -

Dans le cas particulier qu’on considere, 'invariance par translation en x permet
d’éliminer cette variable. On montre ainsi facilement la propriété suivante,
quon n'utilisera pas® :

Lemme 1.6. — On suppose 0 < p < 1. 51 ¢ est une fonction de classe C™° au
voisinage de 0 € R™, le systeme ILy est régulier d’ordre p en 9:{ si et seulement
s’il existe un voisinage V de 0 € R™ et C > 0 tels que

(4) VA1, YoeCR(V), / O ()2 dt < CA2 / A0 |V (1)]? dt.

Cette équivalence n’est plus vraie si p < 0.

Etant donné une fonction ¢ au voisinage de 0 € R™, l'existence d’une
inégalité de la forme (4) est un probléme intéressant en lui-méme. Il est facile
de voir qu’il est nécessaire que ¢ n’ait pas de maximum local strict. Si ¢ est
analytique, la réciproque est vraie : la méthode du §2 permet de montrer que
(4) est vérifié avec p = —n/2 (méme un peu mieux) si ¢ est analytique sans
maximum local strict au voisinage de 0. On verra d’ailleurs dans le §4 qu’on
ne peut pas prendre p > —(n — 1)/4 en général.

On obtiendra dans le §3 une condition nécessaire de régularité de la
forme (4), pour p quelconque, mais avec le poids AMO+6%) au lieu de 9.

MWVoir aussi Derridj [4], qui étudie plus spécialement le cas des fonctions ¢ polyhomogenes
et les relations entre la sous-ellipticité et ’hypoellipticité maximale. D’autre part, I’existence
d’une inégalité de la forme (4) peut étre interprétée comme une minoration de la plus petite
valeur propre du Laplacien de Witten associé, voir Helffer et Nier [5].
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Dans I'autre sens, le probleme est plus délicat. Comme on a dit, une inégalité
de la forme (4) ne suffit pas a assurer la régularité a 'ordre p si p < 0. On
peut penser & démontrer des inégalités un peu plus fortes, de la forme

/ MO o(t)]2 dt < CA2 / O |Vo(t)|? dt + Ce™ sup e |u(t)]?

’ Vv teV

ou V! CC V, pour tout v € C*°(V) et A > 1. On évite ainsi les troncatures en
t, mais la troncature en x pose encore probléeme et empéche d’en déduire un
résultat de régularité en toute généralité.

1.5. Systémes sous-holonémes de type principal. — On trouvera sans
doute la classe des systemes qu’on a considérés exagérément restrictive. L’in-
variance par translation en x est en particulier bien artificielle. Aussi, pour
conclure cette introduction, nous voulons situer brievement les questions qu’on
vient d’aborder dans un cadre plus général et plus naturel. Nous indiquerons
quelques conjectures « raisonnables », dont ’énoncé au moins est simple.

Les systemes qu’on a considérés sont des cas particuliers de systémes
intégrables de n champs de vecteurs complexes en (n + 1) variables, de rang
n en 0. Ceux-ci peuvent étre définis a partir d’une intégrale premiere, i.e.
d’une fonction z(x,t) qui les annule et vérifie dz(0) # 0. Concretement, si par
exemple 0z/0x # 0, le systéme est engendré par les champs

- - = =1

ox 6tk atk 6.%’ T

On obtient ainsi une classe intéressante de systemes différentiels, dont I’étude
doit beaucoup a F. Treves, depuis son article [12]. On dispose maintenant
d’une bonne théorie de la résolubilité locale du complexe différentiel associé
a un systeme de ce type. Les conjectures de Treves (1983), qui relient la
résolubilité locale du complexe a la topologie des ensembles de niveau de
I'intégrale z(z,t), ont été démontrées par Chanillo et Treves [2] dans le cas
analytique, puis par Cordaro et Hounie [3] dans le cas général. A notre connais-
sance, la question de I’hypoellipticité de ces systemes n’a pas encore recu de
réponse aussi satisfaisante.

.M.

Pour simplifier, nous supposons désormais que la fonction z(x,t) est analy-
tique. On peut toujours se ramener au cas

z(x,t) = x —ig(x,t),

ou ¢ est réelle et analytique au voisinage de 0. Baouendi et Treves [1] ont
montré que le systeme associé Ly est hypoelliptique analytique sur un voisinage
ouvert assez petit Q de 0 € R™! si et seulement si z : Q@ — C est une
application ouverte. L’analogue microlocal de cet énoncé est le suivant. Le
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systeme Ly est hypoelliptique analytique au voisinage de 05{ =(0,0,1,0) si et
seulement si ¢(x,t) vérifie :

1l existe un voisinage I XV de 0 € R x R" tel que, quel que soit x € I, la
fonction t — ¢(x,t) n’admet pas de maximum local dans V.

Il est tentant de penser que cette condition est aussi suffisante pour ’hypo-
ellipticité C°° du systeme Ly, voire pour sa régularité a un ordre ne dépendant
que de la dimension (n 4 1). Ces problémes sont ouverts.

En fait, I’énoncé précédent sur ’hypoellipticité analytique peut étre étendu
a une classe de systemes définie microlocalement et qui est la généralisation
naturelle de la classe des OPD de type principal complexe en deux variables.
(Le théoreme d’Egorov sur la sous-ellipticité est beaucoup plus facile en deux
variables qu’en trois variables ou plus.) Nous renvoyons a Trépreau [11] pour
la définition d’un systéme sous-holonéme de type principal complexe. Conten-
tons nous d’écrire la condition d’hypoellipticité analytique microlocale au voi-
sinage de Har e T*R"*!, pour un systeme de ce type. On note A la variété ca-
ractéristique complexe du systéeme. C’est une sous-variété involutive homogene
de codimension n de T*C"*!. Comme telle, elle est feuilletée en variétés la-
grangiennes complexes. La condition est alors la suivante :

Pour tout 8 € AN T*R*" voisin de 0{{, la variété lagrangienne complexe
du systéme qui passe par 0 n’est pas positive par rapport ¢ T*R™H1.

La notion de variété lagrangienne positive est due & Melin et Sjostrand [8],
voir aussi Sjostrand [10], Schapira [9].

Le probleme plus général, de savoir si la condition précédente est une
condition nécessaire et suffisante d’hypoellipticité C'>°, pour un systéme sous-
holonéme de type principal complexe, est aussi ouvert.

2. Démonstration du Théoréme 1.5

2.1. Introduction. — On se donne une fonction ¢, analytique sans maxi-
mum local au voisinage de 0 € R". Il s’agit de montrer que le systéme Ly est
régulier d’ordre —n/2 en 6 .

Nous suivons de pres la démonstration de Maire [7]. Elle repose sur ’ob-

tention d’inégalités sous-elliptiques, mais pour une échelle de semi-normes hy-
brides L?-L* :

+oo
5)  seR KccR'. jullx = sup / €2 (e, )2 de.
S 1
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2.2. L’inégalité de Lojasiewicz et controles. — On suppose provisoire-
ment :

¢(0) =0,  dg(0) =0.
Soit V' CC R™ un voisinage ouvert de 0, assez petit. On peut supposer que ¢
est analytique au voisinage de V', sans maximum local sur V', et qu’on a, pour
un p €]0, 1] convenable, I'inégalité de Lojasiewicz :
(6) veeV, Vo) > o)
Cette inégalité a en particulier permis a Lojasiewicz de montrer que la longueur
des courbes intégrales de V¢ dans V est uniformément bornée.

Soit ¥ C V l’ensemble des points critiques de ¢. Considérons le champ de
vecteurs

0

IVe(t)]
Sic:[0,0[— V est une courbe intégrale de X d’origine c¢(0) € V\X, Iinégalité
(6) donne un controéle de la croissance de ¢ le long de c. En effet :

(@oc)(s) = (Volc(s)), ¢ (5)) = [Ve(e(s))| = [(goc)(s)] 7.

En intégrant, on obtient :

[ @(e(s)I” = [o(c(0)I” | = ps.

On en déduit I'existence de xk > 0, indépendant de la courbe c, tel que :

(7) $(c(s)) = d(c(0) = rs'.

En particulier, la longueur ¢ de la courbe est uniformément bornée.

t e V\X, X (1)

On en déduit aussi les propriétés suivantes :

—Si ¢(t) > 0, ou si ¢(t) = 0 mais que ¢ n’est pas un point critique, la courbe
intégrale du champ X issue de t atteint OV

—Sit € V est un point critique, ¢(t) = 0. Comme ¢ n’est pas un point
de maximum local, ¢ prend des valeurs > 0 en des points ¢’ arbitrairement
voisins de t. La courbe intégrale de X issue de t’ atteint OV et sa longueur est
uniformément majorée. En passant a la limite, on obtient une courbe rectifiable
de t & un point de 9V, le long de laquelle (7) est vérifié.

— Si ¢(t) < 0, la courbe intégrale du champ X issue de t atteint OV ou tend
vers un point critique ' € V et ce qu’on vient de dire s’applique.

On obtient ainsi le lemme suivant. (Le cas ot V¢(0) # 0 est immeédiat.)

Lemme 2.1. — Soit ¢ une fonction analytique sans mazximum local au voi-
sinage de 0 € R™. I existe p €]0,1] et k > 0 tels que, pour tout voisinage V
assez petit de 0 et tout t € V, il existe une courbe rectifiable ¢ : [0,0] — V,
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paramétrée par la longueur d’arc, de t = ¢(0) & un point c(o) € OV, le long de
laquelle :

(8) 0<s<o,  ¢lc(s)) —o(t) > ks’

2.3. Inégalités de Poincaré « sous-elliptiques ».— On continue avec
les notations du Lemme 2.1. Soit t* = ¢(0) € OV lextrémité de l'arc ¢. Si
v e CYV), on écrit

v(t) =v(t") — /dv.
On a donc, pour tout A > 1, ’
[(%0)(8)] < MEO=9ED)| (A0)(£9)] + /Oa @) —o(c(s)) ‘(e)‘d’Vv)(c(s)‘ ds,
et compte tenu de (8)

o
(@90)(1)] < e (90) (1) + / e e
0

(e’\d)Vv)(c(s))‘ ds.
Comme
teo Aksl/P
(9) / e g — O(A),
0
on a en particulier :

Lemme 2.2. — Soit ¢ une fonction analytique sans mazimum local au voi-
sinage de 0 € R™. Il existe un voisinage V de 0, p > 0 et C > 0, tels que :
Vo e C3(V), VA>T, sup e |u(t)] < CA™sup O |V (1)
teV tev

Ce résultat, qu’on n’utilisera pas, vaut la peine d’étre noté. C’est, si 'on
veut, une inégalité de Poincaré sous-elliptique pour la norme du sup, dans un
cas oil, comme on verra dans le §4, I'inégalité analogue pour la norme L? n’est
pas toujours vraie.

Soit K C V un compact. La longueur o de t € K a t* € 0V est minorée
par une constante > 0. On obtient, avec € > 0,

\(e’\d))v(t)\ See)\/Qy(e)«z)v)(t*)’_i_/ ef)\/gsl/P
0

Par Cauchy-Schwarz et compte tenu de (9) :

(ewvu)(c(s))\ ds.

VA1, ()@)€ CemN(0)(t9)]2 + CA~P / 0 ‘(e)‘d’Vv)(c(s))‘Q ds.
0

On revient au systeme L. Soit u € C*(V, &' (R)). Rappelons la formule :

Lou(é,t) = (99(e7%0)) (&, 1),
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On applique I'inégalité précédente & v = e *?u(€,-) et avec A = ¢ :
VEZ T, [ulé ) < CemClul, ) + Cf_p/ Lou(¢, c(s))|* ds.
0

On multiplie les deux membres par £2577 on integre sur [1,+oo[ par rapport
a & et on passe aux sup par rapport a t € K. Compte tenu du fait que o est
uniformément majoré, on obtient I'inégalité suivante (Maire [7]), en termes
des semi-normes définies par (5) :

Lemme 2.3. — Soit ¢ une fonction analytique sans mazximum local au voi-
sinage de 0 € R™. Il existe p €]0,1] et, pour tout voisinage ouvert assez petit
V de 0, tout compact K CV et tout sg, s € R, il existe C > 0 tel que :

(10) Vue CYV.E®), [l mx < C (llull, 5+ ILoul )

2.4. Fin de la démonstration.— Soit u € D'(R"*!). On suppose
Lyu € H*t"/% en f = (0,0,1,0).

Il s’agit de montrer que u € H® en Har . On commence par quelques réductions.

On peut supposer u a support compact, petit. Soit € > 0 et

Si € est assez petit, Lyu € H st1/2 en tout point de W,. Par régularité ellip-
tique, u € HST1T"/2 en (2,t,€,7) € W, si 7 # 0. Soit ¥ un OPD d’ordre 0,
régularisant en dehors de W, /o, avec W — Id régularisant au voisinage conique
de 6. On a Ly¥u = WLyu + [Ls, V]u . Le second membre est de classe
H5t/2 au voisinage de 0. Comme W est elliptique en 9("{ , il suffit de montrer
que Yu € H® en HSF.

On s’est donc ramené & démontrer que u € H® en HSF , sous I’hypothese :
Lyu € H*t™/2 au voisinage de 0 € Rt

Suivant Baouendi et Treves [1], on introduit 'opérateur
(0 060N O
Ay = — ti— A—.
¢ l; <8tk * Zatk 858) + 0x?

Il commute avec le systeme Ly et est elliptique, donc localement résoluble, au
voisinage de 0 € R™*!, si A > 0 est assez grand.

On écrit u = Agv pres de 0, en choisissant k£ € N assez grand pour que v soit
de classe C'! pres de 0. Si Lyu = A’;L(bv € H¥/2 prés de 0, Lyv € HF2k4n/2
pres de 0. Si I'on sait en déduire que v € Ht?* en 7, il vient u € H® en 6.
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On s’est donc ramené a démontrer que v € H® en 05{ , sous 'hypothese :
uec CYIxV),  f:=Lyuc HIIxV),

ol I x V est un voisinage de 0 € R x R™. On peut supposer s > 0.

Soit K C V un voisinage compact de 0 € R" et ( € C§°(V), ¢ =1 sur K.
Pour tout x € C3°(I) on a I'inégalité de Sobolev

XFE P < C/(l + 7)) d

sit € K. On en déduit que

IR <€ [ [ € 4 my iR, rf dgar
est fini. En résumé :
VX € C((])O(I)a H|Xfmsfp/4,K < +-00.

Soit maintenant o € [0, s]. On suppose qu’il existe un voisinage compact
K' C K de 0 tel que

(11) Vx € Co°(I),  lIxulllo,x < +o00.
Cette hypothese est vérifiée si o = 0 et il reste a montrer qu’elle est vérifiée si
o =s. On écrit :
H|L¢Xuma—p/4,K < HXfH|0—p/4,K + HHLQ% X]u‘|‘a—p/4,K'
Le second membre est fini car o < s et [Lg, x] € C5°(I).

Si K” est un voisinage compact de 0 € R" contenu dans I'intérieur de K’,
le Lemme 2.3 donne

xwlllo+pya, e < +o0.

En itérant, on obtient (11) avec 0 = s et méme un peu mieux.

3. Une condition nécessaire de régularité

3.1. Enoncé de la condition. — On va démontrer le résultat suivant,
qu’on appliquera dans le §4.

Théoréme 3.1. — Si ¢ est de classe C™ prés de 0 € R™ et si le systéme Ly

est réqulier d’ordre p < 1 au voisinage de 0{{, il existe C' > 0 et un voisinage
V' de 0 tels que, pour tout v € Cg°(V) et tout A >1 :

(12) /e/\(¢(t)+¢(t)2)’v(t)‘2 dt < C}\2p/e)\(d)(t)+¢(t)2)’vv(t)‘2 dt
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3.2. Inégalité a priori. — Rappelons la notation u(£,t) pour la trans-
formée de Fourier de u(x,t) en . On note u(&, 7) sa transformée de Fourier
totale.

Sous ’hypothese de I’énoncé, on démontre d’abord une inégalité a priori,
suivant un argument bien classique. Soit U un voisinage borné de 0 € R*+!,
tel que Ly est défini au voisinage de U et régulier d’ordre p en (z,t,1,0) si
(z,t) € U. Comme de plus Ly est elliptique en (z,¢,&,7) si 7 # 0, on a

20 1€ 1)|2 T 00
(13) //520<1+s>p| (&, P de dr < +oo,

siu e S’U(R"‘H) et Lyu € L%(R™). On applique le théoréme de Banach-
Steinhaus a la famille d’opérateurs bornés

T : {ue HE'R™), Lyue LR™)} — LAR™,

(Trmu) (€,7) = 1r+ (€) xm (&, 7) (1 4+ 2)P/2a(€, 1),

ol Xm € CP(R™) et 0 < xyn T 1gn+1 quand m tend vers Pinfini. On obtient
lexistence de C' > 0 tel que le premier membre de (13) est majoré par

c// |L¢u(x,t)\2d:cdt+0//(1+§2+ I712)P~Ya(E, 7)|? dé dr,

pour tout v € C§°(U). Comme p < 1 et compte tenu de I'identité de Parseval
ent et 7, on a montré :

Lemme 3.2. — Sous les hypothéses du Théoréme 3.1, il existe un voisinage
U de0 e R et C >0 tels que, pour tout u € C$°(U) :

a0 J] ey nfaci s
C// \]L¢u(x,t)|2dxdt+0//(1+§2)p_1 (€, t))? d€ dt.

3.3. Suite de la démonstration.— L’idée, pour démontrer I'inégalité (12),
est d’appliquer (14) a la famille de fonctions

(15) uy(z,t) = M@0 20 (x)u(t),

ou z(z,t) est une intégrale premiere du systeme Ly, w € C§°(R) est fixé avec
w=1presde0eR, et veC§V) est arbitraire.

Si 'on choisit 'intégrale premiere la plus simple

2, t) = 7 — id(t),

XIV-11



un calcul, plus facile que celui qu’on va faire, montre que (14) implique une
inégalité de la forme

/ MOt dt < OA ( / O Tu(t) [ dt + / MOV () o () dt) :

En fait, sans hypothese sur ¢, I'inégalité de Poincaré usuelle
/ ()2 dt < c/ Vo) dt,

appliquée a /2y, implique I'inégalité précédente avec p = —1 et donc pour
tout p < —1. Il en résulte qu'une inégalité de la forme précédente est inutile,
pour ce qu’on veut faire, voir §4, si p < -1,

On choisit a la place l'intégrale premiere suivante :
(16) z= (v —ig(t)) +i(z — ig(t))>
Posons :

D(t) = o) + o), 0(t) = (1+26(t))/2.

Avec ces notations, on a
(17) ei)\z(a:,t)/2 _ ei)\H(t)mef)\IQ/Ze/\dJ(t)/Q

—Az?/2

Le facteur e serait absent si 'on choisissait z(z,t) = z — ip(t).

3.4. Un calcul auxiliaire. — On utilisera les inégalités suivantes :

Lemme 3.3. — Soit w € C°(R), w(0) # 0, et posons wy(z) = e*’\x2/2w(:v).
Soit s € R et k €]0,1[. I existe C > 0 tel que

/ (1427 (@6 - ON2de > ABY2)C,
£>0

Jaserime-opa < o,
pour tout A > 1 et tout 6 € [k, 1/K].

Démonstration. — Pour tout A > 0, la fonction py(z) = e~ ***/2

formée de Fourier py(¢) = (2m)/2A~1/2e7¢*/2X  On a donc

Br() = (27) (B % D)(E) = (2m)2A112 / e~ E /2 () .
On remarque que

MRaAOW2) = (2m) 112 [ 20

a pour trans-

) Cest une remarque de H.-M. Maire sur une version antérieure de ce travail qui nous a fait
comprendre ce point.
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est uniformément borné et tend vers (27)'/2 e=¢*/2(0) # 0 quand A tend vers
+00. Pour démontrer la premiere inégalité de I’énoncé, on écrit,

/ (1+&%)* [wr(€ — ON)[* d€ = / (1+ &%) [@a(€ — ON)[* dg
€20

|€—0A|<OAL/2

> cste )\231/2/ |>\1/2@)\()\1/2§)|2 d¢

E<k

siA>1etf >k > 0. Dans le membre de droite, le coefficient de A25—1/2 5
une limite > 0 quand X tend vers +o0o0. D’ou la premiere inégalité.

Par Cauchy-Schwarz :
BAOP <este X! [ )|
On majore successivement I = [(1+ £2)* |@, (& — ON)|? d€ -
1ot [y e @ A g anag
< ot [[ 200 (€ - nP) () €A () dnd
< 02A1/(1 €2)5em (0NN g
< Oy /(1 + 92)\252)3 o A2 (E-1)? de.

La contribution de {|¢ — 1| > 1/2} & la derniére intégrale est un O(e™*)
uniformément en 6 € [k, 1/k|, avec € > 0, et

/l o (1 + 92)\252)8 e—/\92(§—1)2 dé— < 04)\25 /e—)\HQEQ dé— < C5>\28_1/2.
£—1|<1/2
D’ou le deuxieme inégalité du lemme. O

3.5. Fin de la démonstration. — On se place sous les hypotheses du
Lemme 3.2 et on se donne un voisinage U = I x V C R™*! de 0, comme dans
sa conclusion. On peut supposer |¢| < 1 et [Vo| < 1 sur V.

On considere la famille de fonctions (15), ou z(x,t) est définie par (16) et
w € C§°(I) est fixé avec w = 1 pres de 0. La fonction v € CP(V) et A > 1
sont arbitraires.

Comme Lgz =0, on a
Lyu(z,t) = e @0/ (w(z)Vo(t) 4+ iv(t)w' () Ve(t))
et donc :
Lgux(z, t)]* < 2072 M0 (jw(z) 2| Vot + |w' (@) 2 lu(t)]?)
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On a
/ e u(2)|? d = O(AY/2),

et comme w(z) = 1 au voisinage de 0 :

/ e ! (2)|2 d = O(e=)

avec € > 0. On obtient I'existence de A > 0 tel que
/ Loun (e, ) dz dt < AN/ / MO [Ty (1)]2 dt + Ao / MO [y (1)]2 dt.

pour tout A > 1 et pour tout v € Cg°(V).
D’autre part, avec la notation du lemme précédent, voir aussi (17), on peut

écrire
un(z,t) = 0T g, (1) MO 2y(1),
Ur(E,1) = DA€ —O)N) VD (1),
SiseRet'e {R,RT},
/ (1+ €2)° [in (€, 1) dedt = / (14 €2)° [@a (€ — B(1)N) 2 MO o(o)|2 dedt
Eer

el
peut-étre estimé grace au Lemme 3.3. On obtient 'existence de A > 0 tel que :

Jlasertmenpda < ave iz [a0Ra
// (1+ )P |un(&, t)>dedt > A_1A2p_1/2/e’\w(t)|v(t)\2dt.
£>0

Finalement, on obtient l'inégalité (12) du Théoreme 3.1 en appliquant (14)
aux fonctions uy(z,t), compte tenu des estimations précédentes.

4. Démonstration du Théoréme 1.4

4.1. Une famille d’exemples. — On suppose n > 2 et on note
n—1

t = (t/’tn)’ t = (tla"'atn—l), ’t/’ _ (Zti)lﬂ'
k=1

Soit m > 1, p > 0 et ¢ > 2 des entiers. On considere la fonction
(18) teR™,  ot) = —|t')]*™ — |t'|2t? + 14,
et le systeme L associé.

La fonction ¢ admet 0 € R™ pour seul point critique et prend des valeurs
> 0 et des valeurs < 0 dans tout voisinage de ce point. Elle n’a donc pas de
maximum local sur R”. On va montrer :
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Proposition 4.1. — Soit ¢ la fonction définie par (18), avec des entiers
m>2,  p>2,  q>2mp/(m-1).

Soit V' un voisinage de 0 € R™ et p < 1. 87l existe C' > 0 tel que :
(19) /ek(¢(t)+¢(t)2)’v(t)‘2 dt < C}\—Qp/e)\((b(t)+¢(t)2)’vv(t)‘2 it

pour tout v € CF°(V) et tout X > 1, alors p vérifie :

2p 1\ n-—1 1 m—1
20 < —(1—-—=—-— — 4 —.
(20) r= < q m> 4 +2q+4mp

Compte tenu de la conditon nécessaire de régularité du Théoreme 3.1, on en
déduit que, si le systeme Ly associé est régulier d’ordre p en 03 , alors p vérifie
(20). Quand m, p et ¢ tendent vers l'infini, avec par exemple ¢ = 2mp, le
second membre de (20) tend vers —(n —1)/4. Ceci démontre le Théoréme 1.4.

4.2. Remarques sur un exemple. — Méme si I'on montrait que, dans
la Proposition 4.1, la borne (20) est optimale, on ne pourrait rien en déduire
quant a I'ordre exact de régularité du systeme Ly quand p < 0 puisque (19)

n’est pas une condition suffisante de régularité a l'ordre p dans ce cas.

Il y un cas que nous savons traiter plus complétement. Comme la démons-
tration est longue et le cas trop particulier, nous nous contenterons d’énoncer

le résultat.
On suppose n = 2 et
¢(t1,t2) = —t} — tt5 + 14,

avec ¢ > 8. Notons :

3 1

Pa= 5, 7 16"

Pour cet exemple, nous savons démontrer des inégalités de la forme :
/ MO )2 dt < CA2a / MO | Tu()|? dt,

/e,\¢(t) ]V¢(t)]2\v(t)]2 dt < O \~2¢ /e/\¢>(t) ]Vv(t)\Q dt,

pour tout v € Cg°(V') et tout A > 1, avec ¢; > 0. Il apparait que ces inégalités

sont suffisantes pour montrer que le systeme Ly est régulier d’ordre pj,.

Dans ce cas précis, on obtient donc que Ly est régulier en 9; , d’ordre pq

exactement, si ¢ > 8.
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4.3. Démonstration de la Proposition 4.1.— On suppose que l'inégalité
(19) est vérifiée pour tout v € C3°(V) et tout A > 1, et V assez petit pour que

vteV, )2 4 |22 < 1)2.

On choisit un élément de C§°(V), de la forme u(t')v(t,), avec u(t')v(t,) =1
au voisinage de 0. On considere la famille de fonctions

A>1, () =u)v(AV%,),

a laquelle on applique I'inégalité (19).

On en déduit d’abord une inégalité un peu plus simple. Sur le support de
vy, Ath = O(1), donc

Ap(t) = Ado(t) + O(1),
uniformément en ¢ et en A, avec :
do(t) = —[t'|™ — [t'|*£P.

(Notons que ¢¢ a un maximum (non strict) en (0,¢,), pour tout t,.)

Quitte a changer de constante C' > 0, on peut alors remplacer le poids

exp (\(¢ + ¢?)) par le poids exp (A\(¢o + ¢3)) dans l'inégalité (19). D’autre
part, par hypothese sur V,

$o < ¢ + ¢5 < ¢o/2

sur le support de vy, A > 1. On déduit ainsi de (19) une inégalité de la forme :

(21) A% // AP0 |y (1) di'dt,, < C// AP0()/2 |70, (1) |2 dt'dt,.
On minore d’abord le premier membre. Comme g > 2mp/(m — 1), vy =1 sur
Ky:={t=(t,), || <ATV2M | < ar~(m=D/2mpy

si @ > 0 est choisi assez petit, pour tout A assez grand. Comme par ailleurs
Apo(t) = O(1) uniformément en A > 1 et en ¢ € K, on obtient la minoration
suivante du premier membre de (21) :

220 / 900 ) (1)[2 dt > cste A2~ (n=1)/2m—(m=1)/2mp.

Pour majorer le second membre de (21), on écrit
Voa(t) = v(AY9%,) Vut') + AV ut') o' (AY9,).
Il existe € > 0 tel que ¢y < —e sur le support de Vu, donc

[ ORI a0 de = 0.
Sur le support de 8y, vy, dont la longueur est un O(A~/9),

Ao (t) < =Mt/ [22P < —eXI72P/9)¢)?
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avec ¢ > 0. On a donc :

/e>\¢0(t)/2‘8tnw(t)|2 dt < (:steAl/q/e"’)‘1_217/(1’5/2/2 dt’,

soit un O(A/a=(n=D(1=20/a)/2) " On obtient donc une majoration du second
membre de (21) de la forme :

/ ¢ A0M/2|7 0, (1)[2 df dt, < cste A/A(n=D(1-2p/0)/2

La comparaison avec la minoration du premier membre de (21) déja obtenue
donne 'inégalité (20) et termine la démonstration de la proposition.

(1]
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