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Sur la dynamique explosive des solutions de I'équation de
Schrodinger non linéaire

Pierre Raphagél
Université de Paris Sud et CNRS

Ces travaux en collaboration avec Frank Merle portent sur I’étude de la dynamique
explosive des solutions de I'équation de Schrédinger non linéaire L? critique en dimension
N:
iug = —Au — |u\%u, (t,z) € [0,T) x RV,

U(O,l’) = Uo(l’), Uug : RN — C, (1)

(NLS) {
up € H = {u € L* avec Vu € L?}. En dimension N = 2, (NLS) modélise la dynamique
de ’enveloppe d’une onde plane quasi-monochromatique dans un milieu non linéaire faible-
ment dispersif. Le phénoméne décrit par la dynamique explosive dans l'espace d’énergie
H' est alors la focalisation ponctuelle du faisceau laser en un point de I’espace, voir [19)].

(NLS) est un systéme Hamiltonien de dimension infinie dans l'espace d’énergie H'!
dépourvu de propriétés de localisation a priori. C’est dans ce contexte le seul exemple
connu avec ’equation de Korteweg-de-Vries généralisée pour lequel 'explosion est dans
certains cas avérée. La description de la dynamique explosive comprend trois grandes
problématiques: exhiber des conditions suffisantes d’explosion dans 'espace d’énergie, es-
timer la vitesse de focalisation et la stabilité des différents régimes explosifs, préciser la
structure en espace de la formation de la singularité.

1 Présentation du probléme

Structure Hamiltonienne dans ’espace d’énergie

Le caractére bien posé du probléme de Cauchy dans H! pour (1) est un résultat classique
de Ginibre, Velo, [3]. Donc pour ug € H', il existe 0 < T < +oco telle que u(t) €
C([0,T),HY), et soit T = +o0, soit T < +oo et limy_7|Vu(t)|;2 = +oo, la solution
explose en temps fini.

Le groupe complet des invariances de 'opérateur de Schrodinger linéaire laisse invariante
I'équation non linéaire: si u(t,x) est solution de (1), alors V(Ao, to, 0, 80,7%) € Rf x R x
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RY x RN x R,
N iﬁ_O.(x_ﬁ_Ot) i .
v(t, ) = A§ u(t + to, Aox + 29 — Bot)e' 2 2 e aussi.

La symétrie pseudo-conforme prend elle place dans l'espace de viriel ¥ = H' N {zu € L?}:
si u(t,x) € ¥ est solution de (1), alors

1 _ 1 jlzl?
v(t,x) = \t\ﬁﬂ(? %)eZT aussi. (2)
2

Le groupe des symétries induit les invariants suivants:

Norme L%: [|u(t,z)> = [|uo(z)[?; \
Energie : E(u(t,z)) = 3 [ [Vu(t,z)|* — 243% [ |u(t, z)|*t~ = E(up);
Moment :  I'm ([ Vuu(t,z)) = Im ([ Vuoug(z)) .

La conservation de I’énergie exprime le caractére Hamiltonien de I’équation. FEn outre,
dans I'espace de viriel X, la conservation de I’énergie conforme induit la loi dite du viriel:

d2
5 [ aPlutt.2)Pdz = 165 uo). (3)
Caractérisation variationelle du soliton et solutions globales

Le critére optimal de globalité des solutions dans H' a été exhibé par M. Weinstein
dans [20] sur la base de méthodes variationelles. Tout d’abord, d’apreés [1] et [6], il existe
une unique solution radiale positive de

AQ —Q+ QN =0, Q(r) — 0 quand r — +oo. (4)

Le ground state () minimise l'inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg au sens
suivant:

1 1 2 V]2 ~
Vo e H', E(U)Z§/|Vv| 1_(QIL2) | (5)

Etant donnée uy € H' avec |ug|r2 < |Q|z2, le controle (5) couplé avec la conservation de
I’énergie et de la norme L? implique une borne uniforme sur la norme H' de la solution
qui est donc globale et bornée en temps.

Le cas de masse critique

Le critére de Weinstein est optimal. D’une part,

u(t,z) = Q(x)e
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est une solution de (1) de masse critique: c’est 'onde solitaire. D’autre part, la symétrie
pseudo-conforme appliquée a cette solution induit la solution explicite de masse critique

Q)¢ (6)

S(t,z) =
2=

1 T, ,lz?
t

qui explose en t = 0 avec:
1
VSOl ~ o et SOF ~ (/ Q2> Soo quand t— 0.

Un résultat fondamental de F. Merle, [10], assure que S(t) est 'unique solution explosive
de masse critique dans H' aux symétries de I’équation prés.

Explosion en grandes données: ’identité du viriel

Nous posons maintenant la question de 'existence de solutions explosives pour des
données surcritiques en masse [ |ug|? > [ Q2. Dans ce cas, il existe des données d’énergie
strictement négative. Soit alors ug € ¥ avec E(ug) < 0, la solution correspondante wu(t)
de (1) satisfait la loi du viriel (3), donc la quantité positive [ |z|?|u(t,x)|>dz doit devenir
négative en temps fini et la solution explose en temps fini, voir [4], [21]. Cet argument
remarquable et connu depuis les années 60’ est essentiellement le seul résultat explosif en
grandes données. Néanmoins, 'argument étant purement obstructif, il ne dégage aucune
information qualitative sur la dynamique explosive et la formation de la singularité.

Stabilité orbitale de ’onde solitaire pour la dynamique explosive

Nous restreignons désormais notre discussion au cas de données de petite masse surcri-
tique:

ug € By :{uoeHl avec /QZS/\UO|2§/Q2+04*},

a* > 0 petit. Cette situation est conjecturée modélisée la dynamique explosive générique
au voisinage d’un point d’explosion.

La caractérisation variationelle du ground state () implique la stabilité orbitale du soliton
en régime explosif dans B,+. Soit ainsi u(t) € B,+ explosive en temps fini 0 < T' < 400,
alors il existe des paramétres (z(t),v(t)) € RY x R tels que pour ¢ prés de T, u(t) admet
une décomposition géométrique:

wlt ) = z—z(t), iy
(t,x) O (@Q+)(t, NG )em, (7)
avec ) ) * )
()| < d(a”), d0(a*) — 0 quand o — 0, A(t)~ N
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Le but de notre analyse est de comprendre dans ce régime perturbatif comment extraire de
la dynamique de dimension infinie de (1) une dynamique de dimension finie et possible-
ment universelle pour les paramétres géométriques (A(t),x(t),v(t)) couplée a la dynamique
dispersive de dimension infinie qui gouverne l’évolution de l’excés de masse £(t).

Construction de solutions explosives

Il existe deux résultats fondamentaux de construction de solutions explosives:
- Bourgain et Wang construisent dans [2] en dimension N = 1,2 une famille de solutions
u(t) de (1) qui explosent en temps fini et se comportent localement a ’explosion comme
la solution de masse critique S(¢) donnée par (6), et donc en particulier:

1
|Vu(t)|2 ~ T3 quand ¢t — T.

- Les résultats numeériques de Landman, Papanicolaou, Sulem, Sulem, [7], et une analyse
heuristique, voir [19], suggérent l'existence de solutions explosant a la vitesse:

IVu(t)| 2 ~ \/w_ (8)

T—1
Ce comportement se révéle en outre stable numériquement par perturbation de la donnée
initiale. En dimension N = 1, Perelman prouve dans [17] l'existence et la stabilité dans un
espace strictement inclus dans l’espace d’énergie d’une solution satisfaisant (8). Cette loi
doit étre interprétée comme une correction de la loi plus naturelle du scaling. En effet, une
conséquence immédiate du caractére localement bien posé du probléme de Cauchy dans
H?' est la borne inférieure sur le taux d’explosion:

C
VT =t

estimation qui s’avére optimale dans d’autres contextes.

[Vu(t)| 2 >

(9)

Notons que l'instabilité structurelle de la loi du log-log (8) est une conséquence d’un
résultat de F. Merle, [11]: soit le systéme de Zakharov en dimension N = 2,

iy = —Au+ nu

(Zakharov) { 1

Cj-ntt = AR+A|’LL‘2 <10)
0

Ce systéme est un raffinement des approximations physiques menant a (1) que I'on retrouve
dans la limite ¢g — +00. Alors toutes les solutions explosives de (10) vérifient:

C
Vu(t)|pz > ——.
Valt)ls > -
Cette vitesse explosive trés aussi dessus de la loi en double log (8) est celle de S(t) donnée

par (1), et est aussi celle des solutions explicites numériquement stables de (10) construites
par Glangetas, Merle dans [5].
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2 Exposition des résultats

Soit une donnée initiale ug € By~ telle que la solution correspondante wu(t) de (1) explose
en temps fini. La stabilité orbitale de I'onde solitaire assure l'existence de la décomposition
géométrique (7). Décrire la dynamique explosive revient maintenant a estimer la taille du
paramétre A(t) ~ m et du reste dispersif &(¢).

Le coeur de notre analyse est d’obtenir sur la base de la décomposition (7) des estima-
tions dispersives non linéaires sur €(t) qui en retour impliquent des résultats de monotonie
pour la dynamique de \(t) qui mesure la taille de la solution. Nous exhibons en effet un
argument de type principe du mazimum qui implique [’existence d’une fonctionnelle de Lya-
pounov pour (1). La preuve est basée sur des dégénérescences algébriques de la structure
linéaire de (1) au voisinage de @ comme attendu, et sur un usage intensif des lois de con-
servation. Il s’ensuit des propriétés de classification de la dynamique de [’onde solitaire au
coeur de la description de la dynamique explosive.

Explosion en énergie strictement négative

Im(f Vuu)
|u‘L2

Nous introduisons l'invariant Eg(u) = E(u) — & (

2
3 ) dont le signe est invari-

ant par le groupe des symétries H'. En outre, nous supposons implicitement vérifiée une
Propriété Spectrale qui revient & compter le nombre de directions négatives d’un opérateur
de Schrodinger —A + V' ou le potentiel V(y) est stationnaire et construit sur le ground
state (). Plus précisement:

Propriété Spectrale Soient les deux opérateurs de Schréodinger réels

2 /4 2
zlz—A+N(ﬁ+1)Q%—ly.VQ L Lr= A4 SOV VQ,

et la forme quadratique réelle pour € = 1 + ey € H':
H(e,e) = (Lie1,61) + (L2g2, €2).

Alors il existe une constante universelle 61 > 0 telle que Ve € Hl, st (e1,Q) = (e1,Q1) =
(e1,yQ) = (2, Q1) = (£2,Q2) = (£2,VQ) = 0, alors H(e,e) > 61([ |[Ve|* + [ \5|2@—\y|).

Cette propriété a été démontrée en dimension N = 1 dans [12] grace au caractére ex-
plicite de @ dans ce cas, et vérifiée numériquement en dimensions N = 2,3, 4.

L’explosion en temps fini pour les données d’énergie strictement négatives avec une
borne universelle optimale sur la vitesse d’explosion a été obtenue dans [12], [13]:
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Théoréme 1 ([12], [13]) Soit ug € By avec
E§ <0,

alors u(t) explose en temps fini 0 < T < 400 avec la borne supérieure sur la vitesse
d’explosion pour t pres de T':

1og|1og(T—t)|>%

Va(t)e < 0 (EES

(11)

Le Théoréme 1 découle d’estimations purement locales dans H' et L sur e(t) induites
par la structure de viriel (3) dans 3. L’explosion en temps fini est ainsi une conséquence
d’estimations non linéaires sur €(t) dans la région ou @, soit la dynamique non linéaire, est
dominant, et qui sont en particulier découplées du comportement radiatif & I'infini. En ce
sens, ce résultat est optimal et inclut la description de la dynamique explosive des solutions
auto-similaires explicites qui sont dans H! mais jamais dans L?.

Explosion en énergie strictement positive

La symétrie pseudo-conforme (2) permet en énergie strictement positive d’exhiber dif-
férents comportements, et la dynamique dans ce cas est beaucoup plus riche. Néanmois,
Iargument de type principe du maximum peut-étre généralisé de maniére optimale a ce
cas et est la clé pour séparer les deux régimes explosifs connus.

Théoréme 2 ([18]) (i) Rigidité de la vitesse d’explosion: Soit ug € By avec
Eg(up) >0

telle que u(t) explose en temps fini 0 < T < 400, alors on a pour t prés de T soit

1og|1og(T—t)|>%

Vu(o)l,e < 7 (ZEEES

soit s
(T = t)v/Eg(uo)

(i1) Stabilité de la loi en log-log: En outre l’ensemble des données initiales uy € Bo~ telles
que u(t) explose en temps fini avec la borne (11) est ouvert dans H".

Vu(t)|2 = (12)

Ce théoréme exprime la stabilité dans I'espace d’énergie du régime explosif gouverné
par la loi (11). Notons en outre que la borne inférieure (12) est optimale puisque satisfaite
par S(t) et les solutions construites dans [2]. La compréhension de I'instabilité de ce régime
et I'obtention d’un équivalent de la vitesse d’explosion dans le régime (12) sont en revanche
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ouverts.
Borne inférieure sur la vitesse d’explosion: stabilité asymptotique du soliton

Une borne inférieure universelle sur la vitesse d’explosion est donnée par le scaling (9).
Si I'explosion auto-similaire décrit en effet la dynamique stable dans d’autres situations
comme pour la chaleur ou les ondes non linéaires, une conjecture générale pour (1) est la non
existence de solutions auto-similaires dans I’espace d’énergie. Comme d’abord observé par
Y. Martel et F. Merle dans [8], ce probléme est dans le cadre de notre analyse perturbative
équivalent a démontrer I'existence d’un profil universel en espace qui attire les solutions
explosives au voisinage de l’explosion. Dans [14], nous démontrons 'universalité de Q
comme profil explosif et donc la non existence de solutions auto-similaires dans Bx:

Théoréme 3 ([14]) Soit ug € By telle que u(t) explose en temps fini 0 < T < +o0, alors
il existe des parameétres \o(t) = %, zo(t) € RN et vo(t) € R tels que:
L

. N .
eMOONZ (u(t, Ao(t)z + 20(t)) — Q dans H' quand t — T.
Ceci implique la borne inférieure sur la vitesse d’explosion:

thn% VT —t|Vu(t)|r2 = +o0.

Rappelons que I’analyse développée dans [12], [13], fournit des estimations dans H' N
L?OC, or les profils auto-similaires explicites sont dans cet espace, donc la seule analyse
locale ne peut suffire & éliminer a piori ces solutions. La preuve de la non existence de
solutions auto-similaires repose ansi sur lexhibition de controles dispersifs globauz dans L?
qui est l’espace invariant par le scaling. Elle repose notamment sur la classification des
solutions non dispersives dans L?:

Théoréme 4 ([14]) Soit ug € By+ telle que la solution correspondante de (1) explose en
temps fini 0 < T < 400 et ne disperse pas dans L? au sens ou:

) = ([ 1uO)P) domo quand ¢ 1.
alors u(t) = S(t — T) aux symétries H' de (1) pres.
Borne inférieure optimale sur la vitesse et dispersion dans L?

L’obtention de la borne inférieure optimale sur le taux d’explosion correspondant a
I'exacte loi du log-log (8) est obtenue dans [15] en poussant les techniques développées
dans [14]. Ceci revient & exhiber le mécanisme dispersif exact dans L? qui correspond
a Uexistence d’une fonctionnelle de Lyapounov basée sur la conservation de la norme L?
utilisée de facon dynamique.
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Théoréme 5 ([15]) Soit ug € By telle que u(t) explose en temps fini 0 < T < +o00, alors
pour t pres de T':

log | log(T — t)|>%
T—t '

Va(bls = ¢

En outre, I'existence de cette fonctionnelle de Lyapounov permet de classifier le soliton
dans la variété d’énergie nulle fondamentale pour la description de I’explosion.

Théoréme 6 ([15]) Soit ug € By~ avec
Eg =0.

Si ug n'est pas un soliton aux symétries H' de (1) pres, u(t) explose en temps fini pour
t>0 ett<O0 avec la borne (11).

Profils a I’explosion et quantification de la masse focalisée

Depuis ’exhibition du modele (NLS) dans les années 60’ en dimension N = 2, une
question de physique fondamentale est celle de la mesure de la masse focalisée a I’explosion
qui correspond a la puissance du faisceau laser formé. Cette masse est conjecturée quan-
tifiée. Ce probléme est lié & la question de la localisation en espace de la singularité. Plus
précisément, étant donnée une solution explosive, le but est de décrire le lieu des points
d’explosion et de mesurer la régularité de la solution en dehors de ces points. La conjecture
suivante a été formulée dans [16]:

Conjecture: Soitu(t) € H' une solution de (1) qui explose en temps fini0 < T < +oc.

|uo|?

Alors il existe (z;)1<i<r, € RY avec L < T et u* € L? tels que: VR > 0,

u(t) — u* dans L*(RY — U B(z;, R))
1<i<L

et \u(t)\2 — Yy <i<pMilp—g,; + \u”‘|2 avec m; € [/ Q2,+oo).

L’ensemble M des masses focalisées admissibles m; contient pour N > 2 ’ensemble
non borné dans L? des étas excités solutions de (4), voir [9]. Ce sont les seuls exemples
connus.

Nous démontrons la conjecture dans B, dans [16] sur la base des estimations dispersives
dans L? obtenues dans [15] et les controles de la dynamique instable de type S(t) de [18].
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Théoréme 7 ([16]) Soit ug € By telle que u(t) explose en temps fini 0 < T < +o00, alors
il existe des parametres (A\(t),z(t),7(t)) € R% x RY x R et un profil asympotique u* € L*
tels que

1 x—z(t)\ ; 9
u(t) — Q ( ) e — uw* dans L? quand t — T,
) A A(t)

et le point d’explosion converge: x(t) — x(T) € RN quand t — T. En outre:
(i) Régime du log-log: si u(t) vérifie (11), alors

1 / 9 Cc*
< u*(z)|“dx < )
C(log 1108 (A2 = Jaairycn 1 = TogTloa(m]2

(13)
quand R — 0, et

u* ¢ H' et u* ¢ LP pour p> 2.
(ii) Régime S(t): si u(t) satisfait (12), alors

/ |’U,*‘2 SC*EQRZ,
lz—z(T)|<R

u* e H'.

quand R — 0 et

Ce résultat éclaire la différence entre les deux régimes explosifs et accrédite la thése
selon laquelle les solutions de type S(t) constituent le bord des solutions explosives: la
dynamique stable du log-log est basée sur un phénoméne radiatif d’éjection de masse qui
couple fortement la dynamique non linéaire de focalisation avec la partie réguliére de la
solution, ce qui induit une explosion faible avec une structure quasi singuliére du profil
u* au point d’explosion exprimée par (13); au contraire, le régime S(t) correspond & un
découplage tres fort de la partie singuliére purement représentée par la bulle de la solution
de masse minimale avec la partie réguliére de la solution qui ne voit pas dans ’espace
de Cauchy la formation de la singularité, et c’est en ce sens une explosion critique car
minimale.
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