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LE BISMUTIEN

GILLES LEBEAU

RESUME. Dans une série de travaux récents, Jean-Michel Bismut a construit
un “laplacien hypoelliptique” agissant sur les formes différentielles sur le fibré
cotangent ¥ = T*X d’une variété riemannienne X. Dans cet exposé, nous
présentons quelques propriétés analytiques de ce nouvel opérateur et explici-
tons le fait qu’il définit une déformation du laplacien de Hodge sur X.
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1. INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de présenter la construction et quelques propriétés
analytiques du laplacien hypoelliptique que J-M. Bismut a introduit dans [BisO4c],
[Bis0O4b], [Bis04a], [Bis05]. Ce nouvel opérateur agit sur les formes différentielles
sur le fibré cotangent ¥ = T*X d’une variété riemannienne X et est une version
cinétique du laplacien de Hodge sur X. D’un point de vue analytique, il est une
généralisation au cas de métriques non plates des équations de Fokker-Planck de la
théorie cinétique. Le laplacien hypoelliptique apparait donc comme une équation de
Kolmogorov généralisée et est de ce fait structurellement hypoelliptique. Il existe
de nombreux travaux récents consacrés aux équations de Fokker-Planck, a la fois
du point de vue probabiliste et edpiste (voir par exemple [HNO3], [HNO04], [HSS04]
[DVO01] et leurs références). L'introduction d’une métrique non plate modifie toute-
fois sensiblement les aspects analytiques de ’étude des équations de Fokker-Planck.
Dans la section 2, nous rappelons la construction de J-M. Bismut (voir [Bis04a]);
pour éviter les surcharges de notations inutiles pour cet exposé, nous n’introduirons
pas de fibré plat auxiliaire. Dans la section 3 nous présentons des estimations hypo-
elliptiques simples, ainsi qu’un résultat concernant I’asymptotique en temps petit
du noyau de la chaleur associé au laplacien de Bismut. Enfin, dans la section 4 nous
décrivons le théoreme de convergence de la résolvante du laplacien hypoelliptique
vers la résolvante du laplacien de Hodge. Ce dernier résultat est un des ingrédients
de I’étude dans ce cadre des métriques de Ray-Singer qui paraitra dans [BLO5].

Nous terminons cette breve introduction par des rappels de notations de géométrie
riemannienne. Soit (X, ¢) une variété riemannienne compacte de dimension n, T'X
et T*X les fibrés tangent et cotangent & X. Nous noterons (z,p) les points de
T*X, 7 la projection de T* X sur X, g 'isomorphisme de T'X sur 7 X défini par la
métrique, (.|.) le produit scalaire sur TX ou T*X et < .,. > la dualité entre T*X
et TX .

Si (z1, ..., ) est un systeme de coordonnées locales défini sur un ouvert U de X, on
notera (1, ..., Tn;P1, ..., Pn) les coordonnées sur T#X |y telles que p; =< p, % >.

Pour u = Zuj% eT,X ona
J
ul* = (ulu) = Xgi j(x)u'n!

et le carré de la longueur du covecteur p = ¥p;dz? € T X au point z est

Ip|* = (plp) = Lg"7 (z)pip;

ot (¢*7) = g~!. Nous utiliserons les conventions d’Einstein relatives aux sommes
sur les indices répétés.

Soit T'> le fibré tangent a lespace cotangent ¥ = T*X. On a une décomposition
canonique de T

(1.1) TS =TS o TVS
oll ’espace tangent vertical TV Y est I’espace tangent & la fibration 7* X — X, donc
est engendré par les champs de vecteurs

0

~ Op;
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et oll Iespace horizontal THY. est engendré par les champs de vecteurs

0 0

I's,;
Ox; T pibe Ips

€; =

ou les coefficients I'j ; sont les symboles de Christoffel

o 1 0.9y
_ g,u[ u,B

i 99
O0x; T Oxg axu]

Bii ™ 9

de sorte que la connection de Levi-Civita V¢ sur TX est

0 0
LC( “ N_1k 2
Va‘l (8xJ ) Fl’j oxy

Si u(z) = Su’ (x)% est une section du fibré tangent TX, alors < p,u >= Su’p;
est une fonction sur X, et on a l'identité

ei(<pu>)=<p, VES u >
Az
Les champs de vecteurs e; sont tangents aux sous-variétés |p|?> = Cte, et le champ
hamiltonien de la fonction |p|?/2 sur la variété symplectique ¥ est égal &
(12) H‘p‘z/Q = gi’jpjei ey

Soit I' = Erjda:j. Le tenseur de courbure de Riemann R est la 2-forme & valeurs
End(TX) définie par
R = Rj7kda:j A dz®

or, or;
el Al AT A
Rjx dr;  Oxy + [0 T]
Pour u(z) = uj(x)%j,v(x) = vj(x)%, on a
R(u,v) = R yu/v* = ViOVIC - VIOVIC - VI € End(TX)

et le tenseur de Riemann R vérifient les symétries

R(u, U) - —R(U, u)
(1.3) (R(u, v)w|2) = —(w|R(u,v)z)

la seconde identité étant conséquence de (uv —vu — [u, v])(w]z) = 0 et de u(wl|z) =
(VLCw|z) + (w|VEC2). Le commutateur [e;, ex] = ejer — ere; des champs de vec-
teurs e;, ey, est le champ de vecteurs tangent vertical sur ¥ donné par la formule

0
er] =RY 5 pams— €TV
[ejvek] 5.k,B P aps

ol pa gy € End(T”X) agit par pa g (Yp;é’) = pac”, de sorte qu'on a
(1.4) [ej,en] = "Ry

On munira 7% de la métrique riemannienne telle que la décomposition 1.1 soit
orthogonale, les métriques sur T7Y, TV étant les métriques canoniques définies
par les isomorphismes TEPZ ~ T, X et TX »> = Ty X. On notera V la connection
associée.
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2. LA CONSTRUCTION DU BISMUTIEN

Dans cette section, nous rappelons la construction du laplacien hypoelliptique.

Cet opérateur dépend d’un parametre de déformation auxiliaire, qu’on notera s €
10, o[ Ce parametre est une constante de couplage qui mesure l’aspect aléatoire
de la construction d’un point de vue probabiliste. La limite s = 0 correspond a
un régime déterministe de quantification du flot géodésique sur X, et la limite
s = 00 a un régime de modélisation du mouvement Brownien sur X. Nous notons
AP(Y') le fibré des p-formes différentielles sur la variété Y et A'(Y) = @,AP(Y). La
construction du laplacien hypoelliptique sur T* X est analogue a celle du laplacien
de Hodge standard sur X, qui utilise comme ingrédients de base la différentielle
de De Rham sur l'algebre extérieure de X, et la forme bilinéaire symétrique cano-
niquement définie par la métrique sur le fibré des 1-formes A'(X). Elle en differe
toutefois fondamentalement par le choix de la forme bilinéaire sur le fibré des 1-
formes A'(X) qui ne sera pas, comme dans le cas du laplacien de Hodge, une forme
symétrique.
Soit ¢ la forme symplectique canonique sur A*(X) = T*Y (antisymétrique et duale
de la forme symplectique sur 7% ) et 7 la projection de Ty )% sur T, X (la res-
triction & l'espace tangent vertical & 3 en (x,p) d’'une 1-forme sur X est une forme
linéaire sur T X donc définit un vecteur tangent & X au point z). On définit la
forme bilinéaire b, sur A'(X) par

(2.1) bo(w,0) = 0(w,0) + V3(r(@) 7))
soit en coordonnées locales
bs(w,0') = B — B + /5g:,;8'5"7
w = ayda’ + Bidp;, W' = olda’ + B dp;
et on munit 'algebre extérieure A (X) de la_forme bilinéaire b5 dont la restriction
aux p-formes est la puissance extérieure p *°*™° de bs;. On remarquera que b est

intrinseque, i.e ne dépend que de la métrique g. On remarquera aussi que bs est
non dégénérée et n’est ni symétrique ni antisymétrique.

Si A est un opérateur différentiel sur A'(X), son adjoint (& droite) pour b5 est
donc l'opérateur Aj caractérisé par

/b (Aw,w)dzdp = /b w, Ayw')dxdp

Soit d la différentielle de De Rham sur A'(X). On a en particulier

Owy awp Owp,j
o o VT,

(QA)} (wedz + wpdp) = wpQe — wallp + V/59(2p, wp)
Soit h une fonction sur X, et §;, U'opérateur conjugué

8, = e de" = d + dhn

dy (wydz 4+ wpdp) =

On a (6,); = e"dje™", et on notera D), 'opérateur

h = 0n+ (0n)}
14



de sorte qu’on a
D} = 61(0n)5 + (0n)50n

Définition 2.1. Le Bismutien est I'opérateur différentiel agissant sur A'(X) défini
par

S
(2.2) gp}% =B,
avec le choix h = |p|?/2 = ¢"I (z)p;p;.
Remarque 2.2. Dans la définition du Bismutien, le choix de ’adjoint a droite pour
définir dj est anodin, on aurait tout aussi bien pu prendre I’adjoint & gauche : on
passe d’un opérateur a I'autre par la symétrie p — —p. Par contre, 'introduction du
twist de Witten par e” est fondamental. Le choix h = |p|?/2 correspond au fait que
lopérateur va quantifier le flot géodésique sur la variété X ; on peut aussi étudier
les variantes avec potentiel h = |p|?/2 + V() si on souhaite quantifier une autre
dynamique, ce que nous ne ferons pas ici.

Bien que la définition 2.1 du Bismutien soit d’une simplicité biblique, le calcul de
Iopérateur en coordonnées locales est assez laborieux. Pour expliciter I'opérateur,
on introduit les formes différentielles sur X

éj = dpj — Fjo‘ik Pa daﬁk
et = da’
On note A, le laplacien en variable p associé a la métrique a coéfficients constants
enp,g '(z)
82

IpiOp;
On note Ny lopérateur de nombre sur 'algeébre extérieure A'(X) qui compte le
degré vertical i.e le degré en dp, iy la multiplication intérieure d’une forme par
le champ Y, Ly la dérivée de Lie dans la direction du champ Y, et H¢ le champ

hamiltonien de la fonction f(z,p). Le lemme suivant est la formule de Weitzenbock
pour le Bismutien. Elle est démontrée dans [Bis05]

Ap =Yg ()

Lemma 2.3. On a
1 o
(2.3) By = %[—Ap+|p|2+(2Nv—d)—§ < R(e;, ej)ex, e > elejiékiél]_\/gﬁH‘p‘z/z

Il résulte de 2.3 que B; est un opérateur differentiel du second ordre, partielle-
ment elliptique en p, ne contenant que des dérivées du premier ordre en x. Comme
les dérivées verticales 0, et les commutateurs [0y, , {|p|*/2,.}] engendrent I'espace
tangent & X , le théoreme de Hérmander implique que B, est hypoelliptique, et que
I’équation de la chaleur associée 9, + B l'est également.

Le changement de variable ¢ = \/s p permet de réécrire By sous la forme (noter
que dans la formule suivante, on a effectué le changement de base sur 'algebre
extérieure é7(q) = /sé’ (p) qui transforme 'opérateur iz (p) en /sigk(q))

(2.4) 2

1 o
B; = 5[—32Aq + |g* + s(2Ny — d) — % < R(ei,ej)en, €1 > e'eigria] = Lp, o,

En particulier, on s’attend a avoir les asymptotiques :
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(2.5) (As =N oo (1/2(=8280 +1al*) = L) — N7

(2.6) lim (A, - N7 =TI (0x /2 — \) M,

ot Iy désigne le projecteur orthogonal L? sur le noyau e‘g de Voscillateur har-
monique —A, + [p|? + (2Ny — d) et ou Ox = (dx + d%)? désigne le laplacien de
Hodge sur X.

Dans 2.5, 'asymptotique est & interpréter au sens semi-classique, avec s comme
constante de Planck. Dans 2.6, la limite est au sens des opérateurs. L’étude de
Pasymptotique s — 400 est effectué dans [BLO5]. Par contre, le régime s — 0 reste
a étudier.

3. HYPOELLIPTICITE ET NOYAU DE LA CHALEUR

Dans cette partie, on donne quelques résultats analytiques sur le Bismutien, le
parametre de déformation s restant dans un compact fixe de |0, co[. Pour alléger les
notations, on se limite au cas s = 1. Soit A une fonction sur X, et Z = Hj, le champ
hamiltonien de h. L’action de la dérivée de Lie Ly, sur les 1-formes est donnée par
la formule

Ly, (oyda? + Fdp;) = ojdx’ + 57 dp;

9%h 9%h
= Ih. _ k
(31) aJ { ’aJ}+63:j6pkak a.ﬁjal‘kﬁ
, , d?h 9?h
- h, J + an — k
b {h. 5} Op;Opi k Op;Oxy,
La matrice
8%h  _ 9%h
M= (o T
Opdp Opdx

est anti-adjointe pour la structure symplectique. Avec le choix h = |p|?/2 et notre
choix de bases e’ = dxi,éj = dp; — ng Pa dz¥, pour lequel e’ est homogene de
degré 0 en p, et é; homogene de degré 1, on obtient que N' = Mp|z/2 possede
I’homogénéitée suivante relative a p

52 N(e") = NJ} (@)pae’ + N3 (2)é
' N (&) = N5y (@)pappe! + NL2(@)pacy

La formule 3.2 indique qu’il est judicieux de choisir des poids sur I'algebre extérieure
pour que N apparaisse comme un opérateur de degré 1 en p. Soit w une section de
A (X). On écrit en coordonnées locales

w=Ywjele;
ou wIJ (z,p) sont des fonctions sur X. L’opérateur de nombre vertical Ny est donc
Ny (Swieléey) = Ywi |J| eley

On définit alors les structures L? suivantes sur l’espace des sections de A" (%)
16



Définition 3.1. Soit dzdp la forme volume canonique sur ¥, et < p > la fonction
sur B, < p >= (1 + |p|*)"/2. Pour w(w,p) = To<j<nw;(2,p), Nv(w;) = jw; on
définit la norme a poids

w(@, p)li, = Slw;|*(z,p) <p >

On définit alors les espaces L2 et L2, de sections de A'(X) associés aux normes

(3.3) w2 = / w2 (2, p) dedp < oo

(3.4) w2 == / w312 (2, p) dedp < oo

Soit M(z,p) une section de End(A (X)), et d € R. On dira que M (z,p) est un
symbole de degré d (resp un w-symbole de degré d) si pour tout «, 3, il existe Cy g
tel que

(3.5) Ve VEM| < Cap < p >0
et respectivement dans le cas a poids

(3.6) VeV MLy < Cop < p >4 17
ot |[M|,, est la norme de M relative & |.|q,.

Remarquer que de 3.2, 3.4, on obtient que 'opérateur Ly
avec N(z,p) € End(A (X))
Lrp,, = VP2 + N
I <p>"" Nl < Cllw]w

22 €St de la forme,

(3.7)

Rappelons que la dérivée verticale 0, est donnée par
(3.8) Oy, (Zwieley) =80, (wy) e'éy
On définit oscillateur harmonique vertical O par la formule

O(Zwieléey) =20OWY) eléy
(3.9) 1 )

O = 32+ pl* + 2Ny — )
Soit p l'application linéaire définie par la formule, ot Ny (w;) = jwj,

P(Zo<j<nw;(@,p)) = Dosjcnw;(@,p) <p >
On a ||p(w)|| = ||w]|w et Popérateur conjugué
p 'Bip=B
est d’apres 2.3 et 3.7 de la forme
B=0+ V2, + M

(3.10) : :
M =X0,, M + Xp;M{ + M

ol les matrices M&l(x,p),M(x,p) sont des symboles de degré 0. Nous travaille-

rons dans la suite de cette section avec I'opérateur conjugué B = p~'Bjp et plus

généralement avec tout opérateur B de la forme 3.10 de sorte que nous n’uti-

liserons que la structure L? standart sur A’(X). On trouvera dans [Leb05] des

résultats généraux sur les opérateurs de la forme 3.10 (équations de Fokker Planck
-7



Géométriques) dont la géométrie sous-jacente est particulierement riche.

Pour ’analyse d’un opérateur de la forme 3.10, nous utiliserons toujours les regles
suivantes pour évaluer le degré d’un opérateur

8%, est d’ordre 1

11
(3.11) pj, Op, sont d’ordre 1/2

Cette regle est imposée par le fait que les constructions doivent étre invariantes par
changement de coordonnées locales y = ¢(x) sur X. Le changement de coordonnées
induit sur ¥ est de la forme (y,q) = (¢(x), A(x)p), et les dérivées partielles se
transforment sous la forme 8, = ¢'(2)d, + A’A~(x)qd,, 8, = 'A(z)d,. Si on
souhaite que p et 0, aient le méme poids, ce qui est naturel au vue de la présence
de l'oscillateur harmonique dans 3.10, on observe que la convention de degré des
opérateurs est nécessaire, 0, et pd, devant étre de méme degré. Par ailleurs, les
propriétés spectrales du laplacien hypoelliptique confirment la pertinence de ce
choix. Avec ces conventions d’ordre, on a

O est autoadjoint sur L? et d’ordre 1
Vip2/2,3 = Zgi’jpjvei est d’ordre 3/2

(3.12) )
et de partie principale anti-adjointe sur L

Vipz/2.3 + Vijpz/2,; et M sont d’ordre au plus 1/2

Evidemment, dans le régime des p bornés, les estimations hypoelliptiques usuelles
font de loscillateur O la partie principale de B. Il apparait toutefois que pour
I’analyse globale sur ¥, mieux vaut considérer que la partie principale de B est la
somme O + V,2/2, 1, avec composante autoadjointe O de degré 1 et composante
antiadjointe Vg 2/2, } de degré 3/2.

Soit A = a + i@ € C un parametre spectral. On définit une chaine d’espaces de
Sobolev H{ de sections de A'(X) par dualité et interpolation en posant H} = L?
et en choisissant comme collection d’opérateurs de degré 1

5]
<p>’
On remarquera que 3.13 attribue & Re(A) = « le degré 1 et a Im(X) = [ le degré
3/2, ce qui est naturel d’apres 3.12. On note S’ l'espace des sections distributions
tempérées de A'(X). En suivant la preuve de Kohn du théoréeme de Hormander, on
obtient alors

(3.13) <p>% +lal + Ve,, <p>Vp,

Théoréme 3.2. Il existe co > 0 tel que pour tout o € R, tout A € C, Re(\) < —cy,
o+1/4

et tout u € §’, (B — Nu € HS implique u € H , et il existe une constante Cy
indépendante de X\ telle que
(3.14) lullxo+1/2 < Coll(B = A)(w)]|x 0

Remarque 3.3. Dans 'estimation précédente, le gain de 1/4 de dérivées provient
de la méthode de Kohn. Le gain réel, qui sera utilisé dans la preuve de la conver-
gence vers la résolvante du laplacien de Hodge, est 2/3. L’estimation simple 3.14 est
toutefois fort utile pour commencer ’étude des opérateurs de type Fokker Planck
Géométrique. Par ailleurs, la chaine d’espaces de Sobolev précédente n’est pas opti-
male : on peut en fait ajouter le terme A, dans la collection 3.13 deés qu’on a vérifié
que notre opérateur est maximalement hypoelliptique. Je remercie N. Lerner pour
-8



m’avoir indiqué dans ce cadre une stratégie de preuve de I’hypoellipticité maxi-
male par estimation d’énergie. On obtient aussi ce résultat comme conséquence de
I’asymptotique du noyau de la chaleur, i.e comme sous-produit de la singularité de
la résolvante sur la diagonale.

Nous noterons P(t,z,2'), z = (z,p), le noyau de la chaleur associé a B, i.e la

fonction de Green de

(O + B)u=0dans t >0
(3.15) )
ult=o =v € L

Une conséquence du théoreme 3.2 est que P(t,z,2') est C™ dans t > 0, et que
toutes ses dérivées en ¢ appartiennent a lespace de Schwartz en z, 2’. Les résultats
qui suivent sont démontrés dans [Leb05]. Soit H(z,() le hamiltonien sur 7*%

= 21CYP ~ ) + (™)

ot ¢V, ¢ sont les composantes verticales et horizontales de (. Soit £ I'action sur
la trajectoire s € [0,¢] — x(s) € X

(3.17) ﬁz/t(la(S)Iz n |v(8)|2) ds
0

(3.16) H(z,(¢)

2 2

ou a(s),v(s) désignent 'accélération et la vitesse. Soit zg = (zg,po) € X.

Définition 3.4. On définit la fonction de large déviation sur R} x ¥ x X par
t

(3.18) D(t, z,20) = min/ L(x(s)) ds
0

ol le minimum est pris sur toutes les trajectoires s € [0,t] — x(s) telles que

(2(0), 9(v(0))) = 20, (x(t),9(v(t))) = =

Théoréme 3.5. i) Pour tout t > 0, 2o, 2, il existe une solution s € [0,t] — zope($)
de l’équation différentielle

D Db
— ——+ <bR(v,)Jv>+b=0
Dt Dt
(3.19)
— d_.l? b= % — (U)
- dt b - Dt’ p - g
connectant zg a z telle que
t
(3.20) D(t, 2, 20) = / L(zopi(s)) ds
0

La fonction t — D(t, z, z0) est continue sur RY..
i1)Soit to petit. Il existe 0 < 09 = 01 < da tels que D(t,z,29) soit C et vérifie
l’équation de Hamilton Jacobi

(321) 2D + (@) ~ Ip) + {IpP/2. D} = 0

dans le domaine

(3.22) Uto,é = {(t,Z,Zo),t E]O,to],dist(l‘,l‘o) < (50, |tp| < (52, |tp0| < (51}
-9



avec z = (z,p), et zo = (xo, po). De plus , dans le domaine Uy, 5, z — D(t, 2, 20) a
un unique minimum ~y(t, zo) non dégénéré en z = Z,(t,zp). On a

(t,z0) =min | L(x(s)) ds =
(3.23) R /0

¢ t3
§|Po|2 - €|]90|2 + Ot |pol* + °[po[*)
ot le minimum est pris sur toutes les solutions s € [0,t] — x(s) de 3.19 telles que
((0), g(v(0))) = 20 et avec données (by, by = 2b) telles que t2|bg| + t3|b1| < 6. En
coordonnées géodesiques centrées en xg, on a
Z(t, 20) = exp(tHpj2/2)(20)+

(3.24)
(—pot®/6 + Ot°[pol), —pot®/2 + O(t*|pol))

i11) Dans le systéme de coordonnées géodésiques centré en xo, on a pour (t,z,29) €
Utiy,s, avec z = Z,(t, z0) + (tX, P), et |(X, P)| petit

(3.25)

2
D(t, z, z0) = (¢, 20) + Z(3X2 —3PX + P%) + O(t(1 + |po* + (X, P)*)(X, P)?)
Remarque 3.6. 11 est utile de développer I'analogie entre équations de Fokker Planck

géométrique sur X = T* X et équations de Laplace, par exemple —%, sur X. Pour
I’équation de Laplace, I’action est
D)
v
/ PE g
0 2

2
et la fonction de grande déviation Dx = w, qui vérifie I'’équation de Hamilton
Jacobi
0.Dx|?
0:Dx + 7| z 2X| =0,

est C*° au voisinage de x avec minimum nul et non dégénéré en = = xy. L.’équation
différentielle 3.19 est donc la généralisation de I’équation des géodésiques sur X,
et D jouit de propriétés locales pres de zy analogues a Dx, a ceci pres que son
minimum est décalé quelque peu par l'effet du champ hamiltonien de la fonction

Ipl?/2.

Pour décrire I'asymptotique du noyau de la chaleur P(t, z, zp) pour z preés de zg
et t — 0, on travaille dans le systeme de coordonnées géodésiques centrées en xg.
Soit Z.(t,z0) = (T2 (t), Pz (t)). Introduisons les coordonnées renormalisées (y, q)
centrées en zg

(326) = (x,p) = (xzo (t) + 1Y, Dz (t) + Q)

D’apres 3.25, la fonction de large déviation D vérifie pour une constante C' > 0,
pour (y,q) pres de (0,0) et pour ¢ > 0 petit

C
(3.27) D >t 20) + —(v” +¢°)
Dans ces coordonnées, notons C4(A" (X)) I'espace des fonctions C* f(t,y,q,20) &
valeurs f(t,y,¢,20) € End(A (X)), définies pour (¢, z0) € Viy.6:» |(¥,q)| < 6, avec
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to > 0,01 > 0,0 > 0 petits et fixés, et Vi, 5, = {t € [—to, 0], |tpo| < 01}, et telles
que pour tout I, v, 3,7, il existe C tel qu’on ait uniformément en (¢, 20, y, q)

(3.28) 10107 V2 . V5, . fI < C < py >N

€i,zo ¥ &7,z

Par exemple, si M (zg) est un symbole de degré d alors
f(ta Y. 4, ZO) = M(xzo (t) + ty,sz (t) + Q)

appartient & C¢(A" (X)), puisqu’on a
(3.29) T (1) +ty €CO pu(t) +qelt
Soit 6(y, q) une troncature a support dans |(y, ¢)| < J, égale a 1 pres de (0,0). Soit
¢(u), v € R, une troncature a support dans |u| < d1, égale a 1 dans |u| < d;/2. Le
résultat suivant, démontré dans [Leb05], fournit le développement en temps petit
du noyau de la chaleur. On remarquera que d’apres 3.25, la diffusion hypoellip-

tique est anisotrope en variables x, p, ce qui est naturel pour une équation de type
Kolmogorov.

Théoréme 3.7. Pour tout entier j, il existe
¢j(t.y.4,20) € CT(A'(2))
et pour tout N, un opérateur Ry de noyau Rn(t, z,z0) tels que
P(t,z,20) = Pn(t,2,20) + Rn(t, 2, 20)
Py (t,z,20) = t2"¢(t[pl)e™ P =) (So<jent! ¢ (t,y, 4, 20))0(y, @) bt pol)

ot la suite d’opérateurs Ry est telle que pour tout o > 0, M > 0 il existe N et une
constante C' tels que pour t €]0,to] on ait

(3.31) 1Ry (w)lle < CtY [Jul|—o

(3.30)

ou ||ull¢ est la norme dans espace de Sobolev HY.

4. CONVERGENCE VERS LE LAPLACIEN DE HODGE

L’objet de cette section est de décrire la limite du laplacian hypoelliptique dans
le régime s — oo. Les résultats qui suivent sont extraits de [BL05]. Apres une
transformation algébrique sur ’algebre extérieure, on se ramene a travailler avec
une famille d’opérateurs B, de la forme

Bs = sO + /53 + Ms
1
(4.1) 0= 5[—Ap + [pI> + 2Nv —n)]

0
=—{|p?/2,.} + > M) —
B=—{pl*/2, }+ EMi 5 -

ou les My, sont des polyndmes en p of degré k. Pour satisfaire le lobby semiclassique,
on introduit le petit parametre h
1

=7

de sorte qu’en notant @)}, 'opérateur
Qn =0 +hB+ h?>M,

on a

By = sQp
I-11



Soit Iy le projecteur orthogonal L? sur le noyau de I'oscillateur harmonique O,
et IT; = 1—TIp. Soit A € C le parametre spectral et v = \/s. On travaille ici avec la
chaine d’espaces de Sobolev semiclassiques construits sur L? avec comme collection
d’opérateurs de degré 1

||

4.2 <p>24 ,
(4.2) p P

hVe,, <p>V,,

On note ||u||y,sc,0 la norme correspondante, et H” 'espace de Hilbert associé (seule
la norme dépend des parametres v, h). Pour tout o, Iy envoie H? dans H?, et il
existe C, tel que

(4.3) Mo (w)l[v,sc,0 < Collully,sc,o
Dans la decomposition de L? = Ker(O) @ Ker(O)*, on a

0 0 0 B My Mspo
44 O = = M — ; 5
(44) (O (’)) A (ﬁg 54) 2 (Mz,g M2,4)
d’oll

(P R
(4.5) Bs = <\/§P3 s, )
avec
Py = My,

Py = [+ hMs o
Py =334+ hM> 3
Py =0+ hBy+h>Ms 4

(4.6)

Soit A € C; On définit les opérateurs ©, et T' (pour O inversible ) par
O = P4 — )\/S

(4.7) B =

T=P — P00 P

Alors I’équation de résolvante

(A = Bs)(uo,u1) = (vo,v1)

est formellement équivalente a

w (A=T)"1 —=(-T)"'Re! v
(48) (ﬁ) - (—\/Lg@ng()\—T)l —@_1[1—P3()\—T)1P2@1]> (vi)

S

et il ne reste qu’a analyser la formule précédente. Cette analyse se fait essentiel-
lement en deux étapes : analyse de l'inverse de O, puis analyse de l'opérateur
A—T)"L.

L’analyse de © est trop technique pour étre détaillée ici; elle se fait par un calcul
de paramétrix dans des espaces de symboles en z,{ a valeurs opérateurs en p. La
conséquence de cette analyse est que ©~1 gagne 2/3 de dérivées en x, et que de
plus IO~ (resp O ~'Iy) gagne 5/6 de dérivées en = (resp 1 dérivée en ), le
gain supplémentaire de 1/6 de dérivées en z (resp 1/3) résultant d’un lemme de
moyenne, comme de coutume en théorie cinétique. Par ailleurs, le travail sur la
paramétrix permet d’obtenir une description précise de 7', résumée dans le lemme
suivant.
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Soit § = (09,91, 02), dp € R, 01 > 0,02 > 0, et Us le domaine de C
Us = {v; Re(v) < 6o + 61| Im(v)|*}

Un symbole a(z,&,h,v) de degré d associé & un opérateur pseudodifférentiel
dans la classe 53 , est une fonction de (z, ), holomorphe en v € Us, avec parametre
h €]0, ho], & valeurs dans End(A (T*X)), telle que pour tout «, 3, il existe Cy g
indépendant de h,v et tel que

(4.9) |3§6§a(x,§, h,v)| < Cap(1+ |V] + |€]) 313l =2/310]

En coordonnées locales et dans un choix de trivialisation des fibrés, on quantifie un
symbole a en opérateur A = Op(a) par la formule usuelle

A(z,hDy, h,v)u(z) = (277/1)_"/e%(ﬂ_y)fa(x,f,h,v)u(y) dyd¢

On note 83 no la classe d’opérateurs obtenue en remplacant les estimations 4.9 par
(4.10) 0207 a(x, & h,v)| < Cap(1+ || + €))7
Lemma 4.1. Il existe 6 avec 09 > 0,02 = 1/6, Ag{k,CO € 8(;,1}0 et
A;Jg,Bé,_,Cl € 5({}1 tels que, avec V; = V%, on ait

T =T%+hT"
(4.11) T = %1V A Vi + My, (z) + C°

T'=%ViAL Vi +3(B Vi + ViBi ) + C!
Les opérateurs Ag{k ont un symbole principal scalaire aji(z,§, V), et on a
(4.12) Sajk (2,6, 0)66 —v = Jg H(yl,v)

avee y = 5. [yf? = g (@)yu et

1
JO(y,V):/ (t+)y2_u—1 e(l—t)yz dt
0

Remarque 4.2. L’estimation d; = 1/6 n’est sirement pas optimale, et provient
d’une certaine paresse des auteurs dans la gestion des restes de la paramétrix de
©. La fonction Jy(y,v) est naturelle et correspond au calcul & métrique gelée en
un point xg. On remarquera que la formule 4.11 présente T' comme un opérateur
de type laplacien, mais ou les coefficients de la métrique sont des opérateurs h-
pseudodifférentiels de degré —1.

Le point clé est maitenant le résultat suivant, démontré par J.-M.Bismut
Théoréme 4.3.
(4.13) T e—0.p—0 = %DX

Soit Specx le spectre du demi-laplacien de Hodge %D x. Nous pouvons mainte-

nant énoncer le théoréme de convergence de la “résolvante” (T' — \)~! (attention
au fait que 7' dépend de A!) vers la résolvante (20x — A) L. Soit

Vss = {X Re(\) < 560 + 01 s*/C[Im(N)["/°}
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A= (1+]|\+0Ox/2)'2
(4.14) Ap = (1+ |v)? + h%Ox/2)Y?
||u||(01,02) = ||AU1A22U’||L2

Pour A € V55, notons p(A) la fonction
1
p(A) =1+ By si Re(\) <0
1 1+ Re(X)
AN=14+—+———""—
P + |l + dist(\, Specx)

La fonction p(\) est égale & +o0o ssi A € Specx.

(4.15)
si Re(\) >0

Théoreme 4.4. Soient oy, 01, ho petits.
i) Il eziste une constante C' telle que pour tout A € Vs s\ Specx et h €]0, ho] vérifiant

(4.16) hp(A) <C
la “résolvante” (T — X\)~! existe comme opérateur borné de H% dans Hg(H, pour
tout 0. De plus pour tout (01,02), il existe C(4, 5, tel que pour tout v € 'Hg(ﬁ”z“

et tout h, \ vérifiant 4.16 on ait
(4.17)

4,1 1
(T = X) 1(§DX = A)(©) = ll(1,00) < C(al,oz)ﬁH(P()\) +(0x)*)(0)l(01.02)
ii) Pour tout r > 0, il existe h,, tel que la “résolante” (T —\)~! eziste pour tout
h €]0, h,] et tout A vérifiant
(4.18) A€ Vss, r(Re(N)+1)<|Im(N)]

De plus, il existe C,. et pour tout (01,02), il existe C(4, +,) tel que pour tout u €
HET? et tout h €]0, hy], X vérifiant 4.18 on ait

(419) T =N Wlor+1,02) < Cloryon) (872 + o+ AN T2l (61,0

Le théoreme précédent, les estimations sur O~ !, et I'identitée 4.11 permettent
de conclure a la validité de la formule de convergence 2.6 pour A ¢ Specx.
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