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Presque orthogonalité de produits de fonctions
propres et existence en temps grand pour les
équations de Klein-Gordon semi-linéaires sur

les variétés de Zoll

J.-M. DELORT

d’apres J.-M. DELORT et J. SZEFTEL

I Introduction et principaux résultats

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de dimension
d, A, le laplacien sur M, V, le gradient. Soit V' : M — [0, +00[ un potentiel
C®°. Nous allons faire une hypotheése spectrale forte sur M : Notons P =
v/ —A, + V. Nous supposerons que le spectre o(P) de P vérifie :

(1) o(P)Cc U I,

neN*

ou (I,)nen+ est une suite d’intervalles compacts disjoints avec pour n > 2

2 2
2) L=|"nya-2 T @

ou 7 € R, a € R,§ €]0,+00],¢cg > 0 (avec ¢y assez petite pour que les
intervalles soient bien disjoints). L’intervalle 1, a gauche de I, contient les
premieres valeurs propres de P. On remarquera que la formule de Weyl en-
traine que

(3) to(P)N 1, < On®' n— +oo

pour une constante C' > 0. L’hypothese (1) sur le spectre impose des condi-
tions tres fortes sur la variété. En effet, d’apres Duistermaat et Guillemin [8],
(1) et (2) entrainent que M est une variété de Zoll i.e. que son flot géodésique
est périodique. Réciproquement, si M est une variété de Zoll, on sait d’apres
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Colin de Verdiere [5] et Weinstein [10] que (1) est vérifiée avec des intervalles
I, de longueur 0(1/n). En d’autres termes, nous pourrions prendre 6 dans (2)
essentiellement égal a 1 sans restreindre la généralité. Nous écrivons toutefois
I'hypothese sous la forme (2) car c’est sous cette seule forme qu’elle nous sera
utile.

On se propose d’étudier le temps d’existence de solutions de I’équation
de Klein-Gordon non-linéaire

(0F — Ay +V +m*u = f(x,u,du, Vyu)
(4) Uig=0 = EUQ
atu|t:0 =&

ou ug,u; sont des fonctions données sur M, a valeurs réelles et suffisam-
ment régulieres, m €]0,+oo[ , € > 0 est petit, et ou f est un polynoéme en
(u, Qyu, Vyu) nul a lordre p > 2 en 0, a coefficients C*° en x. On note r
I’entier défini par :

r est le plus grand entier vérifiant p < r < 2p — 1 tel que pour
(5) tout entier impair k tel que p < k < r, la partie homogene de
degré k de f ne dépende que de wu.

Le théoreme principal s’énonce :

Théoréme 1 Il existe N C]0,+o00[, de mesure nulle, et Vm €]0, +oo[—N,
Jdeog > 0,3sg € N, Jc > 0 et Vs > s ,Ve €]0, 0], V(ug,u1) € HTH(M) x
H*(M),up,uy étant a valeurs réelles et vérifiant ||uo||[Fers + JuillZ. < 1, le
systéme (4) admet une unique solution u, continue bornée sur un intervalle
| =T, T.] a valeurs dans H*** (M), C' a dérivée bornée sur le méme intervalle
a valeurs dans H*(M), avec T, > ce™" 1.

Remarques :

e Dans le cas p pair et f polynome quelconque nul a 'ordre p en 0,
la condition (5) est satisfaite avec r = p + 1, et le théoreme fournit une
solution a (4) définie sur un intervalle de longueur ce 7?7, alors que les résultats
d’existence locale donnent seulement une solution sur un intervalle de temps
de longueur ce Pt

e Dans le cas de I'équation (4), posée soit sur M = [0, 1] avec condi-
tions aux limites de Dirichlet ou de Neumann, soit sur M = S!, et pour
une nonlinéarité f hamiltonienne (i.e. ne dépendant que de u), comme il y a
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conservation d'une intégrale premiere controlant la norme H' des petites so-
lutions, I'existence globale de solutions & données H' petites est immédiate.
On ne controle toutefois a priori que la norme H' de la solution et se pose
alors la question de l'existence d’estimations uniformes de ||u(t, )| gs+1 si
ug € H*™' u; € H* s > 1. Ce probleme a été abordé par Bourgain [3],
et résolu par Bambusi [1], Bambusi et Grébert [2]. Sous des hypotheses
supplémentaires convenables sur f, ils ont obtenu un controle uniforme de
lw(t, )| zrs+1 sur des intervalles | — cye ™, cye V[ pour s assez grand et pour
tout N. Le théoreme ci-dessus est une version affaiblie de ce résultat va-
lable en dimension quelconque et pour des nonlinéarités non nécessairement
hamiltoniennes.

e Dans le cas M = S% V = 0, nous avons donné dans [6] une preuve du
théoreme 1 reposant sur la connaissance explicite des valeurs propres et des
fonctions propres du laplacien sur la sphere. En particulier, nous utilisons
de maniere essentielle la propriété suivante : pour tout n € N* notons H,
une harmonique sphérique de degré n (i.e. la restriction & S d'un polynome
harmonique homogene de degré n). Alors si ny > ng > -+ > n,yq sont des
entiers, on a

(6) [ Hona) (o) = 0

des que ny —ng > ng + -+ + nypg, dr désignant la mesure riemannienne
sur S%. Pour prouver le théoréme 1, nous aurons besoin d’un substitut a (6)
valable sur la variété M.

Désignons désormais par (M, g) une variété riemannienne compacte sans
bord quelconque de dimension d > 2. Soit toujours V' un potentiel C'**™° positif
ounul et P=./—A,+ V. Soit (m))r>0 une famille de fonctions L;° sur R,
a valeurs réelles, vérifiant pour tous A >0, N’ € R, N € N

(7) M) < On(1+ A= X))

(En pratique 7y (\') sera la fonction caractéristique d’'un intervalle de centre
A, de longueur fixée). Désignons par II, 'opérateur 7y (P).

Théoréme 2 Soit p € N*. [l existe v =v(p) > 0 et VN € N, I3Cy > 0 tels
que pour tous Ay > Ay > -+ > A\py1 > 0, tous uy, ..., uyrq dans L*(M) on
ait

1
(142N B
(8) ‘/M(Hx\lul) . (H)\p+1up+1)d:r < CN(I W + /\ — /\ N H ||Ug||L2 ’
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dx désignant le volume riemannien (ou plus généralement une mesure posi-
tive a densité C™ par rapport au volume riemannien).

Remarques :

e Insistons sur le fait que le théoreme 2 est valable pour toute variété rie-
mannienne sans bord. Les hypotheses du type (1), (2) ne sont utilisées que
dans la démonstration du théoreme 1.

e Le cas particulier du théoreme 2 correspondant a A; tres grand devant Ay
(auquel cas le nombre de droite de (8) est a décroissance rapide en \;) a été
prouvé par Burq, Gérard et Tzvetkov dans [4].

e Dans le cas ou 'on prend M =S4V =0, \; la né-eme valeur propre de
v/ —Aga, uj une harmonique sphérique H,, de degré n;, le membre de gauche
de (8) coincide avec (6), donc est nul si ny — ng > ng.

Dans ce régime (8) affirme que pour toute variété M, l'intégrale du
membre de gauche est a décroissance rapide par rapport a Ay — Ay ~ ny —na.

II Démonstration du théoréeme 2

Le point de départ de la preuve consiste, comme dans Burq, Gérard et
Tzvetkov [4], & exprimer 7, a partir d’'un opérateur intégral, au moyen d’une
réduction due a Sogge [9]. Modulo des termes de reste qui se traitent aisément,
on peut dans le membre de gauche de (8) remplacer ITy u par Ty,u j = 1,2,
ou T est un opérateur intégral de la forme

(9) nww:Aﬁi/aWW%Mawww@
M

dans lequel :
e Y(x,y) = —d(z,y), d désignant la distance géodésique sur M,

e a)(z,y) est une fonction C* en z,y vérifiant des estimations uniformes
0200ax (@, ) < Cag V(w.y) € M x M VA > L.

e Supp(ay) C {(z,y) € M x M; C7lgy < d(z,y) < Cep} ot C > 0 est une
constante universelle et ¢y > 0 peut étre choisie aussi petite que souhaitée.

On peut en outre, modulo toujours des contributions plus faciles a traiter,
se limiter au cas ou par exemple % < :\\—; < 2et A — A3 > As3. La contribution
principale a l'intégrale (8) s’écrit alors

(10) J=A@wMMRm@mww

X114



ou

p+1

(11) o(2) = [ (I uy)

J=3

vérifie, grace aux injections de Sobolev, pour un certain v > 0 ne dépendant
que de la dimension, des estimations de la forme

(12) 107 0]| o < Call+Ag)"Hel

Utilisant (9) dans (10) on peut réécrire
(13)

J = (>\1/\2)d51/ el Frav vl (g Ny (y1)us(ya) dyr dyade
M X M x M

avec a(x,y, \) = a1(z,y1, \1)aa(z, Y2, A2)v(x). En particulier
(14) 1020%a(x,y, N)| < Cap(1 + Ag) 117!

et a est supporté pour C'eq < d(z,y;) < Cey j = 1,2. En introduisant
dans J une partition de I'unité en z, on peut supposer que l'intégration en
x se fait sur un petit domaine de carte de la variété. Si ¢y > 0 est pris
assez petit, on peut donc se réduire au cas ou x, y1, y» restent dans un méme
domaine de carte géodésiquement convexe. Réécrivons (13) sous la forme

. J=(MA) T [ I(y1,y2, M, Ao ()2 (ye)dyr dyo
) I(y,\) = [ @y Na(z,y, \)dz

ou V est la phase

(16) U(z,y,A) = Ap(@, 1) + Aot (@, 2).-
Lemme 3 On peut écrire

(17) I(y, A) = e W2 (y \) +r(y, \)

ot ¢ est un symbole vérifiant pour tout o = (a1, az) € N4 x N4 N € N
(18)

|85118??22C(y17y27 )\17 )\2)’ S CN <

s 22

A — )\2>‘121 (14 As) v+N+|a| P11
A+ Ao (A1 — M)WV

j=1

1+)A3
A1+’

et ot r est a décroissance rapide en ainsi que ses dérivées.
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Montrons que le lemme 3 entraine le théoreme 2. Nous ignorons la contri-
bution du terme de reste et décrivons seulement celle du premier terme du
membre de droite de (17). D’apres (15), J est essentiellement égale a

(19) (>\1)\2)% /(KU2)(y1>)\)U1(y1)dy1
(20) Kus(y1,\) = /e_i)‘Qd(yl’”)c(y,A)uz(yg)dyg .

Or la phase de cet opérateur vérifie en tout point une condition de Carleson-
82d(y1,y2)

Sy gy est de rang d — 1). Il en
résulte alors de maniere classique que K est un opérateur borné sur L2, de

norme d’opérateur majorée par

Sjolin par rapport a d — 1 variables (i.e.

d—1

CXy * X (semi-norme de c).

Grace a (18), on voit que cette estimation permet de compenser le terme en

(/\1/\2)% de (19) et de majorer J par le membre de droite de (8) (dans le
cas considéré ici Ay — Ay > A3).

Démonstration du lemme 3 : Indiquons simplement comment on obtient
la majoration (18) lorsque o = 0. Puisque z,y;,y> restent dans un méme
domaine de carte géodésiquement convexe U, il existe une unique géodésique
[' joignant y; a y, dans ce domaine

Les propriétés de support vérifiées par a entrainent que x reste hors d’un
voisinage de y; et hors d'un voisinage de yo. Comme (z,y) = —d(zx,y),
le vecteur tangent unitaire en x a ’arc de géodésique joignant = a y,; dans
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U est Vyi(x,y;). Ces deux vecteurs ne peuvent étre opposés si x ¢ I'. En
effet, en cas contraire, la géodésique joignant y; a = se recollerait avec la
géodésique joignant x a yo, fournissant ainsi une seconde géodésique allant
de y; a y», différente de I', contenue dans U : cela contredirait le fait que U
est géodésiquement convexe. Par conséquent, si x reste hors d’un voisinage
arbitraire V' de I', on aura

(21) |v$\1j(x7 Y, >\)| = p‘lvmw(xv 3/1) + szxw(% y2>’ Z C()\l + )\2)

pour une constante ¢ > 0. Par intégration par parties en x et en utilisant
(14), on obtient que la contribution & I provenant de I'intégration hors de V'
fournit une partie du reste dans (17).

Il reste a étudier la contribution a I obtenue lorsque dans la seconde
formule (15) I'intégration porte sur un petit voisinage V' de I'. On montre
alors que si V' est assez petit, on peut choisir des coordonnées locales (wy, w”)
ot wy est la longueur d’arc sur I, w” € R4 |w”| < p < 1 telles que dans
ces coordonnées la phase ¥ s’écrive
(22)

U(w, g, \) = — ad(y1,92) + (A — Ao)wy + MGy (w)w” 4+ \aGy(w)w™]

G et Gy désignant deux formes quadratiques définies positives sur R &
coefficients C*° en w. L’expression (22) coincide trivialement sur w” = 0
(ie. sur I') avec (16) puisque ¢(x,y;) = —d(z,y;). Les deux termes en w
refletent le fait que z — d(x,y;) est transversalement non dégénérée le long
de I'. Effectuant le changement de variables + — w dans l'intégrale donnant
I (tronquée en z € V'), on est ramené a une expression de la forme

(23) /e"‘i’(w’y”\)d(w,y,)\)dw
avec @ supportée dans |w”| < p < 1 et |0%a] < Co(1 4 A3)vH1el D’apres (22)

on

(24) D

~ ()\1 - )\2) + O((/\l + )\2)|w”|2) .

Par conséquent, si on introduit sous I'intégrant de (23) une troncature supplé-
mentaire pour [w”| < §(3142)12, il résulte de (24) que [ 2] ~ (A — Ap) sur
ce domaine si § est assez petit. Par intégration par parties on en déduit
une contribution & ¢ vérifiant l'estimation (18), le facteur en (ﬁ) = du
membre de droite provenant de l'intégration en w”. Pour traiter la contri-

bution a I de l'intégration sur le domaine |w”| > (5(%)” 2 on remarque
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que
2
aw//
si de plus |w”| < p assez petit. Effectuant des intégrations par parties en w”
et utilisant que [0%,¥| < C(M\ + Ay) pour |a| > 2, on obtient encore une
estimation de la forme (18). Cela conclut la preuve du théoreme 3 et celle du
lemme 2.

~ (A1 + Ag)[w"|

Remarque : Le referee de I'article [7] nous a récemment suggéré une preuve
plus simple du théoréme 2. On trouvera celle-ci dans la référence [7].

IIT Démonstration du théoréme 1

Nous allons indiquer 'idée de la preuve du théoreme 1 dans un cas modele.
Notons A, = \/—Ay 4+ V +m?, de telle maniére que P = Ay. Nous faisons
ici ’hypothese (1), (2) et nous désignons par I1,, le projecteur spectral sur I'in-
tervalle [,,. Pour simplifier les notations, nous prenons dans (2) 7 = 27, ce qui
permet d’écrire II,, sous la forme 7, (P) pour une famille de fonctions (7, )nen=
vérifiant la condition (7). Nous pouvons donc appliquer le théoreme 2 aux

projecteurs II,,. Nous considérons, avec la notation D, = %%, le probleme
modele
(25) (Dy = Ap)u = wa*

Ujt=0 = cuy

avec ug donnée dans H*(M) & valeurs complexes, 0 < ¢ < p, p pair, p > 2.
Les théoremes d’existence locale donnent une solution sur un intervalle de
longueur c™” et nous allons montrer que la solution existe et reste bornée
dans H* au moins sur un intervalle de longueur ce=2**2 si s > 1. Nous
introduisons un pseudo-hamiltonien

(26)
+oo
2s 1 2 — — _
Ey(u) = Zn [5/ 1L, u|“dz + Re/ (I, B(u, -+ yu,w,--- ,u))l,udx
n=1 M M

ou dx est la mesure riemannienne sur M et B un opérateur /(-linéaire en
u, p — ¢ linéaire en u a déterminer. Le premier terme dans la définition de
E,(u) est équivalent & ||u||%.. Si B est construit de maniere a étre continu de
H® x --- x H® dans H*, le second terme est en module majoré par C|u|/%):",
donc au voisinage de 0 dans H®, Fy(u) est équivalente & ||u|/%.. Notre but

est de montrer que si B est convenablement choisi et s assez grand,

@ B(ult, ) = O(lu(t, )|
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d’ott 'on déduit par intégration que si ¢ est assez petit, Eg(u(t,.)), donc
llu(t, .)||%s, est controlé par Ce? sur un intervalle de temps de longueur au
moins égale a ce=?72, Cela donne la conclusion du théoréme 1.

Calculons la dérivée en temps du premier terme du membre de droite de
(26) :

(28)

d
% p+1/ n +1u| dx

"p+1 1

Z np+1 / ”p+1u(Dt - Am)H"pHUdI

Np+1

Z Z np+1 / Hnlu) (H"éu) (Hne+1u) T (anﬂu)d:c

Np+1

ou, dans la deuxieéme expression, nous avons fait apparaitre (D; — A,,,)u, que
nous avons ensuite remplacé par le membre de droite de (25), décomposé
grace aux projecteurs spectraux. D’autre part, si nous dérivons par rapport
au temps la seconde contribution au membre de droite de (26) en distribuant
4 sur les divers arguments de B, et que nous utilisons I’équation pour écrire

dt
Do = Au + u'aP~¢ nous obtenons

% Z fM P+1 ”erlB(u’. o ’Q)anﬂrludm =
npt+1=1
(29)
+00
Z ZfM n]%i—lnanL(B)(ua e 7ﬁ)an+1ad'T + O(”“H?ﬂ) .

np1=1

Le reste provient de la substitution de u‘@?~* dans les arguments de B — et
du fait que nous allons construire B de telle maniere qu’il soit continu sur
H#*(M). La partie principale s’exprime a partir d’un nouvel opérateur L(B)
défini a partir de B par

(30)
4
L(B>(U17"’ 7vp) = ZB(UD"' 7Amvj7"' 7Up)
j=1
p
- Z B(Ulu Amvj7' ) ) A B(vlu 7Up)
j=0+1



Le probleme consiste & choisir B de telle maniere que dans % FE,(u(t,.)) le
premier terme du membre de droite de (29) compense le membre de droite
de (28) soit

(31) 0 L(B) (01, -+ Ty vp) = =Ty (T v1) - - - (T, vp))

pour tous ny, -, Npy1, V1, , Up.

Indiquons d’abord comment construire L(B) dans le cas particulier ou
pour tout n (assez grand), o(P) N I, est réduit a un point. Cela corres-
pond au cas de la sphere avec potentiel nul, mais nous n’allons pas utiliser
ce renseignement et nous reposer seulement sur les propriétés des projec-
teurs spectraux fournies par le théoreme 2. Notons A, I'unique valeur propre
(multiple en général) contenue dans lintervalle I,,. L’opérateur A,, est alors
scalaire sur l'image de chaque II,, et le membre de gauche de (31) s’écrit,
compte-tenu de (30),

(32) F(An, - Ao )y B 01, -+ 10, )
avec
p1
(33) F(fh"',fpﬂ):Z\/mQ%-E?— Z \/mE &
=1 j=t+1

D’apres (31) on souhaiterait donc définir B par

(34)

IL,, . By vr, -+ 1L, vp) = F( Mgy s Anyyy) oy (Hy 01 -+ - 1L, 0,).
On a prouvé dans [6], [7] que pour presque tout m, il existe ¢ > 0, Ny € N
tels que pour tous ng,- -+ ,n,4 dans N
(35) |F(/\n1> ’)\np+l)| Z C/L(?’Ll,"' >np+1)_No
ol p(ny, -+ ,np+1) est le maximum de Pensemble {ny, - - ,n,1} privé de ses

deux plus grands éléments. La preuve de cette inégalité repose sur les pro-
priétés de séparation des valeurs propres provenant de (1), (2). La définition
(34) de B a donc un sens lorsque m est hors d'un ensemble exceptionnel de
mesure nulle V. Il reste & vérifier que B envoie H® x --- x H* dans H*® pour
s assez grand. On a :

(36)
%IS = Z nlz?ilH Z o Z an+1B(Hn1U17 e ,anvp)H%z :

”B(Ula U 7Up)|
Tp+1
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Estimons uniquement la contribution a cette somme provenant des indices
vérifiant n,1 > n, > -+ > ny. D’apres (34), (35) et le fait que
p(na, -+ ,npp1) ~ 14+ n,_q pour les indices considérés, on majore (36) par

2

(37)  C) nk, Z Zn L, (T -+ - T, wp) | 22

Np+1

D’apres le théoreme 2 dans lequel Ay > Ay > A3 > --- jouent le role respecti-
vement de np41 > n, > n,_1 > -+, le terme général de la somme se majore
par

(1+mnp )"tV
| | IL,
(L4 (nps1 —nyp) +mp-1)N p LI vl

(38) Cn

avec IV a choisir assez grand. Chaque ||IL,,v;||z> fait apparaitre un facteur

* puisque v; € H®. Les indices j < p — 1 permettent donc, si s est assez
grand de compenser les pertes en (1 + n, ;)" dans (38) et d’assurer la
sommabilité en ny,...,n, ;. Lanorme L? de II n,Up fait apparaitre un n,* qui
peut étre utilisé pour compenser la puissance de n,;; apparaissant dans (37)
grace au dénominateur dans (38). De plus ce méme dénominateur montre
que la sommation en n, se fait essentiellement sur un intervalle de centre
np+1, de longueur O(n,_1), donc ne fait apparaitre de perte supplémentaire
que relativement a la petite fréquence n,_;. Il en résulte que la contribution
étudiée & (36) est bien finie. Nous renvoyons a [7] pour les détails de la preuve.

Nous avons donc trouvé un opérateur B, continu sur H® x --- x H® a
valeurs dans H*, tel que (27) soit vraie. Comme indiqué précédemment, cela
conclut la preuve du théoreme 1 dans le cas particulier que nous envisageons.

Il nous reste a expliquer comment la preuve doit étre modifiée lorsque
chaque [, ne contient pas seulement une valeur propre multiple mais plusieurs
valeurs propres. Nous ne pouvons plus alors exprimer le membre de gauche
de (31) a l'aide de (32) puisque A,,IL, n’est plus scalaire. Toutefois, si on
choisit une valeur propre particuliere \,, dans o(P) N I,,, et si on définit Km
par AL, = /A2 + m?2Il, pour tout n € N*, la définition (2) des intervalles
I,, entraine

~ 1
(39) 1A = M)l 222y = O(—5)
i.e. sur I'image de II, avec n grand, A,, est proche de l'opérateur scalaire
A,,. Pour construire alors L(B) vérifiant (31), on décompose, dans le régime
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N1, Npy1 > Na, - -+ ,n, (par exemple) L(B) = Ly(B) + Ly(B) ou
(40)
~ ¢
LO(B>(U17"' 7UP) - B(Amvla"" >UP) + ZB<U17"' 7Amvjv"' 7U;D>

=2

p ~
_‘z B(U17"‘7Amvj,"',vp)_AmB(U17“"’Up)
Li(B)(vy, -+ ,v,) = B((Am — Ap)vr, -+ 5 0p) — (A — M) B(vn, -+, 1)

La résolution de (31) revient & montrer que B — Lo(B) + Li(B) est inver-
sible sur des espaces d’opérateurs multilinéaires convenables. On construit

cet inverse par
(Lo+ L)' = (Id+ Ly*Ly) ' Ly*

ot Ly ' se construit comme dans le cas particulier que nous avons précédem-
ment évoqué, en exploitant ici que relativement aux “grandes fréquences” A,,
a été remplacé par un opérateur scalaire sur l'image des projecteurs spec-
traux. D’autre part I'inégalité (38) permet de montrer que dans le régime
considéré, la norme d’opérateur de Ly 'L, est petite, d’olt la possibilité d’in-
verser Id + L' Ly par une série de Neumann. Nous renvoyons a [7] pour les
détails de la preuve.

Remarque finale : Nous avons indiqué la preuve du théoreme 1 dans le
cas particulier de (25) avec p pair. Si p est impair une difficulté nouvelle
apparait : dans le cas ¢ = ’%1 la fonction (34) s’annule pour toute valeur
de m sur les (&1, - ,&p+1) tels qu'il existe une bijection o de {1,--- ¢} sur
{+1,--,p+1}avec & =&, Vj=1,--- L En d’autres termes nous
ne pouvons pas utiliser (35) pour tous les (ny,--- ,npr1) avec nj = ng(j
j = 1,---,£. Remarquons toutefois que dans le membre de droite de (28)
ces (p + 1)-uplets fournissent une contribution nulle puisque l'intégrale qui
y figure est alors réelle. Cela permet donc de démontrer le théoreme 1 pour
I'exemple (25) également dans le cas p impair. Pour I’équation (4) en général,
c’est I'hypothese (5) qui permet d’assurer que les composantes homogenes de
degré impair k < r de f ne contribuent pas aux termes du membre de droite
de (28) associés aux (p + 1)-uplets vérifiant la condition ci-dessus.
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