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Propriétés lagrangiennes des solutions
du systeme de Navier-Stokes incompressible

Jean-Yves CHEMIN
Centre de Mathématiques

Ecole polytechnique, 91 128 Palaiseau Cedex, France
chemin@math.polytechnique.fr

Résumé Dans ce texte, aprés un bref apercu historique, nous étudions les propriétés lagran-
giennes des solutions des équations de Navier-Stokes.

Abstract In this text, after a brief historical survey, we study lagrangian properties of the
solutions of Navier-Stokes equations.

Introduction

Commencons par quelques rappels sur le systeme de Navier-Stokes incompressible qui s’écrit

Ov +diviv®@v) —vAv = —Vp
(NS,) dive = 0
Yg=0 = o

ou v(t, x) est un champ de vecteurs sur Rd, p une fonction sur R et
dv —_d—vj dV j——dv J A——d—
ivo E iviv @ v iv(v’v) et E .

—t E)xj ’ ( ) ( )

On se restreindra & 1’espace R? tout entier. Pour plus de détails sur les questions et résultats
de base sur ce syteme, le lecteur pourra consulter les livres [2], [8] et [12].

En appliquant l'opérateur de divergence au systeme (NS, ), on obtient

02 (vivk)

Oy divo + Z 0x. 01
J

1<j,k<d

—vAdive = —Ap.



0% (viv*)

La condition divv = 0 implique alors que —Ap = Z et donc que

1<j,k<d al’jal’k
07 vjvk 0% def - -
Z A~ o0x; axk) avec A 18:6-8:1% = 1(‘§| 2fjfka)-
i J

1<5,k<d

Définissons les applications bilinéaires @) et B par

Q(u,v)d:efdivu@)v— Z VA~ 1M avec A Oa et - <£k&> et (1)

1<ki<d OOy DOy €12
(at - VA)B(U,’U) = Q(u,v)
w = 0 (2)
=0 = 0.

Résoudre le systeme (NS,) est équivalent a trouver u tel que
(NSG,) u = e ug + B(u,u)

c’est-d-dire & trouver un point fixe de application u — e®*2ug + B(u,u).

1 Théoremes d’existence globale a donnnées petites

1.1 Rappel historique

Le premier théoreme d’existence et d’unicité globale pour I’équation de Navier-Stokes tridi-
mensionnelle a été démontré par J. Leray en 1934 dans [13]. Rappelons ce théoréme.

Théoréme Si la donnée initiale est dans I'espace H'(R?) et de quasi-divergence nulle, il existe
alors un unique temps maximal strictement positif T et une unique solution v de classe C'*°
sur |0, T, continue en temps a valeurs L2(R?), telle que v € L2, ([0, T[; L>) et telle que

t
[o(®lF +20 [ Vo) Fdt’ = o]
De plus, le temps d’existence est infini si
lvoll 2l Vvollzz < ev?  ou biensi [fvol2e Juoll e < e, (3)

Nous ne nous intéresserons ici qu’aux petites solutions, la mesure de la petitesse étant bien
sur tres importante. La condition (3) a été remplacée par la petitesse de la norme || - || .1 avec

d f ~
Jool,y [ lel (e P < o
par H. Fujita et T. Kato en 1964 (voir [9]) puis par celle de la norme L3 par T. Kato en

1983 (voir [10]). Contrairement a Fujita et Kato, J. Leray utilise de fagon clé les propriétés
particulieres du systeme de Navier-Stokes incompressible.
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1.2 Les espaces de Kato
Définition 1.1 On désigne par E, I'espace des fonctions u € C(]0,+oo[; LP) telles que

déf L(1-2
Julle, ©sup(r0)s 2 (o) 2 < co.

Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 1.1 Soit p €]3, 00|, il existe ¢ telle que, si ug est une donnée initiale telle que
le" S uo| s, < e, (4)

alors il existe une unique solution u dans E), telle que ||jul|g, < 2cv.
Ce théoréme résulte du fait que, pour tout p €]3, +o00[, il existe une constante C' telle que
C
1B(u, )5, < — llullg, v, (5)

En posant E;(z) déf —2,2]-6_"3‘2, on a, par définition de B,

7TQB] (u,v) Z/ R3 (4v(t — 5))°E} ( )Ak’g(D)(uk(s)vé(s))(y)dsdy,

(Av(t — s))é

les Ai,é étant des mulplicateurs de Fourier C°° homogenes de degré 0. Ce sont donc des
opérateurs bornés sur L? pour ¢ €|1, co[ donc en particulier pour ¢ = p/2. Nous avons ainsi

j C
147 (D) (510! (5D g < — 5 lulls, o,
Vs p

Ainsi donc, d’apres 'inégalité de Young, on obtient,

njw

t
1B (u, 0)()][ 2 < CHUHEPIIUIIEP/O (dmv(t —s))”

On en déduit que

A

C ¢ ds
1Bl < el s, | ——s
P

V2 (t—s)2toms' o

1
T ep——
el el )

IN

L’inégalité (5) et donc le théoreme 1.1 sont démontrés par 'application du schéma de Picard.
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1.3 Interprétation en termes d’espaces de Besov

Nous allons traduire la condition (4) en termes d’analyse de Fourier. Introduisons une partition
de T'unité dyadique, i.e. une fonction ¢ de D(R?\{0}) et une fonction x de D(RY) telles que

VEERY, x(O)+ ) w2779 =1 et VE€RI\{0}, Y o278 =1.

Jj=0 JEZ

On pose alors

Aju = FHe@278a) = 2jdh(2j-) xu avec h=F lyp et
Siu = Z Apu=F Hx(277¢)a) = 29p(27.) % u  avec h=F ly.

J'<i-1

Définissons maintenant une classe d’espaces de Besov homogenes.

Définition 1.2 Soit s un réel et (p,r) € [1,00]?. L'espace B, est I'espace des distributions

tempérées u telles que lim Sju =0 dans S’ et telles que
j——00

déf .
lull By = sup 27| A jul| -
J

d_
Exemple Sio €]0,d[, alors |- |77 € By . En effet, par définition de I'opérateur A;, on a

A7) @) = 27 () avee o)™ [ h(y—2)lel 7a

Comme hy(€) = @(©)F(| - |77) = cqp(€)|€]7~%, la fonction h, appartient & D(RY) donc en
particulier h, est dans LP pour tout p € [1,00]; ceci implique que

i(o—2
1851 17l = 29 g 1.
Nous allons maintenant faire le lien entre espace de Besov et noyau de la chaleur.
Proposition 1.1 Soient s > 0 et p € [1,00]. Il existe une constante C' telle que

/ . -1 S tA
1 y = —s < t < —S.
Vue s/ lim Sju=0, C7ulg: < ?‘iﬁ’” 2 ul e < Cllull

» » . —1+32
La condition (4) est donc une condition de petitesse de la norme de I'espace B, ”. La preuve
de ce résultat classique repose sur le lemme suivant, démontré par exemple dans [5].

Lemme 1.1 Soit C une couronne. Il existe ¢ et C' telles que, pour tout p € [1,400], on a

Y(t, \) €]0,+oo[?, Supp @ C AC = [[e"ul|r < Ce_Ct)‘2Hu||Lp.
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Ce lemme assure que
162 A e o < CE3275e= 2775 Aju| 0.

Comme w appartient & S/, nous avons
h»

[t2eulle < Y [t2A el 1
JEZ
< CHUHB*SZt%?jse’CtQ%.
P

JEZ
. Sois oo . . e .
Le fait que sup Z 2275727 ot fini assure le premiere inégalité. Pour démontrer la seconde

>0 =7
inéqualité, observons que, pour s strictement positif, nous avons

%0 s sl —tlE| s oo def
/ tz¢]* e dt:/ T2e Tdr = Cs,
0 0
ce qui permet d’écrire
o S S
Aju = C;l/o ti(—A)%emAjudt.

tA A

Comme edy = e3 e%Au, le lemme 1.1 implique que
% 8 0i(s41) —ct2? LA
||AjuHLp < C/ t227 (& ||Aj€2 uHLpdt
0
O 5 0i(s41) —ct2% || tA
< C ; t22 e lle"ul| rdt.

Ce qui donne

IN

o . )
||Aju||LP C(suptSHetAuHLp>/ 22J(S+1)€—ct22adt
t>0 0

IN

C2%s (suptSHetAuHLp>.
>0
La proposition 1.1 est ainsi démontrée.

—143
2 Une autre approche pour des données petites dans B, i

2.1 Un effet régularisant de type L! en temps sur I’équation de la chaleur

Cet effet régularisant résulte du lemme 1.1. Supposons que ug appartienne a By. On en déduit
alors que [|A e ug| 1 < Ceevi2 |Ajugl/z» et donc par intégration en temps que

0227j(s+2)|

HAjeytAu0||L1(R+;LP) < |uol| By

v
Cette observation conduit a la définition et au théoréme suivants.
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Définition 2.1 Soit s < d/p, Ep est I'espace des fonctions u € L™ (R™; By) telles que

def ; .
||UH§ = Sup2js||Aju||Loo R+:Lp) T SUD 1/2j(5+2)||AjuHL1 R*.Lr)"
» ( ) ( )
J J

3
p

~1
Théoréme 2.1 Soit p €]3,400|. 1l existe c telle que, sivg € By telle que ||vo|| _, 3 < cv,
B P

P ~
alors il existe une unique solution de (NSG),) dans la boule de centre 0 et de rayon cv de E,,.

Ceci résulte du lemme suivant, démontré a I'aide du calcul paradifférentiel de Bony (voir [1]).
Lemme 2.1 Il existe une constante C (indépendante de v ) telle que, pour tout p dans |3, +o0],
[B(u,v)|5 < Cll Iz [lvl (6)

w0, < —llullg, vl -

Pour démontrer ce lemme, commencons par écrire que

A;Q(u,v) = ZAjakAé,m(D)(uévm)
ktm

= Y 80Arn(D)(SyutAg™ + Sy Ayt ).
i’ km

Comme Ay ,,,(D) est un multiplicateur de Fourier d’ordre 1, on a
||AjakA&m(D)(Sj’“gAj’vm)HLl(R+;LP) < C2j||Aj(Sj’ugAj’Um)HLl(RtLp)-
Le fait que Supp f(Sj/ugAj/vm) c2'B pour une boule fixe B implique que

HAJQ(uuv)”LI(R“';LP) < c2J Z HSj’UHLoo(RJF;LOO)HAJ"U||L1(R+;LP)

Jj'>j—No

. Y _1+§
Plulg, Ivlg, 3 2 1Al R o
J ZJ—No

C
S I
14
C j(1-2
< 290D ulz ol

En utilisant & nouveau le lemme 1.1, on obtient

t !
8B o)l < [ 12 A,Qu), o)t

t , .
SN it INC ORI

Les inégalités de Young assurent le résultat.



3 Trajectoires des éléments de Ep

3.1 Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz revisité
Le théoreme de Cauchy-Lipschitz se généralise grace a la condition d’Osgood.

Définition 3.1 Soit p un module de continuité. Il est dit de Osgood si et seulement si

a dr
/0 iy = e (1)

1
Il est dit admissible si la fonction I' définie par T'(y) d:efyu(—) est croissante et satisfait
Y

@ 7 Srway <t
Donnons quelques exemples. Les fonctions
p(r) =r, p(r) =r(=logr)® et pu(r)=r(=logr)(log(—logr))
sont Osgood et admissibles si a@ < 1. Les fonctions pu(r) = r® avec a < 1 sont admissibles,

mais non Osgood de méme que les fonctions ci-dessus pour a > 1.

Définition 3.2 Soit p un module de continuité et (X,d) un espace métrique. L’espace C|,
est Iespace des fonctions bornées u telles que

def wlr) —
||UHC# = ||UHL<>°(X) +  sup M < 00

U
0<d(z,y)<a M(d($7 y)
L’intérét de ces définitions réside dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.1 Soient E un espace de Banach, €} un ouvert de E , I un intervalle ouvert
de R et (to,z0) € I x Q. On considére une fonction F € L, .(I;C,(Q; E)) pour un module de

loc
continuité de Osgood. Alors, il existe un intervalle J tel que tog € J C I et tel que I'équation

(EDO) x(t) = x¢ + :F(t’,x(t'))dt'

admette une et une seule solution continue définie sur 'intervalle J.

Pour démontrer ce théoreme, on démontre que le schéma de Picard converge grace au lemme
d’Osgood que nous rappelons (voir par exemple [4] ou [7]).

Lemme 3.1 Soient p une fonction mesurable positive, v une fonction positive localement
intégrable et ;1 un module de continuité de Osgood. On a alors

o(0) < [ AW o)A = p=0

to
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Définition 3.3 SoitI' une fonction sur [b, oo[. L’espace Br est I’espace des fonctions continues
bornées u sur R? telles que

def [VSjul[ze
U = ||ul|,~ + su -

Proposition 3.1 Sip est un module de continuité admissible, alors C,, = Br.

Si w appartient & Br, comme VA; = VS, 1 — VS;, nous avons ||[VAul e < CT(27)]|u| gy

d
Vu que ¢ est dans D(R?\{0}), on a, en écrivant |£|* = Zf,% que p(§) = Z oK (&)ikp(€) ou
k k=1

les ¢, sont des fonctions de D(R?\{0}). On en déduit que

d
Aj = Z 2790, (277 D)0k A, ce qui implique que  ||Ajul|ze < C27T(2)|Jul .- (8)
k=1

Ecrivons alors que

u(@) —u(@’)] < (IVSjullzele =o' +2 3 | Ajull e
3’23
< |IVSjullpele = 2| + Cllull e - 277 T(27).
3’23
La condition (A) et le fait que la fonction p soit croissante entrai ne par définition de || - || B,
, 0 1
u(w) ~u(@)| < s, (P~ +C [~ T w)dy)
< sy (P@)|z = /| + C277T(27)).

Le choix 277 = |z — 2/| assure que u est dans C),. Supposons maintenant que u appartienne

a C,. Par définition de S}, nous avons, en utilisant le fait que / . E)kﬁ(y)dy =0,
R
0k Squ(z)| < lull, 272 /Rd |07 (27 (= y))| X [uly) — ulx)|dy

Jull 22 [ | 10h(2) @ = )la(ly - )y

En découpant 'intégrale ci-dessus, il vient

|0 Squ(z)| < Hu||“2jd2j/ s |0kh(27 2) (2] ) dy

2|<

IN

. ~ . 1
—|—2||u\|u2jd/ 0uh(22)| 2720 () d=.
|z|>277 z
Comme les fonctions p et I' sont croissantes, on en déduit que
008, u(@)] < Jull 222 [0y
L<o-

+20jul D)2 |

. |8h(272)| |27 2|dz.

D’ ot il vient ||[VSjul|pee < C|lul|,I'(27) et la proposition est alors démontrée.
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La proposition suivante montre la nécessité de sortir du cadre du lemme d’Osgood.

Proposition 3.2 Soit ug une distribution homogene de degré —1 de classe C'*° en dehors de
Porigine. Soit 1 un module de continuité tel que e'*ug € L'([0, T]; C,,) pour un réel strictement
positif T, alors p ne vérifie pas la condition d’Osgood.

L’homogénéité de la donnée ug implique que VSjug = 227 Squg(27-) et donc que

12V Sjup e = 2% || AV Sgug || .-

Sur Pespace des fonctions de transformée de Fourier & support compact, I'opérateur e ¢ est

borné sur tous les LP. La fonction I' étant décroissante, si j; est le plus grand j tel que 27% > ¢,

tA . 12720t A
qup 12T Sst0lle g € AV Sl C 1

Pty T T () ST ()

tA

Ainsi donc, si e ug est localement intégrable a valeurs C),, nous avons, par définition de T',

vT ¢ T dt T
/ _dr :2/ 79/ letAullc, dt.
o p(r) o ¢ (L) 0

La proposition est démontrée.

3.2 Un théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les éléments de Ep

Théoreme 3.2 Il existe une constante C' telle que, pour tout champ de vecteurs v de I'es-
pace L1([0,T); BY) pour un réel positif r et tel qu’il existe un entier positif jo tel que

def ; 1
Njo(T,v) = sup 27| A0 11 o,73;00) < Yol
J=2Jo
il existe une unique application continue 1) de [0,T] x R? dans R? telle que

Wit z) = x+/ W 2)dl et b(t,) —Id e CCNuY) g < T

Commencons par démontrer I'unicité qui est une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 3.2 Sous les hypothéses du théoréme ci-dessus, si y; sont deux fonctions continues

telles que
_%+/ ))dt’,

nous avons, lorsque |ry — x| < 2750,

. to
o < T, (to) — 7a(to)| < Clay — o'~ N0 (0) exp (2701 / ot ) prdt).
0 oo
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Décomposons le champ de vecteurs v en une partie basses fréquences et une partie hautes
fréquences. Ceci conduit a

7 (t) —72(b)] < !l‘l—sz/ S, n(t) = Sju(t’, v (t))|dt’

+2/ S At pdt’

l>‘7

t
< le—sz/o IV S, Iz t) = ya(t)dt!

+2177 Ny o J2J/||A dv(t')|| e dt’.

J'>j

Posons, pour 0 <t <ty <T, p(t) def sup [y1(t') — ()] et
<t

J6f t
Dj(t) = |21 — @a| + 2°7 Njy (to, v) +/0 IVSjut', Lo [y () —2(t)ldt".
Par définition de Nj,(t,v), Vj > jo, p(t) < Dj(t). Ecrivons alors que, pour tout ¢ < tg,
t
Dj(t) < |1 — @] + 227Ny, (o, v) +/0 IVSju(t', )| Lo D;(t)dt".
Le lemme de Gronwall implique que, pour tout ¢ < ¢,
2 ! / !
D;(t) < (a1 — w2l + 229N, (t0,0)) exp(/o [VSju(t’, ) z=dt').

D’apres les inégalités de Bernstein, nous avons, pour tout t < tg,

/HVSU Mpedt < / S 27 A HLoodt—i—Z/ZJ 1A 0t )| e dt’

J'<Jjo J'=jo

2D [ ol )l e+ 3Ny 1,0). )

IN

Ainsi, pour tout entier j > jo et pour tout ¢t < ty, avons nous

. X t
D;(t) < (|21 — @] + 2277 N (to, v) ) exp (20 / [o(t', M par dt' + jNjo (£, ).

En choisissant 27 = |z1 — 25|, on trouve que

. to
p(to) < Clay — x|t ~CNio(to:v) eXP(?O(HI)/ Jo(t', ')”B—Tdt,>
0 o0

et le lemme est ainsi démontré. La preuve de I'existence est analogue (voir [6] pour les détails).
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