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LE LAPLACIEN HYPOELLIPTIQUE

JEAN-MICHEL BISMUT

Résumé. On construit une nouvelle théorie de Hodge sur le fibré cotangent
d’une variété Riemannienne X. Le Laplacien correspondant est un opérateur
hypoelliptique d’ordre deux, qui est autoadjoint relativement à une forme Her-
mitienne de signature (∞,∞). Cette théorie de Hodge interpole entre la théorie
de Hodge habituelle sur X et le flot géodésique sur T ∗X.

Abstract. We construct a new Hodge theory on the cotangent bundle of
a Riemannian manifold X. The corresponding Laplacian is a second order
hypoelliptic operator, which is self-adjoint with respect to a Hermitian form
whose signature is (∞,∞). This Hodge theory interpolates between the clas-
sical Hodge theory on X and the geodesic flow on T ∗X.

Introduction

L’objet de cet exposé est de décrire la construction d’une déformation de la
théorie de Hodge d’une variété compacte Riemanienne X , dont le Laplacien associé
est un opérateur hypoelliptique sur T ∗X .

Cette construction est le résultat d’une tentative de construire la théorie de
Hodge sur l’espace des lacets LX de la variété X , ainsi que la déformation de
Witten de cette théorie associée à la fonctionnelle d’énergie sur LX . Bien que la
théorie de Hodge de LX reste du domaine du rêve, la construction du Laplacien
hypoelliptique a été obtenue comme limite ‘semiclassique’ d’une telle théorie. De
manière équivalente, on construit certains termes du développement asymptotique
en temps petit du ‘noyau de la chaleur’ sur LX .

On peut naturellement se passer de toute référence à l’espace des lacets ou à
la déformation de Witten pour décrire la construction elle-même. Toutefois, les
arguments venant de la théorie rêvée sont très utiles pour anticiper des propriétés
miraculeuses du Laplacien hypoelliptique.

Cette construction a été annoncée dans [B04a, B04b, B04c]. Elle est décrite dans
[B04d]. L’étude des propriétés analytiques précises du Laplacien hypoelliptique, et
ses applications à la torsion analytique font l’objet de travaux menés avec G. Lebeau
[BL04].

1. La déformation de Witten

Soit
(
X, gTX

)
une variété Riemannienne compacte, soit

(
F,∇F , gF

)
un fibré

vectoriel complexe plat Hermitien sur X (la connexion ∇F est donc une connexion
plate, c’est à dire une connexion de courbure nulle). Soit

(
Ω· (X, F ) , dX

)
le com-

plexe de de Rham des formes différentielles C∞ sur X à coefficients dans F . On

L’auteur remercie J.-M. Bony et G. Lebeau pour leurs observations sur ce texte.
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note H · (X, F ) la cohomologie de ce complexe, qui est un espace vectoriel complexe
Z-gradué de dimension finie.

Soit 〈 〉Λ·(T∗X)⊗F le produit Hermitien sur Λ· (T ∗X)⊗ F associé à gTX , gF , soit

dvX la mesure de volume sur X . On munit Ω· (X, F ) du produit Hermitien L2,

(1.1) 〈s, s′〉 =

∫

X

〈s, s′〉Λ·(T∗X)⊗F dvX .

Soit dX∗ l’adjoint formel de dX relativement au produit Hermitien (1.1). On pose

(1.2) �
X =

(
dX + dX∗)2 =

[
dX , dX∗] .

Dans (1.2),
[
dX , dX∗] désigne le supercommutateur (ici l’anticommutateur) de dX

et dX∗. Le Laplacien �
X est un opérateur elliptique autoadjoint d’ordre deux. Soit

(1.3) HX = ker�
X .

L’espace HX est l’espace des formes harmoniques. Par la théorie de Hodge, on sait
que

(1.4) HX = kerdX ∩ ker dX∗.

De plus la flèche HX → H · (X, F ) induit l’isomorphisme canonique,

(1.5) HX ' H · (X, F )

Nous suivons maintenant Witten [W82]. Soit f : X → R une application C∞.
Pour T ∈ R, on introduit l’opérateur conjugué dX

T , qui est donné par la formule,

(1.6) dX
T = e−TfdXeTf .

De manière évidente, on a l’isomorphisme de complexes s ∈
(
Ω· (X, F ) , dX

)
→

e−Tfs ∈
(
Ω· (X, F ) , dX

T

)
, qui induit un isomorphisme correspondant en cohomolo-

gie.
Soit dX∗

T = eTfdX∗e−Tf l’adjoint formel de dX
T relativement au produit Hermi-

tien (1.1). Soit

(1.7) �
X
T =

[
dX

T , dX∗
T

]

le Laplacien correspondant, qu’on appelle Laplacien de Witten. Pour tout T ∈ R,
le Laplacien �

X
T est encore un opérateur elliptique autoadjoint d’ordre deux.

On pose maintenant

(1.8) HX
T = ker�

X
T .

Comme précédemment, on a l’isomorphisme canonique,

(1.9) HX
T ' H · (X, F ) .

On construit ainsi une déformation de la théorie de Hodge classique, puisque pour
T = 0, �

X
T = �

X .
Notons également qu’au lieu de remplacer dX par dX

T , on peut laisser dX fixe, et
remplacer le produit Hermitien (1.1) par le produit Hermitien

(1.10) 〈s, s′〉T =

∫

X

〈s, s′〉Λ·(T∗X)⊗F e−2TfdvX .

L’adjoint formel dX∗′

T de dX relativement à (1.10) est donné par

(1.11) dX∗′

T = e2TfdX∗e−2Tf .
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Soit �
X′

T le Laplacien correspondant. On a alors,

(1.12) �
X′

T = eTf
�

X
T e−Tf .

Supposons maintenant que f soit une fonction de Morse. Dans [W82], Witten
étudie le comportement du spectre de �

X
T quand T → +∞. Il montre très simple-

ment que toutes les valeurs propres de �
X
T , sauf un nombre fini d’entre elles, tendent

vers +∞. Les autres valeurs propres tendent vers 0. Soit
(
F ·

T , dX
T

)
le complexe de

dimension finie associé aux ‘petites’ valeurs propres. Witten montre que quand
T → +∞, F ·

T se localise au voisinage des points critiques de f . Plus précisément,
pour 0 ≤ i ≤ n, F i

T se localise près des points critiques d’indice i. Un argument
d’algèbre élémentaire permet alors à Witten [W82] de donner une démonstration
analytique des inégalités de Morse.

Le point clé qui explique cette localisation est la formule,

(1.13) �
X
T = �

X + T 2 |∇f |2 + Tc (ei) ĉ (ej)∇ei∇ej f.

Dans (1.13), e1, . . . en est une base orthonormale de TX , et les c (ei) , ĉ (ej) sont
des variables de Clifford anticommutantes, dont la définition précise importe peu
ici. Le terme T 2 |∇f |2 joue le rôle d’un potentiel qui devient très grand en dehors

de l’ensemble des points critiques de f . Si X = Rn, F = R, si f (p) = ± |p|2 /2, la
formule (1.13) devient,

(1.14) �
X
T = −∆ + T 2 |p|2 ± T (2N − n) .

Dans (1.14), N désigne l’opérateur de nombre (ou de degré) agissant sur Ω· (Rn).
Les formules (1.13), (1.14) permettent de démontrer très simplement les résultats
de Witten [W82].

Dans [W82], Witten va plus loin. Il conjecture que le fait que les inégalités de
Morse soient des inégalités, et non des égalités, est lié à un effet ‘tunnel’ entre les
puits de potentiel associés aux points critiques de f . Plus précisément il suggère
que les valeurs propres de �

X
T sont soient nulles, soit de l’ordre de e−cT , avec c > 0.

Il indique que les ‘instantons’ –c’est à dire les courbes intégrales de ∇f reliant (en
temps infini) les points critiques– définissent un complexe combinatoire permettant
de calculer H · (X, F ), et il conjecture que quand T → +∞, le complexe

(
FT , dX

T

)

s’identifie à ce complexe combinatoire.
Sous des hypothèses de transversalité, Helffer et Sjöstrand [HS85] ont démontré

la conjecture de Witten. Par ailleurs, le complexe combinatoire de Witten a été
identifié au complexe de Thom-Smale [T49, Sm61, Sm67] associé à ∇f . En utilisant
ce dernier résultat, Zhang et l’auteur [BZ94] ont donné une autre démonstration
des résultats de Helffer et Sjöstrand.

A l’aide de la déformation de Witten, Zhang et l’auteur [BZ92, BZ94] ont donné
une nouvelle démonstration de la conjecture de Ray et Singer [RS71] sur l’égalité
de la torsion de Ray-Singer [RS71] (qui est un invariant spectral) et de la torsion de
Reidemeister [Rei35, Mi65] (qui est un invariant combinatoire). Ce résultat avait
d’abord été démontré par Cheeger [C79] et Müller [Mü78].

2. Espace des lacets et Laplacien de Witten

Soit LX l’espace des lacets de X , c’est à dire l’espace des applications C∞ de
S1 = R/Z dans X . Alors S1 agit sur LX , de telle sorte que si t ∈ S1, x· ∈ LX ,
alors ktx· = xt+·. Le champ de vecteurs K engendrant cette action de S1 est donné
par K = ẋ·. De plus X ⊂ LX est exactement la variété des points fixes de cette
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action, ou encore la variété des zéros de K. Notons encore que la métrique gTX se
relève naturellement en une métrique gTLX sur LX , qui est S1-invariante, de telle
sorte que K est un champ de vecteurs de Killing.

Nous nous posons alors les deux questions suivantes :

(1) Peut-on construire la théorie de Hodge de LX ?

(2) Peut-on construire une théorie de Morse sur LX , et des déformations de
Witten de cette théorie de Hodge ?

A la première question, il faut répondre par la négative. Les raisons en sont très
nombreuses. Disons juste que la construction d’un produit Hermitien sur Ω· (LX)
pose quelques difficultés, sans même évoquer la démonstration d’un théorème de
Hodge.

La seconde question demande une réponse circonstanciée. La théorie de Morse
de la fonctionnelle d’énergie

(2.1) E (x) =
1

2

∫ 1

0

|ẋ|2 ds

a permis à Bott [Bo59] de démontrer son théorème de périodicité, par rétraction de
LX sur une variété de dimension finie faite de géodésiques brisées. Plus récemment
l’homologie de Floer peut être considérée comme une théorie de Morse sur LX pour
des fonctionnelles d’indice et coindice infini.

La mesure Brownienne sur LX peut être considérée formellement comme une
forme de degré +∞, qui est harmonique pour le Laplacien de Witten associée à
la fonction f = −E sur LX . Mais ces considérations formelles sont d’une maigre
utilité quand il s’agit de considérer le Laplacien complet sur les formes sur LX , et
de démontrer un théorème de Hodge.

En l’état actuel de nos connaissances, la réponse aux questions précédentes est
donc essentiellement négative.

Limitons donc nos ambitions, en posant une autre question. Peut-on construire

le développement asymptotique du noyau de la chaleur e
−t�LX

T/
√

t sur la diagonale
de LX pour t → 0, quand �

LX
T est le Laplacien de Witten associé à f = −E ? On

peut penser en effet que même si l’opérateur �
LX
T n’existe pas plus que son noyau

de la chaleur, les termes du développement asymptotique, s’ils existaient, étant
‘locaux’ sur LX , l’algorithme qui les produit pourrait continuer à avoir un sens.
Cette stratégie est elle-même vouée à l’échec, car ce développement asymptotique
aurait une singularité d’ordre infini quand t → 0 (puisque LX est de dimension
infinie. . . ), qui est la contrepartie locale de la non existence du noyau de la chaleur.

Toutefois, la théorie de l’indice local pour les opérateurs de Dirac [BeGV92] nous
donne des exemples de développements asymptotiques non singuliers quand t → 0
de la supertrace du noyau de la chaleur sur la diagonale. Le terme constant de
ce développement s’exprime alors à l’aide de formes de Chern-Weil. La question
que nous avons posée précédemment peut alors être reformulée de la manière sui-
vante : peut-on construire directement ces formes de Chern-Weil sur LX à l’aide
d’opérateurs aux dérivées partielles sur X ou T ∗X (le lien entre opérateurs aux
dérivées partielles et intégrales fonctionnelles sur LX résultant de la théorie des
diffusions, et aussi du calcul stochastique) ?

C’est à cette dernière question que l’article [B04a] donne une réponse positive.
Expliquer en quoi [B04a] répond aux questions précédentes n’est pas l’objet de cet
exposé. La construction que nous allons décrire ne fait jamais apparâıtre l’espace
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LX . Toutefois les objets ainsi construits auront des propriétés inattendues, qui
sont elles-mêmes des conséquences ‘naturelles’ de nos considérations sur LX . En
particulier notre nouvelle théorie de Hodge interpole entre la théorie de Hodge
classique pour T = 0 et le flot géodésique quand T → +∞, alors que les géodésiques
fermées sont elles mêmes les points critiques de f = −E. On peut enfin s’interroger
sur le fait que −E ait été considéré plutôt que E, qui est plus naturel du point de
vue de la théorie de Morse. Nous donnerons ailleurs une réponse à cette question.

3. Intégrale fonctionnelle et Laplacien de Witten

On fait les mêmes hypothèses qu’à la section 1. Notons que la fonction f : X → R

se relève naturellement en la fonction F : LX → R donnée par

(3.1) F (x·) =

∫ 1

0

f (xs) ds.

La fonction F est S1-invariante. Si f est une fonction de Morse, F a les mêmes
points critiques que f .

Soit χ (X) la caractéristique d’Euler de X . Alors la caractéristique d’Euler as-
sociée à

(
Ω· (X, F ) , dX

)
est donnée par

(3.2) χ (X, F ) = dim Fχ (X) .

D’après la formule de McKean-Singer [McS67], on a

(3.3) χ (X, F ) = Trs
[
exp

(
−�

X
T /2

)]
.

Dans (3.3), Trs représente la supertrace, c’est à dire la différence des traces évaluées
sur les formes paires et impaires.

Supposons maintenant F = R. En utilisant des manipulations venant de la
physique sur l’intégrale fonctionnelle [A85], on peut écrire formellement le membre
de droite sous la forme d’une intégrale d’une forme différentielle sur LX . Plus
précisément (3.3) est équivalent à l’identité formelle,

(3.4) χ (X) =

∫

LX

α ∧ (T∇F )
∗
ΦTLX .

Dans (3.4), α est une forme fermée pour l’opérateur d + iK , de la forme

(3.5) α = exp (−E + . . .) .

Dans (3.5), . . . contient la partie forme de αt. Décrivons maintenant ΦTLX .
Si π :

(
E, gE ,∇E

)
→ S est un fibré réel euclidien de dimension n sur une variété

S muni d’une connexion préservant le produit scalaire, ΦE est la forme de Mathai-
Quillen associée [MQ86]. La forme ΦE est une forme différentielle fermée de degré
n sur l’espace total de E à coefficients dans o (E) (qui est le fibré d’orientation de
E), gaussienne le long de la fibre E, telle que

(3.6) π∗Φ
E = 1.

La restriction de ΦE à S (considéré comme la section nulle de E) est exactement la
forme d’Euler e

(
E,∇E

)
de Chern [Ch44]. Si Y est l’élément générique de E, alors

ΦE est donné par la formule,

(3.7) ΦE = exp

(
−|Y |2

2
+ . . .

)
.
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Si s est une section C∞ de E, pour T ∈ R, (Ts)
∗
ΦE est une n-forme fermée sur

S, qui cöıncide avec e
(
E,∇E

)
pour T = 0. Par (3.7),

(3.8) (Ts)
∗
ΦE = exp

(
−T 2

2
|s|2 + . . .

)
.

La formule (3.8) montre très simplement que ce courant se ‘localise’ au voisinage
des zéros de s. Quand T → +∞, si s est générique, (Ts)∗ ΦE converge en tant que
courant vers le courant d’intégration sur la variété des zéros de s. On peut ainsi
donner une démonstration du théorème de Chern-Gauss-Bonnet [Ch44] à partir du
théorème d’indice de Hopf. La démonstration de Chern [Ch44] utilise un argument
essentiellement identique.

Dans (3.4), ΦTLX est la version K-équivariante de la construction précédente,
qui est associée au fibré Euclidien TLX muni de la connexion de Levi-Civita. La
forme (T∇F )

∗
ΦTLX est alors une forme d+iK fermée sur LX (on utilise de manière

essentielle la S1-invariance de ∇F ). Notons que

(3.9) |∇F |2 =

∫ 1

0

|∇f (xs)|2 ds.

De (2.1), (3.4), (3.5), (3.8), (3.9), on tire que

(3.10) χ (X) =

∫

LX

exp

(
−1

2

∫ 1

0

|ẋ|2 ds − T 2

2

∫ 1

0

|∇f (xs)|2 ds + . . .

)
.

La formule (3.10) est à la fois banale et surprenante. Elle est banale, car si
on omet la partie forme (c’est la partie fermionique pour les physiciens), elle ne
fait que refléter la formule (1.13) par l’intermédiaire d’une formule de Feynman-
Kac. Rappelons en effet qu’on utilise souvent la formule suivante pour la mesure
Brownienne sur LX ,

exp

(
−1

2

∫ 1

0

|ẋ|2 ds

)
dD (x) .

La formule (3.10) est surprenante, car le fait que son membre de droite ne dépende
pas des données métriques est expliqué par la structure même de (3.10), qui est
l’intégrale sur LX d’une forme différentielle d + iK fermée.

De (3.10), on tire au moins formellement que quand T → +∞, l’intégrale se
localise sur les zéros de ∇F , c’est à dire sur les zéros de ∇f , qui sont les points
critiques de f . La formule (3.10) montre également le fait que pour T = 0, on
obtient la théorie de Hodge habituelle, qui est elle-même associée au mouvement
Brownien sur X .

4. A la recherche du Lagrangien perdu

Soit V : X → R une fonction C∞. Pour a ∈ R, on pose

(4.1) La (x, ẋ) =
a

2
|ẋ|2 − V (x) .

Pour a = 1, on écrira L (x, ẋ) au lieu de La (x, ẋ). L’expression L (x, ẋ) est alors un
Lagrangien classique. On pose

(4.2) Ia (x·) =

∫ 1

0

La (x, ẋ) ds.
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Notons que pour a = 0, V = −f , alors

(4.3) Ia (x·) = F (x·) .

L’idée va être maintenant de considérer F comme un Lagrangien tronqué. Bien
que la discussion qui suive s’applique à n’importe quel Lagrangien, on prendra dans
la suite a = 1, V = 0, de telle sorte que

(4.4) I1 = E.

Notons que

(4.5) ∇E = −ẍ.

Remplaçons formellement dans la formule (3.4) ∇F par ∇E. On obtient alors,

(4.6) χ (X) =

∫

LX

α ∧ (T∇E)∗ ΦTLX .

De (2.1), (3.5), (3.8), (4.5), (4.6), on tire,

(4.7) χ (X) =

∫

LX

exp

(
−1

2

∫ 1

0

|ẋ|2 ds − T 2

2

∫ 1

0

|ẍ|2 ds + . . .

)
.

De nouveau, . . . cache la partie fermionique de l’intégrale fonctionnelle.
Nous allons maintenant interpréter l’équation (4.7), et pour finir lui associer un

Laplacien correspondant. Notons que pour T = 0, on retrouve l’intégrale Brow-
nienne habituelle, et observons que quand T → +∞, l’intégrale devrait se localiser
sur les points critiques de E, qui sont les géodésiques fermées de X .

A ce stade, le lecteur peut légitimement se demander de quoi l’on parle, puisque
l’intégrale fonctionnelle (4.7) n’a pour l’instant d’existence que virtuelle. Nous allons
donc la forcer à révéler son contenu.

Tout d’abord, le lecteur probabiliste sait que les mesures sur les espaces de
dimension infinie sont facilement mutuellement singulières. Sans s’attarder sur les
termes . . ., ce lecteur sait aussi que sous la mesure apparaissant dans le membre de
droite de (4.7), la particule x· a une dynamique qui peut être facilement décrite à
l’aide de l’équation différentielle stochastique,

ẋ = p, ṗ =
1

T
(−p + ẇ) .(4.8)

Dans (4.8), w représente un mouvement Brownien à valeurs dans TX . Nous sommes
délibérément imprécis sur l’interprétation de (4.8). Disons seulement que le calcul
différentiel stochastique permet de donner un sens exact à cette équation. Notons
également que (4.8) est équivalente à

(4.9) ẍ =
1

T
(−ẋ + ẇ) .

La justification formelle de (4.9) est la suivante. Si x ∈ LX , alors

(4.10)

∫ 1

0

(
|ẋ|2 + T 2 |ẍ|2

)
ds =

∫ 1

0

|ẋ + T ẍ|2 ds.

De (4.7), (4.10), on tire formellement que ẋ+T ẍ doit être la dérivée d’un mouvement
Brownien, ce qui est le contenu de (4.9).

De (4.8), on tire que le processus (xs, ps) est un processus de Markov conditionnel
à valeurs dans T ∗X (le terme ‘conditionnel’ vient du fait qu’on conditionne (x1, p1)
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à être égal à (x0, p0)). Plus précisément, le calcul stochastique révèle que si −LT

est le générateur infinitésimal du semi-groupe qui lui est associé, alors

(4.11) LT = −∆V

2T 2
+

∇p̂

T
−∇p.

Précisons les notations dans (4.11). La métrique gTX nous permet d’identifier TX
et T ∗X . Ainsi l’espace total de TX peut être considéré comme une variété symplec-
tique. Dans (4.11), ∆V est le Laplacien le long des fibres de T ∗X , ∇p̂ est le champ
de vecteurs radial le long des fibres de T ∗X , et ∇p est le champ de vecteurs Ha-

miltonien sur T ∗X de Hamiltonien |p|2 /2. Une dilatation sur la variable p montre
que quitte à ne pas changer les notations,

(4.12) LT =
1

T

(
−∆V

2
+ ∇p̂

)
− ∇p√

T
.

Une conjugaison par e−|p|2/2 permet de réécrire LT sous la forme

(4.13) LT =
1

2T

(
−∆V + |p|2 − n

)
− ∇p√

T
.

Une dernière conjugaison permet d’écrire LT sous la forme,

(4.14) LT =
1

2

(
−∆V +

|p|2
T 2

− n

T

)
− ∇p

T
.

Nous allons maintenant reformuler la question initiale de la manière suivante :

(1) Existe-t-il une théorie de Hodge sur T ∗X , dépendant du paramètre T > 0,
dont le Laplacien correspondant ait l’allure de LT ?

(2) Si une telle théorie existe, en quel sens est-elle une déformation de la théorie
de Hodge usuelle sur X pour T → 0 ?

(3) En quel sens cette théorie est-elle liée au flot géodésique pour T → +∞ ?

(4) Bien que son apparence indique le contraire, le Laplacien LT garde-t-il des
traces d’autoadjonction ?

(5) Le théorème de Hodge (à savoir l’identification du noyau du Laplacien à la
cohomologie) reste-t-il vrai pour cette nouvelle théorie de Hodge ?

C’est à ces cinq questions que nous allons chercher à répondre dans la suite de
l’exposé.

5. Une construction directe du Laplacien hypoelliptique

Notons d’abord que l’opérateur LT n’est ni elliptique, ni autoadjoint. La théorie
de Hodge qui lui correspond doit donc être essentiellement exotique. Par ailleurs le
champ de vecteurs Hamiltonien ∇p apparâıt dans LT . On peut donc penser que la
structure symplectique sur T ∗X joue un rôle essentiel dans la construction cherchée.

Soit M une variété, soit η une forme bilinéaire sur TM . Soit φ : TM → T ∗M le
morphisme tel que si U, V ∈ TM ,

(5.1) η (U, V ) = 〈U, φV 〉 .

Soit η∗ la forme bilinéaire sur T ∗M correspondant à η par φ. Alors η∗ induit une
forme bilinéaire correspondante sur Λ· (T ∗M). Soit dvM une forme volume sur M .
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Soit
(
Ω· (M) , dM

)
le complexe de de Rham des formes C∞ à support compact sur

M . On munit Ω· (M) de la forme bilinéaire

(5.2) 〈s, s′〉 =

∫

M

η∗ (s, s′) dvM .

Soit θ = 〈p, dx〉 la 1-forme canonique sur T ∗X , soit ω = dT∗Xθ la forme sym-

plectique canonique sur T ∗X . Soit d
T∗X

l’adjoint formel de dT∗X relativement à
la forme bilinéaire 〈 〉 associée à ω sur TT ∗X et à la forme volume symplectique
dvT∗X , de telle sorte que si s, s′ ∈ Ω· (T ∗X),

(5.3)
〈
s, dT∗Xs′

〉
=
〈
d

T∗X
s, s′

〉
.

On vérifie très simplement que

(5.4)
[
dT∗X , d

T∗X
]

= 0.

Le ‘Laplacien’ ainsi construit est donc nul. Rappelons toutefois que nous souhai-
tons obtenir un Laplacien du type (4.11), qui est non elliptique. En obtenant un
Laplacien nul, nous avons été trop loin dans la direction de la non ellipticité !

La construction qui suit est en quelque sorte forcée par notre souhait d’obtenir
un Laplacien du type (4.11). On identifie les fibres de TX et T ∗X par gTX . Soit
∇TX la connexion de Levi-Civita sur TX . La connexion ∇TX induit les scindages,

TT ∗X = π∗ (TX ⊕ T ∗X) , T ∗T ∗X = π∗ (T ∗X ⊕ TX) .(5.5)

On en déduit l’identification,

(5.6) Λ· (T ∗T ∗X) = π∗ (Λ· (T ∗X) ⊗̂Λ· (TX)
)
.

On notera avec un ̂ les objets se rapportant au deuxième facteur à droite de (5.6).

Soit ∇Λ·(T∗T∗X) la connexion induite par ∇TX sur Λ· (T ∗T ∗X).
On pose

(5.7) φ =

(
1 −1
1 0

)
.

On identifie φ à un automorphisme de TT ∗X = TX ⊕ T ∗X . La forme bilinéaire η
associée sur TT ∗X est donnée par

(5.8) U, V → η (U, V ) = 〈π∗U, π∗V 〉gT X + ω (U, V ) .

Soit 〈 〉φ la forme bilinéaire correspondante sur Ω· (T ∗X). Soit d
T∗X

φ l’adjoint formel

de dT∗X relativement à η et à la forme volume symplectique dvT∗X . Soit H : T ∗X →
R une fonction C∞. Soit Y H le champ de vecteurs hamiltonien associé, de telle sorte
que

(5.9) dT∗XH + iY Hω = 0.

On pose

(5.10) 〈s, s′〉φ,H =

∫

T∗X

η∗ (s, s′)gF e−2HdvT∗X .

On définit les opérateurs,

dT∗X
H = e−HdT∗XeH, d

T∗X

φ,H = eHd
T∗X

φ e−H.(5.11)
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Alors d
T∗X

φ,2H est l’adjoint formel de dT∗X relativement à 〈 〉φ,H, et d
T∗X

φ,H est l’adjoint

formel de dT∗X
H relativement à 〈 〉φ.

On pose

Aφ,H =
1

2

(
d

T∗X

φ,2H + dT∗X
)

, Aφ,H =
1

2

(
d

T∗X

φ,H + dT∗X
H

)
.(5.12)

On a évidemment,

(5.13) Aφ,H = e−HAφ,HeH.

Soit e1, . . . , en une base orthonormale de TX , et soit e1, . . . , en la base duale
correspondante de T ∗X . On désigne par ê1, . . . , ên et ê1, . . . , ên d’autres copies de
ces bases. Alors e1, . . . , en, ê1, . . . , ên est une base de TT ∗X , et e1, . . . , en, ê1, . . . , ên

est la base duale de T ∗T ∗X . On pose

(5.14) ∇̂V H = ∇êiHêi.

Si Z est un champ de vecteurs sur T ∗X , LZ désigne l’opérateur de dérivée de Lie
correspondant agissant sur Ω· (T ∗X).

Jusqu’à présent, nous n’avons considéré que la cas où F = R. Dans le cas
général, Ω· (T ∗X) doit être remplacé par Ω· (T ∗X, π∗F ). La forme Hermitienne sur
Ω· (T ∗X, π∗F ) incorpore maintenant la métrique Hermitienne gF . On pose

(5.15) ω
(
∇F , gF

)
=
(
gF
)−1 ∇F gF .

On donne maintenant la formule de Weitzenböck de [B04a, Théorème 3.3].

Theorem 5.1.

A2
φ,H =

1

4

(
−∆V − 1

2

〈
RTX (ei, ej) ek, el

〉
eiejiêk iêl + 2L∇̂V H

)

− 1

2

(
LY H +

1

2
eiiêj∇F

ei
ω
(
∇F , gF

)
(ej) +

1

2
ω
(
∇F , gF

)
(ei)∇êi

)
,(5.16)

A2
φ,H =

1

4

(
−∆V − 1

2

〈
RTX (ei, ej) ek, el

〉
eiejiêk iêl +

∣∣∇V H
∣∣2

− ∆V H + 2∇êi∇êjHêiiêj + 2∇êi∇ejHejiêi

)

− 1

2

(
LY H +

1

2
ω
(
∇F , gF

) (
Y H)+

1

2
eiiêj∇F

ei
ω
(
∇F , gF

)
(ej)

+
1

2
ω
(
∇F , gF

)
(ei)∇êi

)
.

Pour c ∈ R, on pose

H =
|p|2
2

, Hc = c
|p|2
2

.(5.17)

Quand c 6= 0, on pourra poser c = 1/T . On a le résultat de [B04a, Theorem 3.4].

Theorem 5.2. On a,

(5.18) LY Hc = ∇Λ·(T∗T∗X)⊗F

Y Hc + cêiiei + c
〈
RTX (p, ei) p, ej

〉
eiiêj .
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De plus,

A2
φ,Hc =

1

4

(
−∆V + 2cLp̂ −

1

2

〈
RTX (ei, ej) ek, el

〉
eiejiêk iêl

)

− 1

2

(
LY Hc +

1

2
eiiêj∇F

ei
ω
(
∇F , gF

)
(ej) +

1

2
ω
(
∇F , gF

)
(ei)∇êi

)
,

(5.19)

A2
φ,Hc =

1

4

(
−∆V + c2 |p|2 + c (2êiiêi − n) − 1

2

〈
RTX (ei, ej) ek, el

〉
eiejiêk iêl

)

− 1

2

(
LY Hc +

1

2
ω
(
∇F , gF

) (
Y Hc

)
+

1

2
eiiêj∇F

ei
ω
(
∇F , gF

)
(ej)

+
1

2
ω
(
∇F , gF

)
(ei)∇êi

)
.

Pour c 6= 0, les opérateurs ∂
∂u − A2

φ,Hc , ∂
∂u − A2

φ,Hc sont hypoelliptiques.

Démonstration. Remarquons ici simplement que l’hypoellipticité des opérateurs
considérés plus haut résulte du théorème de Hörmander [Hö67]. �

On vérifie alors que quand F = R, c = 1/T , la restriction de l’opérateur 2A2
φ,Hc

aux fonctions C∞ sur T ∗X cöıncide exactement avec l’opérateur LT dans (4.14).
Nous avons donc répondu positivement à la première question de la section 4.

Nous allons maintenant répondre à la deuxième question. Pour a ∈ R, soit
ra : T ∗X → T ∗X la dilatation (x, p) → (x, ap). On utilise la notation r = r−1. On
pose

a± =
1

2

(
−∆V ± 2Lp̂ −

1

2

〈
RTX (ei, ej) ek, el

〉
eiejiêk iêl

)
,(5.20)

b± = −
(
±LY H +

1

2
eiiêj∇F

ei
ω
(
∇F , gF

)
(ej) +

1

2
ω
(
∇F , gF

)
(ei)∇êi

)
.

Notons que a± commute avec r∗, et que b± anticommute avec r∗.
De (5.19), on tire que pour c > 0,

(5.21) r∗1/
√

c2A2
φ,Hcr∗√c = ca+ +

√
cb+.

Pour c < 0, on a une identité évidente du même type, où les indices + sont
remplacés par −.

Soit ΦT∗X la forme de Thom de Mathai-Quillen [MQ86] associée à la métrique
gTX et à la connexion ∇TX . Le forme ΦT∗X est maintenant normalisée de telle
manière que

(5.22) ΦT∗X = exp
(
− |p|2 + . . .

)
.

On vérifie que les opérateurs a± sont semi-simples. Le noyau de a+ est engendrée par
la fonction 1, et le projecteur QT∗X

+ sur le noyau est donné par α → π∗
(
αΦT∗X

)
.

Le noyau de a− est engendré par ΦT∗X , et le projecteur correspondant QT∗X
− est

donné par α → (π∗α) ∧ ΦT∗X .
Soit o (TX) le fibré d’orientation de TX . Soit dX l’opérateur de de Rham agissant

sur Ω· (X, F ) ou sur Ω· (X, F ⊗ o (TX)), et soit dX∗ son adjoint formel pour le
produit Hermitien considéré en (1.1). On note �

X
± les Laplaciens correspondants.
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Provisoirement, on n’impose plus de conditions de support sur Ω· (T ∗X, π∗F ).
Alors les éléments de Ω· (X, F ) se relèvent en éléments de Ω· (T ∗X, π∗F ), et Q+

est un projecteur sur Ω· (X, F ). On a aussi l’injection α ∈ Ω· (X, F ⊗ o (TX)) →
π∗α ∧ ΦT∗X ∈ Ω· (T ∗X, π∗F ), et QT∗X

− est un projecteur sur l’image de cette
injection.

Le résultat suivant est démontré dans démontré dans [B04a, Theorem 3.13]

Theorem 5.3. On a l’identité,

(5.23) −QT∗X
± b±a

−1
± b±QT∗X

± =
1

2
�

X
± .

Notons qu’une formule comparable à (5.23) joue un rôle clé dans l’article de Bis-
mut et Lebeau [BL91], où on déforme la théorie de Hodge d’une variété compacte
complexe X en la théorie de Hodge d’une sous-variété complexe Y . Les identités
(5.21) et (5.23) suggèrent que la structure matricielle de notre opérateur est essen-
tiellement la même que dans [BL91]. Remarquons qu’en degré 0, la formule (5.23)
est équivalente à la formule

(5.24)

∫

T∗X

∇p∇pe
−|p|2 dp

πn/2
=

1

2
∆X ,

qui, elle-même, est équivalente à l’identité

(5.25)

n∑

1

∇2
ei

= ∆X .

La contribution de a
−1
± à la formule (5.24) est en fait égale à 1.

Dans [BL04], l’identité (5.23) est l’identité algébrique clé qui permet de montrer
qu’en un sens adéquat, quand c → ±∞, 2A2

φ,Hc → 1
2�

X
± . Indiquons ici comment

cette identité doit être interprétée. Pour t > 0, l’opérateur Q± exp
(
−t�X

±/2
)
Q±

est un opérateur agissant sur Ω· (T ∗X, π∗F ). On montre alors dans [BL04] que pour
t > 0, quand c → ±∞,

(5.26) exp
(
−2tA2

φ,Hc

)
→ Q± exp

(
−t�X

±/2
)
Q±,

par exemple dans l’espace des opérateurs à trace. Nous avons ainsi répondu positi-
vement à la deuxième question de la section 4.

Supposons encore que F = R. Soit NV =
∑n

1 êiiêi l’opérateur de nombre verti-
cal. Pour c ∈ R∗, on a l’identité établie dans [B04a, eq. (3.79)],

(5.27) r∗1/c2A2
φ,Hcr∗c =

1

2

(
−c2∆V + |p|2 − cn

)
+ cNV

− c2

4

〈
RTX (ei, ej) ek, el

〉
eiejiêk iêl − LY H ,

de telle sorte que quand c → 0,

(5.28) r∗1/cA
2
φ,Hcr∗c ' 1

2
|p|2 − LY H .

A droite de (5.28), on trouve essentiellement l’opérateur de dérivée de Lie associé
au générateur du flot géodésique sur T ∗X .

Un instant de réflexion devrait suffire à convaincre le lecteur que quand c → 0,

la trace du noyau de la chaleur exp
(
−tA2

φ,Hc

)
devrait se localiser au voisinage des

géodésiques fermées de X .
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Considérons maintenant la quatrième question posée à la section 4. Comme nous
l’avons indiqué au début de la section 4, l’opérateur A2

φ,Hc n’est pas autoadjoint

au sens classique. La forme bilinéaire qui a permis de construire d
T∗X

φ,2H n’étant pas

Hermitienne, l’opérateur A2
φ,Hc n’est même pas ‘autoadjoint’ relativement à cette

forme. Notons toutefois que quand cet opérateur agit sur les formes de degré 0, il
résulte du Théorème 5.2 que l’opérateur A2

φ,Hc est autoadjoint relativement à la
forme Hermitienne,

(5.29) 〈s, s′〉′ =

∫

T∗X

〈r∗s, s′〉gF dvT∗X .

Observons tout de suite que la forme Hermitienne (5.29) est de signature (∞,∞).
La forme même de (5.29) n’est que le reflet du fait expérimental bien connu qu’en
inversant le sens de parcours d’une trajectoire, sa vitesse p est changée en −p.
Incidemment, on peut se demander comment le Laplacien ∆X est autoadjoint,
alors même qu’il est ‘limite’ de nos opérateurs. Mais le mouvement Brownien a une
vitesse infinie, dont le changement de signe n’est plus observable par retournement
du temps. En réalité, l’interpolation entre T = 0 et T = +∞ reflète le passage
d’une dynamique la plus désordonnée possible–celle du mouvement Brownien–, à la
dynamique ‘stable’ du flot géodésique. Naturellement, en courbure négative, le flot
géodésique a en temps long un comportement ergodique, mais ceci est une autre
histoire. . .

Il est montré dans [B04a] qu’on peut prolonger la forme Hermitienne (5.29)
aux formes de degré arbitraire, de telle sorte que la propriété d’autoadjonction
précédente s’étend en tout degré.

Il nous reste à évoquer le cas X = S1, ou plus généralement le case où X est un
tore plat. Dans le cas X = S1, on montre que pour c = 1/T , 2A2

φ,Hc est isospectral
à l’opérateur

(5.30)
1

2T

(
−∆V + |p|2 − 1

)
− ∆S1

2
,

qui est autoadjoint. La conjugaison permettant de passer de l’opérateur 2A2
φ,Hc

écrit après changement d’échelle sous la forme (4.13) à l’opérateur (5.30) est ob-

tenue à partir de l’opérateur exp
(

∂2

∂p∂x/
√

T
)
. Cet opérateur est particulièrement

désagréable. Il réalise dans l’espace des phases la translation p → p +
√

T ∂
∂x . Du

point de vue microlocal, on a effectué la translation complexe p → p +
√
−Tξ.

L’équation (5.30) permet de démontrer la formule de Poisson par un argument
d’interpolation [B04a].

6. Des résultats d’analyse sur le Laplacien hypoelliptique

Nous allons maintenant décrire rapidement quelques résultats d’analyse obte-
nus avec Lebeau [BL04] sur le Laplacien hypoelliptique. Les arguments que l’on a
exposés précédemment étaient essentiellement de nature algébrique. Dans [BL04],
on donne les arguments d’analyse qui permettent de décrire de manière précise la
théorie spectrale de l’opérateur A2

φ,Hc , et en particulier de donner une description
uniforme du comportement du noyau de la chaleur associé aussi bien en temps
grand qu’en temps petit quand c → ±∞. L’une des motivations de [BL04] est en
effet de calculer le comportement de la torsion analytique sous cette déformation.
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Quand il agit sur un espace de Hilbert convenable, pour c 6= 0, l’opérateur
A2

φ,Hc est à résolvante compacte, et donc à spectre discret. Par ailleurs le spectre
est symétrique par rapport à l’axe réel. Par application du théorème de Hörman-

der [Hö67], on sait que pour t > 0, l’opérateur exp
(
−tA2

φ,Hc

)
a un noyau C∞.

Le fait que l’espace T ∗X soit non compact exige de contrôler convenablement les
estimations d’hypoellipticité à l’infini.

Les résultats de [BL04] permettent de répondre à la cinquième question de la
section 4. En effet les espaces caractéristiques relativement à une valeur propre λ
sont de dimension finie. Pour c > 0, on désigne par H· (X, F ) la cohomologie absolue
de T ∗X à coefficients dans π∗F , et pour c < 0, on utilise la même notation pour
la cohomologie à support de T ∗X . De manière équivalente, H· (X, F ) est égal à
H · (X, F ) pour c > 0, et à H ·−n (X, F ⊗ o (TX)) pour c < 0.

On montre dans [BL04] que le sous-complexe associé à la valeur caractéristique 0
calcule H· (X, F ). Ce complexe peut contenir strictement H· (X, F ). Le Théorème de
Hodge n’est donc en principe pas vrai pour la théorie déformée. Ce type de situation
ne se produit que pour une famille discrète de valeurs de c = 1/T . En particulier,
pour |c| assez grand, les résultats de la théorie de Hodge classique rappelés à la
section 1 restent vrais pour la théorie déformée.
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