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Résumé

Les effets dispersifs permettent de passer a la limite dans le sys-
teme d’Euler compressible 2-D isentropique, quand le nombre de Mach
tend vers zéro, méme si les données initiales ne sont pas uniformément
régulieres.

Ceci mene a des résultats de convergence vers des solutions non
régulieres du systeme d’Euler incompressible, comme les poches de
tourbillon ou les solutions de Yudovich.

1 Introduction

L’objet de cet exposé est un travail réalisé en collaboration avec Taoufik
Hmidi [5, 6].

On considere un fluide légerement compressible non visqueux, bidimen-
sionnel et étendu a tout 'espace. Le nombre de Mach, €, est un petit pa-
rametre positif. L’état du fluide est décrit par le champ des vitesses v, la
densité p. et la pression p., qui satisfont

Pe(Opve + ve - Vo) + E%VQDE =0
Orpe + Ve - Vpe + pedivo. =0 (1)
(Uea pe)|t:0 = (UO,ea pO,e)'

*This research was supported through a European Community Marie Curie Fellowship.
http://www.cordis.lu.improving Disclaimer: The author is solely responsible for informa-
tion communicated and the European Commission is not responsible for any view or results
expressed.
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A ce systéme s’ajoute la loi d’état des fluides isentropiques p, = pd, o1y > 1
est un parametre fixé. Enfin, en introduisant la vitesse du son c., définie par

ce=pINA/Y, 0w A =(v—1)/2,
et en utilisant de nouvelles inconnues v, et ¢, liées aux précédentes par
ve(t, ) = FeoUe(Yeot, x)

et
ce(t,x) = co + eycpec(Yeot, ),

on se ramene au systeme symétrique

e + Ve - Ve + 72 Ve + 1Ve =0
Oye + Ve - Ve +4eediv e + L divoe =0 (2)
(f)ea ée)‘t:() = ('DO,ea 60,6>'

Notre but est de montrer que les solutions (o, ¢.) de (2) convergent vers
(v,0), ot v est une solution du systeme d’Euler incompressible

oww+v-Vv=—-Vp
dive =0 (3)
Vli—p = vo-

Ce probleme a déja été traité pour des fluides évoluant dans différents
domaines (RY, tore, domaine borné) et essentiellement sous deux types d’hy-
pothese : dans le cas bien préparé [8, 9], on suppose que divig. — 0 et
Co,e — 0 lorsque € — 0; dans le cas mal préparé, on suppose seulement que
Do, et ¢p sont bornés dans certains espaces de Sobolev (par exemple) et
que la partie incompressible de 7g . tend vers vg. Le cas mal préparé a été
étudié pour des fluides étendus sur RV aussi bien visqueux [3, 4] que non
visqueux [1, 10] (en utilisant des estimations de Strichartz, qui refletent le
phénomene de dispersion des ondes acoustiques).

Vu que le systeme d’Euler 2-D incompressible a des solutions globales
en temps qui ne sont dans H2** pour aucun s > 0, comme les poches
de tourbillon ou les solutions de Yudovich, il est naturel de considérer des
données initiales qui ne sont pas bornées dans ces espaces. Nous allons voir
que les effets dispersifs sont suffisamment forts pour que ’on puisse traiter
ce genre de données particulierement mal préparées.

2 Résultats
Il est commode de réécrire le systéme (2) sous la forme

OUe + Be - VU + (76 + 1) B(D)U, = 0
_ (4)
Ue|t:0 - UO,ey

XXI-2



avec

,171
U.= | 02
Ce
et
0 0 o
B(D): 0 0 09
0 Oy 0

On pose aussi {2, = rot .

Les résultats que nous présentons ici sont des versions un peu simplifiées
de ceux qui sont démontrés dans notre prépublication [6] : nous allons sup-
poser que les champs de vitesse sont dans L? — alors que le bon espace est
o+ L?, ot o est une solution stationnaire du systeme d’Euler [2] — et faire
une hypothese sur la norme de €2, dans un espace de Holder au lieu d’utiliser
de la régularité tangentielle.

Théoréme 1 (Augmentation des temps de vie). Soient s €]0,1[ et
a < 1/4. Supposons qu’il existe une constante Cy > 1 telle que

U0l 2 < Co
1Q0,e]| e < Co

< «@
s+ —
||Uo € ‘ 11 Coe

et des constantes C¢ telles que
||QO,6||CS < Ce

avec .
Ine™

lim ————
Py In(e 4+ C¢)
Il eziste alors une constante C' telle que, pour tout p €10, i —af :

— les temps de vie des solutions réguliéres de (4), notés T,, tendent vers
400, avec les minorations

= +00. (5)

1
1 InevtH—1

7. > 7w & ]
€= e CCo Mn(e + CY)

-1 (6)
— on ait les estimations

TE(”)
/ (ldiv ae(8) s + 1 (D)lleer) dt < Cet
0

et
t
/ U [[ip dt’ < e“@E ) In(e 4 C),
0

pour tout t € [0, TE(“)].
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En réalité, (6) est valable méme si les constantes C¢ ne satisfont pas la
condition (5).
Dans I’énoncé suivant, P désigne le projecteur de Leray.

Théoréme 2 (Convergence). Si les hypothéses du Théoréme 1 sont sa-
tisfaites pour un o < 1/8 et si, de plus, Pty — vo dans L? et

1Q0.e|| e < Co

pour un a < oo, alors Pv. — v dans Lﬁfc(R+;L2), ou v est l'unique solu-

tion de (8) continue de R dans L? telle que p € L{S.(RT;L?) et rotv €
L=(R*; L® N L9).

3 Applications

Avant de passer a la preuve du Théoreme 1, nous allons montrer comment
ces théoremes s’appliquent a des régularisées de données initiales de type
Yudovich ou poches de tourbillon.

3.1 Solutions de Yudovich
Soient Uy € L? et Qp € L™ N L. Posons

Uo,e = pi * U,

ot pr, = k?p(k-), avec k = k(e) & préciser, la fonction p étant réguliere, a
support compact et d’intégrale 1.

Regardons pour quelles fonctions k les hypotheses des théoremes sont
satisfaites. D’abord,

||U0,e

|2 + [|Q0,e

|Leonre < Co,

donc les hypotheses sur les normes LP des données sont toujours vérifiées.
Ensuite,
s—l—E
1Uo,ell oz < CE*T 3 (|Upl 2,

donc si k(e) < e 1/30 on aura

_(1_1=s
HU(]76||HS+% < (Ce (3 309)“U0||L2;

on pourra ainsi choisir « = 1/8 — (1 — 5)/30, quel que soit s €10, 1[. Enfin,
comme

||QO,€

los < CF°||Q0|Loe,
la condition (5) est vérifiée si k(e) = exp((Ine~1)?/s), quel que soit 3 < 1.
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3.2 Poches de tourbillon

Si D C R? est un domaine borné de classe C1*5 et
Qo = Qo,i1lp + Qoelr2\p, (7)

avec Qo ; € C5(D) et Qo € C*NLY(R?*\ D), le résultat peut étre légerement
amélioré : on peut régulariser plus vite.

L’idée est de construire un ensemble Wy = {wg;v =1,..., N} de champs
de vecteurs de classe C¢ et tangents a D, qui soit admissible, c’est-a-dire tel
que

-1
—1 deéf 1 a v
Wo] ™ = N Z|wo|
v=1

soit borné. On définit ensuite w?, pour tout v, comme la solution sur [0, T¢[
de

ow? + v - Vw? = w? - Ve
{& ®)

wl;_o = wg-

Le role joué par [|Q2(t)||cs dans la démonstration qui va suivre est alors joué
par X (We(t), Qc(t)), ot

N N
déf — v : v
Xs (W, ) S || o0 + [[W] iz + D [lw”llos + Y _[ldiv(w”Q)|| e
v=1 v=1

Si Qo = pr(e) * o, avec Qo défini par (7), alors les X(Wo,$o,c) sont
bornés par une constante indépendante de €, de sorte que 'on peut garder
k(e) = e 1/30,

Plus de détails sont disponibles dans le preprint [6].

4 Démonstrations

Nous allons uniquement exposer la démonstration du Théoreme 1. Celle-
ci repose sur deux types d’estimations : des inégalités d’énergie et des esti-
mations de Strichartz.

La démonstration du Théoreme 2 est similaire a la preuve du théoréme
de Yudovich telle que présentée dans le livre de J.-Y. Chemin [2].

4.1 Inégalités d’énergie

Supposons que F,G € § vérifient

{ OF +v-VF+ (c+3)B(D)F =G ©)
F|t:0 = Fo,

ou v et c sont lipschitziens.

XXI-5



Apres multiplication scalaire par F', intégrer par parties donne directe-
ment 'estimation

t
IE@ 2 < 1F0)]] 2 +/0 G )2 dt’
K 1 : / / / /
+ (Glldiv o)z + [ Ve) L) EE) L2 dt',
donc \
1U(t)|| 12 < ||U07€HL2€IO(%”div6E(t/)HL°°+'_Y|‘V56(t/)”L°°)dt, (10)

si Ue est solution de (4).
En appliquant des opérateurs de localisation en fréquence au systeme (9),
on obtient pour tout o > 0

t
IF@le < 1FO)]ge + / |G| e

¢ t
+/O 1, ) (&) [Lip| F' ()| 1 dt’+/0 IE ) il (v, ) ()| e at’,
et par conséquent
NUe@)lli0 S 1Uo,ell e e 10 usp (11)

pour les solutions de (4).

Les estimations (10) et (11) sont les estimations d’énergie classiques pour
les systemes hyperboliques symétriques. Le point important ici est qu’elles
soient indépendantes de e.

4.2 Estimations de Strichartz

La raison pour laquelle la vitesse du son et la partie compressible du
champ des vitesses sont sujettes & dispersion apparait lorsque 'on étudie les
valeurs propres et les vecteurs propres de B(§), qui est, au facteur i pres,
réelle et symétrique :

0 0 &
B)=il0 0 &
& & 0
Pour tout & # 0, B(§) possede les vecteurs propres orthonormés
g2
LS
GAR
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correspondant a la valeur propre 0, et

1
Vi (25
Vil(é):m iéf ;

correspondant aux valeurs propres +i|¢|. On utilisera les projecteurs
Py = Vo(D) V(D)
et
Pyiy = Vi1(D)'Vii (D);
on peut vérifier que

1
P 22 ( partie incompressible de v)
0 = )

0
c

tandis que

vl vl

o2 déf P+ Py |02 ] = <partie compressible de v>
= (1 -1 = .

c c ¢

Puisque '
{ O Py1Ue & 2| D|P1Ue = — Pyl
(P:I:IUe)|t:o = P:I:IUO,ea

avec

I. =%.- VU, +7¢B(D)U,,

on dispose sur Py1U, d’une estimation de Strichartz semblable a celle qui
est valide pour ’équation des ondes [7] :

1
1Pe1Uellpa ooty S €4 ([1Pealogll ar g
t
+/O 1T Lip 1T epnp dt'), (12)
pour tout s €]0, 1[.

4.3 Preuve du théoréme

Au vu de (11), on voit bien qu'il suffit de controler

déf t
Vi) € [0
0
pour controler le temps de vie des solutions régulieres de (4).
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Une conséquence de (12) et des hypotheses sur les données initiales est
que

t t
/mewmmwﬂs/mewmmHﬁ’
0 0
S tiei (Coe® + Coe VOV, (1))
déf
= g(t).

On supposera dans la suite que g.(t) < 1, ce qui est vrai au moins pour ¢
petit.

La partie incompressible est estimée en séparant les basses et les hautes
fréquences :

S Cot1e1—eCVe(0)

1P Ue(®)l[ip S IX(D)PoUe(t)|| oo + IV PoUe(t) | o=

SNU) | 22 + [1926(2) || oo In <€ n %)

L’estimation (10) donne
IU(®)]] 2 < Coe®®) < Co.
Par ailleurs, €2 évolue suivant I’équation

0 + Te - VQe + Qe divd, = 0,

donc
19(8) |1 < Coe®o® <
et
t
120l < [Q0cllcr + /0 15t i 26t et
t
4 [ 190 o v 3¢ -
0
t
<C+ / 5t il Qe () = i’ + Co,
0
d’ou

126 (#)lles S (Ce+ Co)e®V< )

par le lemme de Gronwall. Donc
HPOUe(t)”Lip < Co+Cy ln(e + (Ce + C())eCVE(t))

t
< Coln(e + C, + Cp) + Co / | PO Ut ip
0
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Une nouvelle application du lemme de Gronwall donne

|PoUe(t)||Lip < Coln(e + Ce + Cp)e0",

et ainsi

Ve(t) < CColn(e + Ce + Cp)eCt + g (t)
< In(e + Ce)eCCO(tH),

tant que g.(t) < 1.

cette derniere expression étant inférieure a e” si t < Te(“

Donc g(t) < 1 implique en fait

(1) < Cotiei=(e 4+ ¢,)Ce 0

)eCCO (t+1)

< fi_a(e + Ce

9

)

; ceci boucle la

démonstration du Théoreme 1.
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