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Stabilité de couches limites multi-dimensionnelles

Guy METIVIER , KEVIN ZUMBRUN

1 Introduction

Considérons un systeme hyperbolique quasilinéaire du premier ordre :

d
(1.1) L(u, 0)u = Opu+ Y _ Aj(u)dy,u+ Ag(u)dpu = F(u)

J=1

sur un domaine que 1’on prendra ici égal & un demi espace. Les variables (¢,y,x) sont dans
]Rfd =R xR xR, ou Ry = {z > 0}. On note 9; = Oy, pour 1 < j <d—1et dy= 0.
On considére ensuite une perturbation parabolique de (1.1) par un terme de viscosité

(1.2) L(u,0)u—e Y 0;(Bjx(u)dpu) = F(u).

1<j,k<d
a laquelle on adjoint des conditions aux limites de Dirichlet
(1.3) U|py=0 = 0.

On s’attend a ce que les solutions u® de (1.2) convergent lorsque ¢ tend vers zéro vers
une solution u° de (1.1). Cependant, les conditions aux limites de Dirichlet sont en général
surdéterminées pour le probléme hyperbolique et u° n’a pas de raison de vérifier (1.3). On
s’attend donc a ce que les solutions u® présentent une transition rapide (couche limite) entre
des valeurs proches de u® & Pintérieur (pour x > 0) et la valeur 0 sur le bord (pour x = 0).

Les questions posées sont les suivantes:

1) existence de solutions u® de (1.2) sur un domaine [0,7] x R4 avec T indépendant
de ¢,
2) convergence de u® lorsque ¢ tend vers zéro vers une solution u" de (1.1),

3) détermination des conditions aux limites pour u°.

Pour les équations linéaires, ce probleme est étudié dans [BBB|, [Ba-Ra|, [Lio]. Le cas
semi-linéaire est résolu dans [Gu], qui complete aussi les analyses précédentes en donnant des
développements asymptotiques a tout ordre et en traitant le cas de bords caractéristiques.
Dans le cas quasi-linéaire, une réponse partielle est donné dans [Gi-Se] en dimension un
d’espace et dans [Gr-Gu] en multi-D. En fait, ’analyse de [Gr-Gu] comprend deux parties.
D’abord, les auteurs construisent des solutions approchées a ’aide de développements en
séries formelles par rapport a la viscosité . Ensuite, ils prouvent par une analyse de
stabilité que la solution exacte est effectivement voisine de la solution approchée. Pour
cela, ils utilisent de fagon cruciale une hypothése de petitesse (tout comme [Gi-Se]). Sur un
exemple, ils montrent aussi que des instabilités peuvent exister. Cependant, la condition de
petitesse n’et pas naturelle et ne permet pas de traiter le cas des grandes couches limites.
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Dans [MZ], nous remplagons ’hypothése de petitesse par une condition basée sur I’ana-
lyse d’une fonction d’Evans. Les fonctions d’Evans ont été introduites dans 1’étude de la
stabilité des profils de chocs visqueux et des couches limites (cf [GZ], [ZH], [ZS], [Z], [S], [Rou]
et leurs références). Cette méthode trouve son origine dans I’étude des équations de réaction-
diffusion, voir par exemple [E1]-[E4], [J], [AGJ], [PW], [K]. Les fonctions d’Evans jouent
le role des déterminants de Lopatinski dans le cas des problemes aux limites & coefficients
constants. Si elles ont un zéro dans le demi-plan ouvert, le probleme est fortement instable
et lorsque qu’elles ne s’annullent pas sur le demi-plan fermé, on s’attend a ce que le probleme
soit fortement stable. Ceci suggerait que la bonne hypothese de stabilité devait étre formulée
a l’aide d’une fonction d’Evans. Ceci a été démontré dans [Gr-Ro] en dimension un et étendu
aux dimension supérieures dans [MZ].

L’analyse de [Gr-Ro] repose sur des intégrations le long des caractéristiques pour 1'équa-
tion hyperbolique et des estimations ponctuelles du noyau de Green de la partie parabolique.
En multi-D, ces deux ingrédients s’effondrent et la partie hyperbolique cantonne a ’emploi
de méthodes d’énergie pour obtenir des estimations a-priori. La partie centrale de [MZ]
concerne 1'obtention d’estimations L? (puis de type Sobolev) pour les équations linéarisées.
On les obtient d’abord par une réduction microlocale a une forme normale qui élimine la
variation rapide des coefficients au voisinage du bord, puis par une extension appropriée
aux problemes paraboliques-hyperboliques de la construction des symétriseurs de Kreiss.
La microlocalisation et la quantification des symétriseurs est faite a ’aide d’un calcul para-
différentiel adapté.

Les hypotheses sur les systemes (1.1) (1.2) sont les suivantes:

Hypothese 1.1. (H0) Les A; et Bjj sont des matrices réelles N x N, fonctions C* sur
un ouvert U* C RN qui contient lorigine; F est une fonction C>® de U* dans RN .

(H1) Il existe ¢ > 0 tel que pour tout u € U* et tout & € R les valeurs propres de
Eik:l ;& Bj(u) vérifient Re p > cl€]?.

(H2) Pour u dans louvert U C U* et & € R%\ {0}, les valeurs propres de Y & Aj(u)
sont réelles, semi-simples et de multiplicité constante.

(H3) 11 existe ¢ > 0 tel que pour tout u € U et tout ¢ € R? les valeurs propres de
i3 G A () + 30 €58k B) s (u) vérifient Re p > clé]?.
(H4) Pour tout uw € U, on a det Ag(u) # 0.

Remarques 1.2. 1. (H1) dit que la perturbation B(u,d) est uniformément parabolique.
Cela exclut les viscosités partielles, comme dans Navier-Stokes.

2. (H2) dit que L est hyperbolique lorsque u est dans U. Pour les applications, il est
effectivement important de permettre au domaine d’hyperbolicité U d’étre plus petit que le
domaine de définition U* : penser aux équations d’Euler avec des lois d’état non partout
convexes. En particulier, il n’est pas demandé que 0 € U.

3. (H3) est une hypothese de compatibilité entre L and B. Par exemple, si B = A, ,Id,
(H1) est triviale et (H3) est satisfaite deés que (H2) lest.

4. (H4) signifie que le bord {z = 0} n’est pas caractéristique pour L. Cela exclut les
équations d’Euler avec les conditions aux limites habituelles de vitesse normale nulle au
bord. Cette hypothese est absolument fondamentale dans I’analyse. Dans le cas de bords
caractéristiques, la nature du probleme change radicalement: la couche limite est d’ordre
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Ve au lieu de ¢, les équations internes & la couche sont des edp au lieu d’une edo, cf [Gu].
Dans le cas d’Euler, ces équations internes sont les équation de Prandtl qui donnent lieu a
des instabilités fortes, cf [Gr].

5. Un exemple important de probleme aux limites hyperbolique non caractéristique
est celui des chocs. Ce probleme a la difficulté supplémentaire que la frontiere est libre.
L’analyse ci-dessous est donc une étape préliminaire a 1’étude de la stabilité des profils de
chocs visqueux multi-D, cf les travaux en cours [GMWZ1] [GMWZ2].

2 La couche limite et les conditions aux limites pour le probleme
hyperbolique

On cherche des solutions asymptotiques de (1.2) de la forme

(2.1) uf(t,y,x) = Up(t,y,x,x/e) + Uy (t,y,x,x/e) + *Uy + - - -
avec

(2.2) Uk(t,y,z, z) = uk(t,y,x) + Ui (t,y, 2),

(2.3) Jim Ug(ty,2) — 0,

(2.4) ug(t,y,0) + U (t,y,0) =0.

La condition (2.3) implique que pour z > 0 Ug(t,y,x,z/c) tend vers uk(t,y,x) quand e
tend vers zéro. La condition (2.4) implique que Ug(t,y,0,0) = 0. En particulier, u® vérifie
la condition de Dirichlet (1.3) et tend vers ug dans {z > 0}. Reportant (2.1) dans (1.2), le
terme en ! conduit & 1’équation suivante pour Uy:

(2'5) Ad(U)azU - az(Bd,d(U)azU) =0.
En 2z =0, U(z) = uo(t,y,0) + Ui (t,y, ) doit aussi vérifier
(2.6) U(0)=0.

Done, ug(t,y,0), la valeur au bord de ug, est la limite en z = +o00 d’une solution de (2.5)
(2.6). Définissons:

C={pelU : (2.5)(2.6) admet une solution

(2.7) U € C([0,00[;U*) telle que p = lirf U(z)}

La discussion formelle ci-dessus suggere que les conditions aux limites appropriées pour le
probléme hyperboliques sont

(28) Ujg=0 € C.

cf [Gr-Gu](voir aussi [Gi-Se|, [Rou]). Pour démarrer la discussion nous supposons donnée
une famille de solutions de (2.5) qui relient 0 & un ensemble de valeurs limites en z = 4o0:

Hypothése 2.1. (H5) On se donne une variété lisse C C U et une application W €
C>®(C x [0,00[; RN telles que pour tout p € C, W(p,-) est une solution de (2.5)(2.6) qui
converge vers p en z = +00. En outre, il existe 6 > 0 et C' tels que pour tout (p,z) € C xR
on a |W(p,z) —p| < Ce .
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Dans [Gr-Gul, il est montré que si U contient 0, il existe au voisinage de 0 une unique
varité C et une unique connection W vérifiant 'Hypothese 2.1. En outre, les conditions
(2.8) sont maximales dissipatives, pour u petit. Dans le cas général, pour permettre des
couches limites de grande amplitude, on doit partir d’une connexion W. Nous remplacons
alors la condition de dissipativité par une condition de type Kreiss-Lopatinski.

3 La condition de Evans-Kreiss-Lopatinski

La condition de stabilité uniforme pour les problémes mixtes hyperboliques s’obtient de la
fagon suivante: on fixe un état p € C et on linéarise I’équation (1.1) autour de la solution
constante u(t,y,x) = p. On obtient ainsi un systéme a coefficients constants, qui apres
transformation de Fourier-Laplace en (y,t) devient probléeme aux limites pour un systéme
différentiel en x, a coefficients constants dépendant des parametres d’état p et de fréquence
neR et \=~+ir € C, avec y = Re\ > 0:

(3.1) d,u— Gp,n Na=f,  C(p,nNa0)=0

L’hyperbolicité implique que les valeurs propres de G ne sont pas imaginaires pures lorsque
v > 0. Les solutions bornées de 1’équation homogene sont de la forme

0= exG(pﬂ?v)\)d’ acE_(p,n,\)

ou E_(p,n, A) est 'espace engendré par les vecteurs propres généralisés associés aux valeurs
propres de G(p,n, A) situées dans le demi-plan {Rep < 0}. La condition de stabilité con-
siste & imposer que les problemes (3.1) soient bien posés, “uniformément” par rapport aux
parametres. Plus précisément le déterminant de Lopatinski est la fonction

(3.2) Dy(p,n, \) := det (E_ (p,m, A), ker C'(p,n, )\))

ou le déterminant est nul par convention si dimE_ + dimker C' # N et est obtenu en
prenant des bases orthonormées dans chaque espace dans le cas contraire. Le probleme
(3.1) est bien posé si et seulement si Dy(p,n, A) # 0, et la condition de stabilité uniforme
de Kreiss-Lopatinski s’écrit

3.3 inf Do(p,n, )| > 0.
(33) e Do)

On procede de fagon similaire pour le probleme (1.2)(1.3). Pour p € C, ce qui joue le
role de la solution constante p dans le cas hyperbolique est le profil de couche limite

(3.4) w(t,y,x) = W(p,z/e)

qui interpole entre la valeur 0 sur le bord x = 0 et I’état constant p a l'intérieur. En
négligeant le terme F'(u), I’équation linéarisée de ’équation (1.2) autour de w® s’écrit

d d
1 . : .
(3.5) (at +3 A0 ey B2, + gEﬁ)u =f, o =0,
=1

J,k=1

ou les coefficients Ag, Bg i €t E* sont des fonctions régulicres de W, 8. W et 62W. Ce sont

1

donc des fonctions C* de p et de la variable z = x/¢. Le terme en e~ vient des dérivations
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appliquées a w®. On peut donc a nouveau opérer une transformation de Fourier-Laplace en

~

(t,y). En notant u(y + 7,7, z) [resp. f(§ +i7,7, )] la transformée de Fourier Laplace de
U [resp. f] et ¢ = (7,7,%) les fréquences, (3.5) donne 1'équation

(= B ulp,2/)2 + Alp, 22, 0)0s + M (p,/fe, 0) )i =

ou A et M sont des fonctions lisses de p, z et ( = (7,7n,7) données par

d—1 d—1
M(z,p,Q) = (it + NI+ Y in AL+ Y nym B, + EF,
j=1 k=1

d—1
Alz,p,C) = A= Y ins(BL 4+ BY).
j=1

On note que A est d’ordre 1 en 7 alors que M est d’ordre 1 en (7,7) et d’ordre 2 en 1. Dans
les variables

(3.6) z:=ux/e, ¢(=¢eC
I’équation pour u = 4 s’écrit
(3.7) Lu= (=B 02+ A0, + M)u=f,  w.o=0,

avec f = ¢ f C’est un systeme différentiel ordinaire, dépendant des parametres p et (
comme dans le cas hyperbolique, mais qui est maintenant a coefficients variables.

La condition de stabilité faible consiste & demander que pour tout (p,¢) € C x R41\{0}
avec v > 0, le probleme Lu = 0, u(0) = 0 n’a pas de solution non triviale bornée. En
notant E_(p, ¢) 'espace des données initiales (u(0),d,u(0)) € CN x C¥ telles que la solution
correspondante de Lu = 0 est bornée pour z € R et I' Papplication (i, ) — @ de CN x CV
dans CV, la condition de stabilité faible revient & demander que C?YN =E_ @ kerI". Cette
condition est clairement nécessaire pour la stabilité du linéarisé (3.5): sa violation implique
I’existence de modes a croissance exponentielle.

La condition de stabilité uniforme demande en outre une uniformité du comportement
en (. A la différence du cas hyperbolique, £ n’est pas homogene en (. On doit donc tenir
compte non seulement du comportement lorsque v tend vers 0 mais aussi des comportments
lorsque ¢ tend vers 0 et I'infini. En particulier, le comportement en 0 est crucial: il faut se
souvenir que dans les variables originales, ¢ = eé , cf (3.6).

On définit

(3.8) D(p,¢) = det (E_(p, (), kerT) .

C’est la fonction d’Evans du probleme (L£,T") (cf [Z], [S]). Pour traiter convenablement
les hautes fréquences, il falut tenir compte de la quasihomogénéité parabolique. Notant

A(C) = (L+7%+~+2+|n|*)1, et Ja lapplication (u,v) — (u, A" v) dans C*, on introduit
lespace E_(u,() = JAE_(u, (). La fonction d’Evans modifiée est alors

(3.9) D(u,¢) = det (E_(u,(), ker T) .

Comme ker I' est invariant par Jy, les zéros de D sont ceux de D. De plus, lorsque ( reste
borné, il existe une constante C' telle que %|D| < [D| < C|D|, puisque dans le calcul des
déterminants, I'introduction de J, revient & un changement de produit scalaire dans C*V.
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Hypothése 3.1 (Condition de stabilité uniforme). Il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour uw € C et ¢ = (1,7,n) # 0 avec vy >0 on a :

(3.10) |D(u,¢)| > ¢

On renvoie a [MZ] pour des remarques et commentaires sur cette condition. La fonction
d’Evans D pour (1.2) (1.3) et le déterminant de Lopatisnski Dy du probleme hyperbolique
(1.1) (2.8) sont reliés. Pour |(| =1 on a

(3.11) D(p,=¢) = a(p)Do(p, () + O(e)
ou a(u) # 0 (cf [Rou], [MZ], [ZS] et la discussion apres (4.12)). On en déduit:

Théoreme 3.2. Sous les Hypothéses 1.1, 2.1, I’Hypothése 3.1 implique que le probléme
hyperbolique (1.1) (2.8) wvérifie la condition de stabilité uniforme de Kreiss-Lopatinski.

4 Analyse symbolique

Le point suivant de l'analyse est de traduire les conditions de stabilité en estimations.
Dans le cas hyperbolique, on obtient des estimations des solutions de (3.1) & l'aide de
symétriseurs de Kreiss (cf [Kr|], [Ch-P]), qui sont des multiplicateurs de Fourier. On se
propose ici d’esquisser la construction similaire pour les solutions de (3.7) qui est détaillée
dans [MZ]. Pour fixer les idées, disons que le but est de prouver les estimations suivantes:

Théoréme 4.1. Sous les Hypothéses 1.1,2.1 et 3.1, il existe C tel que pour tout ( € RH1
avec v > 0, tout u € H*(R,) et f dans L*(R,) vérifiant (3.7), on a

(4.1) B2|lull + hllozull < O f]-
Dans cet énoncé le poids h(() vérifie

(v +EPY? quand [¢] <1,
h(C)““{ «© quand |¢] > 1.

o (¢) = (> +~9* + \77|4)1/4 est le poids parabolique.

Il est commode d’écrire (3.7) comme un systéme du premier ordre pour U = *(u, d,u):

(4.2) 0.U=G(zp, QU +F,  TU(0)=0

o 0= (wygonr wggea ) #=(5) m(3) =

Comme W (p, z) converge vers p lorsque z tend vers +o0, les coefficients de G ont eux
aussi des limites:

avec

d—1 d—1
M>(p,¢) = (iT + NI+ Y injA;(p) + Y nmBjx(p)
j=1 k=1

d—1
A= (p,Q) = Aalp) = Y inj(Bja(p) + Ba;(p))-
j=1
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L’Hypothese 2.1 implique alors, avec une notation évidente, que 'on a:

G(2,p,Q) = G=(p, Q)| < Ce™,

avec d > 0 et une constante C' uniforme pour ¢ borné.
Un ingrédient fondamental de [MZ] est d’utiliser cette information pour conjuguer le
syteme (4.2) & un systeme a coefficients constants.

Lemme 4.2 (Réduction aux coefficients constants). Sous I’Hypothése 2.1, pour tout
(p, ¢) € CxR¥1L il existe un voisinage w de (p,C) et une matrice W(z,p,¢) C*> sur [0, oo[xw
tgls_que -

i) W et W= sont bornées et il existe 0 > 0 tel que

IW(z,p,¢) —1d| < Ce™
i1) pour tout (p,() € w, W(-,p, () vérifie
W = G(2)W(z) = W(2)G™.
Par la transformation
(4.3) Ur(2) =W zp.QU(2),  Fi(z) =W (z,p,Q)F(2)
le systéme (4.2) est alors équivalent au systeme a coefficients constants
(4.4) .U =G, QUi+ Fi,  Ti(p,Q)U:1(0) =0,

ot I'1(¢) := TW=10,p, ().

Le comportement asymptotique en z des solutions de (3.7) est donc donné par celui des
solutions de (4.4), donc par I'analyse spectrale de G*. Les solutions bornées de ’équation
homogene sont de la forme

Ui(2) = 97 POU(0), U1(0) € F_(p,¢)

ou F_(p, () est lespace engendré par les vecteurs propres généralisés associés aux valeurs
propres de G*°(p, () situées dans le demi-plan {Re < 0}. L’Hypothese (H3) implique que
pour ¢ # 0 avec 7 > 0, G a exactement N valeurs propres dans {Re < 0}. On a donc

(4.5) E_(p,¢) = W(0,p,OF (p, ()
et (cf [Rou], [MZ]):

Lemme 4.3. Sous les Hypothéses 1.1 et 2.1, pour p € C et ¢ = (1,m,7) # 0 avec v > 0,
E_(p,() est de dimension N et dépend de fagon C*° des paramétres (p, ().

En particulier, cela dit que I'on a le bon nombre de conditions aux limites dans le
probleme (3.7).
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Rappelons maintenant 1’essence de la “méthode des symétriseurs” pour une équation de
la forme:

(4.6) Opu=G()u+ f, Tu(0)=0.

Un symétriseur est une famille C'! de fonctions x +— S(z) telle qu’il existe des constantes
Co, h >0, c> 0, et C telles que

Ve, S(z)=5(x)" et |S(z)|<C

Vz, 2ReS(x)G(z)+ 0,5(x) > 2hId

S(0) > cld — C1I*T
On a alors:
Lemme 4.4. Si S est un symétriseur, alors pour tout u de classe C'' et a support compact
dans [0, oco].

02
(4.7) BllulFe e, + cluO) < =2 001 - Gulifaqg, ) +CiITu(O).

La preuve des estimations (5.3) repose sur la construction de symétriseurs pour G. La
construction est différente selon la taille des fréquences (.

1) Hautes fréquences. Dans ce cas, c’est le comportement parabolique qui domine.
Introduisons les “coordonnées polaires paraboliques a l'infini”:

C=(rm7)=(A2EA,072) avee A= (2497 + [pf)TE
de sorte que ¢ = (7,7,4) appartient & la “sphere” §¢:= {(#24+42 + |7|*) =1}. On a
M(z,p,Q) = A\°M(z,p,(,A)  A(z,p,() = A A(z,p,(,A)
ott M et A sont C™ en (z,p,C, ) pour A petit. On réduit G au “premier ordre” en posant
Uy = )flu, v = 0.

Alors (4.2) est équivalent a
(4.8) 0.Us = N 'Go(2)Us + F, TU(0) = uz(0) =0,

(20, ) X N

zZ, P56, = —14 -1 1 .

2 (Bi)"*M (B4

En A = 0, G se déduit uniquement de la partie parabolique B; ,0;0, de I'équation. Par
ailleurs, les coefficients de M et A sont des fonctions lisses de W (p,z) et on a

Q2(Z7p) éu )‘) = g~2(W(p) Z)7 57 )‘)

De plus w(p, -) prend ses valeurs dans un compact de &*. L'Hypothese (H1) implique que
le spectre de Go(w, z,0) reste dans un compact qui ne coupe pas l’axe imaginaire pur. Ceci
reste vrai pour A petit et il existe une matrice V(w, ¢, \), fonction C*° de ses arguments et

telle que
~ P 0
gy - [ I+
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ot les blocs Py sont de taille N et ont leur spectre dans un compact de {+Reu > 0}. On
construit alors un symétriseur S(w, ¢, A) de G sous la forme

~ 1« [ k1S 0 _
S:(V 1)( +O+ _ﬁs>vl

avec S1 symétriques, définies positives et vérifiant
Re (S+G+) > Id, —Re (S,G,) > Id.

En utilisant 'Hypothese 3.1 pour les hautes fréquences ¢, on montre qu’on peut choisir
k+>0et ko >0et C tels que

ReS(0,¢,0) + CT*T > 1d

On construit alors un symétriseur de A~1Gs sous la forme

(4.9) S(z,p,¢,A) = S(w(z,p),{,N)

1l vérifie

(4.10) 2Re (SA71Gs) + 0.8 > 227 1d — 9.8| > A\ '1d
(4.11) Sjo=o = 1d - CT'T,

la seconde inegalité dans (4.10) étant satisfaite pour A petit. En utilisant le Lemme 4.4 et
en remontant a U, on obtient I’estimation (5.3) pour A petit, c’est-a-dire pour |(| grand.

2) Moyennes fréquences. Autour d'un point ¢ # 0, avec v > 0, on utilise d’abord le
Lemme 4.2 et la conjugaison (4.3) pour se ramener a montrer les estimations (5.3) pour les
solutions de (4.4). L’équation est a coefficients constants et on construit les symétriseurs
comme simples multiplicateurs de Fourier.

L'Hypothese (H3) implique que pour ¢ dans un voisinage de ¢, le spectre de G*°(w, ()
ne rencontre pas I’axe imaginaire pur. Il existe V(w, ¢, A) telle que

—1,500 o P+ O
vigey— ()

ou les blocs Py sont de taille N et ont leur spectre dans un compact de {+Rep > 0}. En
utlisant ’'Hypothese 3.1, on construit un symétriseur S(p, () pour G=(p, () qui vérifie

Re (SG®) > 1d
S—o > 1d — CTiT .

La réduction aux coefficients constants a éliminé le terme incontrélable 9,S. En utilisant
le Lemme 4.4 et en remontant & U, on obtient l’estimation (5.3) au voisinage de tout point
Q#OtelqueZZ().

3) Basses fréquences. Habituellement, on néglige les basses fréquences. Ici il faut se
souvenir que 'on a fait la mise & 'échelle ¢ = eC (cf (3.6)) et donc le régime basse fréquence
en ( est en fait le régime primordial. On applique d’abord le Lemme 4.4 autour de ( =0 et
la conjugaison (4.3) pour se ramener & ’équation & coefficients constants (4.4). En ¢ = 0,
on a

N AL Id
G>(p,0) = ( 0 By g(p)Aalp) >
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On voit alors que zéro est une valeur propre de multiplicité N. Pour { petit, il existe donc
V(p,¢) telle que

(4.12) V7P, OG% (. OV(p, ) = ( H(ﬁ’ * P(g, ¢) )

ou P n’a pas de valeurs propres sur I’axe imaginaire pur et H(p,0) = 0. On construit des
symétriseurs séparément pour H et P. Pour P, on procéde comme ci-dessus pour construire
des symétriseurs Sp(p, () tels que Re SpP > Id. Pour H, on doit faire une analyse détaillée
autour de ( = 0. On passe en coordonnées polaires:

C=pC=p(F 7.7, p=IC, [Kl=1, Hp () =pH({D(p).

On remarque alors que le symbole H(p,¢,0) est exactement celui que 'on obtient quand
on opere la réduction par transformation de Fourier-Laplace de 'opérateur hyperbolique
L(p,0). C’est de la que vient essentiellement la relation (3.11). Suivant [Mé3] 'Hypothese
de multiplicité constante (H2) implique que I'hypothese de “structure de blocs” de Majda
est satisfaite et la construction de Kreiss fournit des symétriseurs S(p, ¢,0) pour H(p,¢,0)
(cf [Kr], [Ch-P], [Maj]). Ils vérifient en particulier:

Re (5(p,¢,0)H (p,¢,0)) > 71d.

Une partie technique importante de [MZ] consiste & étendre la construction de ces symétriseurs
aux perturbations H (p,(, p), pour p > 0 petit. On a alors

Re (S(p,¢, p)H(p,¢,p)) > (7 + p)Id.
Pour H = pr , on a donc
Re (S(p, ¢, p)H(p,¢,0) > (y+ p*)Id.

On voit apparaitre ici le poids h2(¢) = v + p? = v+ [¢|? de (4.1). Le symétriseur

(4.13) S = (v1y < S(p,ocap) SP((;’ 5 >V1

verifie donc

Re (S(p,0)G%(p,¢)) = h(¢)Id.

En utilisant ’Hypothese 3.1, on montre que 1’on peut aussi choisir Sp et S tels qu’il existe
une constante C' indépendante de (p, () pour laquelle

(4.14) S+ CIiTy > 1d.

On a donc construit un symétriseur pour G*°. On en déduit (4.1) pour les basses fréquences
(cf [MZ)).
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5 Stabilité linéaire et non linéaire

Le résultat principal de [MZ] concerne la stabilité uniforme en ¢ du probleme (1.2) (1.3).
Soit ug € W2([—Tp, Tp] x RY) vérifiant

(5.1) uo(t,y,0) € C, (t,y) € [=To, Tp] x R4

L’idée est évidemment d’appliquer I'analyse & une solution ug de (1.1) (2.8), mais on ne
retient pour le moment que I'information (5.1). Soit

ug(t,y,x) = W(uo(t, y, x), x/¢)
olt W est une extension convenable de W (définie initialement sur C x R4)). On écrit les
équations linéarisées de (1.2) (1.3) en uf sous la forme

(5.2) Pus (t, 2,01, 0 )u = f, Ujp—g=0.

Théoreme 5.1. Sous les Hypotheses 1.1, 2.1 et 3.1, il existe C et gy tels que pour tout
e €]0,e0] et tout f € L*([~Tp, Tp] x RYL), nul pour t < 0, Uéquation (5.2) a une unique
solution nulle pour t < 0. De plus

(5.3) lull 2 + VEIVyeullze +*21V] pull e < ClLfIlLe -
(Les normes L? sont prises sur [—Tp, Tp] x R%).

Donnons quelques indications sur la preuve. Comme pour les problemes hyperboliques,
il suffit de montrer des estimations & poids e~ pour 7 assez grand et pour des solutions
sur R x R? (cf [Ch-P]). On réduit (5.2) & un systéme du premier ordre en 9, pour U =
e " (u,e0,u) de la forme

1
OoU = =G(t,y, 2,00, 0y,7)U + F.
€
Modulo des erreurs petites devant le membre de gauche de (5.3), le symbole de G est

Gty,2,0) =G, u(ty,2) ), ¢ =(mm7).

Au paragraphe précédent, on a construit des symmétriseurs S(z, p, ) pour G(z,p, (). L’idée
est simplement de construire des symétriseurs pour G en quantifiant ces symboles en
opérateurs

x
S(t,y,x, Dy, Dy,v) = S(g,uo(t,y,x),eDt,EDy,sv) .

C’est ce qui est fait dans [MZ] en utilisant un calcul paradifférentiel tangentiel adapté.
Quelques remarques sur le cahier des charges de ce calcul. D’une part, pour les hautes
fréquences, les symboles on une quasi-homogénéité de type parabolique (cf (4.9)). On utilise
donc un calcul quasi-homogeéne. Ensuite, on voit que la quantification est semi-classique,
de type €D, , ce ne correspond pas aux dilatations associées a la quasi-homogénéité. Pour
rendre compatibles ces exigences, on a choisi de mesurer la régularité en (¢,y) des symboles
dans des espaces homogenes. Enfin, dans les basses fréquences, on voit apparaitre sur
certaines composantes des symboles

S(UO(tv Y, 1’), £7 EC)

9

(cf (4.13)) qui sont des symboles de type homogeéne (non semi-classique) en (. Il faut alors,
notamment pour utiliser (4.14)), vérifier la compatibilité et le bon recollement des calculs.
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Apres les estimations L2, on donne des estimations des dérivées. A cause de la couche
limite, il n’y a pas d’estimations uniformes pour les dérivées normales. C’est pourquoi on
se restreint aux dérivations tangentes au bord. Introduisons les champs:

Zo=0r, Zj=0,pourl <j<d-1, Z;= Oy

et les espaces de fonctions conormales

H™U) :={ue L*(U) : Zy, ... Zy,u e L*({U),
Vp <m V(ki,..., kp) €{0,...d}"}

De méme on définit les espaces WH en remplacant L? par L.
Supposons que ug vérifiant toujours (5.1) appartient maintenant & 'espace W2 ([~Ty, Tp) x
R%).
+

Théoréme 5.2. Il existe C > 0 et g tels que pour € €]0,e¢] et f € H™([—Tp, To) x R%)
nul dans t < 0, la solution nulle dans t < 0 de (5.2) appartient a 'espace H™ et vérifie

lullzen + VEIVyaulpen + 2V gullzon < C|Lf |12
Si en outre m > 2 + dzil et f € L®([~Ty, To) x RL), alors u € W? et vérifie
lullwe + elldsulw + e [0Fulle < C(Iflrem +ell fllz) -

Une fois établie la stabilité linéaire, on peut étudier la stabilité non linéaire. On se
contente ici de donner un théoréme de prolongement de solutions de (1.2).

Sous les Hypotheses 1.1, 2.1 et 3.1, le Théoreme 3.2 implique que 'on peut résoudre le
probléeme mixte (1.1) (2.8) avec des données initiales qui vérifient suffisemment de conditions
de compatibilité (cf [Maj], [Ra-Ma], [Mok]|, [Mé2]).

Supposons que u = 0 est solution aussi bien de (1.1) que de (1.2) dans ¢t < 0. Par le
Theoreme 3.2, en se donnant un terme source régulier fo nul dans le passé, on peut supposer
que l'on connait une solution ug € H*([—Ty, Tp] x Ri) de

L(ug, 0)ug = F(uy) + fo, Upz—o € C, ug=0for t <O0.

Supposons que les indices m et sg vérifient

- d+1 N 3d +1
m>—— so>m—+3——.
2 0 2
On g’intéresse alors au probleme
(5.4) L(u,d)u—e > 9(Bjr(w)dhu) = Fu)+ fo, Uz =0.

1<j,k<d

Théoréme 5.3. Il eziste eg > 0 tel que pour tout € €]0,¢] le problem (5.4) a une unique
solution u® définie sur [—Ty, Tp] X Ri et nulle pour t < 0. En outre,

[u® = wugllrem + lu = ugl[Le = O(e) -
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