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1 Introduction

On considere les équations d’Euler compressibles isentropiques pour un gaz parfait
(t> 0,2 € RY):

(1.1) Op + Z Ok(pug) =0 (conservation de la masse),
1<h<N

(1.2) O (pu;) + Z Ok (pugu;) +0;p =0, 1<i<N (conservation du moment),
1<k<N
ou p > 0 est la densité, u = (uq,...,uyn) la vitesse, et p la pression. On suppose que p est
2
une fonction de p de la forme p(p) =ap”’, a > 0,1 <y <1+ N On impose les conditions

initiales
(1'3> p(.%,O) = po(.l“), U(QZ,O) = Uo(x)
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On a les résultats suivants:

N
(I) Si po = p+ p1 avec p constante > 0, p; et ug € H*(RY) ol s est un entier > 5 +1
et min py > 0, on peut trouver une solution de (1.1), (1.2), (1.3) pour ¢ > 0 petit (cf.
[90)-
) -1 N R . N
i po , U , OU s est un entier > — + 1, on peut trouver un
(IT) Si pp > 0 et p,? € H: (RY), ou s est un entier > — + 1, on peut trouver une

solution de (1.1), (1.2), (1.3) pour ¢t > 0 petit (cf. [3]).

Par définition H?,(RY) est I'ensemble des v € H (RY) telles que sup, ||p,v||s < +00
pour toute ¢ € C°(RY), ott || || est la norme usuelle de H*(RY) et o, (y) = ¢(z — y).

En général, les solutions de (1.1), (1.2), (1.3) ne sont pas globales en ¢ > 0 (voir par
exemple [13], [11], [3], [2]). Dans le cas (I), en supposant N = 2 et po,uo invariantes par
rotation de centre 0, avec p; = g1, ug = €lig, o P,y € C(R?) et py + |divag| # O,
Alinhac [2] a montré que la durée de vie des solutions est de 'ordre de 5% si € > 0 est petit.

On tire de (1.1), (1.2) que

Oip _

(1.2") Oyu; + Z uROpu; + 0.
1<k<N P
—1
On peut symétriser le systeme (1.1), (1.2') en introduisant 7 = C;*/p/(p) on C; = %

Le systeme (1.1), (1.2") s’écrit alors

(14) 8t7r + Z u;ﬁk?r—l— Cl’/T Z 8kuk = O,
1<k<N 1<k<N
(1.5) Opu; + Z upOpu; + Ciroymr =0,1 <i < N,
1<k<N

et on considere les conditions initiales

(1.6) 7(2,0) = mo(z), u(z,0) = up(z).
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Cette symétrisation, due & Makino-Ukai-Kawashima [10], a été utilisée dans [3]. Dans [6],
[5] (cf. aussi [12]), Grassin-Serre et Grassin ont obtenu un théoréme d’existence globale en
t > 0 en faisant les hypotheses suivantes:

0%up € L®(RN) si |a| = 1, 0% € HHRY) si |a] = 2,

xleré&f;v dist (sp dugp(z),R™) > 0 (ou sp désigne le spectre);

(1.7) 7o € H¥(RY) et ||mol|s est petite,

N
ou s est un entier > 5 + 1.

Les résultats de Grassin-Serre et Grassin s’obtiennent en montrant que (m,u) est proche
de (0,u), ou @ est la solution de (1.4), (1.5) de conditions initiales (0,u¢). Le but de cet
exposé est de décrire un résultat du méme type, obtenu dans [4], pour une classe de
conditions initiales non lisses. Certains résultats globaux pour des solutions non lisses en

dimension 1, correspondant a la situation (I), sont contenus dans [8].

2 Enoncé du résultat

On va supposer que N = 2 et considérer des données initiales invariantes par rotation
autour de 0; donc my(Sz) = mo(z) et up(Sz) = Sug(x) pour toute rotation S de R? de
centre 0. On a

mo(z) = o(r) et ug(x) = Ao(r)g + Bo(r)x?, r=|z|,z" = (—x9,11).

L
On part de ugp(z) = 1210(7’)E + Bo(r)x— vérifiant les conditions de (1.7) avec s = 3, et on
T r

considere deux petites perturbations u(()l),ugf) de g, invariantes par rotation autour de 0.

On suppose que

S0 — o)+ Y 1107w — )]z < e,

o<1 |af=2

j =12 oue > 0 est assez petit. On se donne 7T(()j)(.’17) = H(()j)(?") > 0, 7 = 1,2, telles que

||7r((]j)||3 < cet H(()j)(r) > Coe si 0 < (—1)(r — 1) < C¢, avec Cy > 0 et avec C' > 0
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assez grand. On pose (mg,ug) = (W(()l),u(()l)) sir <1, (m,ug) = (W(()Q),u((f)) si r > 1. On écrit

L
uo(z) = Ao(r)g + Bo(r)x?, mo(z) = Ip(r), et on suppose que

0 < [Ag £ 1Ip)(1) < Cae?, |[Bo](1)| < Cse,

ou [h](1) signifie lim A(r) — lim h(r) et Cy,C5 sont des constantes > 0 suffisamment petites.
r31 rSi1
On a alors le résultat suivant

Theorem 2.1 ([4]) Il existe une solution faible de (1.1), (1.2) invariante par rotation
autour de 0, globale ent > 0, telle que pli—g = éﬂé/cl, U|mo = g, 0t C' = Cll/cl(a”y)_l/wl.
Cette solution présente deux ondes centrées (dans les variables (r,t)) et une disconti-

nuité de contact. De plus p est toujours > 0.

3 Construction de la solution pour ¢ > 0 petit

La ou la solution est lisse, (1.4), (1.5) impliquent que

A

(3.1) I, + ATl + C{II(A, + =) =0,
r
B2
(32) At + AAT + 011_.[ H'r - 7 — 0,
AB
y+1 3—7 .
Posons Ry = A—1I, Ry = B, Rs = A+1I, a = T b= Y Le systeme (3.1),
(3.2), (3.3) devient
R
(3.4) R+ A(R)R, — 2 (T ),
Ry
ot R=| Ry |, A(R) est la matrice diagonale d’éléments diagonaux A;(R),As(R),A3(R)
R3
Ri + R
avec A1(R) = aRy + BR3, Ao(R) = — A3(R) = PRy + aRs, et f(R) est qua-

dratique. Dans les variables (r,t), la solution qu’on va construire sera lisse sauf sur cing
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caractéristiques 37,31,39,33,5% issues de (1,0). 3; est associée a A;(R) et X7 a Ax(R).
De plus si ¥; a pour équation r = X;(¢t) et ¥j a pour équation r = X/ (¢), on aura
Xi(t) < Xi(t) < Xo(t) < Xs(t) < Xj(t) sit > 0.

Soit (70 u®), j = 1,2, la solution lisse de (1.4), (1.5) valant (7§’ ul’) si t = 0.
46) _ 110)

L
Ecrivons 70 (z,t) = I (rt), uV)(z,t) = A(j)(?n’t)erB(j)(r?t)x_’ RU) — BU)
r T
A 4 10)
Soit » = X;(t) la caractéristique issue de (1,0) et associée a A;(RM); soit r = X (t) la

caractéristique issue de (1,0) et associée & As(R®). On vérifie que, sous les hypotheses
du Théoreéme 2.1, on a X;(t) < Xi(t) si t > 0 est assez petit. On prendra R = R si
r < Xi(t), R=R® sir > X;(t). Si T est assez petit et ¢t < T, on construit ensuite X
(dont on appelle 3, le graphe) avec X (t) < Xi(t) < Xj(t), et R pour X;(t) <r < X;(t),
de sorte que R soit une l-onde centrée entre ¥} et 3. Cela signifie (cf. [7], voir aussi
[1] pour le cas multidimensionnel) qu’il existe un difféomorphisme ¢ : {(r,t),X;(t) < r <
Xi(t), t € (0,70} — [§1.6] x (0,T) tel que ¢~ (§,t) = (g(&:t).t), out t — g(&,t) est une

1-caractéristique partant de (1,0) avec une pente &:

(3.5) 9:(&:t) = M (R(g(&:1).1),

et telle que
(3.7) Ge>0sit>0, glent) = Xi(t).

On demande que w : (§,t) — R(g(&,t),t) soit lisse jusqu’en ¢ = 0. (3.4) s’écrit

%}M@w- _ LWy ey
3

J q ) >

(38) (9twj +

Sous les hypotheses du Théoreme 2.1, (A; — Ay)(w(&1,0)) > 0 si j > 2. On en déduit a
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I'aide de (3.5), (3.6) que 'on doit avoir
§{ — Blas)

(3.9) w(£,0) = o ,

as
avec ag,a3 € R. D’autre part, R doit étre continue au travers de X7j si ¢ > 0, donc en

particulier
(3.10) wi(€1t) = RV (X[(1)1) sij > 2.

Vu (3.9) et (3.10), on doit donc avoir

(3.11) wen = o, |-

ou Ry = lim Ry(r). En vertu des résultats de [7], si {&, — & et T sont suffisamment petits,
rS1
on peut trouver g,w satisfaisant

(35/) gt(fvt) - Al(w(§7t>>’

(3.6), (3.7), (3.8), (3.10), (3.11) si € € [£1,&), t € [0.T).
On vérifie que lorsque j > 2, 0,R;(g(£,t),t), possede une limite si ¢ 2 0, mais que

1
Op Ry ~ n sit = 0.0n a aussi que & = Ay (Ry).

L—&
D’autre part lim R(X;(t),t) = limw(&,t) = w(€2,0) = Ry + (O; . On choisit
t30 t30
0
- (B
& tel que 22—>1 = [(Ry)1](1) et on a alors lim R(X, (¢),t) = R, ou R = | (Ry)s | avec
o B _
to (R )s
(R
R = lim Ry(r). Posons RY* = | (R{)2 |. On construit de méme une 3-onde centrée
>
r=1i _
(Ry)s
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limitée par les caractéristiques r = X3(t) et r = X3 (t) (avec X1 (t) < X3(t) < X;(t)) telle

que lim R(X3(t),t) = RE7.
t0
On construit finalement R entre ¥; et X3, ayant la structure suivante: il existe une

courbe ¥y d’équation r = Xo(t) avec X;(t) < Xo(t) < X3(t) si t > 0 telle que R soit lisse

f(R)

jusqu’au bord entre X et 3 et entre X et X3; Ry +A(R)R, = entre X; et Xy et entre
Yo et X3; X est une caractéristique (associée a Ay(R)) tant du coté de X1 que du coté de
Y3; et le vecteur (p,u) correspondant a R est une solution faible de (1.1), (1.2). Il résulte
de ces exigences que 1'on doit avoir [Ry]y, = [Rs]s, = 0. (Si S est une courbe d’équation
r =Y (t), nous posons [f]s(Y(t),t) = Téi}r/rit) f(rt) — réi}f/ltt) f(rt)). Si [Ra]s, est # 0 en tout
point, on obtient une discontinuité de contact. Sinon, on montre que [Rs)y, = 0, et on a
une onde de gradient. Au moyen des résultats de [7], on peut construire R et X5 pour ¢ > 0

petit. On obtient ainsi finalement une solution faible pour ¢ > 0 petit et on vérifie que II

est toujours > 0.

4 Existence globale
Pour obtenir I'existence globale, on démontre le résultat suivant.

Proposition 4.1 Supposons que T' > 0 et que pour 0 <t < T, on ait une solution faible
ayant la structure décrite dans la section 3, c’est-a-dire formée de (uM 7)), (u® 7(?)
d’une 1-onde centrée, d’une discontinuité de contact (ou d’une onde de gradient) et d’une
3-onde centrée. Soient X7,31,%9,23,2%5 comme dans la section 3. Alors, si 0 < Ty < T,
on a VR € L™ (hors des ¥; et des X7) pour To < t < T, I1 > 0 pourt < T, et si

b; = lim X;(t), by = lim X} (t), on a bj < by < by < by < b3
tST tST

On vérifie qu’on peut alors prolonger R (et les ¥;, ¥5) pour t < T+ (ot § > 0) en
une solution de méme structure, ce qui permet de prouver le Théoreme 2.1. Il reste donc a

démontrer la Proposition 4.1. La fin de cet exposé est consacrée a une esquisse de la preuve
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de la Proposition 4.1.
A gauche de 37 et a droite de X3, on a des estimations de [6], [5] ou qui s’en déduisent

facilement. Soit (0,u) la solution de (1.4), (1.5) valant (0,a¢) si ¢ = 0. On a

(4.1) [ —a| + ) <

ot (t) = 1+t Sia(zt) = fl(r,t)% + B(r,t)x?, on a par (4.1):

dXy -
1) = A (0.0) + F0),
05 . * *
avec |F(t)| < -———. Ceci permet de montrer que X7 est globale en t > 0 et que Xy (t) ~

()

t). On a un résultat analogue pour X;. Encore faut-il montrer que X7 ne recoupe par 3.
g 3 1 3

Posons R; = Asii=13, Ry = B, 2= R— R. (3.4) implique que

(4.2) 2+ (A+A(2)z + Mz = f(z)’
r
ol
y—1A 2B - 4—1A
AT - - 7'_—_
+ 4 r r s 4 r
1 - B A _ B
M = (B, +— S B+=
2( +r)7 T 2( +r)7
- 9-—1A 2B - 7—1A
A — —— - A+ ——
b 4 r T + 4 r
T 2-7
1 2 2 .
= — 0 1 0 + M:;
w| o,
2-v , 7
2

pour tout C' > 0, il existe C' > 0 telle que |M]| < si 7 > C(t). Ry et Ry sont

.
(t)*
continues si t > 0 et les A;(R) ne dépendent que de R; et Rs. Donc les A;(R) sont méme

localement lipschitziennes si ¢ > 0. Introduisons les fonctions r;(s,rt), 1 <i < 3, telles que

or; T ,
a—r(s,r,t) = (A+A;(2))(ri(s,1,t),s), ri|ls=¢ = r. Donc s — (r;(s,r,t),s), s < t, paramétrise la
s
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i¢ caractéristique rétrograde issue de (r,t). Posons D(Tl) ={(r3(s,r,t),s)(rt) € L1t <T,0<
s <t}, DY = {(ri(s,rt),8),(rt) € S5t < T0 < s < t}, Dr =DV UDP U {(rt), X7 (t) <
r < X3 (t)}. On peut montrer que si (ry,0) € Dr, alors |rg—1| < Ce, ou C est indépendante
de T'.

Posons z;(t) = sup |z(rt)|. Exprimant (4.2) et les conditions initiales de z sous
(Tvt)GDT
forme d’un systeme d’équations intégrales le long des caractéristiques rétrogrades entre le
Z(s)
temps 0 et le temps ¢, on voit qu’on peut majorer z; par Z; ou | Za(s) |, 0 < s < t,
Z3(s)
est solution d'un systeme d’équations différentielles ordinaires de type Riccati. Grace a la

structure de M, on obtient ainsi des majorations de la forme

Ce 1] < Ce
ORI

W

Pour estimer 0,z, on peut penser a dériver (4.2) par rapport a r 1a ou c’est possible et a

|21] + |22] <

procéder comme pour z, en remplacant (4.2) par un systeme de la forme
(4.3) (0 + (A+ A(2))0,)0,2 + M*0,2 = F*(r,2,0,2),

ou M* est une matrice indépendante de z (et des dérivées de z) et F'™* est quadratique en
2,0,z. Considérons par exemple le cas ou X7 (t) < r < X;(¢). Sij > 2, on peut effectivement
procéder pour 9,z; comme on I'a fait pour z;, car [0,z;]zx = 0. Mais 0,21 (r1(s,m,t),s) ~ B si
s = 0. Ceci conduit & fixer £, > 0 et & intégrer (4.3) le long des caractéristiques rétrogrades
entre ty et t. Seulement |0,21(7,ty)| n’est pas petit si X (ty) <7 < X;(tp). Néanmoins on
peut démontrer le résultat suivant on Dy = {(r,t) € Dr, r < X;(t)}.

Proposition 4.2 Posons Z(rt) = (t>72 10,2 (r,t)| + ()20, 22(r,t)|. Alors il existe C,5

i=1,3
(indépendantes de ty) telles que

sup  Z(rt) <C( sup  Z(7to) +eto)' )
{(T,t)GDT,t>t0} {f,(F,t())EDT}
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des que

(t)"( sup  Z(Fto) + (ko)) < 6.
{f,(F,tO)EDT}

[(Ro)](1)

On montre alors que si € est petit et si 2 < petite constante strictement
positive, on peut trouver t,,C' > 0 telles que, si T > t, Z(Tty) < C lorsque (7,to) € Dr,
ol (tg)' =7 (C 4 £(to)' ™) < 6. Ceci s'obtient en utilisant 1'éclatement (r,t) — (&,t) décrit &
la section 3. Grace a la Proposition 4.2, on obtient alors une majoration globale pour Z
dans Dy sit > t). Si0 <t < T <tyhousi0 <t <ty <T, 'éclatement permet aussi
de controler (t)7 |0z, (r,t)| + (£)?0,22(rt)| + (£)7]0,23(r,t)| lorsque X7 (t) < r < Xi(t).
On obtient également que (r,ti)réfD i II(r,t) > 0. On procede de fagon similaire avec la 3-onde
centrée. Finalement, on peut aussi, si t < T, estimer 0,z entre ¥; et Y5 et entre Yy et Y3
par intégration de (4.3) le long des caractéristiques rétrogrades (limitées a 3, U ¥3). Pour
cela, on doit estimer [0,z;]s,, i # 2. Or on peut calculer explicitement [0,zi]s,, ¢ # 2, &
partir des équations (1.1), (1.2), ce qui permet finalement d’estimer 0,z et de montrer en
meéme temps que, si ¢t < T, inf IT est > 0 entre X1 et Yy et entre X et X3. Enfin, on vérifie

les inégalités strictes annoncées sur les b; et les b. Ceci termine 1'esquisse de la preuve de

la Proposition 4.1.
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