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1 Introduction

Nous présenterons ici quelques résultats récents ainsi que des probléma-
tiques ouvertes concernant deux équations d’évolution, a savoir 1’équation
de Gross-Pitaevskii

Ou, 1 2 N
i = Au. + 6—2u5(1 — |ugl?) dans RN x RT (NLS)
us(x,0) = u(x) sur RY x {0},
et I’équation de Ginzburg-Landau parabolique
Oues 1 2 N o, R+
5 = Au, + 5—2u5(1 — |ue|®) dans RY x R (PGL)
us(x,0) = ud(x) sur RY x {0}.

Quelques remarques et précisions s’imposent d’emblée. Premierement,
nous considérerons essentiellement le cas N > 3, le cas de la dimension
deux d’espace donnant lieu a des résultats sensiblement différents pour ce
qui sera notre propos. Deuxiemement, les fonctions u. envisagées seront
A valeurs complexes u. : RN x RT — C, il s’agit donc en réalité de deux
systeémes, chacun étant couplé par le biais du terme |uc|. On pourra noter que
I'équation (PGL) garde tout son sens pour des fonctions a valeurs vectorielles
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ue : RV x RT — RF ot k est un entier quelconque. Cette possibilité ne
sera pas envisagée ici. I.’équation de Gross-Pitaevskii (NLS) en revanche est
particuliere au cas complexe. Enfin et troisiemement, on pourra se demander
la raison de la présence du parametre réel € apparaissant comme un facteur
de pénalisation dans (PGL) et (NLS). Remarquons a ce sujet que si u. vérifie
une des deux équations (PGL) ou (NLS), alors la fonction remise a échelle
définie par v(z,t) = u.(ex,e2t) vérifie 'équation correspondante ol le facteur
E% a été remplacé par 1. Dans ce sens, le choix du parametre € correspond
donc a un choix d’échelle. La raison pour laquelle nous choisissons de le
garder dans les équations est di au fait qu’une bonne part de notre analyse
se concentrera sur 'asymptotique € — 0.

La version stationnaire de (PGL) et (NLS) est souvent appelée I’équation
de Ginzburg-Landau, et son analyse asymptotique lorsque ¢ — 0 a été lar-
gement considérée ces dernieres années, notamment depuis les travaux de
Bethuel, Brezis et Hélein [4]. Nous renvoyons a [4, 5] pour une bibliographie
et un historique détaillés concernant le sujet.

L’énergie de Ginzburg-Landau

Vul? (1 - Ju]?)?
Ee(u) = /]RN 9 + 482

joue un role fondamental pour chacune des ces équations. Sa particularité

la plus marquante est la non-convexité du terme potentiel de pénalisation
1—z|2)2 . . .. s s 12
Ve(z) = %, qui atteint son minimum non pas en un point isolé de C
mais sur la variété non simplement connexe S C C. Les physiciens parleront
ici de dégénérescence de la variété du vide. Nous nous intéresserons unique-
ment aux solutions qui, pour € fixé, sont d’énergie finie, et par conséquent

nous restreindrons notre analyse au cas des conditions aux limites

|ue (z,t)] — 1 quand |z| — +oo. (CL)

2 Concernant ’équation de Gross-Pitaevskii

D’un point de vue mathématique, (NLS) est une équation de Schrédinger
non linéaire. En raison des conditions limites (CL) que nous adoptons ici, le
probleme de Cauchy lui correspondant n’est pas standard. En particulier, a
notre connaissance aucun résultat ne traite le caractere bien posé de (NLS)
dans ’espace d’énergie naturel

X = {ue HE(RY) t.q. Bo(u) < oo}
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Toutefois, il est plus standard de montrer que (NLS) est bien posé dans
I'espace affine (1 + H'(R™)) N X (la constante 1 pouvant bien siir étre
remplacée par n’importe quel nombre complexe de module égal & un).

D’un point de vue formel, (NLS) est un systeme Hamiltonien qui possede,
outre I’énergie F.(u), une deuxiéme quantité conservée par le flot, & savoir
le moment vectoriel

p(u) = /RN (tu,Vu).

Ici et dans la suite, la notation (.,.) se réfere au produit scalaire usuel dans
R? ~ C. Notons que a priori la quantité p(.) est mal définie dans X.

Nos résultats pour (NLS) concernent 'existence de solutions particulieres
ayant la forme d’ondes progressives. Il est plus ou moins attendu que celles-
ci jouent un role important dans la dynamique globale de (NLS), mais cette
derniere problématique semble beaucoup plus difficile a traiter.

Pour préciser les choses, nous dirons qu'une onde progressive est une
solution de (NLS) de la forme

us(x,t) = Us(x1 — Ctixg, -+ xN), (1)

oit C > 0 est la vitesse de l'onde et U, : RN — C son profil. Le choix
de la direction de propagation a été arbitrairement fixé suivant la premiere
coordonnée, mais I’équation est invariante par rotation. On vérifie aisément
que u. est solution de (NLS) si et seulement si le profil d’'onde U, est une
solution de I’équation
U
8.1‘1
Afin de décrire notre résultat principal, il est utile de considérer, dans
les coordonnées cylindriques (z1,r,0), o 1 :=4/z2+ 422, la spheére unitaire
S = {(0,1,8)}, et dans le demi-plan supérieur Hy := {(z1,r), r > 0},
I'opérateur

. 1
iC :AUE+€—2U€(1— |U%). (2)

LW =rN=29, (r*No,w) 4+ 02, 0.
Le probleme linéaire

LY = 279, qg=1(0,1)
U(21,0) = 0

possede une solution unique ¥, qui soit bornée a l'infini. Moyennant un
éventuel changement de phase, il existe également (voir [4]) une unique fonc-
tion w, € C*(H+ \ {q}), telle que |w.| =1 et

(w x%w o Ow*) B (_6\11* 8\11*>
T 0x T or ) or "0z )"
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Ici et par la suite, a X b := a1by — a2by représente le produit extérieur de
deux vecteurs a,b € R? ~ C. Enfin, nous définissons la fonction U, par

Ui(21,7,0) := wa(x1,r).

Celle-ci est réguliere en dehors de S, a symétrie cylindrique, et prend ses
valeurs dans le cercle S'. En particulier, en dimension d’espace N = 3, U,
est singuliere le long d’un cercle. Nous avons alors le théoréme suivant.

Théoreme 1 ([6]). Il existe g > 0 tel que pour chaque 0 < € < ¢ une
solution U, de (2) existe pour un certain C = C(g) vérifiant

C(e)
flog <]

— N -2 quand € — 0, (3)

et, notant E(¢) := E(U:), P(¢) := p(U:), nous avons

P E
(6) :‘BN_I‘, (6) —>‘SN_2‘, (4)
27 m|log €|
et
|Ue(z)] — 1 quand |z| — +oo. (5)

De plus, pour chaque k € N,
U. — U, dans CF. RN\ S9). (6)

Un moyen simple et intéressant de “visualiser” ces ondes progressives
consiste a utiliser le parallele suivant avec la mécanique des fluides. I1 consiste
a réécrire I'équation au moyen des variables polaires (processus fréquemment
référencé comme transformation de Madelung dans le contexte),

U.(ez,6%t) = /pexp(iyp),

qui fait sens tant que le module de U, ne s’annule pas. Dans ces nouvelles
variables p et v := Vi, 'équation (NLS) se transforme en

% + div(pv) =0,
e @) ey, O

Hormis le dernier terme, on reconnait la ’équation d’Euler pour un fluide
compressible avec loi de pression p = p?/4.

Revenant a 1’énoncé du Théoreme 1, on peut des lors affirmer que le
champ de vitesse correspondant aux ondes progressives que nous obtenons
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se concentre (apres dilatation d’un facteur 1/¢) sur un cercle de rayon unité
perpendiculaire a la vitesse de propagation, et reste uniformément borné
localement en dehors de ce cercle. On peut également montrer que la circu-
lation de la vitesse le long d’une courbe dépend uniquement de son nombre
d’enlacements avec ce cercle limite. De maniére imagée, le profil de vitesse
est donc tres similaire a ce que I'on entend habituellement par un “anneau
de fumée”.

Le terme additionnel apparaissant dans le membre de droite de (7)
est souvent mis en correspondance avec la “pression quantique” dans la
littérature physique. Il semble qu’il soit aussi sensé représenter des effets de
capillarité dans certains modeles de mécanique des fluides.

Notons également que les solutions de (7) qui proviennent de (NLS) sont,
en raison de la définition méme de la vitesse comme gradient de la phase,
des écoulements potentiels, au moins localement autour d’un point ot U, ne
s’annule pas. Dans le cas incompressible, de tels écoulements seraient par
conséquent sans vorticité (la vorticité w étant définie comme le rotationnel de
la vitesse v); la “vorticité” des écoulements correspondants aux solutions du
Théoreme 1 prend son origine dans le caractere compressible, et se concentre
précisément aux endroits ou la densité tombe a zéro.

Une autre conséquence du fait que la vitesse soit le gradient d’une phase
est la quantification déja mentionnée de la circulation de la vitesse v le long
de n’importe quelle courbe v ou U, ne s’annule pas:

/ﬁ-?dl:%k kel
Yy

Cette propriété est caractéristique de la plus large famille des fluides quan-
tiques.

Concernant I’équation d’Euler incompressible, I'existence d’ondes pro-
gressives ayant la forme d’anneaux de vorticité (comme des anneaux de
fumée) avait déja été remarquée par Helmholtz en 1858 [10]. Plus tard,
Lord Kelvin put calculer de maniere asymptotique les relations entre le
rayon, la section et la vitesse de propagation de ces anneaux de vorticité.
Ce n’est qu’en 1974 que Fraenkel et Berger [9] ont établi ces résultats de
maniére rigoureuse, ensuite complétés par Ambrosetti et Struwe [2]. II serait
intéressant de considérer le cas compressible sans terme de pression quan-
tique, & notre connaissance il n’existe que des études numériques (voir par
exemple [19]).

Nous reviendrons plus tard sur la possibilité de dire davantage de choses
sur le systeme complet (NLS) et pas seulement sur ses ondes progressives.
Avant cela, voyons d’abord ce qu'il en est pour le cas parabolique de (PGL).
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3 Concernant I’équation de Ginzburg-Landau pa-
rabolique

En raison de son caractere régularisant bien meilleur en comparaison
a (NLS), I'"équation (PGL) est bien posée dans l’espace d’énergie X. En
revanche, contrairement au cas Hamiltonien de (NLS), I’énergie le long du
flot de (PGL) n’est plus constante mais décroit suivant la loi

2
(x,t)dx dt = Ec(us(-,T1)) YO0<Ty <Th.

(8)
Nous nous plagons dans la situation o la condition initiale u? vérifie la
borne uniforme

Tz Ou,
B+ [ 1T

E-(u?) < Molloge|. (Ho)

Notons que les anneaux de vorticité obtenus pour ’équation de Gross-
Pitaevskii (NLS) dans le Théoréme 1 vérifiaient une telle borne d’énergie.
D’un point de vue heuristique, on peut dire sans trop se tromper que ce
régime est celui pour lequel la vorticité peut apparaitre sous forme de fila-
ments isolés (dans le cas de la dimension 3). En dessous de se régime on ne
voit pas la vorticité (au moins a I’échelle 1), et au dessus la situation est
plus compliquée, les vortex pouvant s’agglutiner entre eux pour donner des
structures de plus grande dimension. Une analyse rigoureuse de ce dernier
régime des hautes énergies reste a accomplir pour le cas N = 3, le cas de
la dimension 2 ayant été abordé dans les nombreux travaux de Sandier et
Serfaty (on pourra consulter en particulier [22] et [23]).

Dans cette étude, nous placerons notre attention sur la limite asympto-
tique, lorsque € — 0, des mesures de Radon j. définies sur RY x [0, 4 00)
par
ee(us(z,t))

|loge|

et de leurs sections & temps fixé pu! définies sur RY x {t} par

ee(ue(w,t))
llog £|

Ma(xvt) = dx dt,

pt(z) =

i

de telle sorte que . = pt dt. En raison de I'hypothese (Hp) et de la décroissance
de I'énergie exprimée par (8), nous pouvons supposer qu’apres passage éventuel
a une sous-suite €, — 0, il existe une mesure de Radon pu, définie sur
RN x [0, + 00) et telle que

Phe — [ faiblement au sens des mesures.
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De plus, utilisant un argument di a Brakke [8] et 1ié au controle des dérivées
en temps, nous pouvons supposer sans perte de généralité que pour une
méme sous-suite €, — 0 et pour chaque ¢t > 0,

pt — ot faiblement au sens des mesures sur RY x {t}.

Nos résultats principaux décrivent dans un premier temps des propriétés
de régularité de i, et ensuite ’évolution des mesures u!. Tout d’abord, nous
avons le théoreéme de structure:

Théoréme 2 ([7]). Il existe un sous-ensemble ,, de RY x (0, + 00) et une
fonction & valeurs réelles régqulicre @, définie sur RN x (0,4 00) tels que les
propri€tés suivantes soient satisfaites :

i) 2, est fermé dans RY x (0,4 00) et pour tout compact K C RN x (0,+

00) \ Xy

|ue (z,t)] — 1 uniformément sur K lorsque € — 0.
i1) Pour chaque t > 0, ZZ =3, NRY x {t} vérifie la borne
HN2(!) < K M.

i) La fonction ®, vérifie I'équation de la chaleur sur RN x (0, 4 o).
iv) Pour chaque t > 0, la mesure u' se décompose de maniére exacte

comime
il = [VEPHYN + 0, yH L, ©)

ot O, (-,t) est bornée.
v) Il existe une fonction positive n définie sur R} et telle que, pour
presque tout t > 0, ’ensemble EZ est (N-2)-rectifiable et l'on a

t
_ t _1; M*(B(l',’l“))
@*(:C?t) - @N—Q(:U**vx) - }E}% CUN_Q’I"N_Q > n(t)a

pour HN=2 p.p. x € XL,

L’ensemble ¥, correspond au lieu de la concentration d’énergie, et est
donc de dimension N —2. Nous parlons de concentration d’énergie ici, et pas
de concentration de vorticité. En réalité, il n’est pas clair que nous puissions
intervertir ces deux termes sans ambiguité, la vorticité étant généralement
associée uniquement a la partie “topologique” (c’est a dire non effacable)
de I’énergie totale. Néanmoins, nous suspectons que seule cette partie to-
pologique puisse se concentrer durablement en vortex, mais une preuve
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mathématiquement rigoureuse de ce fait est toujours manquante et consti-
tuerait un réel avancement.

Une autre problématique ouverte et qui nous semble d’un intérét tout
particulier concerne la fonction ©, intervenant dans la décomposition (9),
qui représente la “densité de masse” des filaments. Alors qu’il est connu
que la densité de la vorticité est quantifiée (en l'occurrence 7 fois un entier,
on pourra pour cela se référer a [1] ou le lien entre 1'énergie de Ginzburg-
Landau et le Jacobien des applications correspondantes est étudié dans les
détails), pour la densité d’énergie nous n’avons obtenu que la borne inférieure
O.(z,t) > n(t) du point v). Ici aussi néanmoins, nous suspectons que méme
s’il y avait un écart de densité entre la vorticité et ’énergie, cette derniere
devrait également étre quantifiée. Nous n’avons pas de preuve de cette affir-
mation.

Passons maintenant & quelques éléments qui constituent d’une certaine
maniere les points de passage obligés de la preuve du Théoreme 1.

Pour commencer, I'impossibilité pour ’énergie de se concentrer sur des
objets de dimension inférieure & N-2 (par exemple des points en dimension
3) est une conséquence assez directe de la formule de monotonie exposée
dans le lemme suivant, que nous énongons ici pour les fonctions u., mais
qui s’étend de maniere immédiate aux mesures limites .. A cet effet, pour
(Tyoty) € RY x RT nous posons z, = (T4 tx) et pour 0 < R < y/t, nous
définissons la quantité

. 1 T — Ty
Ey(ug; 24,R) = N2 /]RN ec(ue(mty — R2>)6Xp(_‘47)dx' (10)

Le lemme qui suit est d & Struwe [24] dans le contexte du flot de la
chaleur pour les applications harmoniques.

Proposition 1. Nous avons

dEy ¢
dR

1

T

zR)| = / V. (ue (2,)) Gl — st — £.)de
RN x {t,—r2}

R=r

/ (2 = 22) - Ve +2(t — £)0u]? Gz — wast — £)dz, (1)
RN x {ts—r2}

ot G(x,t) représente, modulo un facteur multiplicatif 7N2 e noyau de la
chaleur dans RN x R :

G(z,t) = tN% exp(—'cfl—f) pour t >0
G(zt)= 0 pour t <0 .
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En particulier,

dEy,:

et Ey(z,R) est une fonction croissante de R.

Remarquons que le poids en Gaussienne intervenant dans la définition de
E, ¢ est essentiellement non négligeable sur la boule centrée en z, et de rayon
R. Par conséquent, la quantité E, . est a peu de choses pres équivalente au

quotient
1 ¢
— ) dx
v P

(modulo un facteur |loge|, et en négligeant aussi le décalage en temps ¢, —
t, — R?). Il n’est alors pas bien difficile d’obtenir la conséquence suivante :

Corollaire 1. Pour chaque t > 0 et x € RN, nous avons

t
B

sy RN—2 < +o00.

Autrement dit, la densité (N-2)-dimensionnelle de chaque mesure ! (t >
0) est bornée supérieurement en chaque point, et 3, ne peut pas contenir
de partie de plus petite dimension que N-2.

A Tinverse, montrer que ¥, ne contient aucune partie dont la dimension
se situe strictement entre N-2 et N nécessite un argument de type assez
différent, la formule de monotonie jouant dans le mauvais sens a certains
égards. L’un des ingrédients essentiels a cet effet est la proposition suivante,
qui est de type “singularité effagable”, et qui est a rapprocher de plu-
sieurs résultats antérieurs dans des contextes pas tres éloignés : le clearing-
out de Brakke [8] et Ilmanen [13] respectivement pour le mouvement par
courbure moyenne et pour ’équation d’Allen-Cahn, I’e-régularité de Schoen
et Uhlenbeck [21] pour les applications harmoniques, et ’eta-compacité ou
eta-ellipticité pour I’équation de Ginzburg-Landau dans le cas stationnaire
[4, 20, 15, 5]. Dans le cas de (PGL), un tel résultat a aussi été obtenu en
dimension 3 par Lin et Riviere [17] et en dimension 4 par Wang [25].
Proposition 2. Soit z, = (z4,t,) € RV xRT, 0 <e <1, R > /g, u. une
solution de (PGL) vérifiant E.(ul) < +oo, et 0 > 0 donné. Il existe une
constante n1 = m (o) > 0 dépendant seulement de la dimension N et du
choizx de o, et telle que si

|z~

|
)

L, ectuelat)yexp(- do < m[loge]. (13)
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alors
[ue (24t + R*)| > 1— 0. (14)

Le point essentiel a retenir de la proposition précédente est que si l’énergie
sur une boule de de rayon R est petite (en comparaison a |logel), alors au
bout d’un temps de I'ordre de R? le module de u, est “loin” de zéro. Il est &
noter néanmoins que cela ne signifie pas que le module de u. ne puisse pas
se réapprocher de zéro au méme endroit mais a un temps ultérieur !

Cela dit, 'importance d’une estimation telle que (14) réside dans le fait
suivant, lié au controle des phases, et qui constituera le second élément
essentiel vers la preuve du Théoreme 2. Si |u.| > 0, nous pouvons localement
écrire sans ambiguité u. = p. exp(igp.) ou le module p. et la phase ¢, sont a
valeurs réelles (la phase étant définie & un multiple de 27 preés). En termes
de pe et pe, 'équation (PGL) se rééerit

20

Py — div(p2Vipo) = 0 (15)

pour ce qui est de la phase, et

8(1 — ps)
ot

(1 - ps)

1
— A(l — pg) + T = P5|VS05|2 - (1 - Ps)pg (16)

2
pour le module.

Imaginons pour un instant que non seulement p. > 0 mais méme que
pe = 1 sur un ouvert U en temps-espace. Alors ’équation (15) n’est rien
d’autre que I’équation de la chaleur linéaire, et par des estimations standard
la concernant il suit que pour chaque compact K C U

V. |?
Vel e < ) [ V2L < camd), an)

de telle sorte que pour (z,t) € K

i / |Vg05|2
m N
r—0 1N JBeryx(ty |loge]

2
Comme d’autre part on a e.(u.) = % lorsque p. = 1, le calcul précédent

montrerait que la mesure p, évoquée dans le Théoreme 2 est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur K.

Dans le cas général, on ne peut évidemment pas s’attendre a ce que
pe = 1 sur un ouvert. Néanmoins, des lors que p. > 0, I’équation (16) force
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pe a se rapprocher de 1, d’autant plus que € est petit, et nous pouvons
prouver le résultat suivant :

Proposition 3. Soit B(xg,R) un boule ouverte de R™ et T > 0, AT > 0
deux quantités firées. Considérons le cylindre

A = B(zo,R) x [T.T + AT).

1

Il existe des constantes 0 < o < 5, et 3 > 0 dépendant seulement de la

dimension N et telles que si
lus| >1—0 sur A, (18)

alors

- (u) () < C(A) [ [ eatue) + 2o (19)
pour chaque (z,t) € A% = B(:L‘o,%) x [T+ ?’ATT,T + AT). De plus,
ec(us) = |V | + ke dans A%, (20)
ou les fonctions @, et k. sont définies sur A% et vérifient

0P,
ot

— AP, =0 dans A%, (21)

el poo(a, ) < C(A)EP, IVOcll7oe(n,) < C(A)Mplloge|.  (22)
2

o=

Il est important de noter que la proposition précédente ne fournit pas de
borne ponctuelle uniforme pour |Vu,| mais seulement une majoration ponc-
tuelle en terme d’une majoration intégrale (c’est précisément la signification
de (19)). En général, cette borne est divergente en ¢, et nous avons seulement
lestimation |Vue| < C+/|loge| en dehors du lieu de vorticité. Néanmoins,
(19) est du méme acabit que (17) et permet de déduire le caracteére diffus de
t« (dans le sens de absolument continu par rapport a la mesure de Lebesgue)
en dehors de XJ,.

Apres avoir brievement exposé les étapes principales qui structurent le
Théoréme 2, revenons maintenant a ses conséquences et a 1’évolution pro-
prement dite des mesures p’.

Au vu de la décomposition (9), ul peut étre scindée en deux parties. Une
partie diffuse |V®,|?, et une partie concentrée

vl = 0. (zt)HN P LY,
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De par l'affirmation iii) du Théoreme 2, nous savons déja que la partie diffuse
est gouvernée par ’équation de la chaleur. Le théoreme suivant éclaire le sort
de 1.

Théoréme 3 ([7]). La famille (VL),., évolue suivant un flot par courbure
moyenne, dans un sens assez faible introduit par Brakke [8].

Nous ne préciserons pas ici cette notion faible de flot par courbure
moyenne, mais renvoyons a [7] pour les détails. Rappelons toutefois qu’il
existe bien sir une notion classique de flot par courbure moyenne pour des
sous-variétés lisses de RYN. De maniére heuristique, ce flot correspond au
flot gradient inverse pour la fonctionnelle d’aire, c’est-a-dire au moyen le
plus efficace de décroitre celle-ci. Il est connu qu’un tel flot existe pour de
petits temps lorsque la donnée initiale est suffisamment lisse, mais il est
aussi connu qu’en général il génere des singularités en temps fini (sauf pour
des courbes dans le plan). Le comportement asymptotique ainsi que la for-
mation de singularités sont des sujets qui ont été étudiés depuis plusieurs
années, notamment dans les travaux de Huisken ([11, 12] et la bibliographie
s’y trouvant). Brakke [8] a introduit dans sa these de 1978 une notion faible
qui permet de continuer le mouvement apres I’apparition de singularités; elle
fait appel aux objets de la théorie géométrique de la mesure. En contrepar-
tie de cette plus grande généralité, la notion de Brakke souffre d’un défaut
assez génant lié a la forte non unicité des ses solutions. Alors que le flot clas-
sique possede une solution unique tant qu’il est défini, aucune solution du
flot de Brakke n’est unique! Bien que le flot par courbure moyenne possede
probablement de maniere “intrinseque” une part de non unicité lors de ’ap-
parition des singularités, la définition de Brakke est en un sens trop faible et
laisse la place a des solutions tres (trop) peu “physiques”. Il est possible de
renforcer cette définition tout en englobant toujours les variétés singulieres,
c’est ce qu’a fait Ilmanen [14]. Dans [7], nous étendons le Théoréeme 3 dans
cette direction. Enfin, il est important de mentionner qu’une version un peu
moins précise du Théoréme 3 avait déja été prouvée par Ambrosio et Soner
[3] modulo la vérification de I'hypothese cruciale qui est le point v) de notre
Théoreme 2.

4 Retour a I’équation de Schrodinger

On 'a vu, les résultats concernant I’équation (PGL) sont bien plus abou-
tis que ceux concernant 1’équation (NLS), pour laquelle nous n’avons fait que
montrer I'existence d’ondes progressives d’un type particulier. On peut se
demander si cette restriction est purement de caractere technique, liée au
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coté plus faible des estimations de Strichartz valables pour (NLS) en com-
paraison aux estimations paraboliques. Cela est certainement vrai pour une
part, et on s’attend a ce que ’équivalent du flot par courbure moyenne pour
(PGL) soit un flot par courbure binormale pour (NLS), un travail de Jerrard
[18] est d’ailleurs un premier résultat rigoureux dans ce sens. Dans le cas de
la dimension 3, ol rappelons le les vortex sont essentiellement des courbes,
la binormale est obtenue comme le produit vectoriel du vecteur tangent au
vortex avec le vecteur courbure. Pour se mouvement, un cercle se déplace
donc le long de I'axe perpendiculaire au plan dans lequel il se trouve, ce
qui est parfaitement cohérent avec les anneaux de vorticité obtenus dans le
Théoreme 1.

La petite observation suivante clot néanmoins 1’espoir de suivre un che-
minement similaire & celui suivi pour (PGL).

Lemme. L’équivalent de la proposition 2 n’est pas valable dans le cas de
léquation (NLS).

La preuve tres simple de ce résultat est basée sur I'existence méme des
ondes progressives du Théoreme 1. Il suffit en effet de placer au temps ¢t = ¢,
un tout petit anneau de vorticité loin du point x,, et dont la vitesse pointe en
direction de z,. Comme les petits anneaux sont aussi tres rapides (rappelons
que leur vitesse est de I'ordre de |loge| en vertu du Théoreme 1), on pourra

toujours s’arranger pour que cet anneau arrive en x, précisément au temps
t=t.+ R%

Ainsi, un résultat d’effacement de singularité parait bien plus ardu a
obtenir pour (NLS), au mieux son énoncé devrait étre pensé de maniere
différente. Cela ne signifie évidemment pas que tout espoir soit vain, mais
devrait au contraire susciter de nouvelles recherches!
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