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Du local au global : interpolation entre
données peu réguliéres et quantités conservées

Fabrice Planchon
Laboratoire d’Analyse Numérique, URA CNRS 189,
Université Pierre et Marie Curie,
4 place Jussieu BC 187, 75 252 Paris Cedex

Introduction

Lorsque I'on s’intéresse & une équation aux dérivées partielles d’évolution,
et plus particuliérement au probléme de Cauchy, la question la plus impor-
tante apres l’existence possible d’une solution est le comportement asympto-
tique de celle-1a. Explose-t-elle en temps fini, existe-t-elle pour tout temps,
quel est son comportement & temps grand 7 Si I’on laisse de coté les cas o1 'on
attend I’explosion sous une forme ou une autre, il existe essentiellement deux
facons d’aborder I'existence globale de solutions. La premiére consiste a préa-
lablement étudier la question de ’existence locale : on considére I’équation
aux dérivées partielles comme une équation différentielle dans un Banach,
et 'on applique alors le formalisme usuel des équations différentielles ordi-
naires (généralement, le théoréme de point fixe de Picard). Ensuite, il s’agit
de prolonger ces solutions locales globalement. Pour cela (en ignorant les
cas ot l'on dispose d’un principe du maximum), on s’appuie sur les lois de
conservation associées aux symétries de I’équation. Ces lois de conservation
donnent une borne a priori sur certaines normes de la solution, par exemple
dans H' (on se restreindra aux espaces de Sobolev pour simplifier la pré-
sentation). Plus généralement, on associe a ’équation une régularité s, qui
est la régularité Sobolev contrdlée par la conservation (il peut évidemment
y en avoir plusieurs). Il est donc nécessaire d’étudier le probléme de Cau-
chy pour des données au moins aussi peu réguliéres, c’est a dire des données
H?® avec s < s1¢. Or il existe toujours un niveau minimal de régularité qui
permette de résoudre par les méthodes EDO, appelons-le s., la régularité
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critique. C’est souvent la régularité correspondant aux invariances de chan-
gement d’échelle de I’équation (mais pas nécessairement, en particulier quand
elle serait négative). Lorsque s. < $.¢, le temps d’existence local dans H*Lc
est proportionnel & la norme de la donnée initiale, et en utilisant la borne a
priori sur H°L¢ de la loi de conservation, on peut donc globaliser les solutions
locales. C’est par exemple comme cela qu’on montre ’existence globale pour
I’équation des ondes sous-critique H', Ju+u® = 0 dans R x R3, [13]. L’avan-
tage de cette méthode est qu’elle donne non seulement I'existence, mais aussi
I'unicité. Dans le cas critique s. = s.¢, le temps d’existence dépend non plus
de la norme mais du profil de la donnée initiale, et il est nécessaire de recourir
a des arguments de non-concentration pour espérer globaliser les solutions
locales. Enfin, dans le cas (sur-critique) ol s, > $.¢, ce type d’approche est
sans espoir, mais on dispose alors d’une approche différente, basée sur les
méthodes de compacité. En utilisant la loi de conservation qui fournit une
borne a priori, et une approximation (de la donnée et de I’équation) réguliére,
on cherche a passer a la limite (faible) dans les termes non-linéaires pour ob-
tenir une solution globale. L’exemple historique est le cas des équations de
Navier-Stokes incompressibles (|18]). Le principal inconvénient de ces mé-
thodes est que I'on n’obtient pas 1'unicité : il est nécessaire d’étudier celle-1a
a posteriori, et généralement c’est un probléme trés difficile, I'équation de
la différence entre deux solutions perdant certaines des bonmnes propriétés
structurelles de I’équation de départ.

Le but du présent exposé est de revisiter les liens potentiels existant entre
la théorie locale et la présence des lois de conservation, au-dela de 'exemple
expliqué ci-dessus. On distingue donc trois situations :

— Le cas sous-critique, s. < s.c. Lorsque s, est effectivement 'indice de
I'invariance par changement d’échelle, on a alors existence globale pour
des données petites dans H*¢. Une question relativement naturelle se
pose, peut-on en quelque sorte "interpoler" entre 'existence globale a
grande donnée dans H°'C et 'existence globale a petite donnée dans
H?*¢7 J. Bourgain a montré qu’on pouvait effectivement montrer 1’exis-
tence globale & grande donnée dans un cadre sous-critique, pour ’équa-
tion de Schrodinger cubique défocalisante en dimension deux d’espace.
Ses résultats (et sa méthode) ont été étendus et généralisés a d’autres
équations dispersives, en particulier KAV ([7]). Nous proposons une ap-
proche alternative & la méthode de Bourgain, qui est en quelque sorte
plus simple. L’avantage de la simplicité est la probable robustesse de
la méthode dans différents contextes, 'inconvénient principal est qu’il
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ne semble pas possible de toujours égaler les résultats des méthodes "a
la Bourgain", et méme génériquement on s’attend & faire moins bien
qu’avec les méthodes plus sophistiquées développées dans [7]. Nous pré-
sentons dans la premiére partie I’exemple de ’équation des ondes cu-
bique, pour laquelle on retrouve les résultats antérieurs ([16]) inspirés
de Bourgain. Le détail de ces résultats se trouve dans [11].

Le cas critique, s, = s;¢. Supposons toujours que s. est I'indice du
changement d’échelle. Il existe des situations ou il y a existence globale
a données petites dans un espace plus grand que H* = H*'C, appelons-
le B.. Légitiment, on peut penser & interpoler entre H°LC et B.. Dans le
cas des équations de Navier-Stokes incompressibles en dimension deux,
nous avons effectivement montré qu’il y avait existence globale pour
toute donnée dans un espace d’interpolation entre L? et BMO~!. Nous
n’en parlerons pas ici et nous renvoyons a [12] pour un exposé détaillé
a ce sujet.

Le cas sur-critique, s. > s.c. Dans ce cas, on dispose éventuellement
d’une part de solutions faibles dans H®L¢, et des solutions petites dans
H?<. Une facon de donner un sens a une "interpolation" entre ces deux
résultats est de chercher & construire des solutions faibles pour des
données intermédiaires entre ces deux cas. C’est ce qu’a fait Calixto
Calderon pour I'équation de Navier-Stokes incompressible en dimen-
sion trois, dans |2, 1]|. Il a montré I'existence de solutions faibles pour
des données LP. Ce résultat a été retrouvé indépendamment par Lema-
rié et généralisé au cas de données L2 . ([17]). Ces travaux de Calderon
sont & l'origine des méthodes développées dans [11, 12, 10]. Dans ce
dernier travail, on s’intéresse a nouveau aux solutions a la régularité du
changement d’échelle. On se donne a priori une solution globale (avec
une donnée initiale qui n’est pas petite), et Pon étudie son comporte-
ment asymptotique. En utilisant les méthodes de [12] combinées avec
les propriétés des solutions petites, on montre que le comportement
asymptotique d’une hypothétique solution globale est nécessairement
le méme que celui d’une solution petite, et en particulier qu’une telle
solution est stable. En quelque sorte, tout comme pour les solutions
faibles de Leray qui sont connues pour étre réguliéres (et petites) aprés
un temps fini, les solutions fortes de Kato ne peuvent exploser qu’en
temps fini. Dans [10] nous avons exposé le cas trés simple H2 , hous pré-
sentons dans la seconde partie le cas L3. Les détails et la generahsatlon
au cadre des espaces de Besov pourront étre trouvés dans [9)].
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1 Existence globale pour I’équation des ondes
cubique avec données H®, s < 1

On s’intéresse a I’équation
) {83®—Ac1>+q>3 = 0 dans R xR?
(2,0P)11=0 = (Do, P1),

ot ® est a valeur réelle. L’équation est sous-critique H' et défocalisante,
donc Dexistence locale dans H! devient globale en utilisant la conservation
du hamiltonien |[V®||2,+1[|®||74, [13]. Concernant 'existence locale pour des
données peu réguliéres, le résultat définitif est celui de [19] (dans un contexte
plus général). L’équation (1) est localement bien posée dans Hz x H~2 et mal
posée en dessous de s = % qui est 'indice invariant par changement d’échelle.
Les méthodes "a la Bourgain" donnent l'existence globale pour s > 2, [16].
Nous allons donner une preuve différente, basée sur la stratégie introduite
dans le contexte de Navier-Stokes dans |2|. Nous démontrons dans [11] le
résultat suivant :

THEOREME 1 _
Soit (®g, ®1) € (HNLY, H*) avec s > %. Alors il existe une unique solution
globale de (1). De plus,

(1—s)(6s—3)

(2) 1] 7+ () < Cllluoll gsnpa)t 57

Nous commencons par faire plusieurs remarques. On peut se dispenser de
la condition d’appartenance a L* en travaillant dans les espaces de Sobolev
locaux et en utilisant la vitesse finie de propagation. La méthode donne
I'unicité dans la classe du point fixe local, ¢’est a dire modulo une condition
d’intégrabilité locale en temps supplémentaire, mais on peut obtenir I'unicité
dans L°(H %) par un argument supplémentaire, [21]. Enfin, pour des raisons
de simplicité nous allons montrer le résultat seulement pour s > %, et nous
renvoyons a [11] pour les résultats complets, le gain de % a % nécessitant des
complications techniques sans rapport direct avec la méthode générique.

Nous procédons en plusieurs étapes, et la preuve qui suit est informelle.
Pour éviter les lourdeurs de notation, on ne considérera que la donnée ®,—
(on "oublie" 0;Pp;—0).
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1. On commence par séparer la donnée &, € Hs Py = ug + vg o ug
est dans H' avec une grande norme et vy est dans H 2 avec une petite
norme. Ceci est toujours possible, par exemple par séparation fréquen-
cielle a la fréquence |¢] ~ 27 avec J suffisamment grand.

2. On résout 'équation (1) avec la petite donnée vg. Ceci nous donne une
solution globale petite, v dans Cy(Hz) N Li(L2), et toutes les normes
de v sont petites et de taille plus petite que 2””0”1'{%’ qui est d’ordre

297 On notera que la condition de petitesse nous force a choisir
2(3-9) < go. Dans l'optique d’une étape ultérieure, il est bon de re-
marquer que toute régularité additionnelle est préservée, c’est-a-dire
par exemple que

~ o(+L-s5)J
g Pl by =24

9
puisque vy € H21s (en fait, vy € H® pour tout s € (3,1)).

3. Pour obtenir une solution de I’équation que nous avions au départ, nous
étudions une équation perturbée,

2) O*u — Au+u® + 3u*v + 3%y = 0
(U7 Ut)|t:0 = (U0> Ul)-

Il est facile de voir que cette équation est localement bien posée dans
H', sur un intervalle de temps dépendant uniquement de ||ug|| 71 Pour
cela, on effectue un point fixe dans C’t(Hl). Il suffit de prouver que les
termes non-linéaires sont dans L} (L2). En utilisant l'injection de Sobo-
lev, u® € Cy(L?) et donc localement est intégrable en temps. D’autre
part, v € L3(LS) puisque vy est dans H2"s (voir 'étape précédente).
Cela nous donne v*u € L} (L2?) par Holder. Le terme qui reste, u?v, est
controlé par les deux précédents, donc si ’on dénote par ||| - ||| la norme

dans 'espace du point fixe, nous avons obtenu
1,1 1 .
3 ullle < luoll g + lluall oz + 22+ =T ||ul| |0 + T |ul] 7

Ainsi, le terme linéaire a droite peut étre absorbé a gauche, dés que T' <
» oo 1 1 2
2-6i(+5-%), Nous obtenons donc le résultat souhaité, avec

o TS i <2—6j<é+é—s> I ) |

ol
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4. Pour étendre cette solution locale pour tout temps, il nous faut ob-
tenir une borne a priori sur ’énergie de la solution u. Pour obtenir
cette borne, il suffit d’utiliser I'inégalité d’énergie, sous réserve que les
termes perturbatifs puissent étre controlés par la seule énergie de wu.
Effectivement, nous avons

1 1
el + 0wllZe + Sllulie < luollF + 10ulze + S lluollzs

t t
+ 6/ |u*vd,u| ds + 6/ [v*ud,u| ds.
0 0

En prenant le supremum pour ¢t < T, avec Hr det supKT(HquT-{1 +
|0pul|32 + [Jul|74), nous obtenons

T s (T
Hr < Hy+ HT/ HvH%gdS + HTQ/ v ze ds,
0 0

ou l'on a utilisé Holder et l'injection de Sobolev pour les intégrales a
droite. En combinant avec (1), il vient

3
(5) Er <2¥079) 4 B T32¥G9) 4 pTil(G9),

qui nous donne le controle de Er pour T arbitrairement grand, aussi
longtemps que s > % : il suffit de choisir J assez grand, puisque l'on a
besoin de

(6) T§22J(1—s+§—s) <1

Cette derniére partie est la seule partie non triviale de la preuve, si I'on

souhaite obtenir le résultat optimal s > % : Pour cela il est nécessaire de
raffiner les estimations sur les intégrales qui apparaissent dans l'inégalité
d’énergie, pour remplacer le facteur % — s dans (5) par % — s. En fait, et en

ignorant les epsilons, (6) devient alors
@ Tl ol S 1.

Afin de choisir T aussi grand que 'on veut, il faut jouer avec les tailles
respectives de ug et de vy, ce qui conduit immédiatement a la condition s > % :

prenons [[vo| 3 & M~ |[@]| ;. ot M est grand. Alors [[uol gu & M7 | ..,
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ou s = 0+ (1 — 0). Ceci force finalement 260 — 1 < 0. Cette frontiére
0 = L entre la loi de conservation (ici, H') et I'échelle (ici, H?) semble partie
intégrante de la méthode, et apparait aussi dans la méthode originale de
Bourgain. Il est possible que les techniques développées pour KdV ([7]) ou
NLS ([6]) permettent de franchir cette barriére. On notera que dans le cas de
KdV, le meilleur résultat disponible, (|7]) est exactement a 6§ = %, mais que
I’équation est localement mal-posée en dessous.

2 Stabilité pour I’équation de Navier-Stokes tri-
dimensionnelle

Nous nous intéressons aux équations de Navier-Stokes incompressibles
dans I’espace entier,

du - _ Au—V - (u®u)— Vp,
ot
) % _ o
w(x,0) = wu(z), z €R3 ¢ >0.

Il est bien connu qu’il existe deux théories distinctes pour le probléme de
Cauchy : les solutions faibles de J. Leray ([18]), pour des données initiales
ug € L?, qui sont globales mais pour lesquelles I'unicité (ou la propagation de
la régularité) est un probléme ouvert ; et les solutions “fortes” de H. Fujita et
T. Kato (|15]) pour des données initiales ug € Hz, qui sont uniques et locales
en temps, c¢est-a-dire que u € C([0,7%), H2). Notre but est d’¢tudier une
solution pour laquelle on suppose a priori que T* = +00. Remarquons que si
I’on suppose la donnée petite alors la solution est effectivement globale. Dans
[10] nous montrons qu’une solution globale “grande” devient nécessairement
petite aprés un certain temps, ce qui entraine notamment qu’elle est stable.
Nous allons présenter ici un autre cas particulier, qui induit le précédent, le
cas d’une solution globale u € C([0,T*), L?). Nous allons montrer

THEOREME 2
Soit u € C([0, +oo[, L?) une solution de (8). Alors,
— 4l ne peut y avoir explosion at = +oo, et plus précisément

lim [|u(t)||zs = 0.

t——+o0
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— La solution u posséde les mémes propriétés d’intégrabilité et de décrois-
sance & l'infini que les solutions petites.

La premiére partie du théoréme est implicite dans [17| o elle est obtenue
en corollaire de I'étude des solutions faibles L7 . Remarquons qu’aucune hy-
pothése n’est faite sur le taux de croissance de la norme L? de la solution.
La seconde partie du théoréme peut se voir comme une conséquence de la
premiére partie, sous réserve que ’on dispose d’un résultat de persistance du
type suivant. Il s’agit de la réciproque du resultat bien connu ([5]) dans le
contexte H2 : si une solution u € C([O T*): H2) appartient a L2((0,T*), H?)
alors elle est prolongeable dans H3 au-dela de T*.

THEOREME 3
Soit T* < +oo et soit u € C([0,T*]; L*) une solution de (8). Alors

T*
|l g ds < 4.
0 B3’

Ainsi nous obtenons donc la seconde partie du Théoréme 2 de la maniére
suivante. Il existe T tel que u(T') soit petit en norme L3; par la théorie des

solutions & données petites u € L3((T, 00); ng) et par le Théoréme 3 (cas
2 ‘ 2
T* fini), u € L3((0,T); B3™) d’ott I'on conclut que u € L3((0, 00); B:™). La

persistance d’une norme du type de L3((0,c0); B3§3) permet de montrer la
persistance de toutes les autres normes modelées sur les propriétés du semi-
groupe linéaire, ce qui conduit au résultat recherché.

Une conséquence importante du Théoréme 2 est qu’il permet de démon-
trer un théoréme de stabilité sous ’hypothése générique u € Cy(L3). Dans le
cas ot la solution est supposée plus réguliére, u € C;(H?'), alors un théoréme
de stabilité a été démontré dans [22| sous I'hypothése de petitesse a l'infini
Vu € L}(L2), qui peut étre éliminée grace au Théoréme 2.

THEOREME 4

Soit u € Cy(L3) une solution a priori globale de (8). Alors cette solution est
stable, c’est-a-dire qu’il existe e(u) tel que si ||ug — vollrs < e(u) alors v, la
solution de condition initiale vy, est globale et

. t . Cfo H“HB 2 3
= )0+ [ = o)6) 5. ds < Cllug = wolftse 2
0 3
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Nous renvoyons a [9] pour les preuves complétes et étendues au cadre des
3

espaces de Besov Bp_(l—g)’q avec 1 < p,q < 4+o00. Remarquons que le cadre
"optimal" BMO™! est inatteignable par les méthodes développées ici. Nous
donnons maintenant une idée des preuves, basées sur une combinaison des
techniques introduites dans [3] et [12]. On notera que la preuve exposée ici
s’applique en fait au cadre Besov, sous la condition %—f—% > 1 (et en supposant
une forme d’unicité si la régularité est négative). Il est nécessaire de procéder
differemment dans les autres cas.

2.1 Démonstration du Théoréme 2
La remarque cruciale est la suivante : si ug est dans L3N L?, alors par uni-
cité fort-faible ([23]) la solution u reste dans L? et vérifie I'inégalité d’énergie

t

def

V>0, E(u)= ut)]i +2/ IVu(s)lz2 ds < [luol7-
0

Par suite, u € L*(L%) N L2(H'), et par interpolation u est dans LA(H?2),
donc par injection de Sobolev, u € L{(L?). Pour tout &y > 0, il existe donc un
temps ¢y tel que ||u(to)]|rs < €0, et & partir de ce temps on peut appliquer la
théorie des petites solutions : la solution reste petite et tend vers zéro a 'infini
en norme L3 (voir par exemple [14]). Pour réduire le cas général a ce cas, on
utilise la procédure de séparation introduite dans [2]. Plus précisément, on
décompose uy = vy + wy ol wy € L? avec une petite norme et vy € L3 N L?
avec une grande norme. On résout I’équation

08_1;; = Aw—-V - (w®w)— Vp,
V-w = 0,
w(z,0) = wo(x)

Par la théorie des données petites, on obtient une solution w € C;(L3) N

.2
L3(B3 ’3) avec une petite norme (voir par exemple [4]) et qui tend vers zéro a
'infini, puisque par unicité (|8]) cette solution est aussi la solution de Kato;
on a en particulier

t
(9) lw(®)]l7 +/0 lw () 3. ds < Jlwollzs.
3
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. s s deéf . , .
Ensuite, on considére la différence v = u — w, qui vérifie I’équation

O AV (v80) -V ) -V @u) - T,
1) 3 v% — o
0(@,0) = wole)

2
On sait que v appartient a I'espace Cy(L*)NL} (B3 ’3), car w appartient a cet

espace, de méme que u grace au Théoréme 2. En se souvenant que vy € L?,
on peut montrer qu’en fait v € Cy(L?), et méme v € L7, .(H"'). Nous pouvons
donc écrire une inégalité d’énergie pour v : multiplions I’équation de v par v

et intégrons en temps et espace pour obtenir

t t
A1) o) +2 / ol dssuvorr%m' / / (v V) - v de ds
0 0 R3

On estime maintenant le terme de gauche en utilisant une estimation prouvée

dans [12],
t t
//(U-Vw)-vdxds //(U-Vv)-wdxds
o Jr3 0o Jr3
t t
< [Ivelis ds+c [ olialolt s as
0 0 By’

et comme w € Lf(B:,,%S) on conclut que 'énergie de v est bornée par le lemme
de Gronwall. On obtient alors par le raisonnement précédent via ||v|| s (zs)
quil existe T tel que [|[o(T)]lzs < [[wollzs On en déduit que [u(T)]lzs <
2||wo||s et par la théorie des solutions petites que tlirgo llu(t)|lzs = 0. Nous
avons déja montré la seconde partie a partir de la premiére et du Théoréme
3, le Théoréme 2 est donc démontré.

2.2 Démonstration du Théoréme 3

On commence par remarquer que la norme Lf’(Bg% ’3) est finie pour un
petit intervalle de temps aprés l'instant initial (par unicité). Il s’agit donc
de montrer qu’elle ne peut exploser jusqu’a T™ inclus. On va alors écrire une
sorte d’inégalité d’énergie pour la norme Bg’?’, comme dans [3].

En fait, nous allons énoncer une proposition qui est utile par elle-méme,
et qui est une généralisation des estimations de [3].
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PROPOSITION 1
Soit u une solution de (8) dont la donnée ug € B39, s, = s +§ >0,q >
2. Définissons of = [Ju;[|92/%°, B = ||lu,||1279°% = 2¥af. Alors, on a une

estimation de la forme

t t
aj(t) + /O Blds < al(0) + /0 |V Sjul|scaids

t
(12) +/ \|Vujuoo22jﬁj‘2Zﬁ,ﬁz—%%ds.
0

i<k

Nous allons prouver la proposition en paralinéarisant I’équation. On localise
a la fréquence & = 27, u; = Aju,

(13) Owuj — Auj + Aj((u- V)u) = —Vp;.
On projette sur les champs de vecteurs a divergence nulle,
(14) Owuj +PA;((u-V)u) =0,

ou P est opérateur matriciel dont les coefficients sont 6;; — R;R;, avec 0;;

le symbole de Kronecker et R;, R; les transformées de Riesz. En multipliant

@ )

. , D p— . .
(13) coordonnées par coordonnées par \uy\” ®u;’, ot uy’ est une coordonnée

de u;, et en intégrant, on trouve

14
C pdt

l [
|l |2, |l |12,

19) [ o2l e [ S

ou pour le second terme on a utilisé I'inégalité de Poincaré montrée dans [20].

On peut alors se concentrer sur le terme de convection. Appelons v; le

. Dip—2. ) - : .
vecteur de coordonnées ]ug-)]p ng-), il s’agit d’estimer

(16) / PA((u - V)u) - v; da.
On décompose (u - V)u en paraproduit,

(17) (u . V)u = Z(Sk_lu . V)uk + (Uk : V)Sk_lu + Z (uk/ : V)uk

k lk—k/|<1

Pour ces trois termes, P, Py, P3, il est nécessaire de préserver la structure
vectorielle seulement pour le premier d’entre eux. Pour les autres on peut
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les voir comme des (sommes de) termes scalaires. Sur le second, en utilisant
Holder et la continuité de P sur LP,

(18) | / Py vyde] S 3 IV Serullolluelp s
k~j

ol k ~ j est une somme sur les indices proches, en fait k = 7 —1,75,7+1
(presque orthogonalité dans la variable de Fourier). Le troisiéme terme se
réécrit

@

(19) /P3 ~vjdr = Z / A Z PV - (uy ® uy) |u§l)|p—2u§l) dz,
l

3 Skeek!
ce qui par intégration par partie et Holder donne
1) (1p—

(20) | / Py-vgde| S (0 =1) Y luwllpllunlp 1131V lloo-

JSkeek!
Remarquons que si 'on n’intégre pas par partie, on peut écrire simplement
(21) I/P3 vy SN Vool ks[5

g Skeok!

ce qui donnerait une alternative dans les cas ot ¢ < 2. Il reste donc le premier
terme, qui s’écrit

k

kej k! ~j
La seconde somme, P, , est la plus facile, et s’estime comme (18) :
(23) !/P1 vide| < Y | Vg ool g 157

k! ~j

Le premier terme de (22) nécessite 'emploi d'un commutateur entre deux
opérateurs matriciels, C; = [PA;, S;_ou1d), et il vient

(24) P1/ = Z C,0, Z U + (Sj_zu . V) Z PA]Uk
l

k~j k~j
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ou la derniére somme, P[,, se réduit & PAju = wu;. Ainsi nous avons donc
finalement le terme correspondant dans (16) qui est en fait

(25) /P1/2 cvdr = Z /((Sj—QU ) V)uy))|u§-l)|p_2u§.l) dz,
!

ce qui donne aprés intégration par partie, en se souvenant que

(26) / alblP~2bb — —% / b,

la majoration suivante,
/ ¢ Op
(27) | [ Pio - vd| < ZgIIVSHUHmHUj I5-
!

Pour le terme avec le commutateur, Pj,, on peut oublier la structure matri-
cielle et faire une estimation scalaire. On a donc besoin d’estimer [A;, S;_ou®],
ol A]— est indifféeremment A; ou R, R,A; suivant le coefficient matriciel qu’on
considére. Dans tous les cas, Aj est une convolution par une fonction régu-
liére. On utilise alors le lemme suivant,

LEMME 1
Soit f € LP, Vg € L*>, alors
(28) 1145, 9f 1l S 271V gllool £ 11-

Puisque A;f = 2" ¢(272) x f, on écrit

Mpdﬂ@:i/T%@Nw—mew—QWNNw@L

On utilise alors la formule de Taylor avec reste intégral, pour obtenir

1A, 9]f ()] < /Q”jlcb!(?j(fv—y))|x—yll\VgHoo|f|(y)dy,

< rwvmm/émwwu—yMﬂwm%
125011l < 2719 glsoll el £l

car ¥(x) = |z||¢|(x) € L, ce qui achéve la preuve du Lemme 1.
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De cette maniére, P/, devient
—j l D) 1p—
[ P el S 31985l T
l
(29) S I9;-tlolls

En regroupant toutes les estimations, on obtient

1d )
Sarlwll) + elluslly < D IV Sulloo [~
k~j
(30) + > Nl ol 21V,
JS~k

Maintenant, sachant que g > 2, intégrons en temps et multiplions par 279%,

t
299 [ | 9() S 29 | ]|2(0) + / IVS)1ufloo (Z 2“S||uj||z—1||uk||p) ds
0

kr~j

t
[ 19wl {30 2002 a2 e 2 | s
0

i<k ~k

qui est estimation désirée, en réduisant les sommes k ~ j et k ~ k'. Ceci
achéve la preuve de la Proposition 1.

Maintenant, nous allons prouver un résultat légérement plus général que
le Théoréme 3, c’est a dire

PROPOSITION 2 _
Fixons s = % — 1. Soit u € C([0,T], B;) une solution de (8), alors u appar-

tient a L4([0, T, By"?).

On réécrit Pestimation (12) de la maniére suivante,

t

t t
(31) / 59 < at(0) + / 22| VS ul| o 1ds + / (VA ulloo B2 ds,

ou %2 est une convolution {4 — [' (ainsi, quand on somme, 7 se comporte
comme [3). Maintenant, on utilise de facon cruciale la continuité en temps,
de telle facon qu’il existe € tel que
1
(32) sup ||u—u(T —¢)||gsa < —,
[T—e,T) i 10
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et, compte-tenu de la valeur de s, cette norme domine la norme Bgol’oo (qui ap-
parait & droite comme un majorant des termes avec ||VSjul|o ou [VA;ul|o).
D’autre part, & T' — ¢ fixé, u(T — ¢) € By? donc il existe J tel que

(33) sup 2_jHSju(T —)oo < —,
31>J 10

puisque la suite des 277(|S;u(T — €)||o est dans /9. Maintenant, on réécrit
(31) entre T'—¢ et T, et 'on somme sur j. En utilisant les deux majorations
précédentes, on se raméne & une somme finie & droite, ¢’est a dire

3 / 95 a0+ sup@ HV8ule) 3 f s

l7l<J

et maintenant comme la somme est finie, on peut remplacer 3; par 22 Jjaj et
conclure que ar fini entraine Sr fini.

2.3 Démonstration du Théoréme 4

Comme il I'a été remarqué, la solution a priori globale u € Cy(L?) est
-2
automatiquement dans L3 (BJ ’3). On considére donc 1'équation vérifiée par

o def T
la différence w = u — v, c’est a dire

(35)
aa—t) = Aw—-V-(ww)—V-(w®u)—V-(u®w)— Vp,
V-w = 0, ,
w(z,0) = wy(z) aéf uo(z) — vo(x),

et I'on cherche une estimation a pr10r1 pour cette equatlon On écrit donc
de nouveau une “inégalité d’énergie” pour la norme ]33 , C’est a dire que
dans un premier temps on va écrire I'équivalent de (12) pour le systéme
perturbé, puis sommer sur les blocs dyadiques. Commencons par ’estimation
a j fixé : dans notre cas particulieronap =¢ =3, s =0et s, = % Pour
obtenir notre estimation, il suffit de remplacer systématiquement les facteurs
de droite comportant trois fois u par un facteur de u et deux facteurs de
w, en plus des termes trilinéaires en w. Ces termes trilinéaires en w sont
immédiatement absorbés a gauche puisqu’on cherche & montrer a priori que
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HwH%g,s - fot ||w||2%73ds est petit. Appelons «; et 3; les quantités définies a

partir des blocs de w (et non plus u). Nous allons ignorer la présence des
interactions haute-fréquence qui se somment beaucoup plus facilement, et
considérer le modeéle suivant, qui contient le terme a priori le plus ennuyeux,
c’est & dire les basses fréquences de u :

t t
(36) a;’f(t)+/0 3 ds§a§(0)+/0 IV Sjullcct] ds.

On peut réécrire le dernier terme, comme

t t
| IvSiulled ds = [ @1V Sl ds,
0 0

et utiliser la convexité, pour obtenir

t t : I
[ 19S5l ds <10 [ @ 2198l ds+ 55 [ 55 ds
0 0 0

On somme alors sur j : le second terme est absorbé a gauche, et il vient (en
majorant le terme avec S;u par sa somme sur j),

Sat e} [ atas s ato+ [ (e sl Yo ds

J

.2 ._4
En utilisant 'inclusion By S Boo3’3, on conclut par Gronwall que
t t
B Yalt ey [ adss Y atoe(c [y, a0
J J J 3

. R £ 0.3 ..
Ceci nous donne le controle de la norme B de u — v, ainsi que de la norme

2
. 773 2 N
L3(B3™). Cependant, nous avons annoncé le controle de la norme L3. Pour
estimer la différence dans L?, on estime en fait la différence des parties non-

03
linéaires dans un espace meilleur, par exemple C’t(Bg’Q). Il est en fait facile
de montrer que (si S(t) = exp(—tA))

(38) lw = S®woll , 103, S vl

) T A

3 .%,3 )
L3(B5 )
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2 2. .
en utilisant d’une part la loi de produit B5 —~ B3 R B3

13
2, puis le fait

que le terme de Duhamel fot S(t —s)f(s)ds dans I’équation intégrale renvoie

3 ._23 .03
le terme source f € L2(By*'?) dans Ct(Bg’Q), ce qui permet de conclure.
On obtient finalement la majoration annoncée, quitte & absorber les termes
additionnels en v + v dans 'exponentielle.
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