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Une formule de Landau-Zener pour un croisement
générique de codimension 2

Clotilde FERMANIAN KAMMERER
Université de Cergy-Pontoise
Patrick GERARD

Université Paris 11

Introduction

On étudie le comportement de familles de solutions d’un systeme d’équations aux

dérivées partielles,
ihdpy" = op, (P)y",

ou opy,(P) désigne l'opérateur pseudodifférentiel semi-classique ayant comme symbole de
Weyl la matrice hermitienne P = P(t, z,£). Deés que les valeurs propres de 'hamiltonien P
ne sont pas de multiplicité constante, on est confronté au probléme des croisements de mode.
11 se passe alors un phénomeéne de transfert d’énergie entre les modes que ’on quantifie par
des formules dites de Landau-Zener en référence aux auteurs qui, les premiers, mirent en
lumiere ce phénomene, cf. [11] et [14]. II faut ensuite citer les travaux d’Hagedorn [7], pour
des états cohérents ainsi que ceux de d’Hagedorn, Joye ([6], [8], [10]) et de Colin de Verdiére
— Lombardi — Pollet ([1]) pour des croisements évités. Enfin, dans [3], nous avons utilisé
les mesures semi-classiques pour décrire le transfert d’énergie sur un modéle particulier de
croisement. Nous conservons ici la méme approche mais pour une classe de croisements
bien plus large.

Habituellement, on classifie les symboles suivant la codimension de I’ensemble ou les
valeurs propres coincident. Nous nous intéressons ici & des croisements de codimension 2
avec des valeurs propres de multiplicité minimale, ce qui nous conduit & considérer des
hamiltoniens qui sont des matrices 2 x 2. Nous supposons de plus que cet hamiltonien est
réel et auto-adjoint, il s’écrit donc

P:]H_(pl D2 )7
P2 —;

oul k = £Tr(P) est une fonction scalaire.

Nous allons commencer par expliquer plus précisément ce phénomeéne sur I’exemple
le plus simple de matrice symétrique 2 X 2 présentant un croisement de modes, puis nous
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montrerons comment un croisement générique — dans un sens que nous préciserons — présente
la méme géométrie que le cas modele. Nous établirons des formules de Landau-Zener pour
ces croisements et expliquerons comment ces formules s’obtiennent par un théoréme de
réduction qui renvoie a ’étude d’un systéme peu différent de celui du cas modele.

1 Le systeme de Landau et Zener

1.1 La matrice symétrique de trace nulle présentant un croisement de codimension 2 la plus

simple est
s oz

M(s,z)z( ), (s,2) € R%.

z —S8

Ses valeurs propres sont +v/s2 + 22, les projecteurs spectraux associés sont

1 1
mt=-(ld+ ——M
2<d V§2 4 22 (S’Z))’

le croisement a lieu en {s = 0, z = 0}. On notera que lorsque z = 0, les projecteurs IT*
vérifient

10 . 0 0 .
0 o) S >0 o 1) S >0
00 si s<0 10 si s<0
0 1 0 0
On s’intéresse au systéme d’équations différentielles ordinaires
hoon h
Osu = M(s, z)u". (2)

)
Ce systéme, qu’étudiérent Landau et Zener dans leurs premiers travaux, est suffisamment

simple pour que des calculs explicites puissent étre faits. On obtient la proposition suivante
dont on peut trouver une preuve dans [3].

Proposition 1 . Soit (u*) une famille uniformément bornée dans L™ (Ry, L*(IR,)) satis-
faisant a (2), il existe des familles (o}, o) et (W, wh) uniformément bornées dans L*(IR,)

telles que lorsque h tend vers 0,
52 2 0
—is= s |—t&
)+ E G R (agp) + o)

2
sis <0, ul(s,z) =2 |

o2 2
sis >0, u(s,z) = e | iR (w

De plus
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Compte tenu de (1), les termes en o et w’ sont liés & la décomposition de u” sur le
mode — et les termes en ol et w} & celle sur le mode +. Le coefficient de couplage entre
les modes est donc donné par a(ﬁ) qui tend vers 0 en dehors de {z = 0}. Il est en effet
bien connu qu’en dehors du croisement, il n’y a pas de couplage entre les modes au premier
ordre lorsque h tend vers 0 (cf. par exemple [5] et [13]). De plus, il apparait que le couplage
entre les modes au dessus de z = 0 dépend de la facon dont se concentre (u”) & 1'échelle
Vh au-dessus de z = 0. Pour décrire ce couplage en énergie, nous allons utiliser les mesures
semi-classiques & deux échelles. Celles-ci ont été introduites par L. Miller dans sa thése et
étudiées dans [3]. Pour les définir, nous allons nous placer pour un moment dans un cadre
plus général.

1.2 Les mesures semi-classiques & 2 échelles. Soit I = {f; = ... = f, = 0} une
sous-variété involutive de 7*IR? de codimension p. On caractérise le fibré normal & I, N(I),
par sa fibre au-dessus d’un point p de I, & savoir T(T *Rd)| »/T1I),, le quotient du tangent
a Despace tout entier par le tangent & I. En rajoutant & cette fibre un point & I'infini dans
toutes les directions, on obtient le fibré normal & I compactifié que I’on note N ().

Les symboles que nous allons considérer sont des fonctions ¢ dépendant des variables
(z,&,m) € R? x R x IRP, C*° dans ces variables et vérifiant les deux hypothéses suivantes :

- il existe un compact K C IR% x IRg tel que pour tout 1 € IRP, la fonction a(.,.,n) est
a support compact dans K,

- il existe une fonction homogeéne de degré 0 dans la variable 7, ao = aco(z,€,17), il
existe R € IR** tel que si | n |> R, a(x,£,1) = axo(x, &, 1) pour tout (z,€) € R x IRY.
On note a(z, ¢, ﬁoo) = lim ae(z,& Rn).

R—+o00

Remarquons que le choix d’une équation de I, f = 0, induit un systéme de coordonnées
sur N(I),,, pour p € I, donné par ’extension naturelle ¥ de I'isomorphisme

x : N(I)— RP,
[6p] = n = df (p)dp.

Si v est une mesure sur N(I), on notera vy la mesure sur IRP, image par x de v.

o>

Soit (v") une famille uniformément bornée de L2(IR% C¥), sa concentration sur I &
’échelle v/h est alors décrite par le théoréme suivant.

Théoréme 1 . Il existe une mesure de Radon positive matricielle v sur N(I), il eviste une
suite hy, hy k—+> 0, telles que pour toute matrice a dont les coefficients sont des fonctions
—+00

de A,
(Ophk (a (:c,f, M)) ol | vhk) — Tr<a, vy >

th k—+o00
@O N
+Tr (/T*dea(m,s,”(m,m )du( ,5)>,

ot pi est une mesure semi-classique de la suite v .
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On remarque que, connaissant une mesure a deux échelles v, toute mesure semi-classique
& pour la méme sous-suite est déterminée au-dessus de I par la formule

110(z,€) = /ﬁv(x,@dm-

Lorsque (v") est solution d'une équation aux dérivées partielles op, (p)v" = o(h), on retrouve
les propriétés usuelles de localisation et de propagation des mesures semi-classiques. Ap-
pelons ¥ = {p = 0} la variété caractéristique et supposons que I coupe transversalement
Y. La mesure & deux échelles vy associée & (v") et I est supportée au-dessus de . De plus,
si on suppose que X N [ est involutive, il est naturel de considérer la mesure vsn; associée
4 (v?) et N I. La mesure vgnr est supportée dans le fibré TS /T (X N I) compactifié,
que nous noterons Ny (X N I) et est propagée par le linéarisé transversalement & ¥ du flot
hamiltonien associé & p. De plus, on peut identifier v; et vynr. Cette identification — qui
est prouvée dans [3] — nous sera utile dans la suite.

1.3. Formules de Landau-Zener pour les mesures & deux échelles. Revenons
a la famille u” solution de (2), et considérons la mesure & deux échelles v associée a la
concentration de (u”) sur {z = 0} & P’échelle v/h. Lorsque s < 0, on a

v(s,0,2,¢) = 8(0 — ) v P(z, () TI™ + 8(0 + 5) v P(2,¢) I,
ot v7P est la mesure & deux échelles de (af) et v TP celle de (of). Par ailleurs, pour s > 0,
v(s,0,2,¢) = 8(0 = 8) v (2, I +6(0 + s) v ™7 (2,1,

ott 7 est la mesure & deux échelles de (w?) et vf celle de (w}). Du fait de 'équation
(3), si vTP et v P sont étrangéres sur {| 7 |< +oo}, le branchement des mesures & deux
échelles au-dessus de {s = o = 0} obéit a la loi

()= (26 Ja) ()
avec T(n) = a(n)? = e~™",

Notons que la mesure v est localisée au-dessus de J = {0 +s = 0, z = 0} et de
J'={o—s=0, 2 =0}. Ces deux ensembles sont des sous-espaces involutifs de T*Riz
constitués des courbes hamiltoniennes de o + v/'s2 4 22 passant par {s = 0 = z = 0}. Par
ailleurs, J U J' est l'intersection de la variété caractéristique ¥ = {s% + 22 = 02} et de
I’espace vectoriel involutif I = {z = 0}. Il est donc équivalent de considérer la mesure v ou
les mesures vy et vy associées & la concentration de (u”) sur J et J'. En particulier, en-
dehors de s = o = 0, v est propagée le long des trajectoires hamiltoniennes de o ++/s2 + 22.
Dans ce qui suit, nous allons montrer comment ces propriétés géométriques sont conservées
pour une large classe d’hamiltoniens, ce qui donne lieu & des formules de Landau-Zener du
méme type.
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2 Croisements génériques de codimension 2

Soit (") une famille de solutions de

b b P2 —n
¢|t:0 = ¢07

with | 9 |2 < Oy k = k(t,2,€) € CX(R¥™), p = plt,2,) € C¥(IR™, IR?). Les
valeurs propres de I’hamiltonien considéré sont A* = 74k & | p | et les projecteurs spectraux

I+ =1 (Id + ﬁ (p1 p2 )) Le croisement a lieu sur {p = 0} et on note
PL\p2 —p1

S={p=0,(r+k)?>=|p[}.

2.1 Hypothéses. On suppose que le croisement est de codimension 2 c’est-a-dire que la
propriété suivante est vérifiée

Vte R, (z,6)w— p(t,z,£) est de rang 2 sur {p =0}. (H1)

Soit E = {7 + k,p}, b= {p1,p2}. Nous démontrerons dans la suite que si | E |?< b?,
aucune courbe hamiltonienne de A* ne rencontre I’ensemble S. Le probléme de croisement
de modes ne se rencontre que si | E |>> b?. On dira que le croisement est générique si

| E|?> b2 (H2)

Sous cette hypothése, nous montrerons I'existence et I'unicité des courbes hamiltoniennes
de A\* passant par un point donné de S. Remarquons que le cas | E |2: b? recouvre des
situations plus variées, en particulier — par exemple si p = z et k =| ¢ |2 en un point ou
z = ¢ = 0 — il peut exister plusieurs trajectoires passant en un point de .S pour le méme
mode.

Exemples: 1) Un premier exemple est donné par I'équation de Schrodinger avec poten-
tiel matriciel (cf.[7]). Dans ce contexte, un modele type de croisement de codimension 2
correspond au choix de

| €
2

k= , p=p(z), (z,6) € R* x R? (5)

dans (4), avec par exemple p(z) = 0 si et seulement si z = 0 et dp(0) inversible. Dans ce
cas, 'hypothese de généricité est satisfaite en dehors de {£ = 0}.
2) Un autre exemple est donné par un systéme de type Dirac obtenu en prenant

k(t,z,&) = V(t,z), ptz,€) =€—Alt,z), (2,8 € R* x R*.

Le vecteur E est alors le champ électrique et | b | la norme du champ électromagnétique.
Le modele traité dans [3] correspond & V (¢, z) = V() et A(t,z) = 0.
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2.2 La géométrie du croisement.

Proposition 2 . Soit py = (to,x0,70,&0) € S tel que les hypothéses (H1) et (H2) soient
vérifies en py. Il existe deuz courbes p¥ telles que

P;t = H)\;l:(p;t),
,0§t ls=0= po-

De plus, la courbe (pF)s<o se prolonge de facon C*® par (pF)s>o. Il existe donc deuz champs
H et H' linéairement indépendants et transverses a S tels que

lim Hy+(py) = lim Hy-(p;) = H,

s—0~
lim Hys(p!) = lim Hy (p7) = H'.
s—0t s—0—
Preuve : Remarquons que s’il existe de telles courbes,
ps:t = (tO + saxsiaT;tagf)a

nécessairement, il existe 7,7/ > 0 et w,w’ € S! tels que

1 + ot 1 T T 1
gp(t0+87x37£s)sgirwv gp(to—i_sva:sags)sgirw'

On doit donc avoir
rw=E+bwt, v =FE+b()

(pour z = (z1,22) € IR%, on note - = (—x2,21).) On remarque que sous I’hypothese (H2),
il existe une unique solution & ces deux équations, avec r = r’ > 0 et que 'on a alors

H = H7-+k, + lepl + ngp2, (6)
H = Hiyp — "‘JSle - wIQH:Dz' (7)

Par ailleurs, si | b |[<| E |, il n’existe pas de solutions et donc aucune trajectoire classique
n’atteint S.

Notons ps = pf sis <0et ps = p; sis >0, ps = (;Tcs,gs), et posons g = %p(to—ks,is,gs)

de sorte que % = sgn(s)%. Les fonctions (Zs, &5, g) vérifient le systeme
s = Veh(to + 5,55, &) + 'Vep -9
ds s 13 0 s LsySs 3 | g |7
d - .z g
—& = —Vyk(to + 5, %5, &) — tvmp L
ds g
d - - gt
%(39) = E(to + s,%s,&s) + b(to + Saxsags)m'
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En introduisant le vecteur w dans cette derniére équation et en posant g(s) = rw + y(s), on
peut la réécrire sous la forme

S%y"f'(l_QO)y = F(Sai.s'?gs)—l— (b(to + 8,575,g5) - b(to,ﬂ?o,go)) G(y)y+b(0,$0,fo)H(y)yy,

ou o est la matrice définie par Qpy = %b(to,wo,fo) (y — (w- y)w)L, F, G et H sont des
fonctions régulieres avec F'(0,x0,&y) = 0. Le systéme sur (y, Zs,&s) est alors de la forme

3y + (1= Qoly = Als, B, 9(5), (¥
s = Ba(s, s 9(5), )
2 E= Bas, 00 y(5), (10)

ou A, B; et By désignent les seconds membres explicités ci-dessus.
La matrice Qp est une matrice nilpotente, la fonction s — se~@oIs egt donc une
fonction absolument continue et 1’équation (8) s’écrit

d

o (s e_Q°1n|5‘y) = e_Q°1n|s‘A(S,fsa§~sa@/(3))-
s

En intégrant cette équation entre 0 et s et en faisant le changement de variable o = s, on
obtient

S ~
Se_Q01n|3‘y(s) = /0 e_Qoln‘U|A(07 "EO'?é.O"y(O'))do-

1 ~
soit y(S) = / eiQOIHGA(Seﬂjs@agseay(se))de‘
0

On s’intéresse alors & ’application

- 1 5
F (‘%s’gs’y(s)) = (/0 e_QOIHGA(Sevi‘svasG;y(se))de,
o + /05 B (o, 50;Eaay(0))da, &+ /03 By(o, .f)o-,go.’y(o'))do-)’

et on consideére I'ensemble B ;, défini pour J, so > 0 par

Ba,soz{Sup (13— o0 |+ 18— 6 |+ | (s) ) <5 y(0) =0, &=, éozso}.

[s|<so

Compte tenu de la forme particuliere de A, application F est bien définie sur By, ;. De
plus, pour s¢ et § suffisamment petits, 7 est une contraction de I'’ensemble B, s sur lui-
méme. Son point fixe nous donne la solution cherchée. Un argument similaire permet de
construire les courbes (p])s>0 et (p; )s<o0- <
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Considérons un voisinage € de pg tel que les hypotheses (H1) et (H2) soient vérifiées
dans Q. On peut alors définir les ensembles J£? constitués des parties des courbes (pZ)s<o
incluses dans Q et arrivant en un point de SN €, et les ensembles J*f constitués des
parties des courbes (pgt) s>0, incluses dans € et issues d’un point de SN Q. Du fait de la
proposition 2, JtP et J—f d’une part et JTf et J~P d’autre part se recollent de facon C®
au-dessus de S en

J=Jrrugof g =gtfugr.

Proposition 3 . Les ensembles J et J' sont des sous variétés involutives de codimension 2
de T*Bg}:l pour la forme symplectique o = d7 AN dt + d€ N dx.

Preuve: Comme J et J' sont tissées & partir de S qui est de codimension 3, il est clair que J
et J' sont de codimension 2. Par ailleurs, le flot servant & les construire étant hamiltonien,
il suffit de vérifier I'involutivité de 1'espace tangent & J et J' au-dessus d’un point de S.
Soit p € S, on a alors

TJ|p = TS|p ¢ IRH,

donc (TJ|p)J- = TS‘t N H+. Notons V = TSJ,;, Pespace vectoriel V' est engendrée par
H: .y, Hy, et Hp,. En particulier, d’apres (6), H € V' et en utilisant (H2), H ¢ Ker(o}y),
ou o)y désigne la restriction de o a V. Le noyau de o)y est donc de dimension 1 et par

considération de dimension, on obtient
H'*NV =Ker(oy)®RHCV*- & RH.

On a donc obtenu (TJ‘p)J- CTS),®RH et donc I'involutivité de J. On raisonne de méme
pour J'.$

Remarque. Pour un croisement de codimension 3, c’est-a-dire pour un hamiltonien de la
forme

p1 p2 + ip3
Pt, , :kt, ; +( - )7
(t,z,8) = k(t, =€) pr—ips 1

tel que I'ensemble {p = 0} soit de codimension 3, la situation géométrique peut-étre tres
différente. Notons E = {7 + k,p} et B = ({p2,p3}, {p3,p1}, {p1,p2}). La condition

E-B#0ou (E-B=0, |E|> B])

suffit & assurer I'existence des trajectoires classiques mais, dans le cas E-B # 0, les ensembles
J et J' ne sont pas des sous-variétés involutives. Un exemple de ce type est étudié dans [2].

2.4. Formules de Landau-Zener. Soient v (resp. v') les mesures & deux échelles associées
a (y") et J (vesp. J'). Soient

j:l:ap — J:tap\S’ j:l:af — J:l:af\57
vt = (HF =0}
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En utilisant la propriété de localisation des mesures & deux échelles, on obtient I'existence
de quatre mesures v? sur Ny (JEP) et v/ sur Nyx (J5f) telles que

L { vTP IIT au — dessus de J'_+’p ;o { vHf I au — dessus de J.’L’f

"] v/ I~ au— dessus de Jf | v~PII~ au — dessus de J 7
De plus ces mesures sont propagées par les flots induits par Hy+ sur Ny+ (J +P) et Ny (J 1)
suivant les cas. Comme H et H' sont transverses & S, ces mesures ont des traces au-dessus
de S que nous noterons Vg’p et uéc’f . En regardant la limite des fibres de NE:I:(j +P) et de
szz(j +1) au-dessus d’un point p tendant vers un point py de S, on remarque que V;’p et
l/g’f sont des mesures sur H+/TJ tandis que vg? et Vg_’f sont des mesures au-dessus de

(H'):/TJ'. Ces deux derniers fibrés peuvent étre identifiés au fibré de rang 1
D:=T(T*RY)/P|s ou P:=TS®RH® RH'
On vérifie que Pt est engendré par
Wo = bHy sy — BoHy, + By H,,,

Papplication

D— IR
[o] = o(Wo, p)
donne donc un systeme de coordonnées sur D. Le lien entre Vgt’f et Uéc’p est décrit par le

théoreme suivant.

Théoreme 2 . Si les mesures u;’p et ug’p sont étrangéres sur D, alors
vt _(1—T T )(@P)
vg! T 1-T)\vg?)’

o(dp, W 2
T([5p]) = exp <—n%> .

avec

De plus
v I ([5p]00) = v ([5ploc). (11)

Remarque. Le théoréme ci-dessus est un résultat local et I’hypotheése sur les mesures
incidentes peut paraitre extrémement restrictive puisqu’il semble, qu’en général, apres le
premier croisement, elle ne puisse plus étre vérifiée. Cependant, dans de nombreux cas
physiques, il n’en est rien et ce résultat local suffit pour établir un résultat global car,
comme nous 'a fait remarquer A. Joye, les trajectoires associées & I'un des modes et issues
d’un point du croisement n’y reviennent pas. C’est le cas pour un croisement du type de (5)
lorsque x | p(x) |? est une fonction convexe ; le cas p(z) = = est étudié dans [4].
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3 Un théoréme de réduction

Les formules de Landau-Zener que nous avons décrites dans la section précédente sont la
conséquence d'un théoréme de réduction qui ramene I'étude du systeme (4) & celle d’un
systéme proche du systéme de Landau et Zener. Nous rappelons que si s est une transfor-
mation canonique de T*IR?, il existe un opérateur intégral de Fourier U tel que

Va € C°(RY x RY), Vf € L2(IRY), U*op,(a)Uf = op,(ac k)f + O(h?).

On trouve une preuve de ce fait dans [3]. Nous appellerons un tel opérateur opérateur
intégral de Fourier associé a k.

Théoréme 3 . Soit pg € S tel que (H1) et (H2) soient vérifiées en py, il existe un voisinage
Q de py et une transformation canonique locale k de Q dans un voisinage Q' de 0

K (tavaag) = (57U7Z’C)7

il existe un opérateur intégral de Fourier U associé a Kk et un opérateur pseudodifférentiel
matriciel B tels que la famille u" = UBvy" vérifie que pour tout ¢ € CS(Q)

—0+ s Yz
Y21 —0—38

opn(®) omy ) = hop (R)u' +o(h), (12)
ot vy = v(s,0,2,() est une fonction & valeurs réelles ne s’annulant pas sur l'ensemble ' et

R = R(s,0,2,() est une matrice de la forme
R=hS+ (1R1 + sRo,
avec S symétrique. De plus

JUJ ={0? - s} n{z =0},
JE ={s>0, o+ s=0, z =0},
Ji’p:{s<0, —oFs=0, z =0}

Le systeéme (12) est & rapprocher du systéme (2).

Ce théoreme permet de démontrer les formules de Landau-Zener par la méme méthode
que celle employée dans [3] pour le cas particulier d’'un hamiltonien donné par k = V (z) et
p = ¢. On commence par établir une estimation d’énergie qui permet de voir le systéme (12)
comme une équation d’évolution malgré la dépendance de <y en la variable . On montre
ensuite la réflexion des mesures & deux échelles & I'infini en démontrant directement les
équations (11) dans les nouvelles variables (s,0,z,(). Enfin, pour établir les formules de
Landau-Zener proprement dites, on utilise une méthode de forme normale qui permet de
geler la fonction 7 sur sa valeur au-dessus de S et d’utiliser directement la Proposition 1.
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4 Apercu de la preuve du théoréme de réduction

La preuve du théoréme de réduction se fait en trois étapes. La premiére étape consiste a
faire apparaitre les équations de J et J' dans I’hamiltonien par un simple calcul matriciel.
Dans la deuxiéme étape, on choisit les nouvelles coordonnées temporelles s et o. Enfin,
dans un troisiéme temps, on utilise I'involutivité de .J et J' pour exhiber une variable z;
satisfaisante et conclure.

4.1 Calcul matriciel. Cette premiére étape s’inspire de [2]. On commence par expliciter
des équations de J et J'. Remarquons qu'il existe une fonction y = y(¢,z,7,£) € R?1
telle que

(t77-7x7£) = (T +k7p7y)

soit un difféomorphisme local dans un voisinage d’un point pg de S. Du fait de I'hypothese
(H2), I'application

J — R*
p— (T+E,y)

est de rang 2d. On peut donc trouver des équations de J de la forme p = (7 + k,y).
Comme | p |=| 7+ k | sur J, il existe un vecteur normé u dépendant régulierement des
variables (¢, z,7,&) tel que

J=A{p(t,,£) = (7 + k(t, z,8)) u(t, z, 7,§) }.

On construit de méme v’ = u/(¢t,z,7,¢’) tel que

J = {p(t,$,f) = (T + k(t,w,f)) ul(tawag)}'

De ce fait, si
I={(p—(r+k)u) (u—u)" =0}

onaJUJ =3¥NI. On note

!
u—u
G = T eZ:ef—v f: (p—(T—{—k)’u,)-eg, 92“'627
|u—|
on remarque que (u —u')|g = —fé—‘ et que | # |< 1. On démontre alors le lemme suivant.

Lemme 1 . I] existe une matrice Q = Q(t,z,7,€) telle que

ofrras (s m))e=rskrars (Pt g )en

0 1 1

a:—wa ﬁzizma ’721_—027

sont des fonctions a valeurs réelles des variables (t,z,7,£").
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Apreés quantification des opérateurs, on est amené & étudier le systéme
ih8y¢" = opy,(P1)¢" + hopy(S1)¢" + o(h),

ol S; est une matrice symétrique et ¢" = By” pour un choix convenable de B.

4.2 Choix des coordonnées temporelles. Compte-tenu de la valeur de e; au-dessus
d’un point de S, on remarque alors que

| B b?
{T+k+af,ﬂp61}|sz—m 1_|E‘2 <0.

Le lemme 21.3.4 de [9] nous assure de l'existence d’une fonction A strictement positive sur
un voisinage de pg (que nous noterons 2) et telle que les fonctions

c=—-Ar+k+af), s=XBp-e),

vérifient {o,s} = 1.

Par le théoréeme de Darboux on compleéte (o, s) en un systéme de coordonnées symplec-
tiques locales (s,0,%,¢) prés de po. En utilisant un opérateur intégral de Fourier U associé
A la transformation canonique % : (¢,z,7,€) — (s,0,%,(). la famille 4" = Ug" satisfait
localement a

opy, <_Uf+ s _Jf_ 3) a" = hopy,(S2)u” + o(h),

ou S est une matrice symétrique et

f(870-72’5) = A’Yf(t7x7,r7§)'
Par ailleurs, on vérifie que

J={f=0, c0+s=0}, JJ={f=0, 0 —s=0}.

4.3. Choix des coordonnées spatiales. On utilise le fait que J et J' sont des sous-
variétés involutives de T*IR¢ pour obtenir des propriétés de f. En effet, I'involutivité de J
et J' implique que

{o+s, f}=0sur f=0, c+s=0,
{a—s,f}:O sur f=0, c—s=0.

Ces relations permettent de démontrer le lemme suivant.

Lemme 2 . [] existe deux fonctions i et x telles que

f(s,0,2,C) = u(s,0,2,€)£(0,0,2,¢) + (02 — s?)x(s, 0, 2, C).
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On choisit alors la coordonnée z; = f (0,0, z, ¢ ) que l'on compléte en un systéme de
coordonnées symplectiques (s,0,2,(). On est alors amené, aprés utilisation d’un nouvel
opérateur intégral de Fourier, 4 étudier un systéme de la forme

—o+s MZ1+(U2—S2)X) h A
0 u" = hopy(S3)u" + o(h
Pn <M21+(02—82)X —o—3s Py (S3)u” +o(h),
avec S3 symétrique. En utilisant que 02 — s2 = (0 — s)(0 + s) et en réinjectant la deuxiéme
équation dans la premiere et réciproquement, on montre que ce systéme est équivalent & un
systéme du type de (12). Ceci achéve la preuve du théoréme de réduction.
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