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CONDITIONS AU BORD SPECTRALES ET FORMULES DE TRACE

GERD GRUBB

Copenhagen Univ. Math. Dept., Universitetsparken 5,
DK-2100 Copenhague, Danemark. E-mail grubb@math.ku.dk

ENGLISH SUMMARY: The lecture presents current results on heat trace expansions, and the
related resolvent trace and zeta function expansions, for elliptic operators with boundary con-
ditions on n-dimensional compact manifolds. As a background, we recall the set-up of elliptic
differential operators with differential boundary conditions having heat trace expansions in
powers y .~ _ . cktk/ ™ _Then we consider the spectral boundary conditions of Atiyah, Patodi
and Singer for Dirac-type first-order operators, leading to expansions with additional loga-
rithmic terms >, <, c",gt"“/2 logt (joint work with Seeley 1995); an extension to “well-posed”
problems is included in a general study of pseudo-normal boundary conditions (1999). New
results are presented on the vanishing or stability of the cj -coefficients; special features ap-
pear when n is odd. Finally, we study the pseudodifferential projection boundary conditions
proposed by Vassilevich (2001) in string- and brane-theory, showing that they too have heat
expansions with log-terms, under suitable hypotheses. In all cases, the lowest log-coefficient
cq vanishes, which assures that the zeta function is regular at 0.

1. Conditions au bord.

Considérons un opérateur différentiel elliptique P dans un fibré vectoriel E (C* et de
dimension N) sur une variété compacte X de dimension n et & bord 90X = X'. Posons
E' = E|x/. On peut supposer qu'un voisinage de X' ait la forme X, = X’ x [0, ¢[, que
E. = E|x, soit le relevement de E’, et que 0,, = 0/0x,, soit bien défini dans E.. E est
provenue d’une structure hermitienne et X d’une mesure (de la forme dz = dz’dz,, sur X,)
qui permettent de définir les espaces de sections Ly dans E et dans E’, Ly(E) et Ly(E’),
ainsi que des espaces de Sobolev H*(E), etc. On définit y;u = (0% u)|x'.

Rappellons quelques conditions au bord pour P:

Exemple 1.1. Considérons P = —AI, le Laplacien (scalaire) dans E par rapport & une
structure Riemannienne sur X. On utilise par exemple une des conditions suivantes:

(1.1) ~You = 0, (cond. de Dirichlet)
(1.2) 71u =0, (cond. de Neumann)
(1.3) (71 4+ Bvyo)u =0, (cond. de Neumann oblique)

ou B est un opérateur différentiel d’ordre 1 dans E’.
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GERD GRUBB

En général, on cherche des conditions au bord définies par des opérateurs de trace T'
tels que le probleme

(1.4) Pu= fdans X, Tu= ¢ sur X',

admet une solution unique (modulo un espace de dimension finie) pour tout couple {f, ¢}
donné dans C*° ou des espaces de Sobolev convenables (modulo un espace de dimension
finie). Dans I’Exemple 1.1, o et -y, définissent de tels probléemes, et y; + B~y le fait sous
des conditions supplémentaires sur B.

Plus généralement, on consideére la situation suivante (comme par exemple dans Greiner
[GreT1] et dans [G73], [G74]): Quand P est elliptique d’ordre m dans E, on pose

(1.5) o0={v,7,---s¥m—1} (les données de Cauchy).

On donne des fibrés Fy, Fi,...,Fp_1 sur X' de dimensions M; > 0 et une matrice S
d’opérateurs différentiels S;; de E’ dans F; d’ordres j — k pour j, k € {0,...,m — 1}, et
on met

(1.6) T = So,
F=Fy&®---®F,,_1, M = Zj M;. La matrice S a une forme triangulaire:
SOO 0 .« e 0
S]_O S]_]_ e O
(1.7) S = . . ) . )
Sm—l,O Sm—l,l .- Sm—l,m—l

parce que les opérateurs différentiels d’ordre négatif sont nuls. Noter que M; = 0 est
permis (le fibré zéro). Un cas particulier est le cas ot F; = E' pour j € J C {0,...,m—1},
F; =0pour j € {0,...,m—1}\ J. Dans 'Exemple 1.1, {Fy, F1} = {E’,0} pour (1.1) et
{0, E’} pour (1.2) et (1.3).
Définition 1.2. Soit P elliptique d’ordre m, et soient o, S comme dans (1.5)—(1.7). Le
systeme { P, Sp} est appellé elliptique quand ’opérateur modele formé des symboles prin-
cipauz, {p°(z’,0,&', Dy, ), s%(x’, &) o}, est inversible de S(R)N dans S(Ry)N x CM pour
chaque (z',¢") € T*(X') \ 0.

Ici S(Ry) = rtS(R), la restriction & Ry de I'espace de Schwartz. Sin > 3 (et si n = 2
et P est “proprement elliptique”), il est nécessaire pour ellipticité que
(1.8) M = mN/2,

une restriction non-triviale si on considere des opérateurs P d’ordre impair.

Il est bien connu que ’ellipticité assure la résolubilité de (1.4) (cf. (1.6)) modulo des
espaces de dimension finie; on dit que {P, T} est Fredholm.

On définit la réalisation Pr de P déterminée par T' comme ’opérateur opérant comme
P et de domaine

(1.9) D(Pr)={ue H™(E) | Tu = 0}.

L’ellipticité assure que Pr est Fredholm de D(Pr) dans Lo(FE); son indice est défini par
(1.10) ind P = dim Z(Pr) — dim R(Pr)™,

ou R(Pr) est I'image de Pr, et Z(Pr) est le noyau

(1.11) Z(Pr) ={u € D(Pr) | Pru = 0}.
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CONDITIONS AU BORD SPECTRALES

Exemple 1.3. Considérons un opérateur P = D elliptique d’ordre 1 allant d’un fibré
E; a un autre Fy sur X (dim F; = dim Fs = N). Supposons en plus que D généralise
I’opérateur de Dirac en étant de la forme suivante sur X,:

(112) D = 0'(83% —+ Al), Al = A + anll(:En) + Alo(.’En),

ol o est un morphisme unitaire de ;| & E), A est un opérateur elliptique d’ordre 1 auto-
adjoint dans Ef indépendant de z,, et les A;; sont des opérateurs dans F] d’ordre j
dépendant de x,,. Le cas “produit” est le cas olt les A;; sont nuls.

Il n’est pas évident comment poser des conditions au bord pour avoir la résolubilité
modulo des espaces de dimension finie. La condition de Dirichlet est trop restricitive. Si
E! admet une décomposition globale E] = Fy & F;- en fibrés de dimension N/2, il est
possible que la condition de Dirichlet sur la partie de you dans Fjy, plus précisement le
choix T' = projz, Yo allant de C*°(X, E1) dans C*° (X', Fp), donne un probleme elliptique
au sens de la Définition 1.2. Mais il existe des cas ou ceci n’est pas possible, un exemple

8.5" 10y sur X C R?%.
—10y Oy

S’il n’y a pas de conditions elliptiques au sens de la Définition 1.2, on peut au moins

imposer la condition spectrale d’Atiyah-Patodi-Singer [APS75]

simple est ’opérateur de Cauchy-Riemann D = (

(1.13) > ou = 0,

ou II> désigne la projection orthogonale sur I'espace engendré par les vecteur-propres de
A avec valeur-propre > 0. La réalisation de D sous cette condition est appellée D>. On
trouve que D> est Fredholm de D(D>) & La(Es3), mais {D,II>yo}: C®(E1) — C®(Es)
C*(E1) n’est pas elliptique, puisque II>vy est loin d’étre surjectif. On peut dire qu’il
est injectivement elliptique parce que 'opérateur formé des symboles principaux & X’ est
injectif.

R. Seeley [S69”] a clarifié la situation de cet exemple dans la définition suivante. Nous
appellons projection pseudodifférentielle un opérateur II qui est un opérateur pseudodiffé-
rentiel (0.ps.d.) classique d’ordre 0 et satisfait & I1? = II.

Définition 1.4. Soit D un opérateur différentiel elliptique d’ordre 1 de E1 a Es, et soit
IT une projection pseudodifférentielle dans E'. La condition au bord lyou = 0 est appellée
bien posée pour D si en chaque (z',&') € T*(X')\ 0, le symbole principal ©°(z’, &)
envoit Ny (x',&') bijectivement sur w0 (z',&')(CN), ot Ny (z',€') désigne le sous-espace de
CN parcouru par les valeurs au bord des solutions nulles dans le cas modéle:

(1.14) No(z', &) ={2(0) € CN | z(zn) € SRL)YN, d°(2',0,¢', Dy, )2(x,) =0}
Cette condition décrit les cas ou le probleme modele semi-homogene
d’(2',0,¢', D, Yu(z,) = f(zn) sur Ry, 7%z, &)u(0) =0,

admet une solution unique dans S(R; )" pour tout f € S(R,)V, (z/,¢') € T*(X’') \ 0.
On dit aussi que II est bien posé pour D. Dans ce cas, on trouve que la réalisation
Dy définie par la condition au bord Ilypu = 0 est Fredholm (tandis que {D,IIyy} est
XVI-3
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seulement injectivement elliptique). Un probléme important est de montrer des formules
d’indice pour Dy (comme initié dans [APS75]).

Il existe toujours un choix bien posé pour D; c’est II = C'T, la projection de Calderén
(voir des détails par exemple dans [G99]); son symbole principal est une projection sur
N, (2',¢).

On peut toujours remplacer II par une projection pseudodifférentielle orthogonale Il ¢
définissant la méme condition au bord.

2. Les trois familles d’opérateurs paramétrisés.
Sous des hypotheses convenables de parabolicité (que nous préciserons plus tard) on
peut étudier, non seulement le probléeme (1.4) mais aussi le probléme d’évolution

Oru(z,t) + Pu(x,t) =0sur X xRy,
(2.1) Tu(z,t) =0 sur X' x Ry,
u(z,0) = uo(x) sur X,

qui généralise le probleme de la chaleur. L’opérateur de solution e 7 : 4y — u est appellé
lopérateur de la chaleur associé a {P,T'}.

Cet opérateur a un intérét aussi dans 1’étude de certaines invariantes associées aux
problemes elliptiques. En effet, I'indice d'un opérateur de Fredholm P, satisfait a la
formule

! *pl / rox
(2'2) lnd P’_;WI = Tr e_tPT’ PT’ J— Tr e_tPTIPTI ,

qui est souvent utilisée pour trouver I’indice.

C’est classique et bien connu comment la trace de e~*¥7, dans le cas ol (2.1) consiste
d’opérateurs différentiels et est parabolique, admet un développement asymptotique pour
t — 0+:

(2.3) Tre P~ 3" gt
—n<k<oo

En particulier, pour Pr = PP}, ou Py, P}.", les deux développements (2.3) ont les
mémes coefficients pour k£ # 0, et la formule (2.2) prend la forme

(2.4) ind Py, = co(Pyi" Pj1) — co( Py Pypi™).

Mais aussi les autres coefficients dans (2.3) ont un intérét, en représentant de I'information
géométrique; voir e.g. McKean-Singer [MS67] et les travaux de Gilkey (par exemple [Gi95])
et d’autres auteurs.

On s’interesse aussi & deux autres familles parametrisées d’opérateurs associés a Pr: la
résolvante (Pr — \)~! et les puissances complexes P ° (paramétrisés par A resp. s dans
C); les trois familles sont reliées par des formules de transition (voir par exemple [GS96]
ou [G97] pour des détails):

Pt = et [NTRPr =N A=y [ et

e thr = t_T%/ e oY (Pr — \) " tdy = o= t—°I'(s)Pr”° ds.
cl

27r1,
Res=c

(2.5)
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(Quand Z(Pr) # 0, les formules sont légérement modifiées.) Remarquons que
(2.6) 8§(PT — )\)_1 = T!(PT — /\)_T_l,

qui est d’ordre —(r + 1)m, donc de classe de trace quand (r + 1)m > n. La dérivation
en \ est incluse dans (2.5) pour avoir des transitions pareilles pour les traces. En effet,
le développement de trace (2.3) correspond & des développements de trace de la résol-
vante et la puissance complexe (dans le Théoréme 2.4 plus loin on décrira un cas un peu
plus compliqué). L’étude de ces développements a été initié par Minakshisundaram-Pleijel
[MP49]; ils sont démontrés dans la géneralité de (1.5)—(1.7) par Greiner [Gre71], et pour
des opérateurs matriciels par Seeley [S69], [S69'].

Pour construire e *¥T par des méthodes de calcul symbolique, il est utile de commencer
par la résolvante (Pr—\)~! parce que, si on remplace —\ par u™, alors u joue le rdle d’une
variable cotangente, et on peut se servir de la théorie elliptique en n + 1 variables (ob-
servation d’Agmon). Rappellons la définition d’ellipticité avec parameétre, et parabolicité,
pour les problemes différentiels:

Définition 2.1. Soient P, o et S comme dans la Définition 1.2.

(i) {P + u™, So} est appellée elliptique avec parametre dans un secteur ouvert I’
de C quand p°(z, &) + u™ est inversible pour chaque (z,&, 1) € T*(X) x (T'U {0}) avec
(&,1) # (0,0), et Uopérateur modeéle {p°(z',0,&', Dy, ) + u™,s%(z’, &) o} est bijectif de
SRV sur S(Ry)N xCM pour chaque (z', &', n) € T*(X') x (TU{0}) avece (¢, ) # (0,0).

(ii) Le probléme (2.1) est parabolique si (i) est vrai avecT' D {z € C\ {0} | |argz| <
3m -

Quand (i) a lieu, la résolvante existe et est O(|A|~1) pour A = —u™, u sur un rayon de
I avec |u| suffisamment grand. L’opérateur de la chaleur existe quand (ii) a lieu.

Soulignons que dans la Définition 2.1, 'opérateur modele est considéré aussi pour &’ = 0,
ou le symbole principal de S prend la forme

S()()(i") 0 . 0

0 s1n(a) ... 0

(2.7) s(2’,0) = . 11.( ) . .
0 0 .. Sm_ljm_l(l‘l)

Pour satisfaire a la définition, les morphismes S;; = s;; doivent nécessairement étre sur-
jectifs, i.e., 'opérateur de trace étre normal:

Definition 2.2. L’opérateur de trace So considéré dans la Définition 1.2 est appellé nor-
mal quand les morphismes S;;j: E' — F; sont surjectifs pour j =0,...,m — 1.

Considérons maintenant des probléemes ou il entre des o.ps.d. dans la condition au bord.
Par exemple, pour D~ décrit dans I’Exemple 1.3, on veut bien utiliser des formules comme
(2.2) et (2.4) pour étudier l'indice, mais il est beaucoup moins facile de construire et
analyser opérateur de la chaleur ¢ ~*P2 D> (et la résolvante (D% D> — A)~! et la puissance
complexe (D% D>)~%). Dans [APS75] (concernant le cas “produit”) ils font une analyse

astucieuse qui évite justement de montrer des développements de trace de e tP>D> o

*
e tP>D> géparément, mais fait référence aux développements associés & 1’extension de D
a la variété double (sans bord).
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Le probléme de décrire Tre *P>P> (aussi dans des cas non-produits) a été résolu par-
tiellement dans [G92] qui montre un développement jusqu’au terme cy avec reste O(t3/8),
et c’est completement résolu dans [GS95], [GS96] (collaboration avec Seeley), montrant

(2.8) Tre 220> 0 Nt +) (chlogt + ] )t
—n<k<0 k>1

ol on voit apparaitre des termes logarithmiques. Pour démontrer ce résultat on a introduit
(dans [GS95]) un nouveau calcul de symboles paramétrisés — les symboles faiblement
polyhomogeénes, avec un choix particulier de conditions supplémentaires 1a ot la homogénité
en (&, u) n’est pas valable d’une maniere lisse. Les mots “fortement polyhomogeéne” sont
réservés au cas ou il y a homogénité de termes C* en (&, u) sans restrictions.

On peut traiter ce probleme, et aussi des conditions au bord bien posées, dans le cadre
d’un calcul géneral qui fait entrer les conditions au bord pseudo-normales:

Definition 2.3. Soit S une matrice triangulaire comme dans (1.7), mais ot les Sji, sont
des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre j — k allant de E' dans F;. L’opérateur de
trace Sou est appellé pseudo-normal, quand les S;; sont surjectifs, j =0,...,m — 1.

Dans [G99] nous avons montré:

Théoreme 2.4. Soient P et o comme dans la Définition 1.2 et soit T = So un opérateur
de trace pseudo-normal. Supposons qu’il existe un secteur ouvert ¥ de C tel que (1) et (2)
ont lieu:

(1) Pour tout sous-secteur relativement fermé X' C 3, p°(x,&) — A est inversible avec
une estimation O((|€|™ + |A|)™1) de Uinverse quand (x,&,)) € T*(X) x Y.

(2) {P,T} est elliptique, et pour tout ¥’ comme dans (1), Pr — X\ est inversible pour
A € X' avec |)| suffisamment grand, la norme Ly de (Pr — \)™! étant O(|\|71).

Sous ces hypothéses on a un développement asymptotique de la trace de 05 (Pr — )1
quand (r + 1)m > n:

(29)  TRPr N~ D &N 4 Y (G log(—A) + ) (=N Tm
k>—n >0

pour A — 0o dans . On a aussi une extension méromorphe de la fonction zeta ((Pr,s) =
Tr Pr® avec la structure des poles décrite par:

_ Ck dim Z(Pr) —c o
2.10 L(s)TePp® ~ > - +3( + ).
( ) (s) T k>—n8+% S o (8+%)2 3_,_%

Si le secteur {\ € C\ {0} | arg A € [%, 3]} est contenu dans X, on a le développement
asymptotique de la trace de la chaleur:

(2.11) Tre tPr ~ Z cut™ + Z(cé logt + ¢}/ )t .
k>—n 1>0

Les coefficients cx, ¢, cp sont reliés auz ¢, &, ¢, par des facteurs de proportionalité uni-
versels. Les coefficients ¢, €, ck, ¢}, sont déterminés par les termes homogénes dans les
symboles (sont “locauz”).

Le terme avec dim Z(Pr) (cf. (1.11)) entre dans (2.10) parce qu’on définit P, ° comme
0 sur Z(Pr).
XVI-6
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La difficulté dans ce résultat réside dans le fait que les termes dans les symboles ne
sont pas parfaitement homogenes en (&, A ); on a besoin de travailler dans le calcul faible-
ment polyhomogene. L’étude dans [G99] démontre non seulement le Théoreme 2.4, mais
décrit aussi la structure des opérateurs comme des compositions d’opérateurs fortement
polyhomogenes dans 'intérieur avec des o.ps.d. faiblement polyhomogenes sur le bord.

Ce théoreme s’applique aux problemes de premier ordre bien posés, de la maniere suiv-
ante: Soient D et II comme dans la Définition 1.4 et soit Dy la réalisation définie par la
condition au bord IIyyu = 0. Comme déja remarqué, on peut supposer que II = IT*. Sur
X, on peut toujours écrire D de la forme

(2.12) D = o0(x,) (0, + A1(xn)),

ou, pour chaque z,, o(x,) est un homéomorphisme de Fi sur F) et A;(z,) est elliptique
de E} a EY. On a la formule de Green

(D, v) g, — (u, D*v)p, = —(0(0)v0u, y0v) By,
qui permet de démontrer que ladjoint de Dy est (Dp)* = (D*)m,, ou II; =

0(0)( — II)o*(0). On considere alors les opérateurs D et Dy dans E = E; & FEy définis
par:

(0 -D* (0 -Dy
10 p(3 D). o (0 D)

Ici D est la réalisation de D déterminée par la condition au bord
(2.14) Soovou =0, avec Sgo = (II (I —I)o*(0)): & — CP(EY).

L’opérateur D7 est anti-auto-adjoint, donc la résolvante R, = (D + p)~t

p € C\ iR et est O(|u|~1) sur les rayons 1a. On verifie facilement:

existe pour

B Dn*Dp +p?)~' Dp*(DpDp* + p?)~!
2.15 R, = (D 1_ ( MDD r .
( ) p= (D1 + 1) <—DH(DH D+ 12~ u(DnDp* + p2)~!

De cette expression on peut retirer la résolvante Ry = (Dp* Dy —\)~! que nous cherchons,
par la formule

_ 1 _
(2.16) Ry =p" (1 O)Rf‘(()) =p Ry, A=—pl.

Le systeme {D, T} satisfait aux hypothéses du Théoréeme 2.4 avec Fy = E1; notons en
particulier que Sog est surjectif. Donc la trace de 0, (D7 +p)~! a un développement comme
dans (2.9) avec m = 1. Pour obtenir la meilleure information sur 95 R, il est préferable
de passer par les puissances R}" (voir (2.6)) qu’on peut calculer directement de (2.16) en
utilisant des regles de composition. Il en résulte:

XVI-7
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Corollaire 2.5. On a pour Dn*Dn (et_également pour DiDn*) des développements de
traces (ou A — oo sur les rayons de C\ R, ):

Trd}(Dr* D — N7~ Y (=057 4+ 3 (@ log(—) + @) (~A)E
k>—n 1>0

. _ a dim Z (D) —ay a;
217)  T(s) Tr(Dn*Dn) ™ ~ - +>( + L),
210 T R B e AT

Tre Pn7Pm o N git® + 3 (g logt + af )t
k>—n 1>0

Une idée fondamentale dans toutes ces études est “la réduction au bord”: Si 'opérateur
en considération est de la forme G(\) = K(A)S(A)T(N), ou K(\) est un opérateur de
Poisson (dans le calcul de Boutet de Monvel [BM71]) allant de X’ en X, T'()\) est un
opérateur de trace allant de X en X', et S()\) est un o.ps.d. sur X', alors

(2.18) Trx G(A) = Trx K(A)S(\)T () = Trxr SO)VT(V K () = Try: 8'(N),

ou S'(A) = S(A\)T(A)K(N) est un o.ps.d. sur X’. Donc il suffit d’avoir une analyse des
formules de trace pour les opérateurs sur la variété sans bord X'.

Mais, compte-tenu du fait que tous les opérateurs ne sont pas des produits simples, et
que les calculs peuvent devenir assez compliqués, nous avons trouvé utile de développer
une théorie systématique d’opérateurs pseudodifférentiels au bord (généralisant [BM71])
dépendant d’un parametre de la maniere spéciale rencontré ci-dessus. C’est publié dans

[GO1].

3. Les coefficients des logarithmes.
Dans (2.17) on peut absorber les termes avec ax, £ > 0, dans les a}, obtenant par
exemple

(3.1) Tre Pn'Pn o N™ g5+ (o) logt + af)t
—n<k<0 k>0

(ou les a}, ont changé de valeur). Remarquons qu’il reste une différence entre (3.1) et (2.8):
la présence du terme af,logt. Dans les applications en physique théorique c¢’est important
de savoir si ce terme est présent ou non. En plus, on peut demander si les autres termes
logarithmiques sont nécessairement la.

Voici quelques résultats pour le cas ou D est comme dans I’Exemple 1.3:

Résultat 3.1. Dans le cas produit de la réalisation D>, ag = 0 ([G92]), et on a des
formules explicites pour tous les coefficients, les reliant aux fonctions zeta et eta de A,
[GS96]. Il résulte en particulier que tous les coefficients aj, sont nuls si n est impair, et que
les coefficients a’2j avec 7 > 0 sont nuls si n est pair. Les autres coefficients sont non-nuls
en géneral, [GGI8|.

Résultat 3.2. Dans le cas non-produit de la réalisation D>, il est montré dans [G92]
(voir aussi [GS95]) que ag = 0. [GO1’] montre que c’est encore vrai si II> est perturbé par
un o.ps.d. de degré < —n.
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Le fait que a = 0 assure que la fonction zeta ((D>*D>,s) = Tr(D>*D>)"* est régu-
liere en 0, voir (2.17).

Les premiers quatre coefficients ax avec k < 0 one été analysés par Gilkey et al. [DGK99],
[GKO02], dans des cas d’opérateurs géométriques. Il y a peu de résultats sur les autres
coefficients aj, des termes logarithmiques. Recemment, nous avons étudié leur stabilité
sous des perturbations:

Résultat 3.3. Sion perturbe la projection II par un o.ps.d. d’ordre J < —n, alors les a)
avec k < J — n sont préservés, [GO1'].

Résultat 3.4. Si on perturbe D par un opérateur z!, P tangentiel d’ordre 1 (I > 0) en
gardant la condition au bord ITyyu = 0, alors pour k < [, les a}, sont préservés, et les aj
sont perturbés par des termes locaux, [G02].

En particulier, le coefficient a est stable si on remplace D par D; avec D = D; sur
X'. Pour n pair, ce coefficient est génériquement non-nul, proportional au coefficient de

¢7 dans la formule de trace pour e t4".

Nous avons aussi étudié des perturbations avec une certaine commutativité:

Résultat 3.5. Dans le cas produit de D>, si on perturbe D par un terme Py+) ; :z:,’;’Plk
(Pp d’ordre 0 et les Pyj tangentiels d’ordre 1), ou Py et les Py commutent avec A, alors
tous les aj, sont nuls si n est impair, [G02].

Encore un résultat sur les problémes bien posés est mentionné plus bas (dans le Corol-
laire 4.3).

On peut avoir 'impression, apres ces résultats, que les termes logarithmiques sont a
combattre a tout prix. Mais il existe aussi des situations ou un tel terme est le plus
important:

Wodzicki a introduit dans sa these [W84| (voir aussi [W84']) une fonctionelle res(A)
sur les o.ps.d. classiques d’ordre entier sur une variété compacte Y sans bord, telle que
res([A, B]) = 0 pour tout A, B (c’est une trace). C’est appellée le résidu non-commutatif,
et c’est proportionnel au coefficient af dans un développement asymptotique comme dans
(3.1) pour Tr(Ae™*?), Q = —A sur Y.

Fedosov, Golse, Leichtnam et Schrohe [FGLS96] ont généralisé 'idée au cas des variétés
a bord, en définissant une trace sur l'algebre d’opérateurs A dans le calcul de Boutet de
Monvel opérant de C*°(X, E) & C*°(X’, F) dans lui-méme.

Dans un travail avec Schrohe [GSc01], nous avons montré comment cette fonctionnelle
de trace est proportionnelle au premier coefficient logarithmique dans un développement
asymptotique de Tr(.Ae_tQ), ol e 2 est un opérateur de chaleur auxiliaire (e_tQ est
diagonal, formé des opérateurs de chaleur du probleme de Dirichlet pour le Laplacien et
d’un opérateur elliptique sur le bord).

Cette dernieére étude est fondée sur des calculations assez différentes de celles de [GO1].

4. Conditions spectrales dans la théorie des “branes”.
Dans le traitement de D* Dy ci-dessus nous avons évité de considérer directement la
réalisation de D*D que cet opérateur représente. C’est défini par la condition au bord

(4.1) Myou =0, (I —1I)o*(0)yoDu =0,
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ou la deuxiéme équation, grace a (2.12), peut s’écrire
(4.2) (I =) (71 + A1(0)y0)u = 0.

Cependant, il parait qu’on a besoin de considérer des conditions de ce genre en physique
théorique. Dans l'article [V01] et ’exposé [V02] sur les “branes” dans la théorie des cordes,
Vassilevich a proposé d’étudier des conditions au bord

(4.3) Myou =0, (I —1II)(y1u+ Byou) =0,

pour une version du Laplacien entrant dans cette théorie; nous ’appellons P. Ici, on
a mis une condition de Dirichlet sur une certaine partie de la fonction au bord, et une
condition de Neumann oblique sur une autre partie, et il semble étre intéressant d’effectuer
cette partition a l’aide d’une projection spectrale. Nous allons dire qu’une projection
pseudodifférentielle II est une projection spectrale si

(4.4) II=11.(C) + S,

ou C est un opérateur pseudodifférentiel elliptique auto-adjoint d’ordre 1 dans E’ et S est
d’ordre —oo. On peut en effet montrer que toute projection orthogonale pseudodifférenti-
elle peut s’écrire sous cette forme. Posons

M =0, T,=/I-T,

(4.5) T = {11170, Ua2(y1 + Bvo)}-

Vassilievich discute le probléeme de trouver un opérateur de type Dirac D comme dans
I’Exemple 1.3 tel que P = D*D (une sorte de “racine carrée”), dont on peut tirer A et
définir la condition (4.3) en mettant II égal a II>(A) + S ou II-(A) + S. Il pose comme
probleme ouvert de construire I'opérateur de la chaleur associé et son développement de
trace, surtout avec des choix de B dans (4.3) pour lesquels la réalisation Pr n’est pas
auto-adjointe.

Nous avons analysé (récemment, dans [G02']) les conditions au bord Tu = 0 (4.5) du
point de vue de notre calcul faiblement polyhomogene, et nous avons trouvé qu’on n’a
pas besoin d’une factorisation P = D*D (méme pas prés de X') pour pouvoir définir
des réalisations ayant une résolvante ou un opérateur de la chaleur avec un développement
asymptotique du genre trouvé ci-dessus. Plus précisement on a, en notant par Yy le secteur

Yg={AeC||r—arg)| <0},

le résultat suivant:

Théoreme 4.1. Soit P un opérateur différentiel elliptique dans E, de la forme
(4.6) pP= —Qin + P +2,P, + P, sur X,

ou P’ est un opérateur elliptique auto-adjoint nonnégatif d’ordre deux dans E’ indépendant

de x,, et les P; sont d’ordre j et dépendent de x,,. Soit II; une projection pseudodiffé-

rentielle dans E' et B un opérateur différentiel ou pseudodifférentiel d’ordre 1 dans E’, et

définissons Pr par la condition au bord Tu = 0 (4.5). Supposons que (a) et (b) ont lieu:
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(a) Les symboles principaux de I1y et P’ commutent.
(b) II existe 6 €]0, 7] tel que les symbols principaux strictement homogénes vérifient:

N

— w3 (2, €b" (2", &)y (2, €)
est inversible pour (&', ) € (R x Xg) \ {(0,0)}.

47) (™(',€) - N)

Alors la résolvante (Pr—\)~1 existe pour A\ € $g avec |\| grand (dépendant de ’argument),
et on a des développements de trace:

Trof(Pr =N~ D &I 4 D (G log(—A) + )(-A) E T,
—n<k<0 k>0
im Z (P, —c /"
SEEVOINIS DR LN SR, N )

k k\2 k
K S r K
_n§k<0 $ + 2 kZO (5 + 2) S + 2

(4.8)

En plus, si 0 > 7, 'opérateur de la chaleur est bien défini et sa trace a le développement
asymptotique:

(4.9) Tre tFr ~ Z ct? + Z(dc logt + c})t5.
—n<k<0 k>0

La condition (a) est certainement vérifiée si I1; est une projection spectrale commutant
avec P’, mais elle est aussi verifiée simplement si le symbole principal de P’ est scalaire.
La condition (b) est vérifiée avec 6 = 7 si b" est anti-symétrique (propriété naturelle des
opérateurs de premier ordre) et II; est une projection orthogonale. Mais la condition (4.7)
permet aussi & b" d’avoir un spectre hors de iR.

Ici on pose aussi la question de savoir si ¢, = 0 (tel que la fonction zeta (Pr, s) = Tr P ®
est réguliere & s = 0). Nous avons trouvé:

Théoreme 4.2. Hypothéses comme dans le Théoréme 4.1.

Le coefficient ¢y (égal a —¢j) ne dépend pas de B; en effet, ¢ = %res(Hz) (le résidu
non-commutatif ).

Il resulte que cf = 0.

Pour la derniére conclusion, on utilise le résultat de Wodzicki (voir [W84']): Pour toute
projection pseudodifférentielle, le résidu non-commutatif est égal a zéro.
Il résulte en particulier:

Corollaire 4.3. Pour toute réalisation Dy bien posée d’un opérateur elliptique d’ordre 1
(cf. Définition 1.4), aj, = aj, = 0 dans (2.17) et (3.1).

Dans [G02'] nous donnons aussi une analyse de afj, et de la fonction eta associée a Dy,
montrant qu’elle est réguliere en zéro dans des cas “produits” auto-adjoints ou II est une
perturbation de I (A) par un opérateur d’ordre < —n.
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