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Résumé

On élimine par la méthode KAM la dépendance temporelle dans une classe d’équations différen-
tielles linéaires en ¢2 avec dépendance quasi-périodique et non bornée du temps. Ceci entraine la
nature purement ponctuelle du spectre de Floquet de 'opérateur Hg + e P(wt) pour € petit. Ici Hy
est 'opérateur différentiel de Schrodinger ordinaire —% +V,V(z) ~ |2|* a > 2lorsque |z| = oo,
la perturbation quasi-périodique par rapport au temps P peut diverger comme |z|°, 3 < (a—2)/2,
et le vecteur des fréquences w n’est pas résonant. La preuve est fondée sur 'estimation de Kuksin

pour les solutions des équations homologiques avec coefficients non constants.

1 Introduction et énoncé des résultats

Dans cet exposé je présenterai les résultats de [3]. Méme si cette présentation a l'intention
d’étre compléte, on fera référence & cet article pour des détails supplémentaires.
On considere ’équation différentielle linéaire non-autonome dans un espace de Hilbert

séparable ‘H
ith(t) = (A + eP(wit,wat, ..., wnt))(t), ®(t) €H, e€R (1.1)
sous les hypothéses suivantes :

A1l L’opérateur A est auto-adjoint positif. Spec(A) est discret, et toutes ses valeurs

propres 0 < A\; < Ag < As, ... sont simples. Il existe d > 1 tel que

Ni~id i 0. (1.2)
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A2 P(¢1,...,¢n) = P(¢) est une fonction du tore T" = R"/27Z"™ a4 n dimensions &
valeurs dans les opérateurs symétriques en H ; w = (wi,...,w,) € [0,1]" est le

vecteur des fréquences.

A3 Pour 6 > 0, on note B° I’espace de Banach de tous les opérateurs fermés T dans H

tels que A~%/9T est borné (en particulier: B = £(#)). Sa norme est

IT)ls := sup [|A~ Ty (1.3)

[l 5, =1
Alors la fonction T" 3 ¢ — P(¢) € B’ est analytique pour un certain § < d — 1.
On veut montrer le résultat suivant.

Théoréme 1.1 Il existe e, > 0, un sous-ensemble II¢ C II := [0,1]" et, si |e|] < €
et w € II¢, un opérateur unitaire Ug(wt) = Ug(wit,wat, ...,wyt) de H avec les propriétés

suivantes:
T1 U.(wt) est analytique par rapport a t et quasi-périodique de fréquences w ;

T2 U (wt) transforme ’équation (1.1) en un systéme de la forme

iX(t) = Aco(wt)x(t) (1.4)
Aco = diag(A + u$C (wt), AS° + ps®(wt), AS® + u$e(wt), ...) (1.5)

Ici {\°}2, € R et chaque fonction pe(p) : T" — R est analytique de moyenne

nulle ;

T3 1l existe C > 0 tel que :

I1=Uelwt)lo < Ce, NP =Nl < Cife,  |milwt)] < Cie, M—-T1]S0 .
L’intégration directe de (1.4) réduit (1.1) & un systéme autonome dont les solutions sont
a I’évidence toutes presque -périodiques.

Corollaire 1.1

1. Si|e| < €, w € II€ il existe une transformation unitaire Up(wt), quasipériodique de

fréquences w, et telle que |1 — Urp(wt)||; < C¢, qui transforme (1.1) en le systéme

it = Apz, Ap = diag(A®, A%, AP, ) (1.6)



2. Pour n’importe quelle donnée initiale 1y la solution () de (1.1) est presque -
périodique de fréquences 2w AT, 2 /A0, .. swi, ... ,wy. Cest 4 dire, elle est de la

forme

= i ¢?(wt)ei)‘?°t (1.7)
i=0

ou {¢?(wt)}$°, sont les composantes de U, (wt)po sur la base des vecteurs propres de

A.

Le résultat ci-dessus admet une formulation équivalente en termes de spectre de Floquet
([22], et [13] pour le cas quasi-périodique). Considérons en effet dans 'espace de Hilbert
K := H ® L?(T") l'opérateur Hamiltonien de Floquet

— _lzwla_@ FA+eP() . (1.9

L’opérateur maximal engendré par 1’expression différentielle (1.8) dans K, noté encore Kp,
est auto-adjoint en vertu de A3, condition qui rend A+ eP(wt) auto-adjoint sur D(A) pour
tout ¢. Alors :

Corollaire 1.2 Pour |¢| < e, et w € II¢ le spectre de Kp est purement ponctuel ; les

valeurs propres sont vjp:= A° +k-w, j=0,1,2..., k€ Z".
Remarque 1

1. Ce corollaire étend aux perturbations non bornées et quasi-périodiques le résultat
valable pour les opérateurs K avec P(¢) périodique et différentiable en ¢ en tant
qu’opérateur borné dans H [6, 7]. La condition sur l'espacement est la méme que la

condition Al.

2. Les méthodes KAM de [6, 7], introduites pour la premiere fois dans [2] (voir aussi
[4]) ont permis de renforcer, pour des petits couplages, le résultat original de [11]
(voir aussi [15],[18]), sur l’absence du spectre absolument continu & l’absence du
spectre continu. De plus ici ’ensemble II¢ est ’ensemble de toutes les fréquences
qui satisfont une condition diophantienne par rapport aux différences A\; — A;. En
outre, un résultat du type du Corollaire 1.1 & une erreur d’ordre exp 1/ex— pres a
été montré dans [12] pour une classe de perturbations bornées par la méthode de
Nekhoroshev.

3. Notre preuve étend aux espaces de dimension infinie la technique KAM pour éliminer
la dépendance temporelle dans les équations différentielles ordinaire forcées quasi-

périodiquement [1, 14, 21]. Le point technique & noter est que, bien que ’équation
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homologique qui intervient dans le probleme est & coefficients variables, elle admet
une solution grice & une technique développée par Kuksin[17] dans le contexte de

son analyse de I’équation KdV par la théorie KAM.

Comme dans [4, 6, 7, 11, 15, 18, 12] la motivation plus importante pour ce corollaire est
Panalyse spectrale (de Floquet) pour ’équation de Schrédinger ordinaire dépendant du

temps, c’est & dire :
Théoreme 1.2 Soient l’'équation de Schrodinger dépendant du temps

H(t)yp(z,t) = iopp(z,t), z € Ry H(t) := —j—; +Q(z) + €V(z,wt), e ER (1.9)
et ’hamiltonien de Floquet correspondant (1.8) sous les conditions suivantes:

1. Q(z) € C®(R;R), Q(x) ~ |z|* pour un certain o > 2 quand |z| — oo ;

2. V(x,¢) est une fonction holomorphe de ¢ € T" a waleurs dans C®(R;R), avec
—2
\V(z,d)||z| = borné quand |z| — co pour un certain B < aT-

Alors il existe € > 0 tel que le spectre de Kp est purement ponctuel pour tout |e| < €*,

w e II°.

Remarque 2

1. On montrera le résultat dans une situation plus générale: V =V (z,&; ¢) est fonction
holomorphe de ¢ € T" & valeurs dans C®(R2;R) avec |V (z,&; ¢)|([€]? + |]®) %4
borné quand €| + |z| — oo. Ici V(¢) est réalisé comme une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels dans L2(R) de classe Gg (voir par exemple [20], Chapitre 8) et
de symbole de Weyl V.

2. Pour a = 4 on tire § < 1. Donc la version quantique de l'oscillateur de Duffing
2

proprement dit H(t) = o2 + z* 4 ez sin (wt) se trouve juste au deld de la validité
¥

du Corollaire.

3. Dans le cas périodique (n = 1) on voit bien que, comme en mécanique classique (voir
par exemple [8], Chapt.5.13) méme une perturbation non bornée n’est pas suffisante
a délocaliser le systéme si son intensité € est trop petite et sa fréquence n’est pas trop
proche d’une résonance. Il n’y a pas non plus de diffusion (pour € suffisamment petit)
dans le systéme classique correspondant & (1.9) méme pour des valeurs résonantes
de w, mais il y a des régions chaotiques dans I’espace des phases localisées autour des
actions résonantes. Dans ce cas la nature ponctuelle ou pas du spectre de Floquet
quantique est encore inconnue méme pour des perturbations bornées. D’autre part,
pour 0 < a < 2, quand la condition (1.2) n’est pas vérifiée, la nature du spectre de

Floquet n’est pas connue sauf pour le cas globalement résonant[9],[10].
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2 La construction formelle

Sans rien perdre en généralité on peut écrire ’équation (1.1) comme un systéme du premier

ordre en /2:

ii = (A4 ePwt)z, zel’ (2.1)
A= diag(/\l, Ao, Ag, ) , MER, N>0 (22)

ou \; et P(wt) = P(wit,wst,...,w,t) satisfont les conditions A1-A3.

Le point fondamental de toute méthode KAM réside en la construction d’un change-
ment de coordonnées qui transforme le probléme donné en un nouveau probléme de forme
identique mais avec une perturbation de taille beaucoup plus petite, typiquement le carré
de la taille de la perturbation du probléme donné. On va maintenant batir et estimer, a
l’aide d’un algorithme trés proche de [12], un opérateur unitaire qui transforme (2.1) en
une équation de la méme forme mais avec une perturbation d’ordre €2.

Dans cette section on exposera le procédé ; en Section 3 on établira les estimations, et
en Section 4 on construira le procédé itératif et on montrera sa convergence.

Soit B(¢1,...,¢n) € BY anti-autoadjoint V¢ € T™. Etant donné l'opérateur unitaire

eB(wt)

efB(9) pour w € II fixé on fait le changement de base z = e y. La substitution dans

(2.1) donne
iy = (A+ PY(wt))y (2.3)

La nouvelle perturbation P! est (on ne note pas la dépendance explicite de B par rapport
at):

Pl i=e{[4,B] iB + P} + (7P AP — A~ €[4, B]) (2.4)
+€ (effBPeEB — P) — i€ (eifBBeCB — B) .

Si B est tel que le premier terme au second membre s’annule P! devient d’ordre €2. Par

conséquent on étudie I’équation
[A,B]—iB+P=0. (2.5)
Calculant ses éléments de matrice sur les vecteurs propres de A cette équation devient
" 0
—iZwla—Bij + ()\i — /\j)Bij = Pz’j , (2.6)
—  Oh
On développe maintenant le deux membres en série de Fourier, en écrivant

Bij= Y Bije®™?,  Py= ) Py
kezn Kezn
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Si I'on impose I'égalité des coefficients de Fourier des deux membres (2.6) devient

(w . kJ + )\z — )\j)BUk = lsijk .
Evidemment cette équation n’a pas de solution quand ¢ = j et kK = 0. Si maintenant I'on
suppose w tel que w -k + A\ — A; # 0 quand i # j ou k # 0, la définition naturelle de B

est 'opérateur dont les éléments de matrice sont définis par

A

Py .
Bijj=Y ——UY ko £ (2.7)
keznw-k—l-)\i—/\j
P
Bii:== Y %e‘k"f’
kezn—{o} “

La deuxiéme ligne en (2.4) est d’ordre €2 seulement si I'opérateur B est borné. Or P n’est
pas borné ; par conséquent 'opérateur diag(B;;) en général n’est pas borné non plus, et
la définition précédente ne peut pas donner le résultat qu’on voudrait. L’idée est alors
de définir B par la premiére des (2.7) avec B;; = 0 ; on peut imaginer que, comme les
dénominateurs w-k+ \; — \; tendent vers I'infini si ¢ ou j divergent, il devrait étre possible
d’engendrer un B borné méme si P ne l'est pas. On va montrer exactement ceci dans le
prochain paragraphe.

Avec la définition précédente de B le premier terme au second membre dans (2.4)
devient l'opérateur ediag(P;;), et donc en fonction des variables y 1'équation prend la
forme

iy = (A1 + 2Pt (wt))y ,

ot Al = A+ ediag(Py;(wt)). Ce systéme est défini seulement pour w dans le sous-ensemble
de II ou les dénominateurs dans (2.7) ne s’annulent pas. Dans le prochain paragraphe
on supposera une condition de type diophantien pour ces dénominateurs aussi, valable
dans un sous-ensemble Cantorien de II. Alors on déterminera que P! a une dépendance
Lipschitzienne par rapport a w dans tel sous-ensemble.

Par itération de la construction on verra que I'opérateur A est remplacé par opérateur
Al qui dépend aussi des angles ¢. Ceci sera exactement le point ou le résultat de Kuksin

[17] interviendra critiquement.

3 Redoublement de 'ordre de la perturbation

On exposera ici la construction et ’estimation de la transformation qui éléeve au carré
I'ordre de la perturbation.
Soit T% le tore complexifié avec [Im¢;| < s. Si f est une fonction analytique de T? a

valeurs dans un espace de Banach (dans ce qui suit C ou bien la complexification de Bé),
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on note

1£1ls = sup [If(#)]
eT?

Pour toutes fonctions & valeurs dans B? on utilise la notation
1 flls,s := sup ||f(d)l5 -
PETY

Soit II”™ un sous-ensemble non vide fermé de II de mesure positive. Si f dépend aussi

(lipschitziennement) de w € II™ on définit la norme

17 (¢, w) = f(¢, Il

'

I£I5 =l £]l,+ sup sup
PET™ ww' €11~ |w —w

En particulier pour toutes fonctions & valeurs dans B° on note ||||§ 5

On va maintenant insérer notre systéme dans un cadre plus général, qui grace a la
discussion qui précéde est plus convenable pour le procédé itératif. Considérons dans ¢2
I’équation

it =(A" + P (wt))z (3.1)

sous les conditions suivantes
H1)
A7 = diag(A] (w) + p7 (W, w), Ay (W) + pgy (wt,w), A3 (w) + p3 (Wt,w),...), (3.2)
Ici :
Hl.a) Vi =1,... la valeur propre \; (w) est positive et lipschitzienne en w € II”~ ; en outre
Ay~

uniformément par rapport & w € II". Donc il existe Cy > 0 indépendant de w tel

que

A=A | =it -4 (3.3)

H1.b) Il existe C, > 0 (suffisamment petit) et § < d — 1 tels que

w,w' €I~ |w - w,|

Hlc) Vi=1,... p; (w) : T¥ x II7 — R est analytique par rapport & ¢, lipschitzienne par

rapport & w, et de moyenne nulle, c’est & dire :
[, ui6.w)dp=o.
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En outre cette fonction vérifie les estimations

lills < Crd® (3-5)
_ (e
PET? ww' €I~ |w — |

H2) La fonction & valeurs dans les opérateurs P~ : T%? x I[I™ — B% est analytique par

rapport & ¢ € T} et lipschitzienne par rapport a w € II™.

H3) Il existe v~ > 0et 7 >n+2/(d — 1) tels que, pour tout w € II", on a

w - k| > |Z|T . Ykez"—{0}, (3.7)
—1sd _ d
\)\i—/\j+w-k|2%|k|z|,Vk€Z", i # (3.8)

Remarque 1 Dans le prochain paragraphe on montrera qu'on peut construire un en-
semble II~ de mesure positive tel que le systéme de départ (1.1) vérifie aussi ’hypothése

précédente.

Soit maintenant

B:T" 3 (¢1,...; pn) — B(¢1, ..., dn) € B° (3.9)

une fonction analytique avec B(¢1,...,¢,) anti-auto adjoint pour toute valeur réelle de
(¢1, ..., Pn). Considérons 'opérateur unitaire correspondant eB(@10n) et (comme avant)

B(wt)

pour tout w € II~ considérons le changement de base unitaire z = e y. Sa substitution

dans I’équation 3.1 donne

iy = (AT + Pt (wt))y (3.10)

AT == A™ + diag(P"). (3.11)

Ici diag(P~) est la matrice diagonale formée des éléments diagonaux de P~, c’est & dire
diag(P™) = diag(Py; (wt), Pyy(wt), Pag(wt)...).

La nouvelle perturbation P* est donnée par (on omettra de noter la dépendance ex-

plicite de t):
Pt = {[A7,B] —iB + (P~ — diag(P7))} + (3.12)
+ (efBAfeB —A - [Af,B]) + (eprfeB — Pf) —1 (efBBeB - B) .

D’apres le procédé standard on soustrait la moyenne de la perturbation. C’est a dire,

on écrit AT = diag(\; + p; (wt)) ot A} = A + Pii(¢) (on note par @ la moyenne de a
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sur les angles). Donc les fonctions p*(¢) ont une moyenne nulle ; les quantités )\ZT" sont
indépendantes de ¢ et d’aprés A3 vérifient 'estimation [\ — \;| < Cy 30
Le point principal de la preuve est la construction de B tel que 'accolade dans (3.12)

s’annule, c’est & dire la solution de 1’équation en I'inconnue B
[A=,B] —iB + (P~ — diag(P™)) =0 . (3.13)

Le procédé expliqué dans la section précédente doit étre modifié parce qu’ici les valeurs
propres de A~ dépendent aussi des angles ¢. La construction se fonde sur un lemme de
Kuksin [17] qu’on rappellera.

Soit I’équation sur le tore & n dimensions
o~ 0
—iy kg () + Eix(¢) + E2h(¢)x(¢) = b(¢) - (3.14)
k=1

On note ici x I'inconnue, et b, h sont des fonctions analytiques données sur T}. h a une
moyenne nulle ; Ey, Eo sont des constantes positives et ||h|, < 1.

Sur le vecteur des fréquences w = (wy, ...,wy) on imposera les hypotheses suivantes :

|w - k;|>|]~€| Yk ez — {0} |w-k:+E1|21+7W,Vk:eZ”. (3.15)

L’hypothese finale est une relation d’ordre sur la taille des différents parameétres, & savoir :

étant donnés 0 < 8 < 1 et C' > 0 on supposera que
E! > CE, (3.16)

Lemme 3.1 (Kuksin) Sous les hypothéses précédentes l’équation (3.14) admet une et une

seule solution analytique x qui pour tout 0 < o < s vérifie l'estimation

1
Il o < G exp (s ) 0, (3.17)

ou ai,as,as,Cy,Cy sont des constantes qui ne dépendent pas de Eq, Es,0,8,71,Y2,w

Pour appliquer ce lemme & la construction et & I’estimation de B, on note G I’espace de
Banach de tous les opérateurs bornés B dans 2 tels que A—9/4BA%/4 admet une extension

en tant qu’opérateur linéaire borné. La norme de G est notée
IBII¥ = max {[|BJlo, || A=3/¢ BAY 4| } (3.18)

En outre pour les s— normes d’une fonction analytique sur le tore & valeurs dans ¢

(éventuellement Lipschitzienne par rapport & w € II") on emploiera la notation
L
18IS, IBITE

Dans ce qui suit la notation a <-b signifie : “il existe une constante C indépendante

de CjE C’N YE,s,0,4, 5, K (certains paramétres seront définis plus loin) telle que a < Cb.

De méme on notera b-> a.



Lemme 3.2 Soient d‘sj <O<1, v >0, C5>0, et C* >0 fires. On fait ’hypothése

que

* CN *
A

Alors pour tout 0 < o < s l’équation (3.13) a une solution unique B € G analytique sur

T, qui vérifie l’estimation

1
I1B1% < —rexp (5 ) 127115,

ot ¢, b1, by sont des constantes qui dépendent seulement de 0,n, 7,5, C*, 7., C}.

(3.20)

Preuve. Sil’on calcule les éléments de matrice sur les vecteurs propres de A~, I’équation
(3.13) devient

—12 W g~ Bij + (A = A7) Bij + (1 (9) — 155 (9))Bij = Pyg, i # 7] (3.21)

La premiere inégalité de (3.19) assure la validité de (3.16) avec une constante C' con-
venablement choisie indépendante de toutes les constantes qui interviennent. Alors une
application directe du Lemme de Kuksin implique que (3.13) a une solution analytique
unique qui vérifie 'estimation

1 1 c
1Bijll;—p < WE exp (W> 171l (3.22)

Pour estimer la norme sup de B on utilise le Lemme 5.2. A ce propos, remarquons dans
un premier temps que |i¢ — 5| > |i — j|(i’ + 5°). Ensuite on considére les matrices infinies

d’éléments 5
Pij P i

@ +5°) " 7 @+ 5°)
L’hypothése H2 entraine a fortiori que ces matrices infinies représentent des opérateurs
bornés en ¢2. Alors le Lemme 5.2 donne I'estimation de la norme sup de B et aussi de
A~9/ABAY/d est A dire que lon a :

I1B1S 50 < ex (o ) 1Pl (3.23

apres redéfinition de ¢ comme 20 et de la constante ¢. Pour obtenir I'estimation de la
norme de Lipschitz on fait le raisonnement suivant. Pour une fonction donnée B de w

posons
AB := B(w) — B(J'). (3.24)

Par application de 'opérateur A & (3.21) on tire que AB;; vérifie une équation analogue.

Donc grace au Lemme de Kuksin on peut estimer sa solution AB par le méme argument
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utilisé dans Pestimation de B. Faisant la division par |w — |

et appliquant encore une
fois le Lemme 5.2 on obtient

AB c
Aw b

ce qui donne la preuve apres la redéfinition de o comme 3o et prenant le sup comme

1 c -
<1715, + oo (o5 ) 1P

o

s—30

ci-dessus. [
Nous sommes maintenant en position d’énoncer et montrer le résultat principal de ce

paragraphe.

Lemme 3.3 Soit le systéme (3.1) sous les hypothéses énoncées, et I’hypothése supplémen-
taire (3.19). Alors il existe un opérateur anti-autoadjoint B € G qui dépend analytiquement

de ¢ € TV et lipschitzien par rapport a w € 117, tel que

§—0?

1. B vérifie l’estimation(3.20) ;

B(wt)

2. Pour tout w € II7 lopérateur unitaire e transforme le systéme (3.1) en le

systéme (3.10) ;

3. La nouvelle perturbation PT wvérifie I’estimation

L —nL\2 c
12705 = (10 e () (3.5
4. Pour tout K positif tel que (1+K") < ﬁ, il existe un ensemble fermé TIT C T1—
4,8
et une constante dg > 1 (indépendante de K ) tels que
- _ 1
I - | <y (1 + K—d> (3.26)

5. Siw € IIt alors les hypothéses HI-HS ci-dessus sont vérifiées aussi par AT pourvu

que l'on remplace les constantes avec des nouvelles constantes définies par
=y =P s A+ ET) G =Cu [P, (3.27)
_ L _ _
Cy=0C, +|P ls.s > Cy =Cy —2|P Is,s - (3.28)

Preuve. Les estimations sur B sont une conséquence directe du Lemme 3.2 ci-dessus. A
son tour la majoration (3.25) est une conséquence directe des Lemmes 5.3 et 5.4. Pour ce
qui concerne (3.27) et (3.28) le seul fait non trivial & montrer est l’existence d’un ensemble
I tel que, pour w € IIT (3.7) et (3.8) sont vérifiées avec la nouvelle valeur de y. Comme

(3.7) est & I'évidence valide, il faut examiner (3.8). On remarque d’abord que l'on a
AT =M< P58
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donc, puisque |k| < K on peut écrire, en vertu de (3.8) et de 'inégalité |i? — j¢| > (i° 4 59) :

D

A=A —we k| = [P, 6 45
7 = IP sy (1 + K7)
- 1+ |k

Donc (3.8) est vérifiée pour ces valeurs de k. Pour i, j, k fixés on pose :

Rijk (o) := {wEH : )\;L—)\;-L—w-k‘ Sa} (3.29)
d ~d|
k>K Lt (k[

En vertu du Lemme 5.5 'ensemble (3.29) est non vide seulement si |k| > |i¢—j¢|(Cy —v7),
et en vertu du Lemme 5.6, on a

Roir (vwd—jd\) _ it =4
2, ) .
PANLHRT )| T @+ RITIR]

Comme |i¢ — 57| > |i — j|(:*~! + j971), la cardinalité de 1'ensemble {(i, j) | |i¢ — j¢| < L}

est bornée par le produit d’une constante absolue par L2/(¢~1)_ Donc si 7 > n+ 2 /(d—1)

on a
-d -d .d .d
Vi — Vi —
U R (7) < > PRAL A
ijk:|k|> K L+ (k)7 |k|> K, |id—j¢|<C|k| (L4 [k[7)A
g
< ;{ sT—n+1-2/(d—1) < Kda °
s_
ce qui montre 'assertion. ]

4 TItération

Dans ce paragraphe on établira l'itération nécessaire & montrer les résultats énoncés. D’a-
bord on assignera les valeurs de toutes les constantes qui entrent dans les estimations

itératives. Donc on fixe €, K, s et 7y et on définit, pour [ > 1,

S
q = o= gz ST Ss-1 0 K, :=IK (4.1)
="y-1—41+K[), Cui=Cu1+e, (4.2)
Cri=0Chi-1—2¢, Cuy=0Cuhi-1+e€. (4.3)

Les valeurs initiales des suites sont choisies comme suit:

Yo:=7,%0=38 Cuo=0, Cro:=0C\, Cuo:=0.

)

XV-12



Proposition 4.1 II existe €, = e.(y) > 0 et, pour tout | > 1, un ensemble fermé H? clI
tels que, si |e| < €, on peut construire, pour w € H? une transformation unitaire Uel,
analytique et quasipériodique par rapport a t de fréquences w, qui transforme le systéme
(2.1) en le systéme

i = (A" + PY(wt))z (4.4)

1. Ufl(wt) a la forme suivante : Ul(¢) — eBi(9) Bz(¢)...eBé(¢)' les opérateurs anti-auto-

adjoints B € G, j=1,...,1 dépendent analytiquement de ¢ € T? sont lipschitziens

s§—op?

par rapport ¢ w € Hl et vérifient (3.20) avec P,_1, oy a la place de P, o, respec-

tivement.
2. Al est de la forme (3.2) avec Uindice en haut “moins” remplacé par 1, c¢’est a dire

A = diag(M (@) + 1k (@t ), Ny(@) + b (wt, ), Ny(w) + pb(wt,w), ), (4.5)

3. Les )\é et ,ué correspondants vérifient les conditions H1, H2, H3 du paragraphe pré-

cédent, pourvu que A\; ,p; soient remplacées par /\é,ué, respectivement.

4. On a les majorations suivantes

|71

Preuve. On raisonne par récurrence appliquant le Lemme 3.3. D’abord on I'applique au

g,L

l
S € ’ HB6’581+1

y
5. <g€, ‘Hl H—l‘ <m (1 + (lK) ) (46)

systéme de départ (2.1) pour aboutir & un systéme de la forme (4.4) avec | = 1. A ce
propos on remarque que (2.1) vérifie toutes les hypothéses du Lemme (3.3) exceptées les
conditions de non résonance (3.7) et (3.8) sur les fréquences. Il faut restreindre I’ensemble
des fréquences. On va alors définir
sy (5
ijk

et remarquer que, en vertu du Lemme 5.6, [II — IIJ| <-y . Donc on peut appliquer le
Lemme 3.3 et 'on a initialisé la récurrence.

Pour passer de [ & [ + 1 il faut vérifier les hypotheses du Lemme 3.3 pour tout /. Plus
précisément, si on définit v* := /2 et on prend C* et C} fixées, il faut vérifier (3.19).
I1 est facile de le montrer pourvu que € soit plus petit qu'une constante qui en particulier
s’annule quand v — 0. Alors on voit immédiatement que les conclusions du Lemme 3.3

impliquent le résultat si € est suffisamment petit (indépendamment de /). ]

Preuve du Théoréme 1.1 La Proposition 4.1 assure l'existence de ¢* > 0 tel que,

pour le] < € (), im0y = 7, ¥ > 79/2, et lim_, 5, = s/2. Ceci entraine la
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convergence uniforme de la suite de fonctions U! sur '1[‘;‘/ 4 & valeurs dans les opérateurs.
Donc la limite, notée U°(wt), sera analytique et quasi-périodique. De plus, en écrivant

Ay = diag(liml—)oo()‘é + Ni’))v on a

Tim | 4(6) — Asc(#)]; = 0

uniformément sur ’H‘?/4. Ceci montre T1 et T2. Les deux premieres estimations de T3

sont aussi clairement impliquées par la convergence ci-dessus. Maintenant on pose: 17 =

o0
ﬂ H?/ 2. Gréace & la deuxiéme des estimations (4.6) on a
=1

T — T <0 =y
On note (¢*) la fonction inverse de v — €*(7), et on définit TI¢ := I1"(®). Ceci donne la
troisiéme estimation de I'assertion T3. ]

Preuve des Corollaires 1.1 et 1.2 L’intégration de (1.4) donne:

o0
xi(t) = xi(0) T ) = Y M(ei‘“"c —1), i=0,1,...
w-kt
kezn—{0}
ou pu%,,k = Z", sont les coefficients de Fourier de pu;(¢). Sil'on pose z; := e'F’ (1) Xi On
i,k

obtient iZ; = A{°z;. On obtient la formule (1.7) avec la position x = U.¢. Ensuite, on

vérifie trivialement que ¢ (wt)e™ 7 ' est une solution de (1.1) si et seulement si A3 + (k, w)

est une valeur propre de (1.8). O

Preuve du Théoréme 1.2 Soit A l'opérateur maximal de L?(R) engendré par l'ex-
2

pression différentielle —% + Q(z). Il est bien connu que A est auto-adjoint, strictement
positif avec résolvante compacte et que, si 'on note A;,2 = 1,2,... ses valeurs propres,
on a \; ~ itf_&,z’ — 0. Donc la condition Al est vérifiée si a > 2. A peut étre réalisé
aussi comme opérateur pseudodifférentiel de symbole o 4(z, &) := €2 + Q(z) par rapport &
la quantification de Weyl. o(z,&) appartient & la classe des symboles I'}(R) :=I'} pour
tout 0 < p < 1 (notations comme dans [20], Sect.23). Cette classe de symboles engendre
la classe G}) d’opérateurs pseudodifférentiels dans L?(R) par la formule de quantification
de Weyl:

(a)o) = o [ oY uy)dyde,  we S®

~ 2

L’inverse [A + 1]71, dont le symbole principal est oay1)-1(z, &) = (€2 4+ Qz) + 1)1,

appartient & la classe Gp_"‘. On peut appliquer le calcul fonctionnel pour les opérateurs
pseudodifférentiels (voir par exemple [20], Chapt.I1.10,11 ou [5], Chapt.8) aux opérateurs

dans ces classes. Par conséquent ’opérateur auto-adjoint A%, g > 0 défini par le théoréme
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spectral admet aussi une réalisation comme opérateur pseudodifférentiel dans G4, avec

p
symbole dans I'3%. Son symbole principal est ca4(z,§) = (€2 + Q(x))%, et le symbole
principal de [A?+ 1]} € G, est 0(ga41)-a(2,§) = [(€% + Q(x))? + 1] 1. Par hypothese

le symbole de la perturbation V est dans I‘ff pour tout 0 < p < 1, et donc V est dans Gg.
Par la propriété de composition, l'opérateur 7' := V[A9 + 1] 7! admet un symbole dans
F;O““'ﬁ , et sera borné si —ag+ £ < 0 ([20], Thm. 24.3). Il suffit de vérifier cette proprieté
pour le symbole principal, qui dans ce cas, en application de la formule de composition,

est donné par
o7 (w,€) = v(@, & P)[(E* + Qz)? + 17"

Comme ici on a ¢ = §/d, |0 (z,£)| est borné V (z,£) € R* x R* §'il existe D > 0 tel

que |v(z, &) < D(E2 + |2|*)?. SiV ~ |z|f as || — oo D'inégalité est vérifiée pour
-2

B < ad/d. A ce point on pose 1 < d = Z 5 et

—2
doncﬁ<aT. O

@ . Alors § < d—1 implique 0 < ¢ <
a+2

5 Lemmes techniques

Lemme 5.1 Soient f; des fonctions analytiques sur T%. Alors pour tout 0 <o < s on a
o \1/2 4" 9\ 1/2
(X2, ) " = (1) s
Jj>1 Jj>1

Preuve. Il s’agit du Lemme B.3 de [16] ; on va reproduire sa preuve ici pour une lecture
plus simple. On considére d’abord le cas n = 1. Pour tout j > 1 il existe un point
¢j € Ts_, tel que

1fills—g < 1fi(D)] -

Par la formule intégrale de Cauchy

1 fi(€)
fi(ej) = 2—7ri/ar,, Cj_qudC,

ou 0 < p < o, est un parametre indépendant de j, et OI', est la frontiere de I’ensemble

Iyi={¢p: —p<Rep<2nr+p, —(s—0+p) <Imp <s—o+p}. Ona

1 1/2
(ZHf]Hs 0) =< (;‘%ﬂ /ar ¢— ¢3d<‘ )
1/2 4 1/2
/ (z\C %\ )¢ < ;s;rga(;uj(w) :

On montre le résultat par le calcul de la limite p — ¢. On traite d’'une maniere analogue

le cas n > 1. O
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Lemme 5.2 Soit F = (Fy;) un opérateur borné dans £2, et soient les éléments de matrice
(Fij) des fonctions analytiques de ¢ € Ty. Soit R = (R;;) un autre opérateur avec éléments
de matrice qui dépendent analytiquement on ¢ € T et tel que

sup |R;j(#)| < —— sup |F;(4)| , i#7 .
GET? |4 J| ET?

Alors, pour tout ¢ € T?, R est borné en £2 et pour tout o < s positif il vérifie l’estimation

4n+1
HRHOJ—U'S T;E_HFMOJ :

Preuve. C’est le lemme B.4 de [16]; on reproduit sa preuve ici encore pour simplifier la

lecture. Soit ¢ € Ts_, fixé. En vertu du Lemme 5.1 et de I'inégalité de Schwarz on a

SR < sl < (S 1Al (% )

i>1 i>1
4n+1

< s (S m) " < Lo,

TS j>1

La méme estimation est valable pour -~ |Fj;(¢)|. Donc, pour ¢ € T

IR@WI? =Y (3 1R (@)])° <Z(g|Rm )(me )Io;?)

i>1 j>1 i>1
< (X IRi@) (X [R5 (0)]) (X 10 s( —— 1Pl ) Il
j>1 i>1 §>1
et cela montre le résultat. [

Lemme 5.3 Soient B € G un opérateur borné anti-autoadjoint, et P € B° un opérateur
autoadjoint. Alors on a e BPeP € B° et, pourvu que ||B||g < 1/2, les majorations

suivantes sont valides :

|e=PPe? — P| < 411PI5 1BII¢ (5.1)
En outre, si B et P sont aussi lipschitziens par rapport a w € II, on a
_ £ c c
|e=PPe? — P|| < a4llPIf 18I (5.2)
Preuve. On définit P(t) := e B Pe!B. Alors P(t) vérifie 'équation différentielle linéaire

=[B,P], P(0)=P

d’ou
1Pl < 21BI9 POy = IPOl; < exp (21BI°t) [P, -

11 vient alors (5.1) en vertu de

P(t)—P = /0 (B, P(s))ds
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Pour montrer l’estimation de Lipschitz on remarque que (la notation est comme dans la

preuve du Lemme 3.2), AP vérifie '’équation
(AP) = [AB, P] + [B,AP] .
et apreés on procéde comme dans I’estimation de la norme opérationnelle. O
Lemme 5.4 Soit B € G la solution de ’équation (3.13) et soit 0 < o < s/2. Alors :
1
-B4—_B - - G -
eae®—a—pa B, , <IBI, (; 1Blls, o +P ||5) (5.3)
|ePame? —a= — (a8l <IBISE (ZIBIE,, + P71 (5.4)
) 8,520 — 5= \ 4 4,s—0 1) '

Preuve. La preuve se fait par argument du Lemme 5.3; il est suffisant d’utiliser la
formule

1 s
e BA"eB - A~ —[A",B] = / ds/ e *1B[[A™, B], Ble**Bds,
0 0

et de calculer [A™, B] & partir de I’équation (3.13). L’assertion il s’ensuit sans difficulté.
]

Lemme 5.5 On assume que la suite \; vérifie ’hypothése HI du chapitre 2 et l'inégalité
3.4, et on fize o < Cy/2; alors Uensemble Rijx(ali? — j|) est vide si |k| < (Cy/2)[i¢ — 9|

La preuve de ce Lemme est immédiate et sera donc omise.

Lemme 5.6 Si la suite \; vérifie ’hypothése H1 et (3.4) 3C > 0 tel que, si
nCy, < 1
Cy, — 2

alors on a

Ca
s < — .
|R2]k(a)| = |]€‘

Preuve. Comme dans la preuve du Lemme 5 de ref. [19] on fixe v € {—1,1}" tel que

v -k = |k| et on écrit w = av + w avec w € v. On a alors
(w-R)E =1kt =s), (=) [s < Cul@® +50)[ol(t —s) .

donc, en vertu du Lemme 5.5, ou bien R;; est vide ou bien

Cp2 1
(@t A= X2 [kl = s) (1= 222 ) = 5ME =)

et par conséquent on arrive par hypothese & la conclusion

4
r < —a.
|R2_7k(a)| = |k|a
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