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ESTIMATIONS DE STRICHARTZ POUR DES PERTURBATIONS A
LONGUE PORTEE DE L’OPERATEUR DE SCHRODINGER.

par

Nicolas Burq

Résumé. — On présente dans cet exposé une approche semi-classique déduite des résultats de
N. Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov [4] permettant de démontrer des inégalités de Strichartz pour
un probléme non captif. On retrouve ainsi des résultats de G. Staffilani et D. Tataru [16] (obtenus
pour une perturbation de la métrique & support compact). On donne aussi des généralisations de
ces résultats au cas d’une perturbation a longue portée

1. Introduction

Considérons g = (g; j(z)) une métrique sur R¢, A, 'opérateur de Laplace Beltrami corres-
pondant sur L2(R?) et pour ug € L*(R?), u = e?9uq la solution de 'équation de Schrodinger
(11) (Zat + Ag)u = 0, u |t:0: Ug

I1 est connu depuis les travaux de Ginibre-Velo [9, 10], Kato [11], Yajima [19], Cazenave-Weissler
[5], que dans le cas ou g; j(x) = d;, on les estimations suivantes :

(1.2) €™ uol| Lo, Laqray < Clluollp2(ray
ou p, q vérifient la condition de changement d’échelle :
2 d d
1.3 2 Z2=Z
(1.3) PRI

et vérifent de plus p > 2, (p,q) # (2,00) (dans le cas p = 2, on renvoie & 'article de M. Keel
et T. Tao [12]). Une question naturelle est de se demander dans quelle mesure ces estimations
(fondamentales pour la résolution des équations de Schrédinger non linéaires) sont stables quand
on perturbe la métrique. Un début de réponse a cete question a été apporté par le travail de G.
Staffilani et D. Tataru [16] qui démontrent que pour une perturbation C? & support compact en
x et non captive (voir la définition & la section 2) alors I'estimation (1.2) reste vraie (au moins
localement en temps). Par ailleurs, dans [4], des inégalités de Strichartz avec perte d’une demi
dérivée ont été obtenus pour les solutions de ’équation de Schrodinger sur une variété compacte,
en utilisant une approche semi-classique. Le but de cet exposé est de montrer comment cette
approche semi-classique permet d’obtenir et de réinterpréter les résultats de G. Staffilani et D.
Tataru. On présentera aussi quelques extensions de leurs résultats.



2. Hypotheses, effet régularisant
On consideére une métrique g = (g; ;(z)) € C°(R?) satisfaisant les hypothéses suivantes :

1. La métrique g est une perturbation a longue portée de la métrique euclidienne :

C

. [ . . J— . . 7&
(2.1) Je > 0;Va € N, |92 (gi,j(z) — 6; 5)| < At z)a
2. La métrique g est non captive : tout courbe géodésique , y(s), s € R, vérifie

(2.2) lim ~(s) = o0

s—Fo0
Notons

(2:3) - { R sid >3 et g;;(2) = 6;; pour |z >> 1,

[0, 1] sinon.

On a alors leffet régularisant suivant :

Théoréme 1. — Sous les hypothéses précédentes et si I est défini par(2.3), alors pour tout
s>1/2,
(2.4) sup (@) "0 | o, 172 ey < Clluoll z2(ra-

J

En effet, dans le cas général (I = [0, 1]), ce théoréme est démontré dans un cadre plus général
par Doi [8, 7]. Dans le cas particulier d’une perturbation & support compact (I = R), on obtient
ce résultat comme conséquences des estimations sur la résolvante sortante (—A, — (A —i0)?)~!
suivantes (voir [1]). On pourrait aussi retrouver le premier cas de la méme maniere, la différence
entre ces deux cas est qu’on est capable dans le deuxiéme cas de démontrer les estimations pour
les basses fréquences :

Proposition 2.1. — Sous les hypotheses ci dessus, la résolvante de lopérateur Ay, (—Ag—)\)_l
(qui est analytique dans C\ R ) vérifie :

Vs>1/2,a>0,3C > 0;V0 <e << 1, A € Ry |\| > aq,

(= — i€)) " Hx) 70 || 2 12 70
(@)™ (=Ap — (A +1i€)) ™ (z) "l 25 §1+\/W

De plus si g; j(x) = ;5 for |x| >> 1 (perturbation & support compact), on peut choisir a = 0.

(2.5)

Ce résultat a été obtenu avec une généralité de plus en plus grande pour |A| >> 1 par P.
Lax et R. Phillips [13], R. Melrose et J. Sjostrand [14, 15]), T. Tang et M. Zworski [17] (voir
aussi [3] pour une preuve auto contenue). La preuve pour |A| << 1 peut étre trouvée dans |2,
Annexe B.2] (dans le cas d’un probléeme de Dirichlet; cependant une adaptation de la preuve
permet de généraliser au cas étudié ici). On renvoie aussi aux travaux de B. Vainberg [18].
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3. Inégalités de Strichartz semi-classiques

Dans [4] on a démontré le résultat suivant :

Proposition 3.1. — Sous les hypothéses de la section précédente, pour toute fonction ¥ €
C§°(R*),il existe C > 0 tel que pour tout 0 < h < hy,
(3.1) €29 W (W Ag)uoll 1o 0.y, e (rey) < Clluoll2(ra)

ot p, q vérifient la conditions de changement d’échelle (1.3)

Remarque 3.2. — Les hypothéses dans [4] sont moins restrictives que celles que nous impo-
sons. En effet, aucune hypothése de non capture n’est nécessaire, pas plus que la convergence
vers la métrique euclidienne de g. On utilise en effet seulement que la métrique g est bornée
dans Cp° et qu’il existe c,C > 0 tels que pour tout x € R?, cld < g(x) < CId. Cette remarque
sera importante a la section suivante.

Remarque 3.3. — Par invariance par translation du temps (et conservation de la norme L?)
la relation (3.1) reste vraie si on remplace l'intervalle [0, h] par n’importe quel intervalle de taille
h et plus généralement (en changeant C) de taille Kh.

Remarque 3.4. — La proposition 3.1 peut étre obtenue comme conséquence d’un résultat in-
termédiaire de G. Staffilani et D. Tataru [16]

Rappelons rapidement la stratégie suivie dans [4] pour démontrer ce résultat : On note
u(t,z) = etPaT(h2A )ugy et v(s,z) = e*2aT(h2A )ug = u(hs,z) solution de 'équation de
Schrodinger semi-classique :

(3.2) (ihds + B2Av =0, v |imo= T(h2A,)uq

On peut alors en utilisant des techniques semi-classiques standard, écrire une paramétrixe pour
v et temps s petit, ce qui permet, en appliquant une formule de phase stationnaire, de démontrer
une estimation de dispersion pour |s| < ¢ :

ths C
(3.3) 17589 T (B2 Ag Yug | oo ray < Wllw(h%g)wllmm)-

Revenant & u on obtient une estimation de dispersion en temps |[t| < eh qui implique une
inégalité de Strichartz (voir [12]) sur tout intervalle de temps I de taille h.

4. Perturbation a support compact

On suppose dans cette partie que g; j(z) = 6; ; pour || >> 1. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2. — Soit g une métrique vérifiant les hypothéses 1) et 2) de la section 2 et telle

que g j(x) = 0;; pour |z| >> 1. Alors pour tous (p,q) vérifiant la condition (1.3) etp > 2, on a
itA

(4.1) €29 uo]| Lo(r, Lo(ray < Clluollp2(ra)-

Remarque 4.1. — La version locale en temps de ce résultat est due a G. Staffilani et D. Tataru.

Le caractére global (en temps) est ici du au caractére global en temps de 'effet régularisant.
Notre but ici est juste de montrer comment l’approche semi-classique permet de réinterpréter
leur résultat.
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La stratégie pour démontrer le Théoréme 2 consiste & décomposer u = €29y en somme de

deux termes u = xu + (1 — x)u ot x € C§°(R?) est égale & 1 pres de la région ot g # (6; ;).
Notons v = yu et w = (1 — x)u.

4.1. Etude de v = yu. — On a
(4.2) (10 + Ag)v = [Ag, —x]u, v [t=0= Xuo

Soient ¥ € C§°(R*), ¢ € C§°(] — 1,2[ égale a 1 sur [0, 1]. Notons vp, = ¥(h2A,)v et pour | € Z,
vpy = @(t/h — l)vy, solution de

@3) B+ Agony = o(t/h -~ DRE AN A u+ 1T D gpza )y

(4.4) Ont lt<hi—n= 0, Vh |tshit2n="0

Si on note Vj; le second membre dans (4.3), la Proposition 3.1, la formule de Duhamel et
I'inégalité de Minkovski impliquent

(45) vl Lo((hi—h,hi+2n);La(re)) < C o Vi, (8)l L2 (rayds
< OB\ Vil 2 (hi— pis 2022 (R
et puisque p > 2,
+00
thHIE/P(R;Lq(Rd)) <Ch? Z ”VhJ||1£2([hz—h,hl+2h];L2(Rd))

l=—00

o p/2
< ChP/? ( > ||Vh,l||%2([hlh,hl+2h};L2(Rd))>

l=—00

(4.6)

Par ailleurs, grace a la présence de la troncature spectrale ¥, on obtient

(4.7)  [Vall L2 (ri—n piton);eomey)
P(t/h—1
= Jlp(t/h — DA g ¥+ T w128l s

< Ch 2lo(t/h — 1)U (B> D) [Ag, Xt 12 ((hi—hpiy on]s - 1/2(Ra))
O (t/h—1
+ Ch'2 #\IJ(thg)XUHL2([hl—h,hl+2h};H1/2(Rd))

si p € C°(R), U e CP(R*) et X € C§°(R?) sont égaux & 1 sur le support de ¢, ¥ et x
respectivement, on obtient modulo des restes en O(h*°)

(4.8)  |Vhallz2(qai—n,nisonr2mey) < Ch™Y2||3(t/h — l)‘T’(h2Ag)§U||L2([hl—h,hl+2h};H1/2(Rd))v
d’ou d’apres (4.6)
(4.9) ||vh||ip(]R;Lq(Rd)) < CHCI}(h2Ag)>~(u“]zz(R;H1/2(Rd))

Pour conclure, il suffit d’utiliser le théoréme 1 (ou1 on a remplacé le poids (x)~* par X) et le
lemme suivant (voir [4, Corollary 2.3])



Lemme 4.2. — Soit ¢ € C{°(R) et p € C(R*) tels que

o

(4.10) PN+ p27™N) =1, AeR
k=1

Alors pour tout q € [2,4+00], on a

N

£ llzaqray < Cq | 1E(=Lg) flla(ary + (Z ||<P(—2_2kAg)f||iq(Rd))
k=1

4.2. Etude de w = (1—yx)u. — On suit ici 'approche suggérée par G. Staffilani et D. Tataru :
On a

(4.11) (i0r + Ag)w = [Ag, —Xx]u, w |t=0= (1 — x)uo.

Comme sur le support de w on a g = (d; ;) on peut remplacer dans (4.11) A, par Ag le laplacien
euclidien et on obtient

t
(4.12) w = €A1 — x)ug + /0 eit=5)80 [Ag, —x]u(s)ds.

La contribution du premier terme se traite sans probleme. Pour traiter le second terme, on
utlilise le lemme suivant du a M. Christ et A. Kisselev [6] :

Lemme 4.3 (M. Christ et A. Kisselev). — Soit T : LP(R; B;) — LY(R; By) un opérateur
borné défini par un noyau localement intégrable K (t,s) a valeurs opérateurs de By dans By ot
Bi;2 sont des espaces de Banach. Supposons que p < q. Alors Uopérateur

(4.13) Tf(t) = <tK(t,s) f(s)ds

est borné de LP(R; By) dans L1(R; By) par

(4.14) HTHLP(R;Bl)—)Lq(R;Bg) <(1- 2_(p_1_q_1))_1HTHLI’(R;Bl)—)Lq(R;Bg)-

Ce lemme permet (puisque p > 2) de remplacer I’étude du deuxiéme terme dans le membre
de droite de (4.12) par celle de

+too
(4.15) W = / e BTN —yu(s)ds = ToTy
0

ou Ty = €0 est borné de L?(R?) dans LP(R; L4(R?) et Ty est (d’aprés l'estimation duale de
celle du Théoréme 1, ol on a remplacé (x)~* par x) borné de L?; H E&ézp dans L2, ce qui implique
Pestimation pour W (et donc pour w).

5. Perturbations Longues portées
Dans le cas général on obtient

Théoréme 3. — Soit g une métrique vérifiant les hypothéses 1) et 2) de la section 2. Alors
pour tous (p,q) vérifiant la condition (1.3) et tout € > 0, on a

(5.1) 1€ ug|| Lo f0,17, La(rey) < Clluoll e ra)-
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Remarque 5.1. — Le caractére local en temps de notre résultat vient de ce que l’estimation
d’effet régularisant (2.4) est locale en temps.

Dans la section précédente, on n’a pas utilisé l'effet régularisant avec le poids (z) * mais
plutot avec une troncature y, la partie non bornée étant traitée par des estimations explicites sur
'opérateur libre /20, Pour traiter le cas d’une perturbation a longue portée nous ne disposons
plus de telles estimations. Comme & la section précédente, il suffit de démontrer le théoreme 3 ou
on a remplacé u par ¥(h?A,)u. Supposons dans un premier temps qu’on peut prendre dans (2.4)
s =1/2 (ce qui est faux). Cette estimation d’effet régularisant serait alors (au moins en ce qui
concerne les termes principaux) invariante par le changement d’échelle

(5.2) w(t, ) — ux(t, 2) = AY2u(\2t, Az).

Considérons alors si

(5.3) Xx(z) + ix@‘ka:) =1, zeR?
k=1
(5.4) u® = % (z)u, b = x(27F2)u,

On traite u® comme & la section précédente et pour traiter u*, on fait le changement d’échelle
(t,z) — (27%Ft,27F2), et on définit vF (¢, z) = 2k4/24*(22F¢, 2% 1), On obtient ainsi une famille de
solutions d’équations de Schrodinger associées & une famille de métriques (g; k) (%) = (gi,;)(2%z)
qui est d’aprés (2.1) uniformément bornée dans C* sur le support (en z) de v* (qui est une
couronne fixe). On applique alors & chaque v* la méthode de la section précédente. Revenant
4 uF, en utilisant I'invariance par changement d’échelle de (5.1) pour s = 1/2, on peut alors
recoller (en z) toutes les estimations et obtenir (4.1). Malheureusement, ’estimation (2.4) avec
s = 1/2 est fausse et cette stratégie donne pour tout € > 0

(5.5) () =™ 290l 1o (0,1), La(ray) < Clluoll z2(ray-

Ayant des applications & 1’équation de Schrédinger non linéaire en vue, on préférerait que la
perte porte sur des dérivées plutét que sur un poids en z. Pour cela, il faut modifier la méthode.

Considérons donc pour ¥ € C§°(RY) égale & 1 pres de 0, ux = (1 — X)(27K2)u et v =
ug (225¢, 25 1) solution de

(5.6) (10 + Ay v = 22K (A, — XU, vre Ji=o= (1 — X)T(h? x 275 A, )Uo

On remarque alors que sur le support de vx qui est I'extérieur d’une boule), la métrique gx est
uniformément bornée dans C*°. On peut donc suivant la méthode de [4] rappelée & la section
précédente démontrer une inégalité de Strichartz (en temps heg = 27 %) :

G.7)  loxlmge-xnce < C22NAg, =XV g2 + 111 = ) U(h*~K Ay, )Uoll 2
revenant & ug on obtient (avec xx(z) = x(27 %)),
HwHLP([O,ZKh],Lq) < Cl[[Ay, —)~<lc]u||L1[0,2Kh];L2 + (1 - Xk)‘l’(mAg)UO”L?
< C25n|[[Ag, —xuJulloosz2 + [[(1 = Xk) U (R Ag)uo|| 2
< C2 Fllullpoe; 2 + [1(1 — %) ¥ (h* Ag)uol| 2
< O @ (h*Ag)uollre

(5.8)
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Si 25 > h~! lintervalle sur lequel on a obtenu cette inégalité, [0,25h] es de taille 1 et on a
démontré Pestimation de Strichartz désirée pour ux. En fait U'interprétation de la stratégie que
nous venons d’évoquer est simple : pour ug, en utilisant (2.1), le changement d’échelle et la
méthode de [4], on est capable d’écrire une parametrixe (et donc de démontrer une inégalité de
Strichartz) sur des intervalles de temps de taille 25/ ce qui est suffisant si 2K > h=1.

11 reste alors & traiter u¥ pour & < K. Mais la stratégie précédente fonctionne alors, la perte
sur le poids en ()¢ pouvant étre majorée par une perte en h~° car sur le support de u*, on a
|z| < C2K = Ch~L.
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