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Régularité du probleme de Kelvin-Helmholtz
pour I’équation d’Euler 2d

Gilles Lebeau
Centre de Mathématiques
Ecole Polytechnique

“Je hais le mouvement qui déplace les lignes”

1 Introduction et résultat

L’équation d’Euler des fluides parfaits incompressibles

Ju
(1) n +u.Vu=—-Vp, div(u) =0
olt u(t,z,y) € R? est un champ de vecteur dans le plan et ol p(¢,z,y) € R
désigne la pression, décrit ’évolution temporelle de la vitesse u(t,z,y) de la

particule qui & I'instant ¢ occupe la position (z,y).

Dans (1), le terme «.V désigne le champ de vecteur u,0, + u,0, ol
(ug,uy) sont les coordonnées cartésiennes de u. La condition d’incompres-
sibilité div(u) = 0 permet de réécrire le terme u.Vu sous la forme

_ 0y (u2) + 9y (uyuy)
(2) u-Vu = { Op (uzuy) + ay(uj)

ce qui permet de définir des solutions faibles de I’équation d’Euler sous la
seule condition de régularité u € L2 (¢, L .(R?)).

Les quantités formellement conservées pour (1) sont

o I'énergie cinétique : 1 o, [uldzdy
e le tourbillon w(t,z,y) = Oyu, — Oyu, qui est constant le long des tra-

jectoires des particules, i.e. vérifie

(3) 0w+ u.Vw =0
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Le probleme de Kelvin-Helmholtz des nappes de tourbillon consiste a com-
prendre la structure des solutions de (1) dont la donnée & t = 0, ug(z,y) =
u(0, z,y) vérifie

(4) rot(ug) = wo = go(s)ds, divug =0

ou Y est une courbe fermée simple dans le plan, paramétrée par 1’abscisse
curviligne s, dy, désignant la mesure d’intégration sur ¥, et ol la densité
go(s) vérifie

(5) deg >0 Vs cp < go(s) <1/co
+
Y1
ug

En notant u3 les restrictions de u aux composantes connexes de R? \ ¥
qui vérifient Aui = 0, et par [u,], [u //] les sauts des composantes perpendi-
culaires et tangentielles de u le long de ¥y on a

(6) [l =0, [uy] = go=uf, —uy

Rappelons deux résultats connus sur ce probleme : existence de solutions
faibles et persistence de la structure nappes de tourbillons en temps petit si
les données sont, analytiques.

Théoréme 1 (J-M Delort 1990) L’équation (1) avec donnée de Cauchy
uy € L? tel que wy = rot(ug) € H N M, admet au moins une solution
faible. (M désigne ’espace des mesures positives)

Théoréme 2 (C. Bardos, U. Frisch, C. et P. Sulem 1981) Soit uy vérifiant
wo = rot(ug) = go(s)ds,, ot 3g et go sont analytiques. Alors il existe T, > 0
tel que (1) posséde une unique solution u(t,z,y), t €] — Ty, T.[, t.q.
rot(u(t,.)) = g(t,.)ds, avec {(t,z,y); (x,y) € X;} et g analytiques.

Remarques : Le th.2 prouve la conjecture de Garrett Birkhoff; On trouvera
aussi dans [2] la preuve du résultat analogue en dimension 3.

Le résultat suivant indique que le probleme de Kelvin-Helmholtz est mal
posé au sens de Hadamard dans la catégorie des nappes de tourbillons, i.e.
ses seules solutions sont celles décrites par le théoreme 2.

Théoréme 3 Soit X C (T, T [xR?) une hypersurface de R® de la forme
Y ={t,(z,y) € ¢} ot 3 est une courbe fermée simple de R®. On suppose
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¥ de classe CYT*0 pour un py €]0,1[. Soit u € L2.(] — T,T[; L2 .(R?)) une
solution faible de (1) vérifiant

0 { rot(u) = w(t, z,y) = g(t, $)0x,;

lim w(t,z,y) =0

@,y o0
ot la densité g vérifie
(8) deg >0 V(t,s) co <g(t,s) <1/c

Alors X3 et g sont analytiques.
Ty

2 L’équation de Garrett Birkhoff

Soit w solution faible de 1’équation d’Euler vérifiant les hypotheses du
théoreme 3. On note

) (t,5) = (1, M1, 5)) € B
une paramétrisation de I’hypersurface 3, avec M de classe C1T0 et
1924, 5)|| = 1; la variable s est une abscisse curviligne sur la courbe %;;
Soit
oM
(10) T(t, S) = %(ta 5) ’ N(ta S) = R7T/2(T(t7 8))

les vecteurs tangents et perpendiculaires unitaires a Y, R;/» désignant la
rotation de m/2 dans le plan. Les fonctions 7" et N sont de classe C*°.
Soit 9 (t, z,y) une fonction de courant telle que

(11) (Uxa uy) = VL¢ = (_ay¢a 8x¢)
D’aprés (7), on a A = gdy,, d’ou, u étant nul a I'infini.

(12) u(t,Q) = Rﬁ/zi Hg__]\]\j((ti’;)lpg(t, s)ds (t,Q) € X
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Soit ut (resp. ™) la restriction de u & l'ouvert extérieur (resp. intérieur)
défini par . Les champs u* sont harmoniques en (z,y). En utilisant (12),
on vérifie que les traces u™|y existent et sont de la forme u® |y = ATg +r*,
olt A%(s,0s) est un o.p.d. de degré zéro en s et ol les restes 7= sont des
champs C?°~¢ sur . On note alors

(13) ul = ut| T ; uf =u*|s.N

L’équation div(u) = 0 entraine ul = u] ¢ 4, et on note
- 1 -

(14) [uy/] = U7/ —Uy (uy/) = 5(“7/ + “//)

Soit v le champs de vecteur

Oy u? + Oyuzu
15 — P y=ry
(15) v { Onligtly + Oyu>
L’équation du tourbillon s’écrit

(16) Oww + rot(v) =0

et la distribution rot(v) est a support dans . Pour calculer rot(v), on suppose
d’abord X et g C* et on se place dans le systeme de coordonnées géodésique
normal (s,¢) — M(t,s) + {N(t,s). En notant p(t,s) = p la courbure de %;
en s, on a

0 0

div(aT + fN) =~ jgp(a_i + (1= t9)P)
1 0 0

rot(aT + BN) = —— &)(5—5 - 2 (1= tp)a)

et siu=al + BN

v = aT + bN
o = 171_@[53@2 — 2paf] + 0(apf)
b= 1500, (aB) + plo® — )] + O

On en déduit pour ¢ € C§°(R?)
(17) (rot v, @) = / [@]B(Vp.N)|=o — %65[a2]<p|g:0dt ds
ot [f] = fliZo — fli=o » donc
0
(18) (rot v, @) = —//E[u//](uLVgo.N + (u//>a—f)dt ds
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et on vérifie que (18) reste valable sous I'hypothése ¥ € C'*tP0 g € L.
L’équation (16) est donc équivalente &

(19) //E[u//]dgo.(% +u N+ (u/)T)dt ds=0 VYo € C°(R?)

et (19) reste valable pour ¢ € Cy*(R®) puisqu'on a [u,/], (u//),u1 € LS, (¢,N LP).
p

loc

Il en résulte déja

donc u; € C*; comme A*.N est elliptique, on obtient g € C~%, et en
réutilisant (12)

(21) 9= [uyl,{uy),ur € C*

La section Z = 2 +u, N + (u;/)T du fibré TR?|5 est tangente & X et (19)
s’écrit

(22) / / gdo(Z)dt ds = 0 Vi € CL(R®)

qui équivaut a

(23) d(g dt dsuZ) =0

ol 1 désigne le produit intérieur. On a Z = 9, + ad, avec a = (uy/) — 2L.T
et d’apres (23), il existe une fonction A(t,s) (sur le revétement de X) telle
que

oA oA

24 _or 94
(24) 9= 55 "W=7

et d’aprés (22) [ dA = A est constant (invariance de la masse totale du
tourbillon).
On parametre alors ¥ par (¢, A)

(') ERxR/A = m(t',\)=M(t,s) A=A\t s),t' =t

On a

—m(t
@) Q) =Ry [ ZTIEN 0 (¢

il

et dans le systeme de coordonnées (t',A), Z = 5.
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Comme 2Y = pT + [u,]N, on obtient

om _ OM

o = gp Tl =0T+ [N + (u))T = pT' = (uy)T + [ur [N

d’ou d’aprés (25) en notant  la partie finie

am m(t', ),
(26) 8t’ 71'/2][” tl )\,)||2d)\

En identifiant le plan R? 4 C et en notant m le complexe conjugué de m,
on obtient I’équation satisfaite par X, paramétrée dans le systeme de coor-
données (¢, \)

Equation de Garrett-Birkhoff

Bm
(27) = 2rm ][m t )\ m(t, ')

3 Régularité C'*

Dans ce paragraphe, on va indiquer comment on vérifie que (27) est une
équation pseudo-différentielle non linéaire elliptique, ce qui entraine que ses
solutions C'*70 sont C'™°.

Proposition 4 Il existe g > 0, vy €]0,1[, 6y €]0, 1] tels que pour tout p > po
et tout f € CyT(R) vérifiant || f; C1+70/?|| < o on ait avec

o 0 A ’)\/ k ,
(28) (£, ) d:sz_: ][ tA)_ A{”)Sﬁﬂ i

(29)
A(f) = Q(f) + R(f)
R(f) € Cro
Q € SL, est un opd tangentiel en X de symbole

1,v9

gt A7, ¢) = i’é 4n (1 N CDxn(T, €), 4t X) = X2 D) (1 58377)

ot {Xn}n>0 est une décomposition dyadique de Littlewood-Paley, et x € C§°
vaut 1 prés de l'origine.

La proposition précédente entraine que les solutions C'*70 de (27) sont C°.
En effet, soit m(t, A) € C*™, p > py, une solution de (27).
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Pres de (tg, A\o) = (0,0) on a

(30) m(t, A)
avec zg € C*, f € C**_ f(0,0) =0, V£(0,0) =0, et
1£(2,A) s CH/2(B((0,0), )| < Crechor.

SifeCge(—2 2[) vérifie f(z) = 1 pour z € [-1,1], on a
(31)

am—+z8f_if[+oo e e
PR A = 9 I (A= N) + F (6N — F (5 V)] o

pt + zo(A+ f(t, N))

avec r. € C'(l(fop). Soit h € C,™(R?) égal & f pres de (0,0) et vérifiant
||h; C1H70/2(R?)|| < &p. On a

1 [ AN )
32 Oih € Cpe
(32) 20" 2z7r][ A=)+ h(t,A) = h(t,N) 00
d’ou |2|20;h — 5=A(h) € C’(l(;rop). En utilisant la proposition 1, on obtient
|20|20sh — ﬁQ(h) € C’(”OT(;S)O. En décomposant h = Reh + iImh, et avec

(1+ f,'\i)’2 = @1 + 1qo, le symbole principal du systéme 2 x 2
2020t — 5= Q(h) est

(33) |Z0|2(?f<l+ se s <l
- 0 _(|Z0|2at - 7(12)
Comme (33) est un systéme elliptique, on obtient h € C(1J()p)+6070’ d’oum €
C’l+P+50—0.
Pour vérifier la proposition 1, on écrit f = > f; (décomposition de

j=0
£ (t,y) ( )

Littlewood-Paley), on pose ©,(t,z,y) =
fi(t,y). On a

s vj(t,x,y) = fj(t’$) -

(34) sup [ |0,0;(t, z,y)|dy < C*(j)2777|| f |1+

t,x

{ 1070;|L < C*21112797|f[|1,

Pour a = (ap, 4, -+ +), on pose |a| = X, J, = max{j, a; # 0} et
_ IUa(ta x, y) . a &7

(35) wa(t, :I?) = ][Wdy ;U= HijJ

En utilisant (34), on obtient

(36) [walreo < C*27FDP(S (o + 1 = (J)IFIIN,
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On a A(f) = SS(=1)*Ax(f), avec Ai(f) = > al=k %wa, et la localisation
k=1
spectrale

(37) Sp(wa) C{|(r, Q) < 21(x% 2'a;)}

On partitionne alors ’espace des indices en posant

Ly ={o;la| =k, ot < Z?jaj < 2"}
J

et on écrit

(59) A =3 2+ 30 W, = () + RO

a€eC ! agC

avec C = Uk{oz €l Joa=n—1ausy =1, > jo; <en}.
n, j<Ja

On conclut alors en utilisant (36) et la caractérisation des espaces de
Hoélder en Littlewood-Paley. [La condition || f; C1+#0/2|| < &, n’intervient que
pour assurer la convergence des séries précédentes.]

4 Régularité analytique

Soit m(t, A) une solution C* de 1’équation de Garrett Birkhoff (27). On
note L 'opérateur linéaire

- 1 w(t, A) — u(t, ') ,

On fixe p €]0, 1[. L’opérateur £ envoie C; " (]Ty, To[xR/AZ) dans C4(]Ty, To[xR/AZ)
et est elliptique. Quitte a diminuer 75 — 77, on peut donc supposer L injectif,
et il existe une constante M telle que

(40) lulliep < MlILull, Vu € Cy™(Ty, To[xR/AZ)

Notons g = m(t,A) —m(t, ') , g" = Vi,m(t,A) — V{,ym(t, X).

En utilisant la formule

o, / y))dy = / (0s+0,)F (f(2) — [ (1)) dy = / (' (@)~ F () F'( () F(4))dy
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on obtient en dérivant (27)

la

1 al lgm 9"
m o _ 1 ? o [ — !
( ) E(Vt,)\m) 2 Z( ) Z Vl! e VZ! ][ g g g dA

(=2 Vit trvp=a
lvjl>1
On peut supposer (T1,T5) = (=7,T); pour 0 < r < 7' < T, on choisit des
fonctions de localisation ¢,/ (t) € C§°(] — 7', r'[) égales a 1 sur [—r, 7], telles
que l'on ait

le@ £, < C*llIf Nl +

et

le" @) fllp < 7| Fllp-al-

On pose pour k£ > 0

(’)

Z ||—m C'™P([—r,r] x R/AZ)||
|8|=Fk

On a, avec h = f(t,\) — f(t, '), quitte & modifier M

¢

i ..-%fd)\’Hp < METT 1 fillen

(42) T

||7f1 by ---%d)\'||p_1 < M fill, _H2||fj”1+P
J:

En utilisant (40), (42) et L(@V*m) = L(V*m)+¢'(t)V*m on obtient pour

O<r<r<T,k>2

(43) Ck(T') S M Z Z Mz(l-l-ﬁ)Ckl(r’)---Cke(r’)

0=2  ky+etkp=k

[kjl>1
M 1 M
—Cr_1(r' C
+- Tkkl(r)-F( )2k2k2<)
En posant Ej = sup D(T — r)™>*=20)C; (r), on obtient en optimisant (43)
r<T

en r' €|r, T, pour un D convenable

k
(44)  Ey <MY > Ey-Ey+E i+ E| (k>3)
(=2 e
j2
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d’ou l'existence de A, B tels que
(45) E, < AB*

ce qui prouve que m est analytique.

Références

[1] G. Birkhoff : “Helmholtz and Taylor instability” Proc. of Symp. Appl.
Math XIII. Am. Math. Soc. (1962), p.55-76.

[2] C. Bardos, U. Frisch, C. Sulem, P.L. Sulem : “Finite time analyticity
for the two and three dimensional Kelvin-Helmholtz instability” CMP
80 (1981) p.485-516.

[3] J.-M. Delort : “Existence de nappes de tourbillon en dimension deux”
J. Am. Math. Soc. 4, (1991) p.553-586.

I1-10



