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Sur la phase linéaire de I'instabilité de
Rayleigh-Taylor

Olivier Lafitte*

1 Introduction et modélisation du probleme phy-
sique

L’instabilité de Rayleigh-Taylor apparait dans les travaux de Rayleigh
de 1883 [18] et les calculs ont été repris par Taylor en 1949 [21], cette in-
stabilité porte souvent le nom d’instabilité de Taylor dans la littérature
anglo-saxonne. Sommairement, elle est engendrée par la superposition de
deux fluides de densités différentes dans un champ de forces constant, typi-
quement le champ de pesanteur. On peut schématiquement la représenter
de la maniere suivante : lorsque, dans le champ de pesanteur terrestre, le
fluide léger est situé au dessus du fluide lourd, il n’y a pas d’instabilité alors
que si le fluide lourd est sur le fluide 1éger, une instabilité se développe.

Le probleme a fait 'objet de beaucoup de travaux en physique des plas-
mas ou en mécanique des fluides ([17], [3], [13], [2], [20], [9]). Etonnamment,
les mathématiciens ne s’y intéressent que depuis peu de temps pour donner
des résultats non formels.

Dans cet exposé, nous nous intéressons a une généralisation de 'instabi-
lité de Rayleigh-Taylor. En effet, la situation décrite ci-dessus correspond a
la perturbation de la solution suivante du systeme d’équations d’Euler dans
R2N{z < 0} ou R2N{z > 0}, la force de pesanteur étant § = —gé&, g > 0 :

_} p2pour z <0 _ . _J pgx,x <0
pR(x7y7t)_{ p1 pOUI'$>O ,’U,R—’UR—O,])R(Z',y,t)— {,01956,$>0

Les probléemes physiques qui nous intéressent correspondent non pas a
deux fluides de densités différentes séparés par une interface (comme cela
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est le cas pour pg), mais a une situation de mélange ou la densité ponctuelle
est pi(z,y,t) telle que

T——00 T——+00

Nous supposerons que pg, ne dépend que de z, est une fonction continue
sur IR ne s’annulant pas, et que p2 > p1, ce qui est le cas ou la situation est
instable.

Rappelons les résultats de Rayleigh. Il a linéarisé le systeme d’équations
d’Euler autour de I’écoulement caractérisé par pr et il a cherché, pour le
systeme linéaire obtenu, une solution de la forme

(py 1y 0, D) (w, ki, y) et (1.2)

(que 'on appelle les modes normaux). Il a prouvé que ce systéeme admet une
solution non triviale construite & partir de

a(x, k) = a(0, k,~y)e~ Kl

uniquement pour

1 _
v =g = (Aglk|)Z, A = E22EL. (1.3)

La valeur v s’appelle le taux de croissance de l'instabilité de Rayleigh-
Taylor et A le nombre d’Atwood. Dans tout ce qui suit, on prendra k > 0.
Le but de cet exposé est de donner les propriétés des taux de croissance
possible dans plusieurs cas différents. Nous commencgons par une remarque
physique. Une quantité caractéristique de 1’écoulement non perturbé

(p0> g, 0,pp) () (1.4)
solution des équations d’Euler compressibles, qui se réduisent a :
o (i) =0 w5
4 (P5 () (g () + pi(2)) = —pj(2)g

est la longueur de mélange Lj(z), définie dans les régions ou % po(z) #0

Ly(z) = |- (1.6)

L pi ()

Une autre quantité pertinente est |k|, nombre d’onde de la perturbation
transverse a l'interface x = 0, que 'on désignera par k dans la suite en
supposant k£ > 0.

Nous étudierons le probleme dans cet exposé dans les deux cas suivants :

XXI-2



e longueur de mélange tendant vers 0,

e nombre d’onde tendant vers +oo, la longueur de mélange étant fixée.

Le premier cas est modélisé de la maniere suivante. On introduit un
écoulement de base de sorte que

ax (po(XJuo(X)) = 0 )
A (po(X) (uo(X))2 + po(X)) = —po(X)g '

ot po(X) tend vers pg si X — —o0 et tend vers p; si X — +o00. L’écoulement
autour duquel on perturbe est

po(x) = po(2), ug(x) = Veuo(£),v5(x) = 0,p5(x) = epo(%).

Alors Li(z) = e|p0( | et la longueur de mélange est d’ordre e dans les

régions ou |py(X)| > 5 > 0. Ainsi, dire que la longueur de mélange tend vers
0 correspond au cas € — 0.

Cet exposé est entierement consacré aux perturbations dans le régime
linéaire. Le systeme des équations d Euler linéarisées autour de de I’écoulement
(1.4) s'écrit, apres utilisation de L (pjuy) =0 :

Op1 + Oul + (Pluo) = —pp(Ozur + Oyv1)
piOvur + G (ulpy + piun) + pusdsus + dupr = —p1g
Po0sv1 + phunOzv1 4+ Oypr = 0

La principale hypothese physique (justifiée dans le cadre des écoulements
étudiés dans la Fusion par Confinement Inertiel [4]) est que l'on considere
une perturbation incompressible des écoulements compressibles. Ainsi on
ajoute

Opuq + 8y1}1 =0.
Le systeme linéaire étudié est alors

Osp1 + d; u1 + dx(plu?;) =0

Podru + dm (uopl + piur) + phusOzur + Oxp1 = —p1g
Po0v1 + phugOzv1 4+ Oypr =0
Oyuy + 8yv1 =0.

Les modes normaux sont utilisés pour analyser ce systeme, et on aboutit au
systeme (1.8) :
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o+ dou+ dm(puo) =0

T B . -

’YPOU + daf) (U()P + Pou) + pouo ddx + %p =P (18)
POYY + P dxv +ikp =0

0.1 + ikv = 0.

2 Enoncé des résultats

On envisage dans ce texte deux cas. Le premier cas (paragraphe 2.1) est
le cas ol la vitesse de convection uj est identiquement nulle, et on étudiera
deux limites asymptotiques pour le systeme, I'une lorsque k est grand, 'autre
lorsque la longueur de mélange € tend vers 0. Le deuxieme cas (paragraphe
2.2) correspond & une vitesse de convection non nulle, et nous n’avons de
résultats pour le moment que dans le cas € tendant vers 0.

2.1 Le cas sans vitesse de convection

On se ramene aisément a I’équation dite de Rayleigh sur 4 :

— L 1ps(@) 4] + K [ph(x)a + % D a) = 0 (2.9)

et aux deux égalités permettant de détermlner petp:

~ 1dpg(®) ~ ~ dii
_—;ST%P: k2P0( ) u'

On appelle fonction propre et valeur propre solution de (2.9) que 1'on
notera (ue, A¢), un couple u. € L?(IR), A > 0, u # 0, tel que

lpn() 2] - (k25 () ue + Ak 25 0] = 0.

La condition A\¢ > 0 provient du fait que ’on recherche une solution
1nstable qui est alors associée a un taux de croissance de l'instabilité v, =
(g\k) Le comportement u. € L?(IR) remplace la condition usuelle des phy-
siciens que u, soit bornée ou tende vers 0 en +oo, car c’est le cadre naturel
des problémes spectraux autoadjoints. On remarque que, par la formulation
variationnelle de (2.9), A > 1 pour une solution non triviale.

Nous introduisons deux types d’hypotheses de comportement de la den-
sité en D'infini (pour la deuxiéme, py est supposée de classe C1) :

(i) M=</_Ooo|ps<> paldr)? + </0+°°|ps<x>—p1|2dm>%<+oo
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(H%) 3Xo>0,p>0, si g(X) = Xtpo(X),Xg'(X) borné sur [Xo, +oo|
et g et g~ bornées sur [Xo, +oo[ de limite finie + oo

1
(J22 |95 (x) = paf?dz)? < +o0

Proposition 1 Soit co une constante positive fixée. On suppose qu’il existe
une suite €, qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo telle qu’il existe, pour
tout m, un couple (ue,, A, ) vecteur propre-valeur propre de Rayleigh telle
que 1 < A\, < ca. On suppose inf py > 0.

Sous Uhypothése (H), on a les deux résultats suivants :

i) La suite A, converge vers %.

ii) Si, de plus, il existe! p1 > 0 tel que X dpdg)((X) est borné en oo et
st ||ue, || L2r) = 1, te, (0) > 0, alors

ue, tend fortement dans L*(R) vers %e*km.

Proposition 2 Soit ca une constante positive fixée. On suppose qu’il existe
une suite €, qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo telle qu’il existe, pour
tout n, un couple (ue,,\e,) vecteur propre valeur propre de Rayleigh telle
que Ae, < ca.

Sous Uhypothése (H*), A\e — 1.

€n

On note que les méthodes s’appuyant sur lellipticité uniforme de ’opérateur
—%(pf}(x)%) + p§(x)u (qui sont & la base de la démonstration de la propo-
sition 1), ne s’appliquent pas a la proposition 2.

On introduit alors les deux hypotheses (H1) et (H2) suivantes, dans le
cas oll po(X) est une fonction continue sur R, de classe C'' par morceaux?,

qui visent a préciser le comportement du taux de croissance A, pour € < € :

il existe A > 0,671,602 > 0 telles que, pour
(H1) X < =A,01|po(X) = pa| < —p((X) < b2]po(X) — p2
X > A, 01]po(X) — p1]| < —pp(X) < 2]po(X) — p1

il existe A > 0,601,602 > 0, u > 0 telles que, pour
(H2) X < —A,01|po(X) — p2| < —pp(X) < O2]po(X) — p2f
XHpo(X) — 1 >0 pour X — 400

!cette hypothese peut étre affaiblie, voir [10]
211 suffit que p’ soit dans L],
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Remarquons que I'hypothese (H2) entraine p; = 0 et on n’est plus dans le
cadre d’application de la proposition 1 puisque inf pg = 0. c’est une appli-
cation de la proposition 2.

L’hypothese (H1) correspond a un comportement de type exponentiel en
I'infini.

L’hypothese (H2) correspond a un comportement de type exponentiel
en —oo et un comportement ”rationnel” en +o0o. Notons que les hypotheses
(H2) et (H*) sont vérifiée pour un profil de densité comme ceux qui ont été
identifiés dans [4], solution de ’équation

Lops ™98 = (05)"* (p2 — p}). (2.10)
En effet, si h(y) = y(pox(y))”, on vérifie par séparation des variables et
intégration que h vérifie Lopy T [1/h — yh'/h] = v(pa — h%y_%), et comme
pox est borné, h tend vers une limite, ce qui permet de calculer la limite de
1/h, et de vérifier que yh'/h est borné. On peut donc appliquer le résultat
de la proposition 2 au profil identifié dans [4] & partir de celui proposé par
Spitzer et Haerm [19] ou Kull [13] lorsque Lg tend vers 0.

On a les deux résultats suivants sur le comportement de A, — % lorsque
e—0:

Théoréme 1 On suppose que py vérifie (H1).
a) 1l existe eg > 0, C' > 0, tels que, pour tout € < €y, l’équation (2.9) ait
une unique solution (ue, A\e) € L2(IR) x [1,C] normalisée par

—kx

Ue(x)e ™ — 1 si x — —o0.

b) La fonction Ac est analytique en € pour 0 < € < €y, et on connait son
développement lorsque € — 0

Ae = % + keL 4+ O(€?),

ot L est donné par l’égalité

I — 4p1p2 / (p2— po(X) Po( )=P) g x .
(p2 = p1)?

Ce résultat est complété par le résultat suivant, qui indique que le com-
portement exponentiel aussi bien que la limite non nulle pour la densité sont
nécessaires pour obtenir un développement en €, chose qui n’est apparu que
dans les travaux de Goncharov sans démonstration [9].
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Théoréme 2 On suppose que py vérifie (H2) et (H*).
a) Il existe g > 0 et C tels que, pour tout € < ey, (2.9) admette une
unique solution (ue, Ae) € L?(R) x [1,C] normalisée par

e P =1 si x — +o0.

b) Il existe Co > 0 tel que, pour tout € < eg, |Ae — 1| < Cet.

c¢) La limite de e *(\. — 1) est F%Zill) th**";’QXMpO(X).

De ces deux résultats, on déduit que la différence A, — % n’est pas d’ordre
e comme 'affirment la plupart des articles de Physique sur le sujet, et en
particulier 1'ordre de convergence dépend du comportement de po(z) en
I'infini.

Pour I’équation de Rayleigh, nous avons un résultat lorsque k& — 400,
qui est un résultat d’analyse semi-classique pour ’équation de Schrodinger
en dimension 1. On énonce ce résultat dans un cadre simple. On suppose
ainsi pg de classe C3, p((X) < 0 sur R et pj(X) < 0 dans un intervalle

[a,b]. On suppose que la longueur de mélange Lo(X) = % admet un
0

minimum absolu Ly, sur R en X, €]a,b[. On désigne par

2 1
Q= Ccll)?zo (Xm), Ymas = (el?m)Q' (2.11)
Proposition 3 Soit N un entier naturel non nul. 1l existe ko(e, N) tel que,
POUT
k > ko(e, N)

léquation (2.9) admet exactement N couples de vecteurs propres valeurs
propres (un, An) tels que
Ymaz

1
Yn = (7)5 € [ 77max}-
An (G L3y

chacune étant de multiplicité 1.
1l existe une constante D(N) telle que

Njw

2n+1 1.1 —
| = L1+ B (5E)2)2] < D(N)k2.

La limite de vy, lorsque k tend vers +00, est Vmaq-

Une conséquence immédiate de cette proposition est que, lorsque k est
assez grand, on ne peut plus considérer comme prédominant le plus grand
taux de croissance de l'instabilité; tous les taux de croissance différents
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pour un mode donné contribuent également a la croissance en temps de la
perturbation et en particulier tous les modes contribuent a la solution.

D’autre part, comme le taux de croissance v est majoré par Ymaz, ON
a saturation de D’instabilité, qui ne dépend plus de la fréquence en V/k,
mais tend vers une limite finie.

La proposition 3 est valable dans un cadre plus général sur le profil de
densité po(X), nous renvoyons a des travaux en cours avec B. Helffer [10]
pour ces extensions, ainsi que pour d’autres extensions généralisant le taux
de convergence pour les propositions 1 et 2.

2.2 Le cas avec vitesse de convection

Dans cette section, nous généralisons les résultats obtenus dans [5] pour
un zone de mélange (zone ou % # 0) finie & un cas plus général, ou le
profil de densité po(X) vérifie ’hypothese (H1). Dans ce cas, on obtient une
équation différentielle ordinaire dans R* pour les quantités perturbées, et
I’approche employée correspond a 'approche des fonctions d’Evans, comme
décrites par Gardner et Zumbrun [6] ou par Benzoni et Serre [1]. Cette
approche est une approche de type systemes dynamiques pour une équation
de la forme (1.8), les quantités k, 7, €, g étant des parametres. Elle est rendue
plus délicate ici parce que les matrices asymptotiques du systeme dynamique
associé ne sont pas hyperboliques. La fonction d’Evans d’un tel systeme est le
Wronskien entre les solutions bornées en +o0o et les solutions bornées en —oo,
obtenues a partir des valeurs propres respectivement négatives et positives de
la matrice A apparaissant dans (1.8). On renormalise les quantités physiques
par ¥ = (gk)%, u = elimx_,_up(X), Fr = Z—i, p = p2. On note que la
quantité F'r modélise un nombre caractéristique de I’écoulement qui est
le nombre de Froude. On introduit les fonctions 4o(X) et po(X) telles que
po(X) = ﬁﬁo(X) et \/EUO(X) = ﬂﬂo(X), de sorte que ﬁo(X)’&()(X) =1. On
dénote les inconnues renormalisées par

i
Sl

- P 5 _7
’p_ﬁEQ”y_’V'

Sl

10: 7u: ”U:

On introduit des parametres «, 3, caractéristiques des ordres de gran-

deur de I’écoulement, donnés par a8 = ke et % = %, soit

E
Fr

[N

)2, 3 = (/{EFT)%.

o=

Le systéme équivalent a (1.8) est
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@Fp + Feu+ e (pn) =0

adyu + %@(ﬁw—i—,ﬁw)%—%—l—%—i—%pzo

a’yv—i—df}’(—&—iaﬂpzo

(%é + tafv = 0.
On suppose a € [0, M] et B dans le compact K = [ﬁ,M] de R%. On
suppose 7 < M. On calcule la fonction d’Evans du probléeme W («, 3,4) pour
(a,7) € [0, M]?, 3 € K. On montre alors qu’il existe ®(a, 3,7), analytique
dans un voisinage de (0,0,0), telle que W(a, 3,5) = 0 soit équivalent a
O (v, 3,7) = 0. On a alors le résultat asymptotique suivant en «a, 3 :

Théoréme 3 a) La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une
famille de solutions bornées en +o0o et —oo du systéme (1.8) est I(a,7) €
[0, M]2,8 € [47, M] tel que ®(a, 3,7) = 0. Cette fonction est analytique en
a, 3,5 pour 0 < a, 8,7 < M.

b) Il existe ag < O tel que, pour 0 < a < oy et f € K, 7 € [0, M] cette
condition équivaut a 7 = Y(a, B) ot ¥(«, B) se prolonge analytiquement sur
[0, ag] x [0, M] et admet le développement de Taylor suivant en o :

F(e,B) = VA+aBL = (1+afL)B Jim ig(X)+O(a?)

ot L et Ly sont donnés par les expressions (on note r = limx_, 40 po(X))

1 1 20 (1-po(s)) (po () 1) 0 (1o ()) (po(s)=1)?
Ly = ﬁr(r +1)2 / 07“(7"—0—1;)2 ds Ly = /_ f?o(s)r(roﬂ) ds.

Remarques

—00

1. Il n’est pas possible de retrouver le taux de croissance des instabilités
obtenu dans le cas sans vitesse de convection par une limite sur les
parametres o, (.

o (limx —, oo up(X))?

2. On note que F 7 , ce qui implique que F'r modélise
réellement la taille de la vitesse de convection.

3. On note aussi que les expressions précédentes sont valides pour § — 0
alors qu’il faut étudier le systéme dynamique que G > 0.

3 Preuve des résultats

3.1 Preuve de la proposition 1

La preuve de ce résultat s’appuie sur 'hypothese (H) et son utilisation

pour comparer d%(pé(x)) (que nous notons ici pe(x)) et (p1 — p2)dy lorsque
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€ — 0. On utilise alors le

Lemme 1 Soit T, la distribution %% — (p1 — p2)do. C’est une distribution
de H' et il existe M et g tels que, pour tout e €]0, ] on ait

| <Tesd > | < VeM||¢'|]a.

On note alors, avec y = kx, P.u = —d%(pe(:c)%)—l—peu. C’est un opérateur
autoadjoint bijectif bicontinu de H' dans L? et de L? dans H~!, dont
les normes sont majorées uniformément en e. L’équation (2.9) est alors
équivalente a

1 1 1

1 1 1 1 1
)\*’UE"‘PE *(Te X Pe ?ve) + (p1 — p2)(Pe *ve)(0)(Pe *60)(x) =0

1
ot ve = PPu. € L?, d’'olt ue € H' ainsi u(0) est bien défini. D’apres le
Lemme 1, la distribution 7, définit un opérateur de multiplication 7. de
_1
H' dans H~!, dont la norme tend vers 0 avec e. Comme P. 26y est borné

_1
uniformément dans L? on en déduit que la suite (P. 2v¢)(0) est minorée par
une constante positive indépendante de e. Montrant que u, est dans H', v,
est dans L2. On extrait une sous-suite telle que

ue — u dans H?
Ae — A
_1
(Pe *v¢)(0) — Ao # 0
Alors u est solution dans H'(R) de

_CZ/(prilZ) + pru + A(p1 — p2)udy = 0
ainsi u(y) = Age ¥ et A = L.

La preuve de la convergence de u, fortement dans L? s’appuie sur une
majoration L2 de (exp(¢(y))uc) (inégalité d’Agmon) ce qui permet d’obtenir
la compacité par l'injection compacte de H' N L?(IR,exp(2¢4(y))dy) dans
L?*(R). Cette preuve est en partie dans [5], complétée par [10].

On voit en particulier que 'estimation de la vitesse de convergence de
Ae vers 5 est a priori en /€.

Nous référons a [5] et a [14] pour la preuve du théoreme 1. Nous nous
concentrons dans la section suivante sur la généralisation de [14] pour la
preuve du théoreme 2.
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3.2 Preuve du théoreme 2

On commence par identifier une région ou le sens de variation de toute
solution est connu en un certain sens, ce qui permet d’identifier la famille
de solutions qui tend vers 0 en +oo. Cela conduit, en un point X, tel que
X, tend vers +oo si € — 0, & une relation entre u/(X¢) et u(X,) (relation
(3.12) et lemme 2).

On déduit alors de cette relation une relation entre u'(Xp) et u(Xp) en
controlant la solution sur [Xg, X] (ce qui est rendu délicat par le compor-
tement de X, si € — 0). Ceci permet d’écrire la relation de type Sturm-
Liouville en Xy (Lemme 3) utilisant la continuité de u et de sa dérivée.

On combine alors cette relation a avec s(Xo) = ke(1 — X)[p2 + e3(e, A)],
relation obtenue par identification de la solution en —oo (égalité démontrée
dans [14]). On en conclut d’une part qu’il existe une unique solution r bornée
de I’équation

r(1+ep(e,1+71)) =e'K(1+r€)

et que cette solution vérifie r = O(e*).

Le calcul précis de la limite provient de l'identification de la solution
lorsque ¢ — 0 avec la solution exacte du probleme lorsque X*po(X) est
constant. On a noté dans [4] que, dans ce cas, les solutions sur [Xo, +o00[
s’expriment a I’aide de fonctions de Kummer (calcul aussi effectué dans [9])
et les comportements de ces fonctions spéciales en I'infini donnent le résultat.

Dans toute la suite de la preuve, on note ¢ = ke, qui tend vers 0, a k
fixé, quand € tend vers 0.

e Identification de la solution qui tend vers 0 en +oo (solution sous-

dominante). Il existe 5 > 0 telle que )Zg(/)(())() > —( pour X > Xg. Soit X, =

WEBA - Op définit la solution u, de (2.9) telle que u.(Xe) =1, uf (X)) = 0.

€
Elle est positive sur [X,, +0o] et toute solution de (2.9) sur [X,, +oo[ s’écrit

X shds ]
x. 9(s)(us(s))?"
La famille de solutions qui tend vers 0 en +o0o s’obtient pour

N stds 1
= s

La condition aux limites induite est alors, pour cette famille

u(X) = Au.(X)[1 — B

au

po(Xe) S (X2) = —Bu(X.). (3.12)
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e Evaluation de B grace a une équation de type Volterra.
Soit v (X) = Cg;g (X) — eluy(X). On introduit

{:‘S(X) = 5)\(;(2)!1%(())%)) + Xug—l(X)EQ()\Q _ 1) /X S_Mg(s)ea)\(s_xs)ds

et 'opérateur

KF(X) = X7 (x) [

€

s71g(s)Mf(s) + e(A2 — 1)e / F(b)eMdtds.
On vérifie que v, est solution de

Vg + eKv, = —€8

dont on déduit la solution formelle

Ve = —€ i(—l)pspr(S).
p=0

On démontre qu’il existe une fonction analytique, positive, croissante C'(Z, \)
telle que
S(X) < CEX,N[(eX)* 4+ eX].

L’application de la série de Neumann aux fonctions X — (e X)* et X — X
entraine la convergence du développement formel et la majoration

[0.(X)| < eC(eX, N)[eFXPEEN T 4 D(eX, A)[(X) T + (e X))
+(EX)H + D(EeX,\)[eX + (eX)H]]
=eVi(eX, ).

On en déduit alors

1< Jun(X)| < e NVE0(1 4 XV, (eX)).

Si on introduit la constante

dy,
u+B)A (1 + YV(Y, )\))2

1 +oo  Yhe—2(Y=(u+B8)M)A
Co(N) /(

de Iégalité B = e [[1 %% svrairyap) '+ on déduit le
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Lemme 2 Pour tout A > 1, il existe une constante Co(N) telle que, pour
tout € < eg on ait B < e*T1Cy(N).

e Controle de la solution sur [ X, X]
On introduit s(X) = pO(X)(j—; —edu(X)). Il faut alors évaluer s(Xo)
en fonction de la condition (3.12) en X = X., qui s’écrit
5(Xe) = —(B + eApo(Xe))u(Xe).

Soit Ty (X) = efAX=X0) of TH(X) = 2o X) On vérifie que 'on a les
po(X) 4
deux égalités

exX _ exXo 201 2 X EAs
s(X)e s(Xo)e +ef(1—-A )/ po(s)ePu(s)ds (3.13)
Xo

uw(X) 4+ e2(\2 - DK,u(X) = T(X),

Iopérateur K, étant donné par

X 6—25/\Y Y
K (f)(X) =M /XO ) (/XO po(s)f(s)ds)dY

et T(X) = U(Xo)Tl (X) + S(XQ)TQ(X)
La principale difficulté apparait lorsque 1 > 1, car dans ce cas 'opérateur
K, n’est pas majoré pour Xg — 0. En écrivant la série de Neumann pour u,
on obtient
w(X) =T(X)+ Ru(X)

ot Ry(X) = Y52, e2(~1)P(\2 — )P K(T).

On réécrit (3.13) en X = X.. On trouve

S(X2)eMe = 5(X0)e? X0 +e2(1 = A2) 3+ po(s)eN Ry, (s)ds
+52(1 _ )\Q)U(XO) f))((e po(s)eQEAS*E/\XOds
+e2(1 — A2)s(Xp)esMo (X, — Xp).

En utilisant (3.12), on trouve finalement

s(Xo)es o[l 4 BERRIED 4 22(1 - \2)(X. - X,)]
+u(X0)[(B + edpo(Xe))e e 7220 4 e2(1 — A2)em oMo (5 gy (5)e%0]
= (N = 1) [xg po(8)e™ Ryu(s)ds — (B + eApo(Xe)) Ru(Xe)e e
(3.14)
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Les majorations de R, sont fastidieuses mais faciles a obtenir avec les
majorations de l'opérateur K,, il suffit d’appliquer la relation K, (1)(X) <
C f))fo YH[Y1=# —Xé_”]ﬁdY et de discuter le résultat en fonction du signe
de 1 — p. Toutes majorations faites, on obtient le lemme :

Lemme 3 I existe une fonction K(\,¢e), continue sur A € [1, M]x]0, o],
telle que

s(Xo)eMo = —u(Xo)e" T K (), e).

et K(X,0) = Mimy— o0 g + lime—o 205y

La solution sur | — 0o, Xj| est identifiée grace a I’hypotheése au voisinage
de —o0, et on obtient s(X()e**0 = g(1—\)(1+etp(e, N))u(Xp). On en déduit
I’existence de r, tendant vers 0 lorsque € — 0, tel que A = 1+ est solution de
(3.14) lorsque s(X0)e*X0 est remplacé par £(1—\)(1+e¢ (g, A))u(Xg). On en
déduit alors pour cette solution unique I'inégalité du théoreme 2. Notons que
Iexistence de 7 et la construction de u sur [X.,+oo[ montrent 'existence
dun couple (A\e,uc) € [1,M] x L}*(R), u. # 0, solution de 1’équation de
Rayleigh. La proposition 2 est démontrée.

4 Preuve du théoreme 3

Dans cette preuve, nous abandonnons la notation 4 pour alléger I’écriture.
Nous rappelons que le systeme étudié (1.8) est

% +Po(X)GR +arlp+ pou =0
C%“é +iafv =0
C%”( + aypo(X)v + iafBp =0

dug a dug

ax T (wogE — 5o+ po(ge + oay)u —iafv =0

On introduit la matrice

vy o —vy? By 0

Ay, B,7) ’ oon e
Yy, 8,7) = 3 _
v y02 vy —B

=5 o 00

et les inconnues
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A
PO T pou

u
U= ,
iv
N
p + pg +u
Le systeme (1.8) équivaut a
au
o T aAlp(X), B,MU =0. (4.15)

C’est un systeme dynamique. Nous souhaitons identifier les familles de
solutions qui tendent vers 0 en 400 et celles qui tendent vers 0 en —oo.
Pour cela, nous étudions les valeurs propres de la matrice A(y, 3,7). Comme
cette matrice a une limite lorsque y — p;1 et lorsque y — p2, et comme nous
supposons que (H1) est vérifiée, ’hypothese (h2) de Gardner and Zumbrun
[6] est satisfaite.

D’autre part, les valeurs propres de la matrice A(y, 3,) sont

— —[3 associée au vecteur propre (y, 1,1, lﬁy)

— [3 associée au vecteur propre (y, 1, —1, —%y),

— ~y, valeur propre double associée a un espace propre de dimension 1

de vecteur propre (y, 1, %, 1).
On note que les espaces propres correspondants peuvent étre engendrés par

(5yaﬁa B>’yy)7 (Byvﬁv _/67 —’Yy), (6y’ﬂ7’yyaﬂ)a

Nous ne sommes donc pas dans le cadre de ’hypothese (h1) de Gardner et
Zumbrun, les matrices limites ne sont pas hyperboliques. Nous devons donc
modifier argument et utiliser la forme particuliere de A(po(X), 3,7). Nous
remarquons aussi que nous ne pouvons pas avoir 3 — 0, car dans ce cas £
ne sont plus séparées, et il n’y a plus de séparation entre les valeurs propres
positives et les valeurs propres négatives. Les vecteurs propres associés ne
sont d’ailleurs plus indépendants si 3 = 0. Nous avons

Proposition 4 On note A\j(y, 3,7) les valeurs propres de la matrice A(y, 3,7),
Aj €tant de multiplicité n; constante. Ces valeurs propres sont analytiques
eny (conséquence de la multiplicité constante). On suppose qu’il existe deux
constantes 01 > 0 et g > 0 telles que pour i # j et o < g on ait
Xi(y, B,7) — A\i(y, B,7)| > 01 pour y € [p1,p2]. On suppose aussi qu’aucune
valeur propre ne se rapproche de 0.

Toute solution U de (4.15) se met sous la forme
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U=3 Uj(X)
J
ou Uj appartient a un espace vectoriel de dimension nj, et il existe un vec-
teur E;(X, a, 3,7), élément d’un espace vectoriel de dimension n; construit
a partir de Uespace Ker(A — N 1) tel que |E;(X,a,B,7)] < Do| X[ 1,
analytique pour (3 € 17, M],~ € [0, M] et pour oo < g et tel que

X
U (X)e Jo Ao B0ds _ px o 8,4)] < DY XMV |gh(X)]. (4.16)

De cette proposition on déduit le Théoreme 3. En effet, les solutions
qui tendent vers 0 en +oo (respectivement qui tendent vers 0 en —o0)
correspondent aux solutions associées aux valeurs propres positives (resp.
négatives). On s’appuie alors sur le lemme suivant qui permet de calculer
ces solutions pour « petit. Pour cela nous introduisons quelques notations.
On fixe une valeur propre de A, \;(y, 3,7). Soit P(y,3,7) une matrice de
passage telle que PAP~! = D(y, 3,7) soit trigonale et soit 7; la projection
sur I'espace propre Ker(D — A\ I)™ parallelement a @;;Ker(D — A\;I)™.
On introduit D; = (I — m;)D(I — m;) + m I et Rio la solution de
d};}'g’" = a(D; — Dy)(p1,,7). Cest un polynéme en aX de degré n; — 1.
Lemme 4 On suppose \,v < M et 3 € [ﬁ,M]

Soit U; une solution associée a la valeur propre \; (au sens de la propo-
sition 4).

1l existe U; o vérifiant mU; oo = U; o tel que

~ X
Uz(X’ @, ﬁ’ 7) - Pil (plv B? V)R;OIO(X7 «, ﬁv ’Y)Ui,ooe_a fO Aj(po(s).B:7)ds
=R ™(X,a,3,7)e “ Jo Xipo(s)By)ds

ot il existe &y et ag tels qu’il existe C et N tels que, pour po(X) — p1 < do,
a < ag, on ait

|RF>(X, 8,7)| < Calpo(X) — pr|XF.

Nous ne donnons pas ici la démonstration du lemme. Les solutions de (4.15)
obtenues par la procédure du i) ont donc pour limite lorsque y — p; (resp.
lorsque y — p2) un élément de I'espace Ker(A(p1, 8,7)—A;(p1,5,7))™ (resp.
X
de 'espace Ker(A(p2,3,7) — Aj(p2,8,7))™) multiplié par e Jo AilprBm)
X
(resp. multiplié par e Jo Ai(m’ﬁ”)).
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On peut donc considerer le systeme & coefficients constants sur [A4, +00]
(resp. sur | — oo, —A| ) comme une perturbation en a(y — p1) du systéme
(4.15). Le raisonnement et les calculs de [4] s’étendent & ce cas, et que
les résultats se généralisent immédiatement en remplacant 'intégrale sur
[—A, A] des quantités obtenues dans le Théoreme 4.1 et la relation (79) de
[4] par I'intégrale sur R. La fonction d’Evans (que nous ne calculons pas ici)
W (e, 3,7) du probleme est donnée par

W(Oé, ﬁ?V) = det (Tl1 (X0)7 SZQ (XO))

ou (Tj,);, engendre I'espace vectoriel des solutions qui tendent ves 0 en
—o0o (respectivement (S;,);, engendre l'espace vectoriel des solutions qui
tendent ves 0 en +o00). Les valeurs de v qui conduisent a une solution
non triviale bornée en +o0o du systéeme dynamique (4.15) sont les solutions
de W(a, 3,7) = 0, qui équivaut pour (a,v) € [0,M]? et B € [ﬁ,M], )
O(a, 8,7v) = 0.

Idée de la preuve de la proposition 4 Soit

8 0 0 0
| o B o 0
D=1 o o vy d(y,B,7)

ou la limite de d(y, 3,7) est non nulle si y — p; ou y — pa. Soit P(y, 3,7)
une matrice telle que
A(y,B,7) = PT'DP (4.17)

Soit Q) = %Pil. L’équation satisfaite par V' = PU est

dav
d7 +aDV = ,OIO(X)QV
Le cas de la valeur propre vy est le plus compliqué, car c’est une valeur

propre double dégénérée. On introduit

X po(s)d
Wa(X, @, 8,7) = V(a0 B,7)e Jo #0()
qui vérifie

dw,
TXd + (D — yy)Wa = po(X)QWj.

Soit 7 la projection sur le sous espace Ker (D — vyl)" parallelement
a @,y Ker (D — X\;jI)". On remarque que, apres diagonalisation, 7 ne
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dépend pas de y. On note D = (I — 7)D(I — 7) + yyrI7 et on introduit la
matrice R solution de

dR

X =
Cette matrice est inversible et est un polynéme en « de degré au plus ng—1
car D — D est nilpotente d’ordre ng, et on note Uy = RWy. Alors

aR(D — D), R(0) = Id

C(RWq) = py(X)RQR™ (RWq) — (D~ wI)(RW).  (418)

On remarque qu’il existe une constante C' telle que |R|o < C| X[~ et
on en déduit que RQR™! est majoré par un polynome de degré 2(ng — 1)
en X. C’est de cette estimation que nous allons nous servir pour écrire le
théoreme de point fixe pour ’équation de type Volterra, puisque le produit
de X? par e IXI tend vers 0 en | X| — 400 pour tout p.

On suppose que Uy est bornée et dd& est majorée par un polynome en X
lorsque y — pj et lorsque y — po. Alors, intégrant (4.18) entre y et z, on voit
que Uy(X (y)) admet une limite en y — p;, notée Uy, telle que U = Uso
et est donc élément d’un espace vectoriel de dimension ng. On trouve donc
les deux égalités

Uno — 7Ua(X (1)) — 7 [ RQR™(X ())Ua(X (5))ds

=7 [ RQR™ (X ())(I — m)Ua(X (s))ds (4.19)
(I —=mUa(X(y)) + (I —7) [* RQR™(X(s5))(I — m)Ua(X (s))ds
o (D — D) Sy s (4.20)

=—(I—m) f;l RQR™Y(X(s))nUy(X (5))ds.

De légalité (4.19), on en déduit I'expression de Uy (X (y)) = E(Uso)(y)+
B[(I—m)Uq)(y), les opérateurs E et B étant explicites par série de Neumann
de type Volterra. On remplace 1’égalité ainsi obtenue dans (4.20), ce qui

conduit, pour P,.(X(y)) = % a une équation de la forme
0

P+ TP+ aT?P, = —(I — 7) /ym RQR™ (X (5))E(Uno) (X (5))ds.

L’opérateur T'! est contractant, I'opérateur o' est contractant pour o < ap,
ainsi on en déduit I'existence de P, et sa majoration par —pj(X)X", d’ott
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on tire mUy par Iégalité (4.19). Revenant a I’égalité (4.19), on en conclut
que, pour o < ag et |y — p1| < do

TUA(X () — BU)W)| < D' ph(X (1) (X ()4,

Les solutions associées de ce type, qui forment un espace vectoriel de
dimension ng = 2, vérifient alors®

afyfxpo(s)ds_ —-1p-1 "1 5(ng—1)
[U(X)e™" Do PTRTE(Us)(X(y))] < D7pp(X)X :

On reproduit le méme raisonnement pour toutes les valeurs propres de la
matrice A(y, 5,7). On peut donc construire une solution explicite au systéme
(4.15) pour chacune des valeurs propres de A, ce qui permet de décomposer
toute solution. La proposition 4 est démontrée.
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