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SUR LES CHAMPS DE VECTEURS PEU REGULIERS

FErRuUCCIO COLOMBINI, Universita di Pisa, colombin@dm.unipi.it

NICOLAS LERNER, Université de Rennes 1, lerner@univ-rennesl.fr

Exposé au séminaire X-EDP le 27 février 2001

1. INTRODUCTION

[’étude des équations de transport a coefficients peu réguliers s’est considérablement
développée durant ces dernieres années, essentiellement sous I'impulsion de 'article de
R.J.DiPerna et P.L.Lions [DL]. Dans ce résumé, nous esquissons notamment les principaux
éléments de Darticle [CoL2], démontrant I'unicité des solutions continues pour les champs
BV a divergence bornée. Nous montrons également que la régularité Besov du champ
permet d’obtenir des résultats d’unicité. Ce faisant, nous montrons les roles symétriques,
sur le plan de la régularité, joués par la fonction inconnue et les coefficients du champ
de vecteurs. Nous essayons de dégager les éléments géométriques formulés de maniere
indépendante du systéeme de coordonnées qui peuvent permettre d’obtenir 'unicité pour
un champ borné a divergence bornée. Nous nous permettons de formuler une conjecture
a ce sujet. Nous commencgons ici par un survol rapide des résultats connus.

a. Le point de vue lagrangien. Il s’agit dans cette approche classique d’étudier des
trajectoires définies “ponctuellement” par une équation différentielle ordinaire

(1.1) z(t) = a(t,z(t)), x(0) = xo.

Le résultat le plus connu est sans conteste le théoreme de Cauchy-Lipschitz, assurant
existence et unicité pour (1.1) sous I’hypothese de continuité Lipschitz de a par rapport
a la variable z (et intégrabilité par rapport a t). Nous renvoyons le lecteur a ’'ouvrage de
Flett [F1] pour une perspective historique sur les développements de ’étude des équations
différentielles ordinaires. Dans Particle [ChL], les auteurs montrent que 1’on peut affaiblir
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2 Sur les champs de vecteurs peu réguliers

significativement les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz en conservant essen-
tiellement le méme type de conclusion. Plus précisément, on considere un module de
continuité w continu croissant défini de RY dans lui-méme, vérifiant w(04) = 0 et surtout
tel que,

(1.2) /01 % = +o0.

La condition sur a dans (1.1) devient, pour ||z — z2|| < Ry, (1 > Ry > 0 donné),
(1.3) la(t, 1) = a(t, 2z2)l| < a(w(ller = z2l), & € Lig,.

En fait, si t — 9 (¢, ) est une solution continue de

Y(t,x) = x-l—/o a(s,¥(s,x))ds,

on obtient, pour £ > 0,

t
p(t) = [t 1) — (@, x2)|| < |lz1 — 22| +/ a(s)w(p(s))ds = R(t),
0
de sorte que, comme w est croissant, on a

R(t) = a(t)w(p(t)) < a(t)w(R(1)).

" d d
—S, ceci implique l'inégalité — (v(R(t)) < a(t) qui donne

En posant v(r) = / o

Ro w(s)

V(R(t)) < w121 — za])) + / o(s)ds.

En particulier, si ;1 = z2, comme v(0) = —o0, on obtient v(R(t)) = —o0, i.e. R(t) = 0. On
peut aller plus loin et extraire de I'inégalité précédente un controle précis de la distance
de deux solutions. La fonction v est de classe C!, négative pour 0 < r < Ry, et telle que
V'(r) = 1/w(r) > 0. On peut résumer la discussion en rappelant le résultat de [ChL] que
lon peut agrémenter de 'estimation (1.4) ci-dessous, déduite de 1'inégalité précédente.

Théoreme 1.1. Soit Q un ouvert d’un espace de Banach E, I un intervalle ouvert de
R et (to,z0) € I x Q. Soit a une fonction définie sur I x Q, a valeurs dans E, vérifiant
(1.3) avec w vérifiant les propriétés de (1.2). Alors il existe un intervalle ouvert J >ty et
un voisinage U de xq tel que, pour tout x € U, [’équation

Y(t,x) = a:—l—/ a(s,¥(s,z))ds

to
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posséde une unique solution continue. De plus, pour x1,x2 € U, on a

(1.4) It 21) = vt @)l < v (w(ller - 2a]) + / a(s)ds).

ou v est définie ci-dessus.

Dans le cas lipschitzien classique, w(r) = r, v(r) = Inr, on trouve I'inégalité familiere

l(t, z1) — Y (t, z2)|| < ||z — x2] oo als)ds

Dans le cas baptisé LL (pour Log-Lipschitz), on a
1 1
w(r)=rin(),  v(r) = ~In(n(>))

et on obtient

7ft a(s)ds
(¢, 1) = 9(t, z)|| < 21 — @2]|® 7 :

soit une régularité holdérienne qui se dégrade avec le temps. En appelant IL (Intégral-
Lipschitz) les fonctions vérifiant (1.3) avec w satisfaisant (1.2), on obtient comme noté
ci-dessus un théoréme d’existence et d’unicité pour (1.1) avec une dépendance contrdlée
par (1.4). Ce théoreme est valide en dimension infinie, c’est & dire pour un a a valeurs
dans un espace de Banach. Il faut noter qu’en dimension finie, en utilisant le théoréeme

L ce type de résultat est connu depuis les travaux d’Osgood en 1904.

d’existence de Peano
Mentionnons dans le méme esprit 1’article [HL], qui fournit un résultat d’existence et

d’unicité pour des équations différentielles stochastiques

(1.5) dX; = a(t, Xy)dt + o(t, X¢)dWy,

ou les hypotheéses sont, dans un cadre hilbertien,

(16)  lla(t,z1) = a(t,z)[” + lo(t,21) = o(t,@2)||” < a(t)w(|lz1 — 2o]*), @ € L,

avec w concave? vérifiant (1.2).

IT.e théoréeme de Peano est faux en dimension infinie : on peut consulter par exemple ’exercice 18 du
§2, page IV.41 de [FVR].

2L’hypothése de concavité est vérifiée au voisinage de 0 pour tous les exemples IL du type rIn(1/r),
rln(1/r)Inln(1/r), etc ... . Cette hypothése est utile dans le cas stochastique pour démontrer des esti-
mations sur les espérances des variables aléatoires via l'inégalité de Jensen.
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b. Le point de vue eulérien. Cette approche consiste a examiner 1’équation aux
dérivées partielles naturellement associée a (1.1),

(1.7) O + Z a;j(t, )0,

1<j<d

Dans Darticle [DL], les auteurs prouvent que 'hypothése de régularité a;(t,-) € Ly (W)
et la divergence bornée, donnent 1'unicité des solutions L°°. De maniere générale, ils
prouvent I'unicité des solutions Li°(L?') pour des a; € L} (W'?) (avec divergence bornée)
pour p € [1,00]. Ce résultat est intéressant méme dans le cas lipschitzien pour lequel la
méthode classique de Carleman fournit I'unicité des solutions L . (cf. [H1], chapitre 28)
alors que larticle [DL] donne I'unicité des solutions L . D’autres résultats importants
motivés par des applications en mécanique des fluides ont été obtenus par B.Desjardins
dans [Del,2,3], F.Bouchut et L.Desvillettes ([BD]), F.Bouchut et F.James ([BJ]). En outre,
le travail de Bouchut [Bo] étudie la formule de dérivation des fonctions composées pour
des champs W11, Les articles de G.Petrova et B.Popov [PP], de F.Poupaud et M.Rascle
[PR] et la note [Li], posent la question de 'unicité pour des champs BV. Nous démontrons
dans [CoL2] I'unicité des solutions continues pour des champs BV & divergence bornée.

Nous nous placerons pour ce résumé dans le cadre de champs de vecteurs bornés. Le fait
que la vitesse de propagation soit finie permet de donner un sens a un probleme local. Pour
des équations de transport (1.7) avec des coefficients non bornés, on est naturellement
amené a faire des hypotheses globales dans les variables d’espace comme ’hypothese
(20) du théoreme I1.2 de [DL], ou bien I'hypothése (2.11) de [CoL2]. La question de
Iinvariance par difféomorphisme des hypotheses de régularité trouve également un cadre
naturel pour des vitesses de propagation finies. Pour commencer, on peut rappeler la
définition classique de la divergence d’un champ de vecteurs régulier X sur une variété
lisse orientée (M, w). En utilisant le flot du champ, il est possible de définir la dérivée de
Lie de la n-forme w et la formule fondamentale du calcul des variations donne

Lx(w)=dw]X)+dw]X =dw]X) =wdiv X,

ou | est le produit intérieur. La derniére égalité a un sens sans hypotheése de régularité
sur X, e.g. pour w € C® et X a coefficients distributions. Un point de vue analogue,
mais plus adapté a 'approche eulérienne consiste a examiner 'opérateur adjoint de X.
On définit la divergence par 1’égalité

X*=-X—-divX.
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de sorte que pour un champ réel®

anti-adjoint auto-adjoint
. .
7 N

1 1 1 1 N
(1.8) X = S(X =X+ 5(X +X7) = X + 5 div(X) — 5 div(X).

En particulier dans une carte £, pour w = v(z)dz1 A---Adzn et X =0 i, a;(2)0;,
on a

div(X) = Z 0j(a;) + X (In|v|).

1<j<n

Pour u € L, en supposant X € L! et div(X) € L1, on définit
(1.9) Xu=—-X"(u) —udivX.

Evidemment, pour u de classe C!, on retrouve la formule usuelle Xu = >, j<n @i05u.
En outre, si v = 1, la formule (1.9) s’écrit

0 .
(1.10) Xu= Z 373’(%“) — udivX.
1<j<n

Soit par ailleurs S une hypersurface orientée de classe C! et supposons X € L. Pour tout
ro € S, il existe un voisinage Vj de ¢ tel que SNVy = {z € Vo, o(x) = 0} ol p € C(Vp)
est telle que dp # 0 sur Vp ; on définit de plus Sy N Vy comme {z € Vj, ¢(x) > 0} (on
dira alors que ¢ est une équation de ’hypersurface orientée S). On supposera que X
est positivement tranverse a S: il existe un voisinage Ky de x( tel que, avec un infimum
essentiel,

(1.11) inf X (¢) > 0.

La formule (1.8) montre que pour un opérateur du type X —c, ot c est une fonction réelle,

on a
anti-adjoint auto-adjoint
(1.12) X—c=X+ 5div(X)—i(div(X)+2c).

Ceci suggere que seul le controle de la partie positive de la divergence est important pour
lunicité. A cette remarque pres, le théoreme suivant est dii & DiPerna et Lions[DL].

30n pourra consulter le paragraphe 3.c ci-dessous pour quelques remarques sur les champs complexes
et leurs pathologies.
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Théoréme 1.2. Soit Q un ouvert de R*, X un champ de vecteurs L N W, S une
hypersurface C' orientée. On suppose que X est positivement tranverse a S au sens de
(1.11). Soit u une fonction L™ telle que, pour une fonction c € L*,

Xu=-cu, suppuCSy.

Alors si la partie positive (2c + div X )y € LS., la fonction u s’annule sur un voisinage
de S.

Nous donnons dans le paragraphe 3 une démonstration de ce theoreme en suivant un
canevas proche de celui de [DL].

c. Remarques. Commencons par observer qu’il n’est pas toujours immédiat de passer
d’un point de vue a autre. L’une des idées du papier [DL] est de déduire des informa-
tions sur ’existence d’un flot pour I’équation différentielle ordinaire a partir de résultats
eulériens. Le théoreme 1.2 ci-dessus et un théoreme d’existence permettent de donner
corps a une telle approche dans le cadre W11,

Notons au passage que LL ¢ W1l (cf. ’appendice de [CoL2| pour un résultat plus
précis?) et que par conséquent les résultats sur les flots L donnés en 1.a sont indépen-
dants des résultats de [DL]. Le papier de Bahouri et Chemin [BC] démontre un résultat
d’unicité pour des champs LL a divergence nulle. Il est naturel de poser la méme question
pour des champs de régularité IL avec divergence bornée (ou partie positive de la diver-
gence bornée): on peut penser que le résultat de [BC] perdure dans ces cas. Par ailleurs, on
peut se demander si I’on dispose dans les cas I L d’un résultat localisable. Si on se penche
sur la méthode de preuve employée dans [BC]| ainsi d’ailleurs que sur celle de [CoL1],
on peut remarquer que celle-ci s’apparente a une paralinéarisation ; en fait on régularise
les coeflicients de I'opérateur d’'une maniere qui dépend de la fréquence. On utilise dans
chaque couronne de Littlewood-Paley une méthode classique et ’'on constate une perte de
dérivée, amenant pour le flot une régularité holdérienne décroissant avec le temps comme
noté plus haut. Le phénomeéne mis en évidence dans [CoLi1], ot I'on étudie une équation
des ondes a coefficients LL, est de nature un peu analogue: pour des données initiales
H*, on démontre que la solution & I'instant ¢ est seulement H*~%! ou o est une constante
positive. Il semble en tous cas que ce type de résultat (ce type de démonstration) soit
rétif a une technique de régularisation uniforme ; par exemple 'existence de flots pour
des champs de régularité IL ne se déduit pas d’une régularisation, mais d'une inégalité
différentielle sur le module de continuité (R < w(R)).

Pour ce qui concerne les hypotheses sur la partie positive de la divergence, on pourra
examiner le contre-exemple de Beck cité dans [DL]. Notre point d’ancrage a ce sujet réside

40n y trouvera un exemple de fonction non W1:1 avec un module de continuité r(Ino---oln)(1/r).
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simplement dans les pratiques des méthodes L? du type inégalité de Carleman. En fait le
probleme de Cauchy forward est uniformément bien posé pour

L=08,+Q(t)

ou Q(t) est un opérateur dont la partie auto-adjointe est semi-bornée inférieurement.
Cela signifie que si Re Q(t) > —a, on peut prouver pour de telles équations des inégalités
d’énergie ne dépendant que de ¢, par exemple en multipliant ’équation par e ¢ avec
B > 2a: pour A(t) et B(t) autoadjoints, on a

d

2Re(pu + A(t)u + iB(t)u, u)e Pt = 7

(lu(®)PeP) + Blu(t) %™ + 2( Au, u)e="

> %(m(twe—ﬁt) + (8= 20)[u(t)Pe P,

de sorte que

o(t) = 2/0 |u(s)e‘ﬁ3/2|\Lu(s)e‘ﬁs/2|ds + |u(0)?

t
> sup |u(s)[%e ™ + (6 2a) / u(s)[2e=5.
0<s<t 0

Ceci donne pour 3 > 2«
O'(t) = 2|u(t)e_’8t/2|‘Lu(t)€_ﬁt/2| < 2|Lu(t)e—ﬁt/2|o_1/2(t)

d’ou

%01/2(15) < \Lu(t)e_ﬁt/2|,

et par conséquent

t
sup |u(s)|e P2 < oM2(t) < |u(0) + / | Lu(s)e=P*/2|ds.
0<s<t 0
Bien que cette analogie avec la formule (1.12) soit simplement heuristique car nous ne
prouvons pas d’emblée une inégalité a priori L2 pour le champ considéré, notre méthode de
démonstration introduit malgré tout une intégration par parties qui demande un controle
de la partie positive de la divergence. En revanche, la partie négative de la divergence
contribue a améliorer I'inégalité. On pourra consulter les détails du calcul dans le lemme
3.2 de [CoL2].

Dans son paragraphe IV.2, le papier [DL] fournit également des exemples de champs
a divergence nulle dont les dérivées des coefficients ne sont pas intégrables, tels qu’aucun
résultat d’unicité ne soit vérifié. Toutefois cet exemple 2-dimensionnel n’est pas borné.
En revanche dans l’article [Ai], ’auteur construit en dimension 3 un champ borné X a
divergence nulle qui n’est pas essentiellement anti-adjoint. Pour un tel champ, il n’y a pas
de flot dont le générateur infinitésimal L? soit une extension de X.
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2. CHAMPS BV, CHAMPS BESOV, UNE CONJECTURE GENERALE

a. Sur les champs BV. Dans [CoL2]|, nous démontrons 'unicité des solutions conti-
nues pour des équations de transport BV a divergence bornée. Plus précisément, nous
démontrons notamment le résultat local suivant (pour un résultat global, on pourra con-
sulter le theorem 2.2 de [CoL2)).

Théoreme 2.1. Soient X un champ des vecteurs a coefficients BVNL™, ¢ une mesure de
Radon et S une hypersurface C' orientée. On suppose que X est positivement transverse
a S au sens de (1.11). Soit u une fonction continue telle que

(2.1) Xu=-cu, suppuCSy.

Alors si la partie positive (2c 4+ div X )y appartient a L™, la fonction u s’annule dans un
voisinage de S.

Bien entendu, il serait aussi intéressant de démontrer I'unicité des solutions L>° sous
I’hypotheése additionnelle ¢,div X € L!. Néanmoins, ce théoréme démontre malgré tout
I’unicité pour une classe de solutions faibles. Passons tout de suite a I’énoncé pour cer-
tains champs de régularité Besov, puisque nous verrons que les méthodes de preuve des
théoremes 1.2, 2.1, 2.2 sont essentiellement les mémes.

b. Sur les champs Besov. Rappelons qu’en utilisant la décomposition de Littlewood-
Paley,ona 1 =) ., ¢.(§) avec supp ¢y compact et pour v > 1,

(2.2) supp ¢, C {271 < [¢] <271}, Vk €N, sup oM (€)2"] < +oo.
veEN
La norme sur I'espace de Besov Bj , est la norme /7 de la suite (2vs ||cp,,(D)u||Lp)V20.

1/2

.2, de diver-

Théoreme 2.2. Soient X un champ de vecteurs borné a coefficients B
gence L?, ¢ une fonction L? et S une hypersurface C' orientée. On suppose que X est

positivement transverse a S au sens de (1.11). Soit u une fonction H'Y? telle que
Xu=-cu, suppuCSy.

Alors si la partie positive (2c +div X ) appartient a L™, la fonction u s’annule dans un
voisinage de S.

La régularité de X est ici proche de C'*/2. Toutefois, on a les inclusions strictes

(2.3) CY? = B2 5 BY2 5 U003t

,00 00,2
La régularité de la solution est ici seulement H'/2? de sorte que ce type de théoréme
montre que I’on peut “répartir” une dérivée de régularité sur la solution et les coefficients.
Plusieurs variations sur ce theme sont possibles, et il nous a paru intéressant de noter
ce phénomeéne en faisant un choix précis d’hypotheses. Bien entendu, ces solutions H'/?
sont des solutions faibles, mais leur existence n’est pas assurée.
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c. Une conjecture générale.

Conjecture 2.3. Soit X un champ de vecteurs de divergence nulle, a coefficients L*°,
transverse a une hypersurface S. Soit u une fonction L telle que

Xu=0, suppuC S;.
Alors la fonction u s’annule dans un voisinage de S.

Des versions de cette conjecture sont vérifiées pour les dimensions 1 et 2. En effet, on
peut considérer pour la dimension 1 I’équation différentielle scalaire autonome

(2.4) z = f(x), z(0)=xy,

en supposant f seulement continue mais f(z¢) # 0. Alors, l’existence est assurée par le
théoréme de Peano tandis que 'unicité est vérifiée: posant G(z f W on trouve
que, au voisinage de zg, G € C, G’ # 0 de sorte que G possede une fonctlon réciproque
g € C. On a, pour z(t) solution C! définie au voisinage de 0 de I’équation (2.4),

d z(t)

—(G(z(t)) = =

dt f(z(t))

d’ou G(x(t)) =t et par conséquent z(t) = g(¢). Finalement, le fait que f soit seulement

continue importe peu. Ce qui joue un role crucial est que f(zg) # 0. Il faut se souvenir que
les contre-exemples classiques de non-unicité dans le cas holdérien sont du type & = z'/?
ou f est concomitamment nulle et singuliere en z.

Pour la dimension 2, on peut examiner par exemple un champ X continu a divergence

nulle. On trouve alors que X est un champ hamiltonien Hy

ol 7 est une fonction C'. En notant ¢ I’équation (de classe C') de I’hypersurface, on
peut supposer {¥, ¢} > 1 au voisinage de 0. Ceci signifie que le jacobien de I'application
k donnée par (¢,v) = k(z,y) est

r_ 835%0 83/90
detn—‘ 09 Oy > 1,

et k est donc un C'-difféomorphisme local. En posant v = k!, et pour une fonction
F € C}, on a pour u € L™ vérifiant Xu =0,

0= (Xu, F(p, ¥ / / u(,u) 2 (ol )02, ) X (), 9)dady

- / / (wo u)(w,w%«o,w) det ! (v(ip, ) det ' (i, ) dpd
_ / / (wo u)(w,wg—j(w,wwm.
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Ceci signifie que

et comme u o v, = 0, on en déduit que u = 0. Cet argument s’adapte au cas de
champs L a divergence nulle. On trouvera des calculs analogues dans l'article [BD]. En
dimension 3, le probleme 2.3 est ouvert.

Par ailleurs, la discussion du paragraphe suivant montre que, pour un champ X borné
de divergence bornée, transverse a une hypersurface S, la propriété essentielle assurant
I'unicité est le caractere “leibnizien”:

(2.5) u,v € L%, X (u), X (v) € L' = X (uwv) = X (u)v +uX (v).

On peut considérer les lemmes de commutation de la section 3 comme une démonstration
de (2.5) ou de ses variantes. A notre connaissance, on ne dispose d’aucun contre-exemple
a (2.5) sous les hypotheses de la conjecture 2.3.

Nous souhaitons terminer ce paragraphe par quelques remarques sur les champs de
vecteurs complexes. A 1'exception de la discussion présente, nous supposons implicitement
dans tout ce résumé que les champs considérés sont réels. Bien évidemment 1’identité
(1.12) répartissant les parties auto-adjointes et anti-adjointes se trouve complétement
bouleversée dans le cas ou le champ est complexe. On sait que la pathologie de tels
champs est riche et variée, méme si on se limite aux cas non caractéristiques a coefficients
C*°. L’exemple de Hans Lewy, découvert en 1957, est tridimensionnel et s’écrit

L() = &Cl —+ 28@ —+ ’L($1 —+ il’z)aws.

La champ Lg n’est pas localement résoluble: il existe des fonctions f € C° telles que
I’équation Lou = f n’ait pas de solution distribution, méme localement. L’exemple de
Paul Cohen est bidimensionnel

Ly =0, + a(z)0,,.

On peut trouver des fonctions a € C™ (et a valeurs complexes), u € C° avec supp u =
{z1 > 0} telles que Lyu = 0. On connait maintenant une condition géométrique équiva-
lente a la résolubilité locale pour des champs C° non nuls, c’est la condition (P) de
Nirenberg-Treves (cf.e.g. le chapitre 26 de [H1] et sa bibliographie). On pourra également
consulter 'article de Saint Raymond [Sa] sur les résultats d’unicité pour des champs
complexes. La situation est donc tellement instable pour les champs complexes réguliers
qu’il semble tres difficile d’espérer un résultat maniable d’unicité pour des champs com-
plexes non lipschitziens. Néanmoins cette question mérite considération puisqu’il s’agit
d’exemples tres particuliers de systemes de champs de vecteurs. Nous fermons la pa-
renthese sur les champs complexes et revenons a des champs réels
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3. INDICATIONS SUR LES DEMONSTRATIONS

a. Le plan de la preuve. Le canevas de démonstration que nous proposons est suf-
fisamment flexible pour s’adapter aux cas connus et aux cas nouveaux présentés ici. On
considéere un champ de vecteurs borné X, positivement transverse a une hypersurface S
de classe C, dont la partie positive de la divergence est bornée.

(i) On démontre tout d’abord un lemme sur les solutions positives et plates. Si w est
une fonction positive vérifiant Xw = 0, suppw C S; on démontre que w = 0. Ce
lemme utilise de maniére cruciale la vitesse finie de propagation, une borne L
sur la partie positive de la divergence, la transversalité du champ. Néanmoins,
cette étape ne consomme pas de régularité du champ.

(ii) On démontre ensuite que si u est L* (ou bien continue) I’hypothése Xu = 0
implique X (u?) = 0. Cette propriété est basée sur un lemme de commutation
du type Friedrichs. Le commutateur étudié dans le lemme II.1 de [DL] (cf. aussi
le lemme 3.3 de [Bo|) converge fortement dans L' sous I’hypothese Whl. En
revanche, dans le cas BV, on a convergence faible au sens des mesures, ce qui est
suffisant si la solution est supposée continue. On applique alors le lemme (i) pour
conclure.

(iii) On peut adapter les étapes précédentes aux cas des équations Xu = cu avec un
contrdle L sur (¢ + div X) .

Notons également que étape (ii) s’adapte a ’hypotheése u € LP: il suffit de remplacer

dans (ii) la fonction u? par u?/(1 + u?).

b. Le lemme sur les fonctions positives. Le lemme suivant est démontré dans
[CoL2](lemma 3.1).

Lemme 3.1. Soient Q un ouvert de R", X un champ de vecteurs L*°(Q2) positivement
transverse & une hypersurface orienteé S de classe C' et p € [1,+00]. On suppose que
div X € LP(Q). Soit w une fonction L¥' (Q) telle que pour une fonction ¢ € LP(RQ),

Xw < cw, suppw C Sy et w>0.

Alors si (c+div X )4 € L*®(Q), la fonction w s’annule dans un voisinage de S.

On peut remarquer que lorsque X posséde un flot ®% et Xw <0, on a

d
—w(®% (m)) <0,

Su(@(m)) <

c’est a dire w décroissante le long des courbes intégrales du champ. Comme le champ est
transverse a S et w est nulle sur S, w doit étre négative sur S,. Si on suppose w positive,

on obtient w = 0. Le lemme ci-dessus montre que la conclusion reste valide dans une
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situation a priori tres éloignée de l’existence d’un flot. Le lemma 3.2 de [CoL2] fournit un
résultat analogue au lemme 3.1 en supposant div X, c mesures de Radon et w continue.
Sans rentrer dans le détail des preuves de ces lemmes, on peut noter simplement que si
div X = ¢ = 0 et si ¥ est une fonction C* telle que {1 < 1} NS, est un compact K de ,

(3.1) 0> (X, [(1- $)4]2) = / w2(1 - )4 X (¢)dm

de sorte que, si 1 est en outre proche dans C! de I’équation ¢ de S, X () > o > 0 au
voisinage de S. Comme w > 0, il vient de (3.1) la nullité de w sur K. On peut adapter
ce raisonnement aux cas ou la contribution de ¢ et div X n’est pas nulle mais controlée
par ’hypothese (¢ + div X ), € L.

c. L’argument de commutation. On considére un champ X défini sur R”,

(3.2) X= ) aj(x)a%.

1<j<n

Soit p une fonction positive Cg° supportée dans la boule unité R" telle que f p=1.0n
pose pour € > 0, p.(-) = € "p(-/€). On examine 1'opérateur défini par

(3.3) Rou = X(uxpe)— (Xu) * pe.

En définissant la translation par (7,u)(xz) = u(z — z), on obtient I'identité suivante:

(3.4) (Reu)(z) = /{(Tez div X)(x)p(z)—i—% Z[(Id —Tez)aj](x)ajp(z)}[(Tez—Id)u](a:)dz.

J

Le lemme II.1 de [DL] (cf. aussi lemma 4.1 in [CoL2]) et le lemma 4.2 de [CoL2] impliquent
respectivement le (1) et (2) du lemme suivant.

Lemme 3.2.
(1) Soitp € [1,’oo] et Xun champ € W'I})(?(R") Alors avec R, défini en (3.3), on a
pour u € LY (I/p+1/p' =1),

loc?

limRu=0 dans L.
e—0

(2) Soit X un champ de vecteurs € BV,,.(R"), i.e. les coefficients sont Ll . avec des

loc
dérivées premiéres dans D' (V). Alors pour u € CO(R™),

HII(I) Rou =0 faiblement dans D',
e—

Pour la démonstration du théoreme 2.2 sur les champs Besov, nous aurons besoin du

lemme suivant.
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Lemme 3.3. Soit a une fonction bornée de B;/é Alors, Dopérateur de multiplication
par a est borné de HY? dans lui-méme. Il existe a € B;é,zoo L tel que l’opérateur de
multiplication par a ne se prolonge pas a un opérateur borné de H'/? dans lui-méme.

Démonstration. Avec les notations (2.2) et

(3.5) Sy = Z ou(D),  w, = p,(D)u,
0<p<r—2

on utilise la paramultiplication de Bony en décomposant le produit
au = Tou+ Tya + R(a,u)

avec

Tou = Z Su(a)uy,, Tya= Z Sy(w)ay,, R(a,u)= Z a,y.

1V7
lu—v|<1

Le terme T,u n’utilise que la norme L™ de a, car le spectre de S, (a)u, est inclus dans
une couronne de taille 2¥:

| Taullze <C1Y 2" [ISu(a)w 72 < Collallze > 27 w7z -
17 174

Comme le spectre de S, (u)a, est inclus dans une couronne de taille 2¥, le terme T,a
s’estime comme suit:

ITuallzpe < C1) 27 ISy (Wanllze < 1) 2% |fullz2 llavlze = Cr a2 llullz.
o0,

v v

En outre, le terme R(a,u) est H!. En effet, on a

> 2 eu () avw)lize =) 2% leu( Y avw)llis
v

Iz Iz v2p—2
el?cir= el?
2 - - 7~ - ~\\ 2
<322 leulamm)lize) <D (0 D0 247 2 lallpee 27/ w1z )
w v2p—2 BoovZp—2
et le noyau k,, = 2¢""H(v — u) est borné sur [? par le critere de Schur. Montrons

maintenant que la multiplication par une fonction C''/2 n’est pas définie sur H'/2. On peut
remarquer que, sous I’hypothese a € C'/2, les termes T, (u) et R(a,u) sont respectivement
dans HY/2 et H!. Le contre-exemple qui suit montre que ce n’est pas le cas du terme T, a
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Considérons la fonction C*/2 bornée a(z) = 3 5, 27"/2e?"#2?", Soit u une fonction non
nulle telle que 0 < @ € CX(Ry). On a au(é) = 3,5 4(E — 27)277/2 et par suite

Ellaa©)? =y €27 aE —2)? = ) aE —2")’

v>0 v>0

ce qui implique au ¢ H'/2. O

Revenons maintenant a la démonstration des théoremes 1.2, 2.1, 2.2. Pour simplifier,
supposons que la divergence du champ soit nulle et que ¢ = 0. Il nous suffit de prouver
que Xu = 0 implique Xu? = 0. On calcule, pour ¢ € C!, x € C! égale & 1 sur le support
de ¢, avec la notation (3.3),

(X (u?), P)pm o1 = — /u2X(¢)dm = —/X2u2X(¢)dm

=— lim [ xu(xu*pc)X(¢)dm = lim [ xuR.(xu)pdm =0,

E—)O+ E—)O+

en utilisant le lemme 3.2 (1) (cas p = 1,u € L) ou bien le lemme 3.2 (2) (cas u continue).

Pour le cas du théoreme 2.2 (u € HY/? X € B;{,Zz), on utilise le lemme 3.3 assurant que
1/2
00,29

que pour a € B avec Ve = XU * Pe, U = XU

lim V(ave) = V(av) dans H™Y/2,

e—0

On obtient donc

lim XuRe(Xu)qbdm = lim <89 (ajve), ¢U>H*1/2,H1/2 - <X(X’u), ¢u>H*1/2,H1/2 == 0,

E—)0+ 6—)0+ "
J
ce qui acheve la démonstration.
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