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SéminaireX-EDP du 23 jarvier 2001
Invariantssymplectique&t semi-classiques
dessystemesntegrablesavec singularités

Vi Ngoc San*

Résumé

On définitles notionsde feuilletagesclassique®t semi-classiquepour
les systemesomplétemenintégrablesavec singularités.Les résultatsde
classificatiorstandardtelleslescoordonnéeactions-anglesemi-classiques)
sontrappeléslLe casdufeuilletageclassiqualetypefoyer-foyer estexaminé
endétail,ou desnouveauxinvariantssemi-globauxapparaissentCesinva-
riantssontidentifiésdandesconditionsdeBohr-Sommerfeldinguliéresjui
donnente spectreconjointauvoisinaged’unevaleursinguliéresdel'appli-
cationmoment.

1 Enoncédu probléme

0.— La motivationpremiérepourlesrésultatgprésentésci estl’étude dela li-
mite semi-classiqué — 0. Autrementdit, on sedonneun espaceclassiqueva-
riété symplectigueM et unealgebred’opérateurssur un certainespacede Hil-
bertvuecommeunedéformationformelledel’algébredesobsenablesclassiques
(fonctionsC” deM). h estalorsle paramétrale déformation.

Onseplaceradande cadrele plussimpleouM = T*X estun cotangen{X est
unevariétédifférentiellede dimensionn), et I'algebresemi-classiquestdonnée
par les h-opérateurgpseudo-diférentiels(agissantsur L?(X)), dont la structure
localeestdéfinieparla quantificationde Weyl a petit parameétrea H € C*(R?")
estassocid’opérateurd suivant:

Au() = (OB (M)W = 7 [ €8 HH () /2.8 uly)ayde.

*CNRS - Institut Fourie, UMR 5582. BP 74, F-38402 Saint Martin d’Heres. email:
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SiH nedépendpasdeh, c’estpardéfinitionle symboleprincipaldeH.

Il seraitnatureld’étendreles résultatsde cetarticle a d’autrestypesde quan-
tification semi-classiquecommecelle desopérateursle Toeplitz, qui permetla
prise en comptede variétéssymplectiqguesompacteget donc de la réduction
symplectique)A cesujet,on pourraconsultef2] ou[1].

1.— X étanttoujoursdedimensiom, onconsideran opérateurpseudo-diférentiels
Py....,Pn, desymbolegrincipauxréels,qui commutentieux-a-deux:

[Pivpj] =0

(Par exempleun opérateude Schrédinger h—;A +V(r) surR? avecun potentiel
radial commuteavec I’opérateurib % .) Les symbolesprincipaux p; commutent
alorsdeux-a-deuyourle crochetdePoissoretformentdoncun systemelassique

complétemenintégrableausensdeLiouville.

Ons’intéressaufaisceau?], dessolutionsmicrolocalesi dusystemel’équa-
tions:
Ru=0(h"). (1)

Autrementdit, si Q C M, le moduledessectionsde %], au dessusgde Q, noté
Z,(Q), estl'ensembledesdistributionsu a croissancenodéreeenh ettellesque
le front d’onde semi-classiquéou microsupport\WF, (Ru) de Pu ne rencontre
pasQ pourtouti =1,...,n, modulolesu dontle microsupporestdéjaendehors
deQ.

Pourh fixé, et pourun ouvert Q nonsimplemeniconnee, .Z;,(Q) estengé-
néralréduita zéro.Pouréviter de serestreindredesmaintenant 'ensembledes
valeursde h pourlesquellesl existe unesolutionnontriviale, on supposeraou-
joursquelesopérateur®; dépendend’un parametrenultidimensionnek. Ainsi,
la non-nullitéde.ZhE(Q) selit surunecertainerelationentreE eth qu'on appel-
leraconditionde Bohr-Sommerfeld

Sion poserEj =P, —Ej, et si Q estun voisinaged’un tore invariantdu sys-
teme classiquecompléetementntégrableassociéon retrouwe les conditionsde
Bohr-Sommerfeldstandardqui permettentle déterminere specte conjointdes
P, dansunefenétrebornéedeR" > E.

3.— Lathéoriemicrolocaledu front d’'onde[9] nousdit quelessolutionsde (1)
sontmicrolocaliséesurlesensemblesleniveaug := (FE)1(0), ou

FE=(pE,...,pE):M = R"
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estl'applicationmomentclassique.

JesupposeraioujoursqueFE estpropre,ce qui assuregueles A sontcom-
pacts.La connaissanclecaledes/Ag permetdedétermineta naturedessections
localesdu faisceal(.,iﬂhE,/\E). Par propagatiordessingularitéson en déduitles
conditionsderecollementjui donnent’existenced’unesectionglobaledecefais-
ceau,etdoncd’une solutionglobalede notreprobleme.Cesconditionsde Bohr-
SommerfeldelientE eth ets’interprétentdoncauniveausemi-classiquaonpas
entermede la géomeétried’'une “feuille” donnée/\, maisde tout le feuilletage
des/A\g, pourE dansun voisinaged'un E,.

Jem’intéresserailanscetarticleauxrelationsentrela géométriedufeuilletage
classiqueet les conditionsde Bohr-Sommerfeldsemiclassiqueetteapproche,
appliguéeau problémespectral permetnon seulementle préwir les caractéris-
tiguesdu spectreconnaissantes opérateursmaisausside résoudrecertainspro-
bléemesspectrawinversespuladonnéaluspectrdournitlesinvariantsclassiques
du probleme.

Dansl’'optique del’analysesemi-classiquenicrolocale Ja connaissancdela
dynamiqueclassiquesur Az estcensédournir de précieuxrenseignementsur
le comportemenguantiquedu systemed’opérateurgpseudo-diférentielsasso-
ciés. Puisquecelle-la estinvariantepar difféomorphismesymplectique pn s’at-
tend (théorémed’Egorov — voir parexemple[12]) & ce qu’uneactionsymplec-
tique classiquepuissese relever en une conjugaisonde nos opérateurgpseudo-
différentielspar desopérateursinitaires.On montredansla sectionsuivantque
c’estsouentle cas.

Réciproguementia donnéedes conditionsde Bohr-Sommerfeld mémessi
ellesont étédéterminées partir de formesnormaledocaleset deséquationgde
transportrenseignenforcémentsur la géomeétrieglobaledesfeuilles du feuille-
tageclassiquégc’estcequej'appelleraila géométriesemi-globaledu feuilletage).
Jemontreraien section3 commentcertainsinvariantssemi-classiqued’un pro-
blemedetype foyer-foyer permettentle classifierentieremente feuilletageclas-
siguesous-jacentjansun voisinagede la feuille singuliere.

2 Résultats“standards”

Poursimplifier, je supposerafoujoursquela dépendancen E de notre sys-
temeestdu type spectralje. E varie dansun ouvert D relatvementcompactde
E
R” et FjE = P —E,. Celaimplique enparticulie et ce seracrucial,que% est
inversible.



1.— Avantd’énonceiresrésultatsclassiquesi] estcommodedefixer quelques
définitions.

Engénéralpnappellesystemeomplétemenintégrableunn-upletd’hamilto-
niens(py, ..., pn) qui commutenteux-a-deuyourle crochetde Poissongtdont
les différentiellessont presquepartoutindépendantedJne telle donnéedéfinit
deuxobjetsgéométriquestéressantdd’une partunfeuilletage lagrangiensingu-
lier, qui estla collectiondesensemblesle niveau/\g :=N; pj—l(E) pourE € R";
cesfeuillessontdessous-ariétédagrangienneauvoisinagedeleurspointsrégu-
liers (ou Iesdpj sontlinéairemenindépendants)D’autre part!’ applicationmo-
mentF = (p,,..., Pn) €Stvuecommeunecartede'espacedesfeuillesavaleurs
dansR".

Sil'on souhaiteoublierl'applicationmoment,on dira qu’on étudiele feuille-
tage.Dansle cascontraire,on s'intéresse la fibration.

Ainsi, on dira que deuxfeuilletagessontéquialentss’il existe un symplec-
tomorphismede I'espacetotal de I'un a celui de I'autre qui ervoie une feuille
sur unefeuille. On dira quedeuxfibrationsF et F’ sontéquialentess’il existe
symplectomorphism@ de I'espacetotal de I'un a celui de l'autre tel que F’ o
¢ = F. Remarqueles feuilletagesdéfinis par les fibrationsF = (p,,..., pn) et
F'=(p,.--,pn) sontéquivalentssi etseulemens’il existeun ¢ symplectiqueel
que

Vi7j7 {pllo(PapJ}:O

Unetelle équivalenceseradite locale si on étudiele feuilletageau voisinage
d’'un point de M. Jela dirai semi-globalesi elle concerneun voisinageinvariant
parla dynamiqueparexemple:unvoisinaged’'un toredeLiouville. Au voisinage
d’un point fixe de type elliptique, les deuxnotionscoincident.Jene parleraipas
ici d’équivalenceglobale.On connaitd’ailleurs peude résultatsa ce sujet (voir
malgrétout[6] et[11]).

A unefeuille classique\ C A onassocide faisceaudessolutionsmicrolo-
calessur A (£, \) dusystémePEu = O(h*). On obtientainsiunenotionraison-
nablede feuilletagesemi-classiquegeuxtels feuilletagesserontéquivalentss’il
existe un opérateuintégralde Fourier microlocalemenglliptique envoyanttoute
solutionmicrolocaledu premiersystemegsectionlocaledufaisceausurunesolu-
tion du deuxiemgpourunevaleuréventuellementifférentedu parametree). La
transformatiorcanoniqueassociéestalorsune équivalencedu feuilletageclas-
siguesous-jacent.

De mémeune fibration semi-classiquestla donnéedesn opérateurd :=
(Py. ..., Pn), etdeuxfibrationssemi-classiqueB etP’ serontéquialentedorsqu'il
existe un opérateuintégralde FourierU tel queU ~P'U = P.



Jerappelleenfinqu’un pointm € M d’un feuilletageclassiqueestdit régulier
si le feuilletageauvoisinagede m peutétredéfini paruneapplicationmomentfi-
bration)dedifférentielleinjective enm. Sinonle point m estsingulier etdefacon
généralen appellerangdela singularitéle rangmaximumdela différentielleen
md’unefibrationdéfinissantocalemente feuilletage.

2.— Le premierrésultatbienconnusurle sujetestle suivant:

Théoréme0 (Darboux-Carathéodory) Au voisingge d’un point régulier, lesfi-
brationsclassiquesonttouteséquivalentes.

En effet, auvoisinaged’un pointrégulierpourl’applicationmoment(p,, ..., pn),
lesfonctionsp; peuentétreprisescommevariablesnomentsd’un cartesymplec-
tique.Le mémeeénoncépour lesfeuilletagesen découleévidemmentAutrement
dit, il n'y a pasd’invariantslocauxpourun feuilletagerégulier

D’un grandintérétestle résultatsuivant, qui permetde rendreparfaitement
transparentelesquestionsie “propagationdessingularités”:

Théoréeme0 Au voisingge d’'un pointrégulier, lesfibrationssemi-classiquesont
touteséquivalentes

Le mémeénoncevaut donc pour les feuilletages.On en déduitque %, est,au

voisinaged’un pointrégulier équivalentaufeuilletagedessolutionsmicrolocales

de ID %, qui estun modulelibre derangl. Onendéduitque.#, estreprésentable
]

présdespointsréguliersparun fibré plat, et unesolutionmicrolocalesepropage
doncdefaconuniqueparle transporiparallelenaturelde cefibré.

Théoréme1l (Arnold-Liouville) Au voisinage d’'unefeuille réguliere, lesfeuille-
tagesclassiguesonttouséquivalents

Un feuille réguliereestunefeuille invariantedu feuilletagedonttousles points
sontréguliers:c’estdoncun tore de Liouville. Le théoremedit gu’il n'y a pas
d’invariantssemi-globauxpour cestores.L’énoncéne vautbien sir paspourles
fibrations puisquecelles-ciencodentespériodesdestrajectoirepériodiquesqui
sontdesinvariantssymplectiquesDeux fibrationsdifféerentdoncparla composi-
tion a gauchepar un difffomorphismdocal de R". On trouve unebonnepreue
decethéoremealans[7].

Théorémel Auvoisinaged’unefeuilleréguliére, lesfeuilletagessemi-classiques
sonttous équivalents En revande, les fibrations semi-classiquesont détermi-
néespar la donnéed’'une déformationformelle d’'un difféomorphismeéocal de



R": .
a(Esh)= S ha,(E),
k=0

ouaq, € C*(D,R") eta, estundifféomorphisméocal.

Le théoremeesténoncétdémontrédansun cadrelégérementifférent,dang3].
Le modélesemi-global(“coordonnéesctions-anglesemi-classiques’gstcelui
desopérateurs'il% —a(E;h) surle tore T". a,(E) estconstituédesintégrales
d’action sur le tore lagrangien/\;, et a; contientla donnéedessymbolessous-
principauxet desindicesde Maslov surAg. L'équationa (E; h) € 2rthZ + O(h%)
estla conditionde Bohr-Sommerfeldjui permetla descriptiondu spectredansle
domaineD (indépendandeh). Sionneconnaitquela sériede Taylorde o (E; h),
cesconditionssontpertinentegour décrireles “états semi-excités” du spectre,

c’est-a-direpourdesdomainesie E admissiblesletaille O(hY), 0 < y < 1.

3.— Il resteaprendreencomptdessingularitégpossibleslufeuilletage Comme
pourlathéoriedessingularitégdesfonctionsdifférentiablesil existeunhypothése
de non-dégénédascencda la Morse-Bott) pour la singularitéd’'une application
momentsouslaquelleon saitbience qu'il sepasseEn catégorieC” lesrésultats
se trouvent essentiellementians[8] (voir aussi[14] pour d’autresréférences).
Cessingularitésenrang0, seréduisentessentiellemer{tiuniveaudu feuilletage)
a desblocs symplectiquesie dimension2 de type elliptique (p = X% + £2) ou
hyperboliqgueqp = x¢&) et a desblocsde dimension4 de type foyerfoyer (dits
aussiloxodromiquesjjuejétudie endetailensectionsuivante.On noteme, m, et
m; le nombrede blocsrespectiementelliptiques,hyperboliqueset foyer-foyer,
desortequeme+m, +2m¢ = n.

Théoreme?2 (Eliasson) Au voisingge d’un point singuliernon-dégénéréetype
donne(me, m,, m,), lesfeuilletagesclassiquesonttouséquivalents.

Il n’y a doncpasd’invariantslocaux du feuilletageen cespoints. Pour autant,
cen’estplusle casdesfibrations;dansle cascomplétemenelliptique, ellessont
classéegar les difftomorphismedocauxde R" (reparamétrisationle I'énemie
E). En présencal’autrestypesde singularités,on peutserestreindrea la série
de Taylor de cesdifféomorphismegvoir [14] — et la sectionsuivantepourle cas
foyer-foyer).

L’énoncésuivantgénéralisain résultatde [4]:

Théoréme2 ([14]) Auvoisinaged’un pointsinguliernon-dégénérdetypedonné
(me, m,, m; ), lesfeuilletagessemi-classiquesonttouséquivalents.



L’énoncépourlesfibrationsest,al’'instar du casclassiqueplusdélicataformuler
enprésenceale singularitéshyperboliquegvoir parexemple[5, sec2.4] pourune
faconde résoudrele probleme).ll se simplifie dansla catégorieanalytique:la
encorelesfibrationsdifferent'une del’autre parunedéformatiorsemi-classique
d’'un difféomorphisméocaldeRR" (reparamétrageemi-classiquéel’énemie E).
Le casde singularitésnon-dégénéréese rang > 1 setraite de fagconanalogue,
etlesthéorémeg et 2 sontencorevalables | fautd’abord réduireparla partie
localementibre deI'action du systémecomplétemenintégralepour seramener
aucasd’un pointfixe.

Remarque . Il n’estpasétonnantgu’un théoremede forme normaleclassique
donnelieu a un résultatsemi-classiqu@analoguelLa dérivationdu résultatsemi-
classiqueyu commeune déformationpar le parametreh du résultatclassique,
reposesur la résolutiond’équations‘de transport”ou “homologiques”qui sont
automatique$orsquel’énoncéclassiqueestvalide“a parametre”. JAN

3 Le casfoyer-foyer

Je n'ai pasencoreabordéle problémede la classificationsemi-globalede
feuilletagesa singularités.Au niveauclassique desinvariantscohomologiques
étendantceux de Duistermaatimonodromie classede Chern)ont été proposés
dang[11], maisla seuleclassificatioreffective qui existait pourle momentétaitle
casdela dimensiorl traitéparToulet[6]. Jemeproposead’expliquerici la classifi-
cationqueje décrisendétaildang15] pourle casfoyer-foyerendimensiom = 2,
etdontje pensequ’elle peuts’adaptea toutesles singularitésnon-dégénéreées.

3.1 Conditions de Bohr-Sommerfeld

Pourunefois, le point de départde cetteclassificationa été pour moi de na-
ture semi-classiquel’écriture desconditionsde Bohr-Sommerfeldadaptéesu
problemedessingularitésde type foyer-foyer (n = 2). Voici cesconditions,pour
un systeme(P,,P,) admettantune fibre foyer-foyer simple (avec un seul point
critique) d’énenie (p;, p,) = (0,0):

ThéorémeBS ([13]) Il existeun repamamétiage semi-classiquéel’énergie:
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etunefonction
AEh ~ 5 A(E)ReR
k=—1
telsquele systemé, u = E, u, P,u= E,u ait unesolutionnontriviale pour (E,, E,)
dansunvoisingye del’origine si etseulemensi

& € hZ+0(h%) (2)
* K ie, /h+1+k
A+00~ ELin(2h) - 2ar ('81/%) conZ+0h™).  (3)

OnanotéA = A(E;h) et (g, &,) sontlesdeuxcomposantese g(E; h). Enfink
estl’entier donnépar la condition(2).

Dansceténoncéjl fautvoir £(E;h) commel’ invariant semi-classiquéocal de
la fibration. Enréalité,bienqu’on puisseeffectivementmontrerquee, estunique
(ahZ pres),on n'a quel'unicité du jet d’ordre infini (la sériede Taylor) de ¢;.
Onverragu'’il estraisonnablale ne pasespéredavantage Ceciétant,puisquele
résultainetdecesconditionsestla descriptiorduspectreconjointdeP;, P,, quiest
denatureglobale,il esttentantdevoir A (E;h) commel’invariantsemi-classique
semi-globaldela fibration. A fortiori, il doit encodelesinvariantssemi-globaux
classiquesiela fibrationclassiqueassociée.

Pourmettrecet énoncéen perspectie, il estutile dele compareraux condi-
tions de BohrSommerfeldusuellespour un tore régulier Dansce derniercas,il
n'y apasd’invariantsemi-globaldu feuilletage maisdeuxinvariants(deuxfonc-
tionsindépendantede R? dansR) pourla fibration, qui corresponderaux deux
cyclesgénérateursle I’'homologie du tore. Les conditionsde Bohr-Sommerfeld
s’exprimentcommela “quantification”de cesinvariantsendeuxentiers(nombres
guantiques)ndépendantsPourle casfoyer-foyer, on a affaire a un tore pince.
J'appelleraie petit cerclecelui qui dégénérenun point (cycle évanescentletle
grandcerclecelui qui devient une orbite homocline.Je parleraide “bifurcation”
pourl’opérationde pincemenprogressifdutore.Du pointdevuequantiquec’est
le petit cerclequi semblele moins perturbépar cettebifurcation; bien qu’il soit
évanescenta conditionde BohrSommerfeldassocié@ersistesansvoir la bifur-
cation:c’estla condition(2). Enrevanchela bifurcationestcrucialepourle grand
cercle Puisquecen’estplusuneorbitepériodique/'in variantsemi-globakssocié
pour la fibration disparait,ou plus précisémense scindeen deux morceaux:un
invariantlocal pourlafibration(g,), etuninvariantsemi-globalA pourle feuille-
tage. L'apparitionde la fonction Gammaest ce qu’appelleraientes physiciens
un phénomén@uremenguantiquedécrivantquelquesiveauxd’énegie présde
la bifurcation.Le semi-classiqueéapparaitdans!’ asymptotiquede Stirling qui
redonndesconditionsréguliéreq13].



3.2 Classificationsemi-globaledu feuilletage

OnsedonneunevariétésymplectiqueM dedimensiom munied’unefibration
complétemenintégrableF = (p,, p,). Onsupposeu’il existe un pointsingulier
m de type foyerfoyer: I'algébre de Lie abélienneengendrégar les hessiennes
p7(m) et p5(m) surl’espacetangentT,M admetla basesuivante,dansdescoor
donnéesanoniquesgx, &,y,n):

g, =X +yn, g, = Xn —y¢.

C’estune singularitégénériquepour les systemesntégrablequadratiquegelle
I'est probablemenaussidansla catégoriedessystemegntégrablesC”... a éclair
cir). Le théoremed’Eliasson(théoreme?) assurequele systémeestlocalement
linéarisableil existeunsymplectomorphismé d’un voisinagede0 dansR* dans
un voisinagede m etun difféomorphisméocal G de (R?, 0) telsque

Fo¢= G(qlqu)-

Puisqu’onne s’intéressegu’au feuilletage,on peut supposerquitte & composer
par G 1, que ce dernierestdéfini par un applicationmomentF valant (0;,9,)
dansla carte¢ avoisinagedu pointsingulierm. OnnoteraF = (H;,H,).

Une étudetopologiquestandardvoir parexemple[10] ou [13]) montreque,
sous’hypothésegquemestle seulpointsingulierdelafeuille A, := % ~1(0), cette
feuille estuntorepincé,schématis@lafigure 1. Surlesfeuillesavoisinantesqui
sontdestoresde dimension2, on définit classiquemerles 1-formesdites“de pé-
riodes”dela fagonsuivante.Une 1-formeferméer :=t,dc, +t,dc, surR? (muni
descoordonnéesc,,c,)) serelew parla fibration F via la dualité symplectique
enunchamphamiltonienégalat, 27 +t,.Z, (onanoté Z; le champhamiltonien
delafonctionH;). Onnoteg;, le flot autempsl de cechampde vecteursL'asso-
ciation T — g; estuneactionsymplectiqudocalementibre surM des1-formes
ferméessurR?, qui commuteavec F (c’est-a-direquela restrictionde T a T.R?
agitsur/\¢ := F~1(c)). Le théorémed’Arnold-Liouville dit quecetteactionadmet
un stabilisateuglobal donnépar un réseawe dimension2 de 1-formesfermées,
appeléesformesdepériodes”cellespourlesquellese flot duchamphamiltonien
t, 2, +t, 2, estpériodiquede périodel.

Le réseaudes 1-formesde périodes‘explose” lorsquec tendversla valeur
critique (0, 0). Plusexactementpn devine parla figure 1 qu’unedespériodesest
conservédcelledu “petit cercle”dutore pincé)alorsquel’autre tendversl’infini
(celledel’orbite homaocline).

On définit une bonnerégularisationrdes1-formesde périodesa 'origine en
soustrayanta partie divergente,de la fagonsuivante.Soit Q un petit voisinage
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dem danslequelestdéfiniela carte¢. Fixonsun point Ac surA:NQ, dépendant
régulierementle ¢ pourc prochede 0 et notonsS'(A) I'orbite de A sousl’action
deq, (apresavoir remarquéguele flot du champshamiltoniende g, endehorsde
m estpériodiquede période2rr...). Pourc # 0, soit T, (c) > O le tempsnécessaire
auflot de 27 pourenvoyer St(A) surelle-mémepourla premiérefois (27 et 25
commutentdonc 1, estle tempspour n'importe quel point de SY(A) de revenir
pourla premiérefois surSH(A)). OnnoteA’ 'image de A parcetteapplication et

FiGc. 1 - Constructiondel'invariant o

7,(C) le tempspourrelier A" a A parle flot de Z,. 1, et 1, nedépendenpasdu
choixdeA, eton définitla 1-formede périodesuivante,surun voisinageépointé
de0 dansR?:

T = 1,dc; + 1,dC,.

Enfin, avecla déterminatiorprincipaledu logarithmecomplexe on définit
0 = (1y(c) +M(Inc))dc, + (1,(c) —J(Inc))dc,.

Lemme ([15]) o s’étendenunel-formeferméeC™ etunivaluéeau voisinagede
I'origine.

ThéoremeS ([15]) SoitS(c,,c,) la primitivede o s’annulantal'origine, et(S)*
sasériede Taylor en0. Alors (S)” estl'invariantdu feuilletage, c’est-a-die:

1. (S)” estun invariant symplectiqueil ne dépendpas deschoix dansla
construction(ie du choix dela carte ¢);

2. deux feuilletages complétemenintégrables avec point singulier de type
foyerfoyer simple(la feuille critique admetun seul point critique) ayant
le méme(S)” sontsymplectiquemerdifféomorphesu voisinage de leur
feuille critique.
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3. toutesérieformellea deuxvariablesanstermeconstantestl'in variantd’un
feuilletage completemenintégrableavecpointsingulierdetypefoyerfoyer
simple

La preuwe dulemmerésidedans’expressiorexplicite desflots de 2 et 2, dans
la carte¢: danslescoordonnéesx,y, &, n) onnote

C=cC;+ic,, z =x+ly, z,=¢&+in.
Alors I'applicationmomentF = (q,,0,) s'identifielocalementiz z,. Le flot de

g, est:
(Zl(t)vz2(t)) = (etzl(o))ae_tZZ(O)v
etceluideq, s'ecrit:

(2,(1),25(t)) = €' (2,(0),2,(0)).

La preuwe du théorémeproceédeen plusieurdemmesintermédiairegjuenous
détaillonsquelquepeudansla suite.Pourle momenton note quele théoremeS
répondexactement notrequestioninitiale, graceala propositionsuivante:

Proposition La sériedeTaylor dutermeprincipal duA desconditionsde Bohr-
SommerfeldthéoremeBS) tronquéalesontermeconstantgstégaleal’in variant
classique(S)* dufeuilletage classiqueassocié.

Remarquele termeconstanten questionestl’intégrale d’action fVo a, ou y;, est
I'orbite homoclinedu tore pincé, et a estle potentielsymplectiquecanonique
(associéla méthodedequantificationdansnotrecas,c’estla 1-formecanonique
du cotangent).

Méme si la propositionn’est pasénoncéedans[13], sapreuwe S’y trouve,
comptetenude la définition de (S)” queje donneici. On peutdoncen principe
déterminerprécisémente feuilletage (a équivalencesymplectiquepres) par la
donnéedu spectre Réciproquementau vu de ce résultat,il sembleraisonnable
deconjecturequela sériede Taylor semi-classiqgueomplétede A estl'in variant
semi-classiquéu feuilletage.

3.3 Schémade la preuve du théorémeS

Pour démontrerle point 1) du théoremejl sufiit de s’intéressem 'unicité
dansl’équivalencedu feuilletage(théorémed’Eliasson).On trouve facilemente
résultatsuivant:

Lemme Si ¢ estun symplectomorphismiecal de (R% 0) et ® un difféomor
phismeocal de (R?,0) telsque

(Q17Q2) oy = q)(qlqu)v
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etsioneécrit® = (®;,®,), alorsil existedessignesg; = 1, j = 1,2 telsque

®D,(Cy,Cy) = £,C, 4)

et
®,(cy,C,) — &€, estunefonctionplateenO. (5)

(plate:elle et toutessesdérivéess’annulenten 0.) L’équation(4) découledu fait
que ¢ doit préserer I'action de St engendrégar q,; I'équation (5) provient de
la conseration du flot de g, qui corverge de fagonC* versl’origine entemps
logarithmiqueimpossiblede changete facteurdevantle log.

Il restea vérifier quele groupediscretcorrespondaraiux choix dessignessj
laisseinvariantla 1-formeg.

Pourmontrerle point 2) du théorémepn proceédeen deuxétapesa) Si deux
systeme®ntexactemente mémea, alorsils sontsymplectiquemergquivalents;
b) Si lesdeuxo differentparunel-formeplatealorigine, on seraméneaucas
précédentn modifiantla carted’Eliassonqui a servia définir 'un deso. Cette
modifications’opereelle-mémeendeuxétapegajustementieso puisajustement
concomitantde la forme symplectique)ru moyen de la méthodede déformation
deMoser Danslesdeuxcasl’hypothésedeplatitudeestutiliséedefagoncruciale,
puisqu’ondoit définir desobjetsdetype

(o) .
7’ f7 GC b)
g(0) +Injc J

qui nesontlissesen0 quesi f estplate.

Voici commentconstruirenaturellement'équivalencesymplectiquedansle
casa). Soient.# et # les deuxfeuilletagesconcernésm et m les point foyer-
foyer. On identifie les voisinagesde m et m au moyen descarteslocalesqui ont
servia la constructiordesinvariantso et &. Dansles coordonnéeocalesde R*
correspondantesn définit unesectionde Poincaréx pourle flot conjointsurla
variétéinstable,de telle sorteque I'intersectionZ N A¢ soit égala un point A¢
dépendantiefaconC* dec.

L’équivalencesymplectiquesstdéfinieainsi: un point x de .# dansla feuille
Ac\ {m} estrepéréparsestempspositifsminimauxnécessairauflot conjointde
(Hy,H,) pourl'atteindrea partirde Ac. Onlui fait correspondrée pointX = (/(x)
delafeuille A¢ obtenta partirdeA; auboutdesmémedempspourle flot conjoint
de I—Tl, I—Tz). Ce @ estbiendéfinigraceal’hypothéseo = ¢ (qu’on utilise sousla
forme 1 = 7). Il s’étenden un difféomorphismesymplectiquea I'origine, car il
estégala l'identité danslidentification desvoisinagesde m et m, et on vérifie
facilemengu’il estsymplectiqueendehorsdel’origine.
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Finalementpn peutobtenirle point 3) duthéorémeparla constructiorassez
abstraitesuivante(voir figure2): partandumodeéldocal desingularitéfoyer-foyer

0

FiG. 2 — Constructiondu feuilletage complétemenhtégrableadmettanuninva-
riant (S)* donné

dansR#*, on coupeles variétésstableset instabledu flot de g, pardeuxsections
de Poincarécommeprécédemmenigu’on recolle par un symplectomorphisme
choisidetelle sortequeles périodessoientcellesvoulues.

Il seraitagréablede trouver une constructioncorrespondantdavantagea un
problémede mécaniqueclassique,ou I'on n’aurait “qu’a” fixer certainspara-
metregpourobtenirlespériodessoulues.l semblemalgrétoutqu’untel procéde,
pour un systemede type équationde Newton (Schrédinger)impliqueraitnéces-
sairemenun relationde naturehyperelliptiqueentreles parametreslu probleme
etlespériodesl’avantaged’un tel exempleseraitde permettreplusnaturellement
le traitementdu cassemi-classique.
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