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SéminaireX-EDP du23 janvier 2001

Invariantssymplectiquesetsemi-classiques
dessystèmesintégrablesavecsingularités

Vũ Ngo.c San
�

Résumé

On définit lesnotionsdefeuilletagesclassiqueset semi-classiquespour
les systèmescomplètementintégrablesavec singularités.Les résultatsde
classificationstandard(telleslescoordonnéesactions-anglessemi-classiques)
sontrappelés.Le casdufeuilletageclassiquedetypefoyer-foyerestexaminé
endétail,où desnouveauxinvariantssemi-globauxapparaissent.Cesinva-
riantssontidentifiésdanslesconditionsdeBohr-Sommerfeldsingulièresqui
donnentle spectreconjointauvoisinaged’unevaleursingulièresdel’appli-
cationmoment.

1 Énoncédu problème

0. – La motivationpremièrepour les résultatsprésentésici estl’étudede la li-
mite semi-classiqueh � 0. Autrementdit, on sedonneun espaceclassique(va-
riété symplectique)M et unealgèbred’opérateurssur un certainespacede Hil-
bertvuecommeunedéformationformelledel’algèbredesobservablesclassiques
(fonctionsC∞ deM). h estalorsle paramètrededéformation.

Onseplaceradansle cadrele plussimpleoùM � T
�
X estuncotangent(X est

unevariétédifférentiellededimensionn), et l’algèbresemi-classiqueestdonnée
par les h-opérateurspseudo-différentiels(agissantsur L2 � X � ), dont la structure
localeestdéfiniepar la quantificationdeWeyl à petit paramètre:à H � C∞ � 2n �
estassociél’opérateurĤ suivant:

Ĥu � x��� � OpW
h
� H � u� � x��� 1� 2πh� n e

i
h 	 x
 y� ξ � H �
� x � y��� 2� ξ � u � y� dydξ �

�
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!�"$#$%�&��('*)+�
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Si H nedépendpasdeh, c’estpardéfinitionle symboleprincipaldeĤ.

Il seraitnatureld’étendrelesrésultatsdecetarticleà d’autrestypesdequan-
tification semi-classique,commecelle desopérateursde Toeplitz,qui permetla
prise en comptede variétéssymplectiquescompactes(et donc de la réduction
symplectique).À cesujet,onpourraconsulter[2] ou [1].

1.– X étanttoujoursdedimensionn, onconsidèrenopérateurspseudo-différentiels
P1,. . . ,Pn, desymbolesprincipauxréels,qui commutentdeux-à-deux:

3
Pi � Pj 4 � 0

(Par exempleun opérateurdeSchrödinger5 h2

2 ∆ � V � r � sur 2 avecun potentiel
radial commuteavec l’opérateurh

i
∂

∂θ .) Les symbolesprincipauxp j commutent
alorsdeux-à-deuxpourlecrochetdePoissonetformentdoncunsystèmeclassique
complètementintégrable,ausensdeLiouville.

Ons’intéresseaufaisceau6 h dessolutionsmicrolocalesu dusystèmed’équa-
tions:

Piu � O � h∞ ��� (1)

Autrementdit, si Ω 7 M, le moduledessectionsde 6 h au dessusde Ω, noté6 h
� Ω � , estl’ensembledesdistributionsu à croissancemodéréeenh et tellesque

le front d’ondesemi-classique(ou microsupport)WFh
� Piu� de Piu ne rencontre

pasΩ pourtout i � 1�
�
�
�8� n, modulolesu dontle microsupportestdéjàendehors
deΩ.

Pourh fixé, et pourun ouvert Ω nonsimplementconnexe, 6 h
� Ω � estengé-

néralréduità zéro.Pouréviterdeserestreindredèsmaintenantà l’ensembledes
valeursdeh pour lesquellesil existeunesolutionnontriviale,on supposeratou-
joursquelesopérateursPj dépendentd’un paramètremultidimensionnelE. Ainsi,

la non-nullitéde 6 E
h
� Ω � selit surunecertainerelationentreE et h qu’on appel-

leraconditiondeBohr-Sommerfeld.

Si on posePE j
j

� Pj 5 E j , et si Ω estun voisinaged’un toreinvariantdu sys-
tèmeclassiquecomplètementintégrableassocié,on retrouve les conditionsde
Bohr-Sommerfeldstandard,qui permettentdedéterminerle spectre conjointdes
Pj , dansunefenêtrebornéede n 9 E.

3. – La théoriemicrolocaledu front d’onde[9] nousdit quelessolutionsde(1)
sontmicrolocaliséessurlesensemblesdeniveauΛE : � � FE � 
 1 � 0� , où

FE � � pE
1 �
�
�:�;� pE

n � : M � n
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estl’applicationmomentclassique.

JesupposeraitoujoursqueFE estpropre,cequi assurequelesΛE sontcom-
pacts.La connaissancelocaledesΛE permetdedéterminerla naturedessections
localesdu faisceau� 6 E

h � ΛE � . Par propagationdessingularités,on endéduit les
conditionsderecollementqui donnentl’existenced’unesectionglobaledecefais-
ceau,et doncd’unesolutionglobaledenotreproblème.CesconditionsdeBohr-
SommerfeldrelientE eth ets’interprètentdoncauniveausemi-classiquenonpas
en termede la géométried’une “feuille” donnéeΛE, maisde tout le feuilletage
desΛE, pourE dansunvoisinaged’un E0.

Jem’intéresseraidanscetarticleauxrelationsentrela géométriedufeuilletage
classiqueet lesconditionsdeBohr-Sommerfeldsemiclassiques.Cetteapproche,
appliquéeau problèmespectral,permetnon seulementde prévoir lescaractéris-
tiquesdu spectreconnaissantlesopérateurs,maisaussiderésoudrecertainspro-
blèmesspectrauxinverses,oùladonnéeduspectrefournit lesinvariantsclassiques
du problème.

Dansl’optique del’analysesemi-classiquemicrolocale,la connaissancedela
dynamiqueclassiquesur ΛE estcenséefournir de précieuxrenseignementssur
le comportementquantiquedu systèmed’opérateurspseudo-différentielsasso-
ciés.Puisquecelle-làest invariantepar difféomorphismesymplectique,on s’at-
tend(théorèmed’Egorov — voir parexemple[12]) à cequ’uneactionsymplec-
tique classiquepuissese relever en uneconjugaisonde nosopérateurspseudo-
différentielspar desopérateursunitaires.On montredansla sectionsuivantque
c’estsouventle cas.

Réciproquement,la donnéedesconditionsde Bohr-Sommerfeld,mêmessi
ellesont étédéterminéesà partir de formesnormaleslocaleset deséquationsde
transport,renseignentforcémentsur la géométrieglobaledesfeuillesdu feuille-
tageclassique(c’estcequej’appelleraila géométriesemi-globaledu feuilletage).
Jemontreraiensection3 commentcertainsinvariantssemi-classiquesd’un pro-
blèmedetypefoyer-foyer permettentdeclassifierentièrementle feuilletageclas-
siquesous-jacent,dansun voisinagedela feuille singulière.

2 Résultats“standards”

Poursimplifier, je supposeraitoujoursquela dépendanceen E denotresys-
tèmeestdu type spectral,ie. E varie dansun ouvert D relativementcompactde

n et PE
i � Pi 5 Ei . Celaimpliqueenparticulier, et ceseracrucial,que ∂ < PE =

∂E est
inversible.
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1. – Avantd’énoncerlesrésultatsclassiques,il estcommodedefixer quelques
définitions.

Engénéral,onappellesystèmecomplètementintégrableunn-upletd’hamilto-
niens � p1 �
�:�
�;� pn � qui commutentdeux-à-deuxpourle crochetdePoisson,etdont
les différentiellessont presquepartout indépendantes.Une telle donnéedéfinit
deuxobjetsgéométriquesintéressants:d’unepartun feuilletagelagrangiensingu-
lier, qui estla collectiondesensemblesdeniveauΛE : �?> j p


 1
j
� E � pourE � n;

cesfeuillessontdessous-variétéslagrangiennesauvoisinagedeleurspointsrégu-
liers (où lesdp j sontlinéairementindépendants).D’autrepart l’ applicationmo-
mentF � � p1 �
�
�:�;� pn � estvuecommeunecartedel’espacedesfeuillesà valeurs
dans n.

Si l’on souhaiteoublierl’applicationmoment,on dira qu’on étudiele feuille-
tage.Dansle cascontraire,ons’intéresseà la fibration.

Ainsi, on dira quedeuxfeuilletagessontéquivalentss’il existe un symplec-
tomorphismede l’espacetotal de l’un à celui de l’autre qui envoie une feuille
sur unefeuille. On dira quedeuxfibrationsF et F @ sontéquivalentess’il existe
symplectomorphismeϕ de l’espacetotal de l’un à celui de l’autre tel queF @+A
ϕ � F . Remarque:les feuilletagesdéfinispar les fibrationsF � � p1 �:�
�
�8� pn � et
F @ � � p@1 �
�
�:�:� p@n � sontéquivalentssi etseulements’il existeunϕ symplectiquetel
que B

i � j � C p@i A ϕ � p j D � 0�
Unetelle équivalenceseradite localesi on étudiele feuilletageauvoisinage

d’un point deM. Jela dirai semi-globalesi elle concerneun voisinageinvariant
parla dynamique;parexemple:unvoisinaged’un toredeLiouville. Au voisinage
d’un point fixe de typeelliptique, lesdeuxnotionscoïncident.Jeneparleraipas
ici d’équivalenceglobale.On connaîtd’ailleurs peude résultatsà ce sujet (voir
malgrétout [6] et [11]).

À unefeuille classiqueΛ 7 ΛE on associele faisceaudessolutionsmicrolo-
calessurΛ � 6 h � Λ � dusystèmePE

i u � O � h∞ � . Onobtientainsiunenotionraison-
nablede feuilletagesemi-classique;deuxtels feuilletagesserontéquivalentss’il
existeun opérateurintégraldeFouriermicrolocalementelliptiqueenvoyanttoute
solutionmicrolocaledupremiersystème(sectionlocaledufaisceau)surunesolu-
tion dudeuxième(pourunevaleuréventuellementdifférenteduparamètreE). La
transformationcanoniqueassociéeestalorsuneéquivalencedu feuilletageclas-
siquesous-jacent.

De mêmeune fibration semi-classiqueest la donnéedesn opérateursP : �� P1 �
�
�
�;� Pn� , etdeuxfibrationssemi-classiquesP etP@ serontéquivalenteslorsqu’il
existeun opérateurintégraldeFourierU tel queU 
 1P@ U � P.
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Jerappelleenfinqu’un point m � M d’un feuilletageclassiqueestdit régulier
si le feuilletageauvoisinagedempeutêtredéfiniparuneapplicationmoment(fi-
bration)dedifférentielleinjectiveenm. Sinonle pointmestsingulier, etdefaçon
généraleonappellerangdela singularitéle rangmaximumdela différentielleen
m d’unefibrationdéfinissantlocalementle feuilletage.

2. – Le premierrésultatbienconnusurle sujetestle suivant:

Théorème0 (Darboux-Carathéodory) Au voisinage d’un point régulier, lesfi-
brationsclassiquessonttouteséquivalentes.

En effet, auvoisinaged’un point régulierpourl’applicationmoment� p1 �
�
�:�;� pn � ,
lesfonctionspi peuventêtreprisescommevariablesmomentsd’uncartesymplec-
tique.Le mêmeénoncépour les feuilletagesendécouleévidemment.Autrement
dit, il n’y a pasd’invariantslocauxpourun feuilletagerégulier.

D’un grandintérêtest le résultatsuivant,qui permetde rendreparfaitement
transparenteslesquestionsde“propagationdessingularités”:

Théorème0̂ Au voisinaged’un point régulier, lesfibrationssemi-classiquessont
touteséquivalentes.

Le mêmeénoncévaut donc pour les feuilletages.On en déduitque E h est,au
voisinaged’un point régulier, équivalentaufeuilletagedessolutionsmicrolocales
de h

i
∂

∂x j
, qui estunmodulelibre derang1. Onendéduitque E h estreprésentable

prèsdespointsréguliersparun fibré plat, et unesolutionmicrolocalesepropage
doncdefaçonuniqueparle transportparallèlenatureldecefibré.

Théorème1 (Ar nold-Liouville) Au voisinaged’unefeuille régulière, lesfeuille-
tagesclassiquessonttouséquivalents.

Un feuille régulièreestunefeuille invariantedu feuilletagedont tousles points
sont réguliers:c’est doncun tore de Liouville. Le théorèmedit qu’il n’y a pas
d’invariantssemi-globauxpourcestores.L’énoncénevautbiensûrpaspour les
fibrations,puisquecelles-ciencodentlespériodesdestrajectoirespériodiques,qui
sontdesinvariantssymplectiques.Deuxfibrationsdiffèrentdoncparla composi-
tion à gaucheparun difféomorphismelocal de n. On trouve unebonnepreuve
decethéorèmedans[7].

Théorème1̂ Au voisinaged’unefeuillerégulière, lesfeuilletagessemi-classiques
sont touséquivalents.En revanche, les fibrationssemi-classiquessontdétermi-
néespar la donnéed’une déformationformelle d’un difféomorphismelocal de
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n:

α � E;h��� ∞

∑
kF 0

hkαk
� E ���

où αk � C∞ � D � n � et α0 estun difféomorphismelocal.

Le théorèmeesténoncéetdémontré,dansuncadrelégèrementdifférent,dans[3].
Le modèlesemi-global(“coordonnéesactions-anglessemi-classiques”)estcelui
desopérateursh

i
∂
∂x 5 α � E;h� sur le tore n. α0

� E � est constituédesintégrales
d’action sur le tore lagrangienΛE, et α1 contientla donnéedessymbolessous-
principauxet desindicesdeMaslov surΛE. L’équationα � E;h�G� 2πh � O � h∞ �
estla conditiondeBohr-Sommerfeldqui permetla descriptiondu spectredansle
domaineD (indépendantdeh). Si onneconnaîtquela sériedeTaylordeα � E;h� ,
cesconditionssontpertinentespour décrireles “étatssemi-excités” du spectre,
c’est-à-direpourdesdomainesdeE admissiblesdetaille O � hγ � , 0 H γ H 1.

3.– Il resteàprendreencomptelessingularitéspossiblesdufeuilletage.Comme
pourla théoriedessingularitésdesfonctionsdifférentiables,il existeunhypothèse
de non-dégénérescence(à la Morse-Bott)pour la singularitéd’une application
momentsouslaquelleon saitbiencequ’il sepasse.En catégorieC∞ lesrésultats
se trouvent essentiellementdans[8] (voir aussi[14] pour d’autresréférences).
Cessingularités,enrang0, seréduisentessentiellement(auniveaudufeuilletage)
à desblocs symplectiquesde dimension2 de type elliptique (p � x2 � ξ 2) ou
hyperboliques(p � xξ ) et à desblocsde dimension4 de type foyer-foyer (dits
aussiloxodromiques)quej’étudieendétailensectionsuivante.Onnoteme, mh et
mf le nombrede blocsrespectivementelliptiques,hyperboliqueset foyer-foyer,
desortequeme � mh � 2mf � n.

Théorème2 (Eliasson) Au voisinage d’un point singuliernon-dégénérédetype
donné� me� mh � mf � , lesfeuilletagesclassiquessonttouséquivalents.

Il n’y a donc pasd’invariantslocaux du feuilletageen cespoints.Pour autant,
cen’estplus le casdesfibrations;dansle cascomplètementelliptique,ellessont
classéespar les difféomorphismeslocauxde n (reparamétrisationde l’énergie
E). En présenced’autrestypesde singularités,on peutse restreindreà la série
deTaylor decesdifféomorphismes(voir [14] – et la sectionsuivantepour le cas
foyer-foyer).

L’énoncésuivantgénéraliseun résultatde[4]:

Théorème2̂ ([14]) Auvoisinaged’unpointsinguliernon-dégénérédetypedonné� me� mh � mf � , lesfeuilletagessemi-classiquessonttouséquivalents.
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L’énoncépourlesfibrationsest,à l’instar ducasclassique,plusdélicatà formuler
enprésencedesingularitéshyperboliques(voir parexemple[5, sec2.4] pourune
façonde résoudrele problème).Il se simplifie dansla catégorieanalytique:là
encore,lesfibrationsdiffèrentl’une del’autreparunedéformationsemi-classique
d’un difféomorphismelocalde n (reparamétragesemi-classiquedel’énergieE).
Le casde singularitésnon-dégénéréesde rang I 1 se traite de façonanalogue,
et les théorèmes2 et 2̂ sontencorevalables.Il fautd’abordréduirepar la partie
localementlibre de l’action du systèmecomplètementintégralepourseramener
aucasd’un point fixe.

Remarque . Il n’est pasétonnantqu’un théorèmede forme normaleclassique
donnelieu à un résultatsemi-classiqueanalogue.La dérivationdu résultatsemi-
classique,vu commeunedéformationpar le paramètreh du résultatclassique,
reposesur la résolutiond’équations“de transport”ou “homologiques”qui sont
automatiqueslorsquel’énoncéclassiqueestvalide“à paramètre”. J

3 Le casfoyer-foyer

Je n’ai pasencoreabordéle problèmede la classificationsemi-globalede
feuilletagesà singularités.Au niveauclassique,desinvariantscohomologiques
étendantceuxde Duistermaat(monodromie,classede Chern)ont étéproposés
dans[11], maisla seuleclassificationeffectivequi existaitpourle momentétaitle
casdela dimension1 traitéparToulet[6]. Jemeproposed’expliquerici laclassifi-
cationqueje décrisendétaildans[15] pourle casfoyer-foyerendimensionn � 2,
et dontje pensequ’ellepeuts’adapterà touteslessingularitésnon-dégénérées.

3.1 Conditions de Bohr-Sommerfeld

Pourunefois, le point dedépartdecetteclassificationa étépourmoi dena-
ture semi-classique;l’écriture desconditionsde Bohr-Sommerfeldadaptéesau
problèmedessingularitésdetypefoyer-foyer (n � 2). Voici cesconditions,pour
un système� P1 � P2 � admettantune fibre foyer-foyer simple (avec un seul point
critique)d’énergie � p1 � p2 ��� � 0� 0� :
ThéorèmeBS ([13]) Il existeun reparamétragesemi-classiquedel’énergie:

2 9 E � ε � E;h�LK ∞

∑
kF 0

ε < k= � E � hk � 2
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et unefonction

λ � E;h�LK ∞

∑
kFM
 1

λk
� E � hk �

telsquelesystèmeP1u � E1u,P2u � E2uait unesolutionnontriviale pour � E1 � E2�
dansun voisinagedel’origine si et seulementsi

ε2 � h � O � h∞ � (2)

et

λ � kπ
2

5 ε1

h
ln � 2h�N5 2argΓ

iε1 � h � 1 � k

2
� 2π � O � h∞ ��� (3)

On a notéλ � λ � E;h� et � ε1 � ε2 � sontles deuxcomposantesde ε � E;h� . Enfin k
estl’entier donnépar la condition(2).

Danscet énoncé,il faut voir ε � E;h� commel’ invariant semi-classiquelocal de
la fibration. Enréalité,bienqu’onpuisseeffectivementmontrerqueε2 estunique
(à h près),on n’a quel’unicité du jet d’ordre infini (la sériede Taylor) de ε1.
On verraqu’il estraisonnabledenepasespérerdavantage.Ceciétant,puisquele
résultatnetdecesconditionsestladescriptionduspectreconjointdeP1, P2, qui est
denatureglobale,il esttentantdevoir λ � E;h� commel’invariantsemi-classique
semi-globaldela fibration.A fortiori, il doit encoderles invariantssemi-globaux
classiquesdela fibrationclassiqueassociée.

Pourmettreceténoncéen perspective, il estutile de le compareraux condi-
tionsdeBohr-Sommerfeldusuellespourun tore régulier. Danscederniercas,il
n’y a pasd’invariantsemi-globaldu feuilletage,maisdeuxinvariants(deuxfonc-
tions indépendantesde 2 dans ) pour la fibration,qui correspondentauxdeux
cyclesgénérateursde l’homologie du tore.Les conditionsde Bohr-Sommerfeld
s’exprimentcommela “quantification”decesinvariantsendeuxentiers(nombres
quantiques)indépendants.Pour le casfoyer-foyer, on a affaire à un tore pincé.
J’appelleraile petit cerclecelui qui dégénèreenun point (cycleévanescent),et le
grandcerclecelui qui devient uneorbitehomocline.Jeparleraide “bifurcation”
pourl’opérationdepincementprogressifdutore.Du pointdevuequantique,c’est
le petit cerclequi semblele moinsperturbépar cettebifurcation;bien qu’il soit
évanescent,la conditiondeBohr-Sommerfeldassociéepersiste,sansvoir la bifur-
cation:c’estla condition(2).Enrevanche,la bifurcationestcrucialepourle grand
cercle.Puisquecen’estplusuneorbitepériodique,l’invariantsemi-globalassocié
pour la fibration disparaît,ou plus précisémentsescindeen deuxmorceaux:un
invariantlocal pourla fibration(ε1), et un invariantsemi-globalλ pourle feuille-
tage. L’apparition de la fonction Gammaest ce qu’appelleraientles physiciens
unphénomènepurementquantique,décrivantquelquesniveauxd’énergie prèsde
la bifurcation.Le semi-classiqueréapparaîtdansl’ asymptotiquede Stirling qui
redonnelesconditionsrégulières[13].
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3.2 Classificationsemi-globaledu feuilletage

OnsedonneunevariétésymplectiqueM dedimension4 munied’unefibration
complètementintégrableF � � p1 � p2 � . On supposequ’il existeun point singulier
m de type foyer-foyer: l’algèbrede Lie abélienneengendréepar les hessiennes
p@O@1 � m� et p@O@2 � m� sur l’espacetangentTmM admetla basesuivante,dansdescoor-
donnéescanoniques� x� ξ � y� η � :

q1 � xξ � yη � q2 � xη 5 yξ �
C’est unesingularitégénériquepour les systèmesintégrablesquadratiques(elle
l’est probablementaussidansla catégoriedessystèmesintégrablesC∞... à éclair-
cir). Le théorèmed’Eliasson(théorème2) assurequele systèmeest localement
linéarisable:il existeunsymplectomorphismeϕ d’un voisinagede0 dans 4 dans
un voisinagedemet un difféomorphismelocal G de � 2 � 0� telsque

F A ϕ � G � q1 � q2���
Puisqu’onne s’intéressequ’au feuilletage,on peutsupposer, quitte à composer
par G
 1, quece dernierestdéfini par un applicationmomentF valant � q1 � q2�
dansla carteϕ a voisinagedu point singulierm. On noteraF � � H1 � H2 � .

Uneétudetopologiquestandard(voir parexemple[10] ou [13]) montreque,
sousl’hypothèsequemestle seulpointsingulierdela feuille Λ0 : �PE 
 1 � 0� , cette
feuille estun torepincé,schématiséà la figure1. Surlesfeuillesavoisinantes,qui
sontdestoresdedimension2, ondéfinit classiquementles1-formesdites“de pé-
riodes”dela façonsuivante.Une1-formeferméeτ : � t1dc1 � t2dc2 sur 2 (muni
descoordonnées� c1 � c2 � ) serelève par la fibrationF via la dualitésymplectique
enunchamphamiltonienégalà t1 Q 1 � t2 Q 2 (onanoté Q i le champhamiltonien
dela fonctionHi). On notegτ le flot autemps1 decechampdevecteurs.L’asso-
ciationτ � gτ estuneactionsymplectiquelocalementlibre surM des1-formes
ferméessur 2, qui commuteavecF (c’est-à-direquela restrictionde τ à Tc

2

agitsurΛc : � F 
 1 � c� ). Le théorèmed’Arnold-Liouville dit quecetteactionadmet
un stabilisateurglobaldonnéparun réseaudedimension2 de1-formesfermées,
appelées“formesdepériodes”:cellespourlesquellesle flot duchamphamiltonien
t1 Q 1 � t2 Q 2 estpériodiquedepériode1.

Le réseaudes1-formesde périodes“explose” lorsquec tendvers la valeur
critique � 0� 0� . Plusexactement,on devine parla figure1 qu’unedespériodesest
conservée(celledu“petit cercle”du torepincé)alorsquel’autre tendversl’infini
(celledel’orbite homocline).

On définit unebonnerégularisationdes1-formesde périodesà l’origine en
soustrayantla partiedivergente,de la façonsuivante.Soit Ω un petit voisinage
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dem danslequelestdéfiniela carteϕ. Fixonsun point Ac surΛc > Ω, dépendant
régulièrementdec pourc prochede0 et notonsS1 � A� l’orbite deA sousl’action
deq2 (aprèsavoir remarquéquele flot duchampshamiltoniendeq2 endehorsde
m estpériodiquedepériode2π ...). Pourc R� 0, soit τ1

� c�GI 0 le tempsnécessaire
auflot de Q 1 pourenvoyerS1 � A� surelle-mêmepourla premièrefois ( Q 1 et Q 2
commutent,doncτ1 estle tempspour n’importe quel point de S1 � A� de revenir
pourla premièrefois surS1 � A� ). On noteA@ l’image deA parcetteapplication,et

m

Λ0

S1 S A T
Λc

U
2

A

U
1

FIG. 1 – Constructiondel’invariantσ

τ2
� c� le tempspour relier A@ à A par le flot de Q 2. τ1 et τ2 nedépendentpasdu

choix deA, et on définit la 1-formedepériodesuivante,surun voisinageépointé
de0 dans 2:

τ : � τ1dc1 � τ2dc2 �
Enfin,avecla déterminationprincipaledu logarithmecomplexeon définit

σ : � � τ1
� c�V�XW � lnc�
� dc1 � � τ2

� c�15ZY � lnc�
� dc2 �
Lemme ([15]) σ s’étendenune1-formeferméeC∞ etunivaluéeauvoisinagede
l’origine.

ThéorèmeS([15]) SoitS� c1 � c2 � la primitivedeσ s’annulantà l’origine, et � S� ∞

sasériedeTaylor en0. Alors � S� ∞ estl’invariantdu feuilletage, c’est-à-dire:

1. � S� ∞ est un invariant symplectique:il ne dépendpas deschoix dans la
construction(ie du choixdela carteϕ);

2. deux feuilletages complètementintégrablesavec point singulier de type
foyer-foyer simple(la feuille critique admetun seulpoint critique) ayant
le même� S� ∞ sont symplectiquementdifféomorphesau voisinage de leur
feuille critique.
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3. toutesérieformelleà deuxvariablesanstermeconstantestl’invariantd’un
feuilletagecomplètementintégrableavecpointsingulierdetypefoyer-foyer
simple.

La preuvedulemmerésidedansl’expressionexplicite desflotsde Q 1 et Q 2 dans
la carteϕ: danslescoordonnées� x� y� ξ � η � onnote

c � c1 � ic2 � z1 � x � iy� z2 � ξ � iη �
Alors l’applicationmomentF � � q1 � q2 � s’identifie localementà z̄1z2. Le flot de
q1 est: � z1

� t ��� z2
� t �
��� � etz1

� 0�
��� e
 tz2
� 0���

et celui deq2 s’écrit:
� z1

� t ��� z2
� t �
��� eit � z1

� 0��� z2
� 0�
���

La preuve du théorèmeprocèdeenplusieurslemmesintermédiairesquenous
détaillonsquelquepeudansla suite.Pourle momenton notequele théorèmeS
répondexactementànotrequestioninitiale, grâceà la propositionsuivante:

Proposition La sériedeTaylor du termeprincipal du λ desconditionsdeBohr-
Sommerfeld(théorèmeBS),tronquéedesontermeconstant,estégaleà l’invariant
classique� S� ∞ du feuilletageclassiqueassocié.

Remarque:le termeconstanten questionestl’intégrale d’action γ0
α, où γ0 est

l’orbite homoclinedu tore pincé,et α est le potentielsymplectiquecanonique
(associéàla méthodedequantification;dansnotrecas,c’estla 1-formecanonique
du cotangent).

Même si la propositionn’est pasénoncéedans[13], sa preuve s’y trouve,
comptetenude la définition de � S� ∞ queje donneici. On peutdoncen principe
déterminerprécisémentle feuilletage(à équivalencesymplectiqueprès)par la
donnéedu spectre.Réciproquement,au vu de ce résultat,il sembleraisonnable
deconjecturerquela sériedeTaylor semi-classiquecomplètedeλ estl’invariant
semi-classiquedu feuilletage.

3.3 Schémade la preuve du théorèmeS

Pour démontrerle point 1� du théorème,il suffit de s’intéresserà l’unicité
dansl’équivalencedu feuilletage(théorèmed’Eliasson).On trouve facilementle
résultatsuivant:

Lemme Si ψ est un symplectomorphismelocal de � 4 � 0� et Φ un difféomor-
phismelocal de � 2 � 0� telsque� q1 � q2 � A ψ � Φ � q1 � q2 ���
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et si onécrit Φ � � Φ1 � Φ2 � , alors il existedessignesε j �\[ 1, j � 1� 2 telsque

Φ2
� c1 � c2 ��� ε2c2 (4)

et
Φ1

� c1 � c2 �15 ε1c1 estunefonctionplateen0� (5)

(plate:elle et toutessesdérivéess’annulenten0.) L’équation(4) découledu fait
queψ doit préserver l’action de S1 engendréepar q2; l’équation(5) provient de
la conservation du flot de q1 qui converge de façonC∞ vers l’origine en temps
logarithmique:impossibledechangerle facteurdevantle log.

Il resteà vérifier quele groupediscretcorrespondantauxchoix dessignesε j
laisseinvariantla 1-formeσ .

Pourmontrerle point 2� du théorème,on procèdeendeuxétapes:a) Si deux
systèmesontexactementle mêmeσ , alorsils sontsymplectiquementéquivalents;
b) Si lesdeuxσ diffèrentparune1-formeplateà l’origine, on seramèneaucas
précédentenmodifiantla carted’Eliassonqui a servi à définir l’un desσ . Cette
modifications’opèreelle-mêmeendeuxétapes(ajustementdesσ puisajustement
concomitantde la formesymplectique)aumoyende la méthodededéformation
deMoser. Danslesdeuxcasl’hypothèsedeplatitudeestutiliséedefaçoncruciale,
puisqu’ondoit définir desobjetsdetype

f � c�
g � c�]� ln ^ c ^ � f � g � C∞ �

qui nesontlissesen0 quesi f estplate.

Voici commentconstruirenaturellementl’équivalencesymplectiquedansle
casa). Soient E et ˜E les deux feuilletagesconcernés,m et m̃ les point foyer-
foyer. On identifie lesvoisinagesde m et m̃ au moyendescarteslocalesqui ont
servià la constructiondesinvariantsσ et σ̃ . Danslescoordonnéeslocalesde 4

correspondantes,on définit unesectiondePoincaréΣ pour le flot conjointsur la
variétéinstable,de telle sorteque l’intersectionΣ > Λc soit égalà un point Ac

dépendantdefaçonC∞ dec.

L’équivalencesymplectiqueestdéfinieainsi:un point x de E dansla feuille
Λc _ C mD estrepéréparsestempspositifsminimauxnécessaireauflot conjointde� H1 � H2� pourl’atteindreàpartirdeAc. On lui fait correspondrele point x̃ � ψ � x�
dela feuille Λ̃c obtenuàpartirdeAc auboutdesmêmestemps,pourleflot conjoint
deH̃1 � H̃2 � . Ceψ estbiendéfini grâceà l’hypothèseσ � σ̃ (qu’on utilise sousla
forme τ � τ̃). Il s’étenden un difféomorphismesymplectiqueà l’origine, car il
estégalà l’identité dansl’identification desvoisinagesde m et m̃, et on vérifie
facilementqu’il estsymplectiqueendehorsdel’origine.
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Finalement,on peutobtenirle point 3� du théorèmepar la constructionassez
abstraitesuivante(voir figure2): partantdumodèlelocaldesingularitéfoyer-foyer

ψ

z2

z1

U S 1 T

U S 1 T0

U
1

Σ1

Σ2

FIG. 2 – Constructiondu feuilletagecomplètementintégrableadmettantun inva-
riant � S� ∞ donné

dans 4, on coupelesvariétésstableset instabledu flot deq1 pardeuxsections
de Poincarécommeprécédemment,qu’on recolle par un symplectomorphisme
choisidetelle sortequelespériodessoientcellesvoulues.

Il seraitagréablede trouver uneconstructioncorrespondantdavantageà un
problèmede mécaniqueclassique,où l’on n’aurait “qu’à” fixer certainspara-
mètrespourobtenirlespériodesvoulues.Il semblemalgrétoutqu’un tel procédé,
pourun systèmede typeéquationdeNewton (Schrödinger),impliqueraitnéces-
sairementun relationdenaturehyperelliptiqueentrelesparamètresdu problème
et lespériodes.L’avantaged’un tel exempleseraitdepermettreplusnaturellement
le traitementdu cassemi-classique.
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