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Résumé
La théorie de la supraconductivité a récemment réattiré l’attention

sur des questions semi-classiques concernant la plus petite valeur propre
de la réalisation de Neumann d’un opérateur de Schrödinger avec champ
magnétique et la localisation du vecteur propre correspondant. Comme au-
trefois dans l’étude de l’effet tunnel que nous avions menée avec J. Sjöstrand,
nous allons montrer, en suivant un travail en collaboration avec A. Mo-
rame, que les inégalités d’Agmon-Lithner peuvent jouer un rôle impor-
tant dans la compréhension d’articles récents publiés dans le domaine
de la théorie mathématique de la supraconductivité : Bernoff-Sternberg,
Lu-Pan et Del Pino-Felmer-Sternberg. Les techniques mises en oeuvre re-
coupent également un travail effectué avec A. Morame initialement motivé
par un géomètre Montgomery qui s’était posé en écho de la question de M.
Kac sur la forme d’un tambour : Peut-on entendre les zéros d’un champ
magnétique.

Mais ce qui est le plus frappant ici est la spécificité du problème de
Neumann mettant en évidence des phénomènes dans le bord.

1 Introduction : la question en supraconducti-
vité

Commençons par donner la présentation physique de la question et repous-
sons à plus tard la “traduction mathématique”.
Nous considérons un échantillon supraconducteur cylindrique de type 2 dont
la section Ω est un domaine borné de IR2, et plaçons cet échantillon dans un
champ magnétique extérieur. Il est bien connu que, si le champ magnétique est
suffisamment fort, l’échantillon perd sa propriété superconductrice. Lorsque le
champ appliqué diminue d’intensité, on observe qu’à une certaine valeur critique
HC3(κ) la nucléation de la supraconductivité apparâıt. Il s’agit donc d’estimer
ce champ critique et de déterminer où commence la nucléation.
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Ceci correspond à l’une des propriétés importantes des supraconducteurs
telle qu’elle est décrite dans les ouvrages de physique (voir par exemple Saint-
James-De Gennes [SdG], Saint-James and Sarma [SST], et Tinkham [Ti]). Plus
récemment un grand nombre de travaux plus rigoureux mathématiquement ont
été consacrés à ces questions. Parmi eux, citons les travaux de Chapman [Ch] et
Bernoff-Sternberg [BeSt] qui sont plutôt formels, l’article de Bauman-Philips-
Tang [BaPhTa] consacré au disque et les travaux de, Giorgi-Phillips [GioPh],
Lu-Pan [LuPa1, LuPa2, LuPa3, LuPa4, LuPa5] et Del Pino-Fellmer-Sternberg
[PiFeSt] pour une analyse mathématiquement rigoureuse pour des domaines
généraux. Notre exposé sera concentré autour de travaux plus récents de Helffer-
Morame [HeMor1], Lu-Pan [LuPa5] et Helffer-Pan [HePa]. On s’intéressera tout
particulièrement à l’influence de la géométrie du bord dans l’apparition de la
supraconductivité.

“Traduisons” maintenant le sujet de notre exposé. Pour ces domaines cylin-
driques de IR3, il est naturel (mais pas totalement justifié mathématiquement)
de considérer une fonctionnelle définie dans un ouvert Ω de dimension 2. Le
comportement supraconducteur se lit sur les propriétés du minimiseur (ψ,A)
dans H1(Ω;C )×H1(Ω; IR2) de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau G :

G(ψ , A) =
∫

Ω

{|(∇− iκA)ψ|2 + κ2|rotA−H|2 +
κ2

2
(|ψ|2 − 1)2} dx . (1.1)

Ici Ω est un ouvert borné régulier, ψ est appelée paramètre d’ordre et A est
un potentiel magnétique défini sur Ω. H est le champ magnétique appliqué ou
champ magnétique extérieur. Il est normalement défini sur IR2, mais dans le cas
où Ω est simplement connexe, on le considère uniquement sur Ω (voir [BeRu],
[HHOO] pour le cas d’ouverts à trous). Nous supposerons dans la suite la simple
connexité.

Le paramètre κ est une caractéristique de l’échantillon. On distingue tradi-
tionnellement les échantillons de type 1 correspondant à κ petit des échantillons
de type 2 correspondant à κ grand. C’est ce dernier cas que nous considérons
ici.

Même si le modèle ci-dessus est courant, notons que d’autres modèles (obte-
nus par dilatation et changement de fonctions d’ondes) peuvent être considérés
et conduient à des comportements asymptotiques différents [BeRu], [DuHe].

Quand Ω est borné, l’existence de ce minimiseur est standard et il est solu-
tion de l’équation d’Euler associée (plutôt appelée dans ce contexte système de
Ginzburg-Landau [GinLa, dG, SST, CHO])

−(∇− iκA)2ψ = κ2(1− |ψ|2)ψ,
rot 2A = − i

2κ (ψ∇ψ − ψ∇ψ)− |ψ|2A+ rotH, dans Ω,
∂ψ
∂ν − iκAψ · ν = 0 , sur ∂Ω
rotA−H = 0, sur ∂Ω.

(1.2)

Notons aussi que ν désigne ici la normale extérieure en un point de ∂Ω et
que :

rot 2A = (∂2(rotA),−∂1(rotA)) .
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Dans cet exposé, nous supposerons que :

H(x) ≡ σHe(x), (1.3)

où He(x) est un champ fixé non identiquement nul dans Ω et où σ est un
paramètre qui nous permettra de faire varier l’intensité du champ extérieur.

Il est bien connu qu’il existe un unique champ de vecteur F sur Ω tel que

rotF = He et div F = 0 dans Ω, F · ν = 0 sur ∂Ω.

Remarquons maintenant que (0, σF) est un point critique trivial de la fonction-
nelle G. Il est donc naturel de discuter en fonction de σ, si c’est un minimiseur
global ou local. Lorsque σ est grand, on peut montrer que c’est effectivement
l’unique minimiseur. On dit alors que la supraconductivité est détruite (le pa-
ramètre d’ordre est identiquement nul dans Ω). Il est alors naturel de suivre
ce qui se passe en faisant décrôıtre σ à partir de +∞ et de déterminer quand
cette solution triviale (aussi appelée solution normale) cesse d’être un minimum
global ou local.

Ceci conduit (en supposant ici que He est constant et égal à 1) à la
définition :

HC3(κ) = inf{σ > 0 : (0, σF) est un minimiseur global de G}. (1.4)

Le premier résultat que nous voulons mentionner est essentiellement du à Lu-
Pan (cf aussi Bauman-Phillips-Tang [BaPhTa] pour le cas du disque).

Théorème 1.1 .
Pour tout domaine simplement connexe Ω ⊂ IR2 de bord régulier nous avons :

–

lim
κ→∞

HC3(κ)
κ

=
1

Θ0
, (1.5)

où Θ0 est le bas du spectre d’un opérateur modèle qui sera introduit en
(3.8).

– Si le champ extérieur est assez proche du champ critique, c’est à dire
vérifie :

κ

Θ0
+ o(1) < σ < HC3(κ) , (1.6)

alors la supraconductivité apparâıt à la surface de l’échantillon. Plus précisément,
il existe C, α > 0 et κ0 tels que le paramètre d’ordre ψκ,σ (correspondant
à une paire minimisante (ψκ,σ, Aκ,σ) de G) vérifie, pour x ∈ Ω et κ ≥ κ0 :

|ψκ,σ(x)| ≤ C exp−ακd(x, ∂Ω)||ψκ,σ||L∞(Ω) . (1.7)

La conclusion de la deuxième partie du théorème correspond à une forme
mathématiquement précisée de ce qui est appelée la nucléation de surface. Le
mot surface peut surprendre mais il faut se souvenir qu’à l’origine le problème
physique est posé en dimension 3.
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Cependant, l’information donnée ne fournit pas la localisation optimale pour
la nucléation de surface. Si on désigne par κr(x) la courbure de ∂Ω, cette loca-
lisation apparâıt près des points de courbure maximale du bord lorsque l’écart
δ défini par :

δ(κ, σ) := HC3(κ)− σ ,

est petit. Cette idée, justifiée par des calculs formels dans Bernoff-Sternberg
[BeSt], se précise progressivement grâce aux travaux de Lu-Pan [LuPa1], Del Pino-
Fellmer-Sternberg, et est complètement démontrée par la conjonction de ces tra-
vaux et des travaux plus récents de Helffer-Morame [HeMor1] et de Helffer-Pan
[HePa].
Par ailleurs, il apparâıt que cette localisation dépend très sensiblement de l’écart.
Il est démontré par Lu-Pan dans [LuPa1] (Théorème 1.5) que, lorsque δκ−

1
3 de-

vient grand, on a effectivement une localisation uniforme dans le bord.
Pour les estimations les plus fines, il est efficace d’utiliser des coordonnées

adaptées au voisinage du bord. On a un difféomorphisme global (s, t) 7→ x de
S1(`)× [0, δ0[ sur un voisinage du bord

Ω(δ0) := {x ∈ Ω | d(x, ∂Ω) < δ0} .

Ici ` est la longueur du bord et S1(`) est le cercle de périmètre ` que l’on
paramètre par s, la variable t mesurant la distance au bord.
On notera x 7→ (s(x), t(x)) le difféomorphisme inverse. Ces coordonnées sont
choisies de sorte que s est l’abcisse curviligne (on fait éventuellement le choix
d’une origine) et t mesure la distance au bord.
Les principaux résultats démontrés dans [HePa] sont les suivants. Le premier
donne une asymptotique plus fine, si on compare avec (1.5), de HC3(κ).
Théorème 1.2 Asymptotique de HC3 .
Il existe une constante universelle C1 > 0 telle que, pour κ grand, on ait

HC3(κ) =
κ

Θ0
+

C1

Θ3/2
0

cmax +O(κ−
1
3 ) , (1.8)

où cmax = maxx∈∂Ω c(x).
Le deuxième résultat indique que lorsque δ croit à partir de 0, la supraconducti-
vité apparait d’abord aux points du bord de courbure maximale. On peut en fait
quantifier cette apparition de la supraconductivité sous la forme suivante. On
se contente compte-tenu du premier théorème (cf (1.7) ) de travailler dans un
voisinage tubulaire Ω(δ0) avec δ0 > 0 assez petit. On note cmin = minx∈∂Ω c(x)
et on a :
Théorème 1.3 Localisation de la nucléation.
Soit

ρ :=
1
C1

Θ
3
2
0 (HC3(κ)− σ) .

1.
Il existe L, C, κ0, α0 tels que, pour ρ satisfaisant

0 ≤ ρ ≤ Lκ−
1
3 ,
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le paramètre d’ordre ψ = ψκ,σ vérifie, pour κ ≥ κ0,∫
Ω(δ0)

exp (α0
√
κ(cmax − c(s(x))) |ψ|2 dx

≤ C exp(Cκ
1
6 )‖ψ‖2L2(Ω).

(1.9)

2.
Il existe L, C, κ0, α0 tels que, pour ρ satisfaisant

Lκ−
1
3 ≤ ρ ≤ (cmax − cmin) ,

alors on a, pour κ ≥ κ0 :∫
Ω(δ0)

exp
(
α0
√
κ(cmax − ρ− c(s(x)) )

3
2
+

)
|ψ|2 dx

≤ Cκ
1
3 ‖ψ‖2L2(Ω).

(1.10)

Notons que cette mesure de la décroissance n’est pas optimale (il faudrait
parler de distance d’Agmon) mais qu’elle donne une mesure de la localisation
bien plus précise que dans les travaux initiaux de Lu-Pan [LuPa4] et Del Pino-
Felmer-Sternberg [PiFeSt]. Ces théorèmes sont reliés à l’étude de la réalisation de
Neumann d’opérateurs du type −(∇− iA)2. On observe d’abord des connexions
étroites entre la champ critique HC3(κ) et la plus petite valeur propre µ(1)(A)
de cette réalisation. On a tout d’abord le lemme immédiat suivant :
Lemme 1.4 .

– Si µ(1)(κσF) < κ2, alors G a un minimiseur non trivial.
– Si G a un minimiseur non trivial (ψκ,σ,Aκ,σ) alors µ(1)(κAκ,σ) < κ2.

L’autre observation importante est que ψκ,σ est, d’après la première équation
de Ginzburg-Landau, une solution de :

−(h∇− i
Aκ,σ
σ

)2ψκ,σ + Vκ,σψκ,σ −
1
σ2
ψκ,σ = 0 , (1.11)

où on a posé
h = 1/(κ · σ) , Vκ,σ = σ−2|ψκ,σ|2 .

Si on montre a priori que A
σ est proche de F et que ψκ,σ est petit en norme L∞

dans les régimes asymptotiques considérés (propriétés essentiellement démontrées
dans [LuPa4] et améliorées dans [HePa]), il n’est pas trop étonnant d’imagi-
ner qu’on pourra adapter l’étude qui sera faite au paragraphe suivant de la
décroissance de l’état fondamental pour l’opérateur linéaire : −(h∇−iF)2 quand
h→ 0.

2 Le problème de théorie spectrale

Nous voulons discuter maintenant le spectre de réalisations autoadjointes de
l’opérateur de Schrödinger dans un ouvert Ω de IR2 :

Ph,A,Ω = (hDx1 −A1)2 + (hDx2 −A2)2 ,
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où h > 0 est un petit paramètre.
Comme on l’a vu au paragraphe précédent, une des motivations vient de la su-
praconductivité mais la motivation initiale était plutôt purement semi-classique
(h étant la constante de Planck). Si on peut renvoyer à Kato ou, à la fin des
années 70 à Avron-Herbst-Simon [AHS] ou à Combes-Schrader-Seiler [CSS] pour
des études mathématiques du problème, l’implémentation des techniques semi-
classiques pour l’étude du niveau fondamental apparait d’abord dans [HeSj4]
puis dans [HeMo]. Schématiquement, il est montré dans [HeMo] que, si Ω = IR2,
le potentiel h|B(x)| joue le rôle d’un potentiel électrique effectif. Nous voulons
dire par là que l’analyse de l’opérateur : −h2∆+h|B(x)|, peut donner une bonne
indication pour la localisation de l’état fondamental. Les spécialistes en EDP
reconnâıtront que le problème est étroitement relié aux inégalités de Garding-
Melin-Hörmander (cf [Mel], [HeRo]) pour l’opérateur :

P1,ADt = (Dx1 −A1Dt)2 + (Dx2 −A2Dt)2 ,

dans Ω× IR.
Le cas avec bord n’a été à notre connaissance étudié que tout récemment. Bien
sûr, le cas de la réalisation de Dirichlet ne conduit pas à une étude vraiment
différente du cas Ω = IR2, tout au moins si la condition

b < b′ , (2.1)

est satisfaite, où nous avons utilisé les notations :

inf
x∈Ω̄

|B(x)| = b , inf
x∈∂Ω

|B(x)| = b′ . (2.2)

En travail préliminaire, on obtient donc assez aisément le :

Théorème 2.1 .
Sous la condition (2.1), la plus petite valeur propre λ(1)(h) de la réalisation de
Dirichlet de PDh,A,Ω of Ph,A,Ω vérifie :

λ(1)(h)
h

= b+ o(1) . (2.3)

Les points où les minima de |B| sont atteints sont appelés les puits magnétiques.
La décroissance de l’état fondamental en dehors des puits est mesurée (cf [Br],
[HeNo2]) en fonction de la distance d’Agmon associée à la métrique (dégénérée)
(|B| − b)dx2.
Nous rappelons que cette estimation est facile à démontrer en dimension 2 dans
le cas où le champ magnétique est de signe constant si l’on observe l’inégalité :

±h
∫
B(x)|u(x)|2 ≤ 〈Ph,Au | u〉 , ∀u ∈ C∞0 (Ω) . (2.4)

Ici 〈· | ·〉 désigne le produit scalaire dans L2(Ω) et || · || la norme correspondante.
Lorsque B n’est pas de signe constant, on peut obtenir une estimation du même
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type, mais avec un reste en O(h
5
4 )||u||2 (cf [HeMo], Théorème 3.1). Le cas plus

délicat de la dimension 3 est aussi traité.
Comme dans le cas où B = 0 mais où on a un potentiel électrique V , il est

possible de discuter différentes asymptotiques en fonction des propriétés de B
près du minimum (cf [HeMo, Mon, Sh, Ue1, Ue2] ou tout récemment [KwPa]).

Comme on le verra plus tard, cette propriété n’est plus vraie dans le cas
du problème de Neumann. L’infimum de |B(x)| sur Ω̄ ne permet plus d’analy-
ser le bas du spectre même lorsque (2.1) est vérifiée. Certes par comparaison
entre Neumann et Dirichlet, on sait que la plus petite valeur propre µ(1)(h) de
la réalisation de Neumann PNh,A,Ω de Ph,A,Ω est majorée par λ(1)(h) (mais la
minoration n’est plus correcte en général.

Le principal théorème que nous voudrions présenter est
Théorème 2.2 .
Si le champ magnétique est constant et non nul. Alors tout état fondamental
normalisé de la réalisation de Neumann de Ph,A,Ω est localisé exponentiellement
lorsque h → 0 dans un voisinage des points de la frontière où la courbure est
maximale.

Avant d’esquisser la démonstration de ce théorème, il est utile d’analyser
quelques problèmes de référence.

3 Modèles à champ magnétique constant.

3.1 Préliminaires.

Considérons dans un domaine régulier Ω de IR2 la réalisation de Neumann
(ou de Dirichlet) de l’opérateur Ph,bA0,Ω avec

A0(x1, x2) = (
1
2
x2,−

1
2
x1) . (3.1)

Notons que, par réalisation de Neumann, on entend qu’on prend comme condi-
tion au bord :

ν · (h∇− ibA0)u = 0 on ∂Ω , (3.2)

et que c’est la condition naturelle rencontrée dans le problème de supraconduc-
tivité (comparer avec la troisième ligne de (1.2) ). On supposera b > 0 et on a
bien sûr une homogénéité dans le problème qui conduit à :

Ph,bA0 = h2P1,bA0/h . (3.3)

Par conséquent l’analyse semi-classique (à b fixé) est analogue à l’étude champ
magnétique intense (à h fixé), si le domaine est invariant par dilatation. On
désigne par µ(1)(h, b,Ω) et par λ(1)(h, b,Ω) les bornes inférieures des spectres
des réalisations de Neumann ou de Dirichlet de Ph,bA0 dans Ω. En fonction de
Ω, cela peut correspondre à une valeur propre (si Ω est bornée) ou à un point
du spectre essentiel (par exemple si Ω = IR2 ou si Ω = IR2

+). Ce sont ces deux
cas, qui, avec le cas du disque, vont attirer notre attention maintenant.
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3.2 Le cas de Ω = IR2.

Rappelons tout d’abord que :

µ(1)(h, b, IR2) = λ(1)(h, b, IR2) = hb . (3.4)

b est une valeur propre de multiplicité infinie.

Notons que dans le cas de Dirichlet, nous avons par monotonie la borne
inférieure :

λ(1)(h, b,Ω) ≥ λ(1)(h, b, IR2) = hb . (3.5)

Une telle minoration est fausse dans le cas de Neumann et cela rend le problème
plus intéressant.

3.3 Le cas de Ω = IR2
+

L’analyse dans IR2
+ = {(x1, x2) ∈ IR2|x2 > 0} est moins connue et jouera un

rôle important dans notre discussion.
Observons que, par construction de quasimodes et par (3.5) :

λ(1)(h, b, IR2
+) = hbλ(1)(1, 1, IR2

+) = hb . (3.6)

Considérons maintenant le cas de Neumann (et en parallèle le cas de Dirichlet).
Après quelques transformations élémentaires, il suffit d’analyser l’opérateur :

S̃ = D2
x2

+ (Dx1 − x2)2 , (3.7)

avec conditions de Dirichlet ou Neumann. Notons qu’on a maintenant la condi-
tionde Neumann standard sur x2 = 0.
Pour faire l’analyse spectrale de cet opérateur , on peut alors faire une trans-
formation de Fourier partielle :

Ŝ(t, σ,Dt) = D2
t + (σ − t)2 (3.8)

considéré comme un opérateur sur IR2
+ = {(t, σ) ∈ IR2 | t > 0} avec conditions

de Dirichlet ou de Neumann sur t = 0.
L’analyse spectrale est alors réduite à celle de la famille (paramétrée par σ)
d’opérateurs différentiels Ŝ(t, σ,Dt) considérés maintenant comme opérateurs
sur IR+ avec conditions de Dirichlet ou de Neumann en t = 0, et notés res-
pectivement HD,σ et HN,σ. Le spectre de Dirichlet de P1,A0 est alors obtenu
comme

Sp (PD1,A0
) = {λ ∈ IR+|∃σ ∈ IR s. t. λ ∈ Sp (HD,σ)} , (3.9)

et de même pour Neumann. Les valeurs propres de HD,σ et HN,σ sont locale-
ment décrites par des fonctions analytiques par rapport à σ non constantes. On
obtient donc un spectre continu (cf Reed-Simon, Vol. IV [ReSi]). L’analyse du
bas du spectre est la conséquence immédiate de celle de la plus petite valeur
propre de HD,σ ou HN,σ comme fonction de σ.
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Ici la réponse est très différente selon que l’on regarde Dirichlet ou Neumann.
Pour Dirichlet, la plus petite valeur propre λ̂(1)(σ) est monotone décroissante
de +∞ vers 1 lorsque σ va de −∞ à +∞.
Pour Neumann, la plus petite valeur propre µ̂(1)(σ) est monotone décroissante
de +∞ à 1 lorsque σ croit de −∞ à 0. On peut alors monter [DaHe] qu’il existe
un unique σ0 > 0 µ̂(1)(σ) décroit jusqu’à cette valeur

Θ0 := µ̂(1)(σ0) < 1 (3.10)

puis recroit vers 1 lorsque σ → +∞. De plus ce minimum est non dégénéré.
On obtient alors :

Proposition 3.1 .
Le spectre de Dirichlet dans IR2

+ est donné par :

Sp (PDh,bA0,IR2
+
) = [bh,+∞[ . (3.11)

Le spectre de Neumann dans IR2
+ est donné par :

Sp (PNh,bA0,IR2
+
) = [bΘ0h,+∞[ , (3.12)

avec
0 < Θ0 < 1 . (3.13)

Cette propriété que le bas du spectre de l’opérateur de Neumann est stric-
tement inférieur au bas du spectre de l’opérateur de Dirichlet va jouer un rôle
fondamental dans la discussion.

Notons que le cas du domaine Ω = IR+× IR+ a récemment été analysé dans
[Ja] et [Pan].

3.4 Le cas du disque.

Le cas de Dirichlet a été considéré par L. Erdös en liaison avec l’inégalité
isopérimétrique [Er]. En utilisant des techniques de [BoHe], on montre dans
[HeMor1] la proposition suivante qui est une légère amélioration du résultat de
L. Erdös.

Proposition 3.2 .
Lorsque R

√
b large, on a l’asymptotique :

λ(1)(b,D(0, R))− b ∼ 2
3
2π−

1
2 b

3
2R exp(−bR

2

2
) . (3.14)

Le cas de Neumann est traité dans l’article de Baumann-Phillips-Tang [BaPhTa]
(Theorem 6.1, p. 24) (cf aussi [PiFeSt]) qui démontrent la

Proposition 3.3

µ(1)(b,D(0, R)) = Θ0b− 2M3
1
R
b

1
2 +O(1) . (3.15)
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Ici nous rappelons que Θ0 est introduit en (3.10) et queM3 > 0 est une constante
universelle.

Un autre cas intéressant est le cas de l’extérieur du disque. On observe
d’abord que le bas du spectre essentiel est égal à b et on peut alors montrer
que, lorsque b est grand, il existe au moins une valeur propre en dessous de b.
On montre dans [HeMor1] que la formule ci-dessus pour la plus petite valeur
propre reste valable en remplaçant 1

R par − 1
R . C’est donc bien la courbure qui

apparâıt pour tous ces modèles.

4 Principaux résultats semi-classiques.

Dans le cas d’un ouvert borné régulier, le premier résultat est initialement du
à Lu-Pan [LuPa2] (pour le terme principal), amélioré dans [HeMor1] et concerne
des champs magnétiques généraux :

Théorème 4.1 .

µ(1)(h)
h

= min (Θ0b
′ , b) +O(h

1
2 ) . (4.1)

Ce théorème met en évidence deux situations selon que b < Θ0b
′ ou b >

Θ0b
′. Dans le premier cas, la condition aux limites est sans importance pour

déterminer les premiers termes de l’asymptotique du niveau fondamental. Si on
fait l’hypothèse additionnelle que B(x) admet un unique minimum en un point
z0 de Ω, qui de plus est dégénéré, pour un z0 ∈ Ω, alors en posant :

a = Tr
(

1
2
HessB(z0)

)1/2

, (4.2)

il est démontré dans [HeMor1] le théorème suivant qui complète des résultats
de [Mon] et [HeMo].

Théorème 4.2 .
Si A est C∞, alors il existe C > 0 tel que

−C h19/8 ≤ inf Sp (Ph,A,Ω) − [b+
a2

2b
h]h ≤ C h5/2 . (4.3)

La démonstration s’appuie, pour la majoration, sur des constructions de quasi-
modes et, pour la minoration, sur techniques voisines de celles de Melin. Au bout
du compte, on s’appuie sur la bonne connaissance du spectre d’un oscillateur
harmonique magnétique donnée par exemple dans [Mat]. Notons aussi qu’ il est
établi dans [HeMo] (cf antérieurement [Br] et [HeNo2]) que l’état fondamental
décroit exponentiellement en dehors des voisinages des points où B(x) = b.

Considérons maintenant le deuxième cas. Le premier résultat déjà observé
chez [PiFeSt] est le suivant.
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Théorème 4.3 Localisation dans le bord.
Supposons que la condition :

Θ0b
′ < b , (4.4)

soit satisfaite. Alors il existe C > 0, α > 0 et ν ∈ IR, tels que, si uh est un état
fondamental de PNA,h,Ω, alors :

expα
d(x, ∂Ω)
h

1
2

|uh(x)| ≤ C h−ν ||uh||L2 , ∀x ∈ Ω . (4.5)

Notons que la condition (4.4) est toujours satisfaite quand B est constant car
b = b′ et Θ0 < 1.

Le prochain résultat décrit la localisation à l’intérieur du bord .
Théorème 4.4 .
Soit

p(∂Ω) = {ω ∈ ∂Ω | B(ω) = b′} . (4.6)

Supposons que : Θ0b
′ < b. Alors, il existe α1 > 0 et, pour tout ε > 0, des

constantes C(ε) et h0(ε) telles que une fonction propre normalisée vérifie :

|| exp
α1d̃(z, p(∂Ω))

h
1
2

uh|| ≤ C(ε) exp
ε

h
1
2
, (4.7)

pour tout h ∈]0, h0(ε)]. Ici la “distance” d̃ est définie par :

d̃(z, p(∂Ω)) = d(z, ∂Ω) + χ(d(z, ∂Ω))d∂Ω(s(z)) , (4.8)

où d∂Ω est la distance d’Agmon associée dans le bord à la métrique
(B(s, 0)− b′)ds2.
Le prochain théorème est conjecturé par Bernoff-Sternberg [BeSt] (voir aussi
[LuPa3] et [PiFeSt]) et est obtenu sous sa forme complète dans notre travail
récent avec A. Morame [HeMor1]
Théorème 4.5 .
Si le champ magnétique est constant > 0, nous avons :

µ(1)(h) ∼ Θ0h− 2cmaxM3h
3
2 + 0(h

5
3 ) . (4.9)

où M3 est la constante universelle apparaissant dans le cas du disque.
La preuve de la majoration est basée sur la construction de quasimodes et
remonte (au moins formellement) à Bernoff-Sternberg [BeSt]. Des restes sont
proposés dans [LuPa1] et [PiFeSt]. Le meilleur reste pour la majoration dans
le cas général est proposé dans [HeMor1] (estimation en O(h

7
4 ). Dans les coor-

données adaptées, on utilise des fonctions de la forme :

u := φ(h−
1
2 t) exp−γh− 1

4 s2 · exp ih−1[Φ0(s, t) + h
1
2 Φ1(s, t)] (4.10)

Le résultat est bien sûr cohérent avec le résultat mentionné pour le disque et
discuté en (3.15). La minoration s’appuie sur des partitions de l’unité fines
([HeMor1]) et sera discutée au prochain paragraphe.

Le cas du champ magnétique constant (localisation de l’état fondamental)
est complété par le théorème 2.2.
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5 Partitions de l’unité et estimations d’Agmon

5.1 Préliminaires

Nous donnons dans ce paragraphe quelques éléments de la preuve des résultats
énoncés au paragraphe précédent. Nous ne nous attarderons pas sur la construc-
tion des quasi-modes et donnons des indications sur la minoration de la plus
petite valeur propre et sur la localisation de l’état fondamental. La minoration
repose sur une technique de localisation et la comparaison avec des modèles que
nous décrirons dans un paragraphe à part. La localisation s’appuie essentielle-
ment sur la technique des inégalités d’Agmon. Dans le cadre semi-classique, cette
technique fut principalement développée par Helffer-Sjöstrand [HeSj1], [HeSj4]
mais l’inspiration vint d’autres résultats dus en particulier à : Lithner, Agmon
[Ag], Simon [Si] et des résultats microlocaux de Sjöstrand (microhyperbolicité).
L’extension dans le cas avec champ magnétique est présentée dans [Br], [HeSj4],
[HeNo2], [HeMo].

Si dans le cas du problème de Dirichlet, l’inégalité (2.4) était le point de
départ de l’analyse de la décroissance, ce n’est plus possible pour le problème
de Neumann. On peut toutefois garder une partie de la stratégie suivie dans
[HeMo]. Nous supposerons toujours que B(x) > 0 dans Ω.

5.2 Localisation par des partitions de l’unité

Soit 0 ≤ ρ ≤ 1. Il existe C > 0 tel que, pour tout ε0 > 0 et tout h > 0, on
puisse trouver une partition de l’unité χhj vérifiant dans Ω,∑

j

|χhj |2 = 1 , (5.1)

∑
j

|∇χhj |2 ≤ C ε−2
0 h−2ρ , (5.2)

et
supp(χhj ) ⊂ Qj = B(zj , ε0 hρ) , (5.3)

où B(c, r) désigne la boule dans IR2 de centre c et de rayon r. En outre :

ou bien suppχhj ∩ ∂Ω = ∅ , ou bien zj ∈ ∂Ω . (5.4)

En fonction de ces deux cas, on peut décomposer la somme dans (5.1) sous la
forme : ∑

=
∑
int

+
∑
bd

,

où “int” (resp. “bd ”) réfère aux j tels que zj ∈ Ω (resp. tels que zj ∈ ∂Ω) .
Le second point est d’implémenter cette partition dans l’expression de l’énergie :

qNh (u) =
∑
j

qh(χhj u)− h2
∑
j

|| |∇χhj |u ||2 , ∀u ∈ H1(Ω) . (5.5)
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Ici qNh (ou qNh,A) désigne la forme quadratique :

qNh,A(u) =
∫

Ω

|h∇u− iAu|2 dx . (5.6)

5.3 Minoration

Selon les boules, on va utiliser l’estimation pour (et la comparaison avec) les
modèles dans IR2 ou IR2

+. On voit apparâıtre deux types d’erreur. Celles liées à
l’approximation (d’autant meilleures qu’on est très localisé) et celles dues à la
localisation (d’autant meilleures qu’on est peu localisé). Par exemple, on a :

h2
∑
j

|| |∇χhj |u ||2 ≤ C h2−2ρ ε−2
0 ||u||2 . (5.7)

Ceci mesure le prix à payer lorsqu’on localise dans des petites boules. En parti-
culier, on perd trop si ρ > 1

2 . On peut maintenant utiliser le résultat concernant
le demi-plan pour obtenir :

qh,A(χhj u) ≥ (1−Ch2θ−Cε0hρ)hΘ0

∫
B(zj)|χhj u|2 dx−C h4ρ−2θ||χhj u||2 . (5.8)

En recollant les estimations et en optimisant les choix de ρ, θ et ε0, on obtient,
avec ρ = 3

8 , θ = 1
8 , ε0 = 1 :

qh,A(u) ≥
(
min(b,Θ0b

′)h− Ch
5
4

)
||u||2 . (5.9)

Ce résultat n’est pas optimal. Il est en fait montré dans [HeMor1], en estimant
mieux les restes dans le cas où u est l’état fondamental, un reste en O(h

3
2 ), pour

µ(1)(h).

5.4 Décroissance par rapport à la distance au bord.

Pour le contrôle de la décroissance en dehors de ∂Ω, il est plus avisé de
prendre ρ = 1

2 , θ = 1
8 et ε0 grand. On obtient, en utilisant (2.4) quand c’est

possible, la proposition :

Proposition 5.1 .
Il existe C et h0 tels que, pour tout ε0 > 0, il existe C(ε0) tel que, pour h ∈]0, h0],
on ait l’inégalité :

qh,A(u) ≥ h
∑
int

∫
B(x)|χhj u|2dx

−C(ε0)h
∑
bnd

∫
|χhj u|2 dx

−Ch
ε20

∑
int

∫
|χhj u|2dx .

(5.10)

pour tout u ∈ H1(Ω).
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Rappelons maintenant l’identité à la base des inégalités d’Agmon. Si Φ est
réelle, Lipschitzienne et si u est dans le domaine de la réalisation de Neumann
de Ph,A, on a (par une simple intégration par parties) :

Re 〈Ph,Au, exp 2Φ

h
1
2
u〉

= Re 〈(hi∇−A)u, (hi∇−A) exp 2Φ

h
1
2
u〉

= 〈(hi∇−A) exp Φ

h
1
2
u, (hi∇−A) exp Φ

h
1
2
u〉 − h|||∇Φ| exp Φ

h
1
2
u||2

= qh[A](exp Φ

h
1
2
u)− h|||∇Φ| exp Φ

h
1
2
u||2 .

(5.11)

Si on applique cette inégalité avec u = uh un vecteur propre associé à la plus
petite valeur propre µ(1)(h), on obtient :

µ(1)(h)|| exp
Φ
h

1
2
u||2 = qh,A(exp

Φ
h

1
2
u)− h|||∇Φ| exp

Φ
h

1
2
u||2 . (5.12)

Il ne reste plus qu’à réimplémenter l’inégalité précédente dans cette dernière
conjuguée à une majoration relativement faible de µ(1)(h) (obtenue préalablement
par construction de quasimodes). La méthode marche (sans chercher l’optima-
lité) en prenant Φ(x) = αmax(d(x, ∂Ω), h

1
2 ), où α > 0 assez petit et ε0 est

choisi assez grand. On obtient en effet un contrôle de
∑
int

∫
| exp Φ

h
1
2
χhj u|2dx

par C
∑
bnd

∫
| exp Φ

h
1
2
χhj u|2 dx, et cette dernière quantité est majorée par la

quantité C
∫
d(x,Ω)≤C

√
h
|uh|2dx.

5.5 Décroissance dans le bord due à la variation du champ.

Nous nous contentons ici d’indiquer quelques éléments de la démonstration.
Nous supposons toujours que θ0b′ < b et faisons l’hypothèse assez générique que
la restriction de B à ∂Ω n’a que des minima non dégénérés. L’étude précédente
(cf (5.8) ) avec le choix de ρ = 3

8 et θ = 1
8 .

qNh,A(u) ≥ h
∑
int

∫
B(x)|χhj u|2dx

+(1− Ch
1
4 )hΘ0

∑
bnd

∫
B(zj)|χhj u|2 dx

−C h 5
4

∑
bnd ||χhj u||2

−Ch 5
4

∑
int ||χhj u||2 .

(5.13)

Appliquée à u = exp Φh

h
1
2
uh, cette inégalité donne :

0 ≥ h
∑
int

∫ (
B(x)−Θ0b

′ − Ch
1
4 − |∇Φ|2

)
|χhj exp Φh

h
1
2
u|2dx

+(1− Ch
1
4 )hΘ0

∑
bnd

∫ (
B(x)− b′ − C h

1
4 − |∇Φ|2

)
|χhj exp Φh

h
1
2
u|2 dx .
(5.14)

Avec le choix de Φ = χ(t)φ(s), où φ = α1 d∂Ω, α1 est suffisamment petit et χ(t)
localise près de la frontière, nous obtenons :

0 ≥
∑
bnd

∫
(B(s, 0)− b′ − Ch

1
4 − C|φ′(s)|2)|χhj exp

Φ
h

1
2
uh|2 dx . (5.15)
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Cela conduit à l’existence, pour tout ε > 0, de Cε > 0 telle que :∫
d(x,∂Ω)≤C h

3
8

| exp
Φ
h

1
2
uh|2 dx ≤ Cε exp

ε

h
1
2
||uh||2L2 . (5.16)

Ceci termine pour l’essentiel la démonstration du théorème 4.4.

5.6 Décroissance au bord due aux effets de courbure

Bien sûr, ces estimations sont insuffisantes pour traiter les théorèmes 4.4 et
4.5 lorsque B = const. > 0. Il ne suffit plus d’approcher par le modèle dans IR2

+.
Dans le cas convexe, l’approche par le modèle du disque est meilleure. Dans le cas
général, on doit travailler au voisinage du bord dans les coordonnées spéciales,
où l’opérateur prend la forme :

(hDx−A)2 = a−1[(hDs− Ã1)a−1(hDs− Ã1)+(hDt− Ã2)a(hDt− Ã2)], (5.17)

où a(w) = 1−tc(s), c(s) désigne la courbure et le nouveau potentiel magnétique
Ã vérifie

Ã1 ds+ Ã2 dt = A1 dx1 +A2 dx2 .

De plus, après changement de jauge, on peut supposer que Ã1 = 0 dans un
voisinage de ∂Ω.

Après analyse semi-classique, il apparait un potentiel électrique qui crée
la localisation dans le bord et qui est essentiellement −h 3

2 c(s). Dans le même
esprit que précédemment, on montre alors une décroissance en exp− ψ

h
1
4

où ψ

est définie sur ∂Ω et lié à la métrique d’Agmon sur le bord (cmax−c(s))ds2. Ceci
nécessite en particulier une étude fine avec des contrôles des restes en o(h

3
2 ),

travaille établi en [HeMor1].

6 Résultats récents en dimension 3

Le cas de la dimension 3 n’a été abordé que très récemment par [LuPa5]
qui ont établi les résultats présentés ici. La démonstration s’appuie sur une
longue étude de modèles dont nous montrerons dans [HeMor2] qu’elle peut être
simplifiée. Nous en esquissons quelques éléments ici. L’étude commence comme
pour la dimension 2 par l’étude de modèles. Moyennant une partition de l’unité,
on imagine bien qu’on va utiliser un modèle pour les boules intérieures qui est
l’opérateur de Schrödinger avec champ magnétique constant dans IR3 et une
famille de modèles correspondant aux boules rencontrant le bord.
Si on considère le modèle à champ magnétique constant :

P (h,~b) := h2D2
x1

+ (hDx2 −B3x1)2 + (hDx3 −B2x1 −B1x2)2 ,

il est bien connu que dans IR3, le spectre est donné par [β,+∞[ où

β =
√∑

i

|Bi|2 .
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Dans le cas de la réalisation de Neumann dans {x1 > 0}, la situation est plus
amusante. On peut toujours après changement d’échelle se ramener au cas où
β = 1, mais l’estimation du bas du spectre dépend alors de l’angle ϑ que fait
le champ magnétique avec la normale au plan x1 = 0. Le problème se réduit
d’abord, après une rotation respectant le plan {x1 = 0}, à :

L(ϑ,Dt) = D2
x1

+D2
x2

+ (Dt − cosϑx1 − sinϑx2)2 .

puis, après transformée de Fourier partielle, devient :

L(ϑ, τ) = D2
x1

+D2
x2

+ (τ − cosϑx1 − sinϑx2)2 ,

dans x1 > 0 avec condition de Neumann en x1 = 0.
Si on remarque que le bas du spectre est donné par :

σ(ϑ) := inf Sp (L(ϑ,Dt) = inf
τ

(inf Sp (L(ϑ, τ))) ,

on démontre que cette fonction est continue, décroissante sur [0, π2 ] de 1 à Θ0.
C’est donc lorsque le champ magnétique est parallèle au plan {x1 = 0} que

le bas du spectre est minimal. Il s’agit là d’une affirmation bien connue des
physiciens dès les années 60 mais qui n’avait pas été démontrée.

Cette étude conduit alors au théorème suivant :
Théorème 6.1 Dans le cas où le champ magnétique est constant, l’état fon-
damental est localisé près des points du bord où le plan tangent est parallèle au
champ magnétique.
Le théorème est obtenu par [LuPa5]. Un cas typique est celui de l’ellipsoide :
αx2

1 + βx2
2 + γx2

3 ≤ 1. L’ensemble en question est l’intersection du bord de
l’ellipsoide avec le plan : αx1B1 +βx2B2 + γx3B3 = 0. Même s’il y a un certain
nombre de cas considérés dans [LuPa5], il reste à préciser, dans l’esprit du
théorème 2.2 la localisation en tenant compte de la variation d’une courbure à
définir.

7 Conclusion

La question de la localisation effective lorsqu’il y a plus d’un point de cour-
bure maximale reste ouverte. On retrouve là les questions analogues à celle de
l’étude des problèmes de multipuits pour l’équation de Schrödinger que nous
avions traités avec J. Sjöstrand [HeSj1]-[HeSj3].

Comme résultat de l’analyse présentée ici, notons que le problème extérieur
est également intéressant. Dans la limite semiclassique, il apparait dans un in-
tervalle [Θ0 b h+O(h

3
2 ) , h b[, un spectre de Neumann discret correspondant à

des états localisés au bord.
Comme suggéré par J. Sjöstrand (et semble-t-il utilisé dans les travaux

numériques de K. Hornberger et U. Smilansky [HoSm]), il serait intéressant
de développer une théorie systématique de restriction du problème au bord.

Finalement, nous avons montré dans les résultats présentés en introduction
que les techniques de [HeMor1] s’adaptaient bien au cas non-linéaire et don-
naient de bonnes informations sur la nucléation.
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