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Limite incompressible des équations d’Euler
non isentropiques

Guy Métivier, Université de Rennes [
Steven Schochet, Tel Aviv University

1 Introduction

Dans cet exposé on s’intéresse au comportement lorsque le nombre de Mach tend vers 0,
des solutions du systéme des équations d’Euler de la dynamique des fluides compressibles

op+u-Vp+ pV-u =0,
(1.1) p(Owu+u-Vu) + Vp =0,
8tS+ u-VS = O,

ol p est la densité, p la pression, u la vitesse et S 'entropie. Ces variables sont reliées par une
équation d’état p = R(p,S). On suppose toujours que 1/c¢> = OR/dp > 0, ¢ étant la vitesse
du son. Par exemple, pour les gaz parfaits, p = pt/7e=5/7. Le nombre de Mach est le rapport
u/c, qu’on suppose uniformément petit, d’ordre €. On pose u = v et on met les échelles de
temps et d’espace en accord avec ce choix soit en changeant les longueurs en y = z/e, soit
en changeant le temps en s = et. En appelant (p,v,S) les inconnues et (¢,z) les nouvelles
variables, les équations s’écrivent

AOp+v-Vp + dive =0,
p (0w +v-Vu) + 6%Vp =0,
oS +v-VS =0,

1 9R

avec A = T On symétrise ces équations en posant p = p + ep1 ou p est une constante. Il
est agréable d’introduire g tel que p = pe®?. Les équations s’écrivent alors sous la forme

a(Owg +v-Vq) + %divv =0,
(1.2) r (O +v- Vo) + %Vq =0,
oS +v-VS =0,

ou a = A(S,eq) et r = R(S,eq) sont des fonctions régulieres strictement positives données.
On s’intéresse ici aux solutions réguliéres de (1.2). On envisage deux problemes :
P1 : I'existence des solutions sur un domaine indépendant de &,
P2 : le comportement des solutions lorsque € tend vers zéro. En particulier, on veut les
comparer aux solutions du systeme incompressible

(1.3) {r(@tv—kv‘V?})%—VW:O, dive = 0,

oS +v-VS =0, r=TR(S,0)
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On se limite ici a considérer les équations sur un domaine D qui est soit I’espace entier
R?, soit un tore T?. Des extensions sont possibles.

L’existence de solutions réguliéres de (1.2) sur un domaine indépendant de &, pour des
familles de données initiales uniformément bornées dans H*(D), s > 1 + d/2, est connue
dans le cas isentropique (S constant) (cf [KM1] [KM2]) et dans le cas de données initiales
préparées, c’est-a-dire telles que divu(0) = O(e) et Vg = O(e) (cf [Schl])

La convergence des solutions de (1.2) vers les solutions de (1.3) est connue dans RY dans
le cas isentropique (cf [KM1] [KM2] lorsque les données sont préparées et [Asal [Uka] [Isol]
[Iso2] [Iso3] dans le cas général ou apparait une couche initiale). Le cas des données initiales
préparées pour les équations avec entropie est traité dans [Schl]. Le cas isentropique sur
D = T¢ est un champ d’application de 'optique géométrique faiblement nonlinéaire ot 1’on
peut trouver des développement asymptotiques des solutions ([JMR], [Sch3]).

Le but du travail présenté ici est d’étudier le cas de données initiales générales pour le
systeme avec entropie. Il faut noter que l'introduction de I’entropie change profondément la
nature du probleme. En effet elle rend le probleme instable (cf paragraphe 2). Il est donc
tout-a-fait remarquable qu’on puisse néanmoins obtenir des résultats d’existence de solutions
fortes et de convergence. On présentera d’abord les résultats d’existence dans R? et T¢ et de
convergence dans R? démontrés dans [MS]. On s’intéressera ensuite a 1’étude du comportement
des solutions périodiques. Ce probleme pose énormément de questions nouvelles et on donnera
quelques éléments de réponse. En particulier, il n’est pas toujours vrai, méme en dimension
un, que les solutions de (1.2) convergent vers des solutions de (1.3). Le probleme se pose
en fait comme un probléeme de moyennisation (comportement ergodique) pour un systeéme
dynamique en dimension infinie. Par analogie avec I’étude des systémes en dimension finie,
on montrera que 'on est amené naturellement a se restreindre a 1’étude du comportement
générique des solutions.

2 Existence
L’instabilité créée par ’entropie se voit sur probleme modele suivant :

1
0, —0yu =0,
(2.1) oou + - U

0y0 + a(u)dyo = 0.

On ne s’intéresse qu’a des solutions o > 0. Si S = ¢ est constant, la solution est u(t,x) =
u(0,z—t/(e0)) et on voit que des variations de taille § de o produisent des variations de taille
1 pour u en temps t = O(g/6). De facon équivalente, le linéarisé de (2.1) autour de (u, o) est

2.9 o+ éa_r@ +odu=f,

et comme Owu est d’ordre 1/¢, il n’y a pas d’estimations uniformes en € pour les solutions de
(2.2). Néanmoins, on a des estimations uniformes en norme H? pour les solutions de I’équation
non linéaire (2.1). Pour des données initiales bornés dans H*®, on montre qu’il existe T et M
tels que

(2.3) vt [0,T], Nu@las + llo@llas + (100 (@) g < M.
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La deuxiéne équation permet d’estimer ||o||gs et ||0po | gs—1 par ||ul|gs. On estime ||u|| s par
llollzs et |00 rs—1 en commutant la premiere équation non pas aux dérivations 9%, qui font
apparaitre le lindarisé (2.2), mais aux opérateurs DF := (%&T)k ce qui élimine le mauvais
terme ¢pu, le commutateur [0y, D*] étant controlé par I'estimation de ;0.

Une analyse analogue est valable pour le systéeme (1.2). Le role de u est tenu par les
composantes acoustiques (g, divv) et le role de o par les composantes (S, rot(rv)).

Théoréme 2.1. Soit s > 1+ d/2 et My > 0. Il existe T > 0 et g9 > 0 tels que pour toute
famille de données initiales (v°(0),¢%(0),5%(0)) € H*(D), € €]0,¢e0], vérifiant

(2.4) (0,47 (0), 5%(0) | o ) < Mo

le probléeme de Cauchy pour (1.2) a une unique solution (v¢,q%,S%) € C°([0,T); H*(D)). De
plus, il existe M tel que pour tout t € [0,T] et tout € €]0,&¢] on a

1% (8), 6%, SOl oy < M 0S5O gy < M,

(2.5)
Hf)t I‘Ot{rf(t)vp(t)}HHs_Q(D) < M.

On renvoie a [MS] pour une démonstration détaillée.

3 Convergence dans R?

Pour le modele (2.1), I'analyse des caractéristiques montre que le “support” de u® part a
I'infini & une vitesse ~ 1/¢ et donc que u® converge fortement vers 0 sur tout compact. On a
le méme phénomene pour les solutions de (1.2).

Théoréme 3.1. Soit (v°(0),¢%(0), S%(0)) une famille de données initiales dans H*(RY) vérifiant
(2.4) et convergeant vers (v*,q*,S*) dans H*(R?) lorsque € tend vers 0. On suppose en outre
qu’a Uinfini

(3.1) 5% ()] = O(j2|*7%),  [VS*(2)| = O(|=|7>7°)

ot 6 > 0. Alors les solutions (v°,q%,S%) données par le Théoréme 2.1 convergent forte-
ment dans L*([0,T]; Hy (R%)) pour tout s' < s, vers (v,S,0) € C°([0, T], H*(R%)), oi (v, S)
lunique solution du probléme incompressible (1.3) avec données initiales (w*,S*) ot w* est

l'unique solution de
(3.2) divo(0) =0, rot(r*w®) =rot(r*,v*), avec r*=R(S*,0).

Pour la preuve, on utilise d’abord les estimations uniformes (2.5) qui impliquent qu’on
peut extraire une sous suite, toujours notée ¢, tendant vers 0 et telle que pour tout s’ < s,

5¢ =S dans  C°(H;)
(3.3) (g%, v%) — (¢, v) dans  L*([0,T], H®) faiblex
rot(rfv®) — rot(rv) dans CO(HZS;C_I)
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En multipliant les deux premieres équations de (1.2) par ¢ et en passant a la limite au sens
des distributions, on obtient

(3.4) Vqg=0, divv=0.
Comme g € L*°(H?®), on a ¢ = 0. En passant a la limite faible, on obtient aussi
(3.5) oS +vVS =0,
L’étape principale consiste & montrer la convergence forte des composantes acoustiques.

Proposition 3.2. (¢%,v°) converge vers (0,v) dans L*([0,T), HY

loc

(RY)) pour tout s’ < s.

Les estimations H® donnent la compacité locale en z. Il s’agit de controler les oscillations
en t. L’idée est que les composantes acoustiques (¢°, dive®) vérifient une équation d’ondes

(3.6) £20y(a*0p°) — div(%VgﬁE) = e f°.

Ces ondes se propagent a vitesse ~~ %, et elles partent donc a 'infini apres une couche initiale
mince. De fagon précise, la proposition découle du résultat suivant.

Proposition 3.3. Soit ¢° une suite bornée dans C°([0,T], H*(R?)) telle que f¢ est borné
dans C°([0, T, L3(R%)). Alors, ¢° converge fortement vers zéro dans L*([0,T], L? (R)).

loc

Lorsque les coefficients a® et r¢ sont constants, ce qui est le cas pour les équations d’Eu-
ler isentropiques, la décroissance vers zéro de 1’énergie locale se déduit des estimations de
Strichartz ou de Morawetz. Pour des équations a coefficients qui ne dépendent que de x et
convergent vers des constantes a I'infini comme dans (3.1). En termes spectraux, la conver-
gence vers zéro de ’énergie locale résulte dans ce cas du fait que 'opérateur

1 1
(3.7) adlv(rv)
n’a pas de valeurs propres (cf par exemple [LP], [RS]).

Pour (3.6), la difficulté est que les coefficients dépendent du temps et de e. Néanmoins,
par (3.3), les coefficients a° et r° convergent fortement dans C°([0,T], H} ).

Pour étudier les oscillations en temps de ¢°, on introduit les mesures microlocales de
défaut de la suite ¢°, considérée comme suite bornée dans L?([0, T & valeurs dans 1’espace de
Hilbert H = L?*(R%) (cf [Gér]). Une maniere d’introduire cette notion est de considérer une
transformation en paquets d’ondes en temps

1 .
(3.8) °(t, 1,2) = 37i /ez(t“’)T/E(ts)Q)/E Xe(s) 9 (s,x) ds.

(2me)
oll xe € C3°([0,T]) vaut 1 sur [y, T — /2] et a des dérivées & x. en O(¢79/2). Quitte &
extraire une sous-suite, on montre (cf [Gér]) qu’il existe une mesure de Radon p sur R? et une
application M € L'(R% L., ), ot L est I'ensemble des opérateurs & trace, autoadjoints et
positifs ou nuls dans H, tels que pour toute application A, continue & support compact dans
R? et & valeurs dans I’espace des opérateurs compacts dans H, on a

(3.9) /(A@E)(t, T,x) ®e(t, 7, x) dtdrde — /tr(A(t, T)M(t, 7)) p(dt,dr) .
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On peut aussi voir que le noyau M (t, 7;z,y) de M (t,7) est la transformé de Fourier en s des
corrélations données par les limites faibles de

¢°(t +e5/2,2) 9°(t — €5/2,y)

Une propriété générale des mesures microlocales de défaut est qu’elles sont annulées par le
symbole principal de I’équation. Ici, en désignant par a(t) et r(t) les opérateurs de multipli-
cation par a(t,-) = A(S(t,-),0) et r(t,-) = R(S(¢t,),0), on obtient

1
(3.10) a(t)T*M(t,T) —i—div(@V)M(t,r) =0, ppp.
Suivant [RS] [Hor], on a
Proposition 3.4. Si a et b vérifient pour tout x € R?

a(z) > ¢, la(x)—a <CL+[z))7°, |Va(z)] < CO1+[z)7*7,
b(z) > ¢, |b(a)—b <CO+ |27, |Vb(z)| <O+ [a]) 7>,
ou ¢, C, a etb sont des constantes strictement positives, alors pour tout T € R, le noyau de
at? 4+ div(bV) dans L*(RY) est réduit a {0}.
Les conditions (3.1) sont propagées par ’équation de transport (3.5) et les coefficients
a(t) et 1/r(t) vérifient les hypotheses de la proposition. On tire de (3.10) que M = 0. Cela
implique que pour tout h € L*(RY), la suite [ ¢°(¢, z) h(x) dz converge fortement vers 0 dans

L%(]0,T)). Cela donne la compacité en t. Comme la suite ¢¢ est bornée dans L°>°(H?), on a
déja la compacité locale en x et la Proposition 3.3 suit.

4 Le cas périodique

Revenons au probléeme modele (2.1) dans le cas périodique. Il n’y a plus décroissance
locale. Au contraire on observe un phénomene de moyennisation. Pour des données initiales
convergeant fortement vers (u*,c*), la solution o° converge fortement vers la solution de

o+ a"d,0 =0, o(0)=0",
ott la valeur homogénéisée a” est donnée par

h_ Jalw @) (@) dv

Jo*(z)dx
De plus, u® converge faiblement vers
u't = .
[ o*(z)dx

L’analogue de (1.3) donnerait une vitesse a™¢ = a(u™*) différente en général de la vitesse
homogénéisée a”. Ce phénomene d’homogénéisation n’a rien d’exceptionnel, mais il montre
qu’il n’y pas pas de raison pour que les limites des équations faiblement compressibles (1.2)
vérifient les équations incompressibles (1.3).
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On se donne une famille de données initiales (v¢(0), ¢(0), S%(0)) dans H*(T¢) qui vérifient
(2.4) et convergent vers (v*,q*,S*) dans H*(T?) lorsque ¢ tend vers 0. On note (v°,¢%, S%)
les solutions données par le Théoreme 2.1. Les estimations uniformes (2.5) sont satisfaites et,
quitte & extraire une sous suite, on peut supposer que pour tout s’ < s,

S — 8 dans  CY(HY)
(4.1) (g%, v%) — (q,v) dans  L*([0,T], H®) faiblex
rot(rfv®) — rot(rv) dans CO(H* 1)

On a encore

(4.2) Vqg=0, divv=0,
(4.3) S +vVS =0.

Pour passer a la limite dans I’équation des vitesses, on décompose v en composante incom-
pressible et composante acoustique :

(4.4) V¢ =g+ T%Vha avec diveg = 0.

On note que I'opérateur {div(r~'V)}~! est bien défini sur les fonctions de moyenne nulle et
la famille A est bornée dans C°([0, T]; H*+1(T%)). En outre, (4.1) implique que

(4.5) v —v dans C°([0,T],H*), & <s.

L’équation (1.2) implique que V(ed:h® + ¢°) = O(e) et

0 = rot (ra((?t + 'UEV)UE) = rot((@t + V) (rfv°) — eb® (0" + UEVqE)W) ,

avec b° = B(S,eq), et B := %—7;. Les coefficients r° et b° et les termes quadratiques en vg
convergent fortement. Les termes bilinéaires en v§ et VA® convergent faiblement vers 0. On
en tire que

r0t<(8t+vV)(Tv) + 5) =0,
our = Roy(S), a=A(S), b=DBy(S):=B(S,0) et
b
2r
kM = lim [ed;hf]? et k2 := lim | VA|%.

£:=——vil 4 iV/i(z) ,
2r
En introduisant une pression 7 et en utilisant (4.5), on écrit I’équation sous la forme
(4.6) r(Qw+v-Vo) + &+ Vr =0, dive=0.
Les données initiales se déduisent des convergences fortes
(4.7) S(0) =5, v(0)=w"

ou w* est I'unique solution de divw* = 0, rot(r*w*) = rot(r*v*) avec r* = R(S*,0).

Dans le cas isentropique S et donc 7, a and b sont constant et £ = V7'. Dans ce cas, (4.6)
est équivalent a (1.3). Mais dans le cas général, £ n’est pas un gradient et on a besoin d’une
équation supplémentaire pour clore le systeme (4.3) (4.6).
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On peut considérer (1.2) comme un systéme dynamique & deux échelles de temps :

{ edu = A(S)u+eQ(S)(u,u)

(4.8) 8,8 = F(S)u,

ouu = (v,q) et A(S) est un opérateur linéaire & spectre purement imaginaire, F'(S)u un terme
linéaire en u et Q(S)(u,u) un terme quadratique en u. Le comportement asymptotique des
solution dépend de phénomenes de moyennisation dans ’échelle de temps rapide t/e. Dans
un premier temps, on peut s’intéresser aux systemes (4.8) en dimension finie, en comptant
sur les estimations uniformes (2.5) qui assurent la compacité en x, pour étendre les résultats
a la dimension infinie. Toute une littérature est consacrée a ce type de probléme (voir par
exemple [Ano] [Nei] [LM]), en particulier pour des systémes

(4.9) eup =w(l) +eg(l,p),  9(0) =",
' o0l = f(I,¢), 1(0) = I*,

posés dans les variables actions-angles (I, ¢) du systeme €0:p = w(I), 0:1 = 0. Ici, ¢ prend
ses valeurs dans un tore T™. On compare la solution (1%, ¢°) de (4.9) a la solution de

(1.10) oL = (1) = oz [ I09)de, 10) =1

Dans ce contexte, sous des hypotheses génériques de non résonace, on montre que pour presque
toute donnée initiale (I*, p*), I° converge vers la solution de (4.10).

Dans cet esprit, on peut voir (4.8) comme une perturbation de

(411) e&gu = A(S)’LL, 8tS = 0,

dont les solutions sont S constant et u = et4(5)/y. On en déduit les variables “actions-angles”

naturelles. Supposant pour simplifier que A est antisymétrique, les actions sont Iy = Ilgu,
I; = |(u,¢js)|, ou I'on note IIy(S) le projecteur spectral sur ker A(S) et ¢; g les vecteurs
propres de A(S) associés aux valeurs propres non nulles. Les angles sont ¢; = arg(u, ¢;s).
Ces variables ne sont pas définies globalement et peuvent étre tres singulieres au voisinage
des points ou la multiplicité des valeurs propres de A(S) change. En particulier, la réduction
de systemes (4.8) a la forme (4.9) ne peut étre faite qu’au voisinage de points ou le long de
trajectoires ou le spectre de A est de multiplicité constante. Dans ce cas, I’évolution de u®(¢)
est asymptotiquement diagonalisée dans la résolution spectrale de A(S(t)) (voir les théoremes
adiabatiques pour (4.11) avec S dépendant du temps, cf par exempe [Kat]). Par ailleurs, il
est connu que le croisement de valeurs propres est la source de difficultés considérables. Pour
I’ équation
e = A(S°(t))u®

avec S° — S, lorsque deux valeurs propres de A(S(t)) se croisent en g, la limite de |u®|* peut
dépendre non seulement de S mais aussi de la maniere dont S¢ approche S (voir les formules
de Landau-Zener [Hag] [Joy]). Il se peut méme que la limite dépende du choix de sous-suites €
tendant vers zéro. Cela semble indiquer que si le spectre de 'opérateur d’onde (3.7) ne garde
pas une multiplicité constante, le terme £ de (4.6) n’est pas uniquement déterminé par les
limites (v, S) et donc qu’il n’y a pas de systeme clos d’équations pour (v, S, ).

La premiere question est donc de savoir si le spectre de A reste de multiplicité constante
au voisinage d’une trajectoire générique de (4.8). On fait alors la remarque suivante :

a|2
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Remarque 4.1. Dans l’ensemble des matrices antisymétriques de rang donné, le sous en-
semble des matrices qui possédent au moins une valeur propre mon nulle multiple est de
codimension deuz.

Dans cet ordre d’idée, on montre que ’hypothese suivante est vérifiée pour des approxi-
mation de dimension finie (1.2) par troncature des séries de Fourier.

Hypothése 4.2. Dans l’ensemble A de toutes les matrices A(S) la dimension de ker A(S)
est constante et le sous-ensemble Ay des matrices qui possédent au moins une valeur propre
non nulle multiple et de codimension deux.

Sous cette hypotheése on peut espérer que les trajectoires génériques évitent Ay et en
déduire des théoremes de convergence pour presque toute donnée initiale. On précise cette
idée au paragraphe suivant et on verra ensuite un début d’application & 1’étude de (1.2).

5 Modeles en dimension finie

Considérons I’équation (1.2) sur le domaine D = [0, L] x ... x [0, Lg] avec des conditions
aux limites périodiques. On suppose ici que le coefficient A est constant, comme dans le cas
des gaz parfaits. Pour simplifier, on suppose en outre que R de dépend que de S et on prend
o = 1/r comme inconnue & la place de S. On note E,, 'espace des polynoémes trigonométriques

E U™, avec U_q = Ugy,

sup |aj|<n

oil les indices a sont dans Z? et & = (2way/L1,...,27a/Lg). On note P, la projection
orthogonale dans L? sur E,. On consideére alors 'approximation suivante de (1.2)

1
0q +Pp(vVq) + gdivv =0,

1
(5.1) O+ Pu(vV0) + = Pa(0' V) = 0,
oo + P (vVo) = 0.
Cet exemple conduit a s’intéresser plus généralement aux systemes de la forme (4.8) ou
S — A(S) est C* de O C R™ dans 'espace des matrices réelles N x N, F' est une matrice

nx N,C®en S cOetQS;-,-) une application bilinéaire sur RV x RV, C* en S. Pour
garantir 'existence des solutions, on suppose que le systeme est suffisamment conservatif.

Hypothése 5.1. Il existe une matrice ¥(S) définie positive et C* en S € O, telle que
Y(S)A(S) est antisymétrique. De plus, ker A(S) est de dimension constante.

On note ®°(¢, Sp, up) la solution of (4.8) issue de (Sp,up) at=0. On a
Proposition 5.2. Soit B une boule fermée contenue dans O x RN. Il existe T > 0, €9 > 0

et une boule fermée B' D B, contenue O x RN, telle que le flot ®¢(t) est défini pour € €0, &
ett €[0,7], de B dans B'.
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Dans la suite, B, B’ et T > 0 sont fixés. On introduit aussi des boules fermées B, C RV
and Bs in O telles que B’ C Bs x B,.

L’hypothese 5.1 implique que A\g = 0 est une valeur propre de A(S) de multiplicitité
constante x. On note IIy(.9) le projecteur spectral sur ker A(S). Les valeurs propres non nulles
de A(S) sont purement imaginaires et deux & deux conjuguées. On les note {i\;(S)}1<|jj<n’,
avec N = (N — k) /2. Elles sont répétées selon leur multiplicité et rangées en ordre croissant.
En particulier, A; > 0 pour j >0 et A_; = —A;.

Hypotheése 5.3. i) A et F sont des fonctions analytiques réelles sur O et O est connezxe.
ii) L’ensemble E des S € R™ tel que A(S) a au moins une valeur propre non nulle multiple,
qui est un ensemble analytique d’apres i), est de codimension au moins 2.
iii) Pour tout triplet d’entiers strictement positifs (j, k,1), la fonction N\j — A\ — N qui est
réelle analytique sur Q@ := O\E, n’est pas identiquement nulle.

La principale motivation pour 'introduction de ces hypotheses vient du résultat suivant.

Théoreme 5.4. On suppose que m > 2n et que les réels Lj_4 et Lj_2Ll;2 sont indépendants
sur Q. Alors le systeme (5.1) vérifie les Hypotheses 5.1 et 5.3..

Les restrictions ne sont probablement que techniques, mais 1’analyse du spectre de A(S)
est assez délicate en général. Dans I'Hypotheése 5.3, le point crucial est ii). C’est lui qui
permet de montrer que sur les trajectoires génériques les valeurs propres non nulles A;(S(t))
restent simples. La condition de non résonance iii) est I’analogue exacte de la condition de
non dégénérescence utilisée dans [Ano| [Nei] (cf [LM]). On notera toutefois que s’il y avait une
résonance \; — Ay — A; = 0, il suffirait de I'inclure dans la description du systeme moyenné,
comme on le fait d’habitude en optique géométrique (cf le cas isentropique [Sch3| et [JMR]).

Soit (uf(t),S%(t))une famille de solutions de (4.8) de données initiales (u®(0), S(0)) € B
convergeant vers (u*,S*). Alors 0;5° et 0 I1p(S%)u® sont bornés. Quitte & extraire une sous
suite, on peut supposer que

(5.2) S — S et wf:=Io(S%)uf — ug = Ip(S)ug dans CO([0,T7]).
De plus, u® — ug converge faiblement vers 0 et
(5.3) S = F(S)uyp.

On introduit la terminologie suivante. On rappelle que 2 est I'ensemble des S tels que
Aj(S(t)) # Ak(S(t)) pour tous les indices non nuls j # k. Pour j,k,l non nuls et S € Q,
on note Aj,k,l(s) = )\](S) — )\k(S) — /\I(S)

Définition 5.5. On it que S est générique si pour tout t € [0,T], S(t) € Q et si la condition
Ajr1(S(t)) = 0 implique que Oy 1 1(S(t)) # 0.

On commence par supposer que la limite S de S¢ est générique pour obtenir des équations
moyennées. On montre ensuite que pour presque toutes données initiale ces équations ont une
unique solution qui est générique. On en conclut que pour presque tout (u*, S*), la convergence
(5.2) a lieu et que les limites vérifient les équations moyennées.
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Etape 1. On suppose que la limite S dans (5.2) est générique.
Pour S € ©, on note ¢, g les vecteurs propres de A(S) associés aux valeurs propres A (.S)
pour k # 0, normalisés par la condition

(X0, ¢5) =0k,

ot ((+,-)) désigne le produit scalaire hermitien dans C¥. On a aussi ¢_; = ¢.
Pour € assez petit, les valeurs propres A\;(S°(t)) sont simples et on peut écrire

t
G4 =i Y TS, S0= [ A6 ds,
0<|j|<N' 0

avec

(5.5) aj(t) = e WSS () (1), bjse(r)) -

Comme S° — S, les \;(S°) convergent uniformément et donc les phases ¢5 convergent dans
C'. Le choix des phases élimine les termes en e ! dans I’expression de 8ta§ et

(5.6) O = 3 ATATEIETY (5% (0, af) = O(1)
k,l

ou l'on convient que g = 0, af = ug. Les ch?l sont des expressions bilinéaires. Quitte a
extraire une nouvelle sous suite, on peut supposer que les o convergent uniformément sur
[0,7]. On note «; la limite de . Ceci permet de passer a la limite faible dans (5.6).

Pour j = 0, comme 9¢(¢x + ¢;) # 0, sauf pour | = —k, on obtient une équation
N/
(5.7) Oruo =T o(S)(uo, uo) + Y la[P75(S),  uo = o(S)uo
j=1

avec des coefficents F870 et ; qu’on ne précise pas ici.
Pour j # 0, la condition de non résonance implique que O(¢r + @1 — ¢j) # 0 presque
partout, sauf pour [ = 0 ou £ = 0. On en déduit une équation de la forme

(5.8) Bilay? = B;(S, uo)ley[*.

Etape 2. Etude du systéme moyenné (4.3) (5.7) (5.8).
Les inconnues sont (S,ug,I) avec I = (I1,...,In/) et I; = |aj|*. On écrit le systeéme
moyenné sous la forme abrégée

(5.9) 0 (S, ugp, I) = X(S,up,I).
Il est posé sur la variété
M:={(S,u,I) e R" x RN x RN : u =TIo(S)u}
lisse, puisque IIy(S) a un rang constant. Le flux X'(S,u, I) est défini et régulier sur 'ouvert

M, ={(S,u,a) e M : SeQ}.
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Il devient singulier quand S s’approche de ’ensemble E. Cependant, la forme des équations
montre que la divergence de X', dans toute carte locale de M, est bornée. Cela implique que
pour tout ensemble borné K de M, il existe C tel que le flot & défini par X sur M, vérifie
pour tout U tel que ®(t) soit défini sur U

(5.10) Smes (UNK) < mes (B(6U) NK) < Cmes UNK).
Les données initiales pour (5.9) sont

(5.11) S0) =5, w(0)=w", I;(0)=1I",

avec

W =TS, I = (B8, 6587

On note B’ ensemble des données initiales (5.11) qui correspondent aux données initiales de
(4.8) dans B (cf Proposition 5.2).

Théoréme 5.6. Sous les Hypothéses 5.1 et 5.3, il existe T' et un ensemble négligeable N C
MNB tel que pour toute donnée initiale (S(0), uo(0), I(0)) € (M, NB)\N, le systéeme (5.9)
a une unique solution (S,ug,I) dans C*([0,T"]; M) et S(t) est générique.

Le point important est que 7" est uniforme et indépendant de la distance de S(0) a
I’ensemble singulier £. Pour chaque donnée initiale dans B*\N, la distance de S(t) & E est
minorée par une nombre strictement positif, mais il n’y a aucun contole de cette borne.

Pour donner une idée de la démonstration, considérons le cas d’un systéeme

(5.12) Oru = X (u)

avec X défini de R™\E dans R"™, borné par K, et a divergence bornée. La solution u(t) =
®(t,u(0) est définie tant que la distance dist(u(t), E') reste strictement positive. Pour § > 0
on note Ejs l'ensemble des u tels que la distance dist(u, £) < §. On divise [0,7] en inter-
valles [tj,tj4+1] de longueur §/K. Comme les solutions sont uniformément Lipschiztiennes,
I’ensemble N5 des données initiales telles inf dist(u(t), E) < 6 est contenu dans la réunion des
®(t;)"1(E2s). L’hypothese sur la divergence implique que la mesure de Lebesque est quasi-
invariante et donc

C -
mes(Ns N B) < gmes(Eg(; NB).
On en déduit que N = (| Ns est de mesure nulle, pourvu que mes(E; N B) = o(). On conclut
par le lemme suivant

Lemme 5.7. Si E est un ensemble analytique de codimension au moins deux dans R™, alors
pour tout compact K, mes(Es N K) = O(6%).

Etape 3. Convergence pour des données initiales génériques.
Revenons aux données initiales (S°(0),u®(0)) € B, qui convergent vers (S*,«*). On note
(8%, w*, I*) € B* les données initiales (5.11) associées. Suivant (5.5), on note I = \a§|2.

Théoréme 5.8. Si (S*,w*, I*) € (M, NB)\N alors (S%,u§, I?) converge dans C°([0,T"])
vers l'unique solution (S, ug,I) du systéme moyenné (5.9) (5.11).

On compare la limite S de S° a la fonction S donnée par la solution de (5.9) (5.11). Tant
que S = S, I'étape 1 donne la convergence souhaitée. De plus, si S(tg) = S(to), alors on

montre que S est encore générique sur un intervalle [tp,¢1]. On a donc la convergence aussi
cet intervalle, et par unicité des solutions de (5.9) (5.11), S = S™.
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6 Les équations limites non résonantes pour Euler

On reprend ici la premiere étape de l'analyse faite en dimension finie. L’analogue de
Popérateur A(S) est le systéeme
0 ldiv
iv o

avec a = A(S,0) et » = R(S,0). Le noyau est constant. L’analyse spectrale équivaut a celle
de 'opérateur d’onde

(6.1) Ws ¢ := —édiv(%Vqﬁ).

Ws est autoadjoint dans L?(ID,adz). On note 0 = tos < p1,s < pas < ... ses valeurs
propres répétées selon leur multiplicité et \; s = /fj5. On note aussi ¢;g une base de
fonction propres, orthonormale dans L?(ID, adz).

Définition 6.1. On dit que S € C°([0,T]; H¥(D)) satisfait la condition (G) lorsque que

i) pour tout t € [0,T] et tout j >0, p; g¢ est simple,

i1) pour tout triplet (j, k,1) d’entiers strictement positifs, \j sy # Me,s(t) A1, s(t) presque
partout sur [0,T].

On consideére une famille de données initiales (v°(0),¢(0), S%(0)) dans H*(D), vérifiant
(2.4) et convergeant vers (v*,¢*, S*). Apres extraction d’une sous-suite, on suppose que les
solutions (v¢, ¢%, S¢) de (1.2) vérifient les estimations (2.5) et les convergences (4.1).

Théoréme 6.2 (Equations limites non résonantes). Si la limite S vérifie la condition
(G) alors (v, S) vérifient (4.3) (4.6) (4.7) avec

(6.2) £= —9 vEWw + 1vzc@),
Z gj ]S ¢], ( ))2 ) ’C(2 =

(6.3) @ (@)]?

[e.e]
ot a = A(S,0), r = R(S,0), b = B(S,0) et les 0j sont des constantes déterminées par les

conditions initiales
1 2 1 2

)\j7S* ] S*

»-lk\H
»NH

avec a* = A(S*,0).

On notera que les K& et des oj ne dépendent pas du choix de la base ¢; g, puisque
n’interviennent que des carrés.

Problémes ouverts. La poursuite de I'analyse, dans les lignes esquissées en dimension finie,
se heurte & des difficultés sérieuses, sauf en dimension d = 1.

a) Une étude des propriétés génériques du spectre d’opérateurs du second ordre est faite
dans [Uhl]. Pour les opérateurs Wg, on peut montrer que ’ensemble G des S € H*(D) tels
que le spectre de Wg est simple, est un G5 dense. Il est raisonnable de penser que son
complémentaire est de codimension deux (dans un sens & préciser).
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b) Le systeme moyenné (4.3) (4.6) (6.2) est posé sur G, qui n’est pas un ouvert. De
plus, en dimension infinie on ne dispose pas de mesure quasi-invariante comme en (5.10). La
résolubilité du systeme moyenné et la généricité de la condition (G) restent donc & prouver.

c¢) On pourrait “approcher” le systeme (1.2) par les systemes (5.1), en s’appuyant sur les
estimations uniformes (2.5) et la convergence uniforme de séries de Fourier. Mais I'instabilité
du systeme ne permet pas de contoler la répercussion des troncatures des séries de Fourier
dans 'analyse des spectres et des résonances.

Pour terminer, montrons comment l’analyse se poursuit en dimension d = 1, lorsque
D = R/LZ. Dans ce cas, I'incompressibilité de la limite v signifie que d,v = 0, donc que
v(t,x) = v(t) est constant en z. L’équation (4.3) (9 + v9;)S = 0, implique que

(6.5) S(t,x) = S* (@ — (1)
ou dx/dt = v avec x(0) = 0. Notons 7 (t) 'opérateur de translation (7 (t)¢)(z) = ¢(x —x(t)).
Alors (6.5) implique que

(6.6) Wswy =T (O)Ws(T ()"

et donc les valeurs propres \; g(;) sont indépendantes du temps. On en déduit donc :

Proposition 6.3. En dimension d = 1, si le spectre de W= est simple et non résonant, alors
la limite S(t) vérifie la condition (G) et le Théoréme 6.2 s’applique.

L’invariance (6.6) implique que ¢; g1 () = ¢js+«(x — x(t)). On a donc aussi E(t,z) =
E*(z — x(t)). On en déduit que
(r*)opw + (%) = 0.

olt (u) = 7 [pu(z)dz. On en tire que
(€")
)

En dimension 1, la décomposition (4.4) se lit

(6.7) v(t) = w* —t X(t) = tw* — %

1 1
v=uvy+ —0;h avec O,—h = 0,v.
r 70,

On en tire que

(6.8) w* = <?7f’> )
et
€)= [ (0 i~ 550 00y5) o
(6.9) ! ) ’
=3 [ (0ul - ) (40 o
j=1

les 0;(0) étant donnés par (6.4). L’égalité des deux membres de droite s’obtient en dérivant
I’équation des fonctions propres. Les formules ci-dessus, montrent que les limites (S, v) sont
explicitement et uniquement déterminées par les limites (v*, ¢*, S*) des données initiales. En
particulier, la famille entiere (vf, S°) converge vers (v, .S).
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Remarque 6.4. Dans le cas des équations d’Euler (1.1), la mise a ’échelle conduit & des
équations (1.2) ou A = %%—7;. On a alors B = %—7; =R A. et le coefficient b/r dans (6.9) est
égal & a. Dans ce cas, on trouve que (£*) = 0. L’équation limite est donc bien la version 1-D
de (1.3). On pourrait espérer une preuve directe.

Cependant, pour une fonction A générale, les coefficients de o; dans (6.9) ne s’annulent
pas et la valeur de (£*) dépend bien de la résolution spectrale de Wg+.

Pour terminer, on remarque que les données initiales pour lesquelles la Proposition 6.3
s’applique sont génériques.

Proposition 6.5. Supposons que les fonctions strictement positives Ro(S) = R(S,0) et
Ao (S) = A(S,0) vérifient

Vo e R : 88720(0) #0, Ao(o)— %/;tfj(a)
Alors, pour tout s > 2, il existe un G5 dense G C H*(R/LZ) tel que pour tout S € G le spectre
de Wg est simple et pour tout triplet (j,k,1) d’entiers strictement positifs, \j s # A5 + A\.s-

£0.
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