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Solutions faibles pour des problemes
d’interaction fluide-structure

B. Desjardins!, M.J. Esteban?

1 CEA/DIF, B.P. 12, 91680 Bruyeres-le-Chéatel, France.

> CEREMADE (UMR 7534), Université Paris-Dauphine, Place de Lattre de
Tassigny, 75775 Paris Cedex 16, France.

Résumé.

Nous présentons dans cette note une nouvelle facon d’aborder les ques-
tions d’existence de solutions faibles pour certains problémes d’interaction
fluide-structure. Dans I’état actuel, cette approche permet de traiter le cas
de solides rigides ou tres faiblement déformables, immergés dans un flu-
ide visqueux incompressible ou dans un fluide visqueux compressible dont
I’évolution est isentropique.

1 Présentation générale de la méthode.

Le mouvement d’un fluide dans lequel évoluent des solides est un probléme
de frontiere libre, formée par les bords des solides en contact avec le fluide.
Il s’agit donc de problemes de couplage 3D-3D ou 2D-2D. D’autres modeles
du méme type décrivent la dynamique de fluides & l'intérieur d’une paroi
ou d’un solide déformable (comme les modeles de circulation sanguine [14]).
Dans notre présentation, nous ne traitons que du premier type de problémes.

Dans la plupart des situations présentant une frontiere libre, I'existence de
solutions découle de I'utilisation de méthodes de point-fixe, car cette frontiere
n’est pas connue a priori. Divers travaux ont été menés dans cette direction

IX-1



pour I'analyse d’interactions fluide-structure (voir par exemple [7, 9, 16]). 11
s’avere que tous ces travaux doivent considérer des espaces de fonctions tres
régulieres, afin de faire converger les méthodes itératives contenues dans la
procédure de point-fixe.

Dans une série de travaux récents [3, 4], nous avons procédé de maniére
différente, en essayant de ne considérer que des espaces d’énergie définis par
les estimations a priori. D’autres travaux dans cette direction se trouvent
dans [1, 10] (voir aussi [15]). Dans [1], on considére un unique solide, et on
résout le probleme en se plagant dans le repere lié au solide, en utilisant une
méthode de pénalisation pour déterminer la position du bord. La méthode
utilisée dans [10] en dimension 2 dans le cas incompressible se rapproche
de celle décrite dans cette note : les solides sont approchés par des fluides
incompressibles dont la viscosité tend vers l'infini, par I'intermédiaire d’une
formulation Eulérienne globale dans le domaine (2. Enfin, le probleme sta-
tionnaire de la chute libre d’un objet dans I’espace entier est considéré dans
[15].

D’autre part, parmi les problemes de frontiére libre que ’on peut ren-
contrer, les problemes d’interaction fluide-structure présentent des difficultés
liées au fait que les équations régissant le mouvement des fluides et des solides
s’écrivent généralement dans des coordonnées différentes : Eulériennes pour
les fluides, Lagrangiennes pour les solides.

Ces particularités nous ont aménés a introduire une définition de solution
faible adaptée aux problemes a étudier. Cette notion de solution est non
classique en ce qu’elle dépend de la frontiere libre, qui n’est pas connue a
priori, ce qui accentue le caractére non-linéaire de cette définition.

Le contexte dans lequel notre méthode s’applique est le suivant : soit
Q un domaine de l'espace IRY, d = 2 ou 3, occupé par un fluide visqueux
contenant k solides rigides, Si,...,S,. Nous supposons que la régularité de
la frontiere de I'ouvert Q et de celle des solides est au moins C™'. Le fluide
occupera & tout instant ¢ > 0 la région Qr(t), qui coi ncide avec Q\U; Q;(¢),
ou €;(t) désigne la position du solide S; a U'instant ¢.

Le mouvement du fluide est supposé étre décrit par les équations de
Navier-Stokes. Dans le cas d’un fluide incompressible de densité pgp et vis-
cosité u, les équations considérées sont :

pr (Opv +div (v® Vv)) + Vp — uAv = ppf dans Qg(t), (1)

divv=0 dans Qg(t), v,_, =vo dans Qp(0) et v=0 sur 92 (2)

|t
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Dans le cas compressible, nous ne considérons que le cas isentropique avec
densité pr(t,x) et viscosités A et p satisfaisant les conditions p > 0, A+2u >
0, et loi de pression en puissance de v (y > 2) :

0 (prv)+div (ppveV) —puAv—(A+p)Vdiv v+Vpk = pef dans Qg (t), (3)

atﬁF-i-le (ﬁFV) =0 dans QF(t), (ﬁp, ﬁFV)u:o = (ﬁF,O, mo) dans QF(O), (4)

o fe L'(0,T;L1(2))? (=2 dans le cas incompressible et ¢=2v/(y — 1)
dans le cas compressible) représente les forces volumiques extérieures, par
exemple la force de la gravité agissant sur le systeme.

D’un autre coté, les solides bougent de maniere rigide, leur vitesse respec-
tive w; étant définie par la vitesse du centre de masse et par sa rotation.
Ces quantités évoluent bien-siir par le biais des forces agissant sur les solides,
forces volumiques d’une part, et forces surfaciques créées par la poussée du
fluide sur la frontiere des solides d’autre part.

Nous faisons I’hypothése importante (et physiquement réaliste) que les
vitesses solides et fluides et la composante normale des contraintes sont con-
tinues a travers l'interface fluide-solides.

Au lieu d’écrire toutes ces conditions en détail, nous décrivons ci—dessous
une formulation en vitesse et densités globales qui nous permet d’introduire
une définition de solutions faibles. L’idée de reformuler le probleme glob-
alement dans €2 a déja été souvent utilisée, tout particulierement dans les
problémes multi-fluides [12] [13], ou au lieu de considérer les équations des
divers fluides séparément, ainsi que les conditions de couplage aux interfaces,
on écrit une unique équation pour un fluide non-homogene. Cette approche
présente ’avantage de dispenser du traitement explicite de la frontiere libre.

La formulation globale peut s’écrire de la maniere suivante : on cherche
une vitesse u : Q@ — IRY et une densité p = pp+p1+-..+px, avec pp(t,x) =
pr(t,x)1a, @) (X), pi(t,x) = pila,w (x), p; étant la densité du solide S;.

A cause de la conservation de la masse totale, la densité locale p est
solution d’une équation de tranport : 9y + div (pu) = 0 dans (0,7) x Q.
Cette équation assure dans le cas incompressible que p est toujours une
fonction constante par morceaux, égale & pr dans Qp(t) et égale a p; dans
Q;(t) pour chaque i =1,... k.

La rigidité du mouvement du solide S; peut sécrire : p;D(u) = 0 dans
(0,T) x Q pour 1 < i <k, ou D(u) désigne la partie symétrique de Vu.

D’autre part, nous pouvons définir le tenseur de contraintes dans le fluide
par 0 = 2uD(v) —pI (resp. 0 = 2uD(v)+ (Adivv—p})I) dans le cas incom-
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pressible (resp. dans le cas compressible). Le tenseur global des contraintes
est alors défini par :

k .
T: e_FO' + Z &Zza
PF i=1 Pi

ol YJ; désigne le tenseur de Cauchy du solide S;, et ’équation de conservation
de la quantité de mouvement devient :

O¢(pu) +div (pu ® u) = div T + pf. (5)

Pour compléter le probléeme, nous ajoutons les conditions initiales: up—q(x) =
vo(x) dans Qp(0), up—o(x) = Wip—o(x) dans ;(0), 1 < i < k, pro(x) =
pro(x)1a,0) (%), pio(x) = pila)(x), 1 < i <k, et pu—o = po := pro +
Zle pi0, la condition aux limites u =0 sur dQ et dans le cas incompress-
ible, nous devons également rajouter la condition div u =0 dans (2.

Dans le cas incompressible, des calculs formels sur les équations en vitesse
et densité conduisent a l'inégalité suivante :

1 t 1 ¢
/ “plul? dx + ,u/ / |Vu|? dxds < / —p0|u0|2dx+/ / pf-udxds, (6)
Q2 0 /o Q2 0 /9
qui permet d’obtenir les estimations a priori :
p € L=((0,T)xQ), ue€ L™(0,T; L*(2))*NL*(0,T; Hy(Q))?, divu =0, (7)

dés que py € L*®(Q), ug € L2(Q)%, et £ € L1(0,T; L*(2))? pour tout T > 0.
Dans le cas compressible, nous obtenons

1 2 p’f);' ¢ 2 . 2
/Q<2p|u| +’y—1 (t)dx—l—/0 /Q(,u|Vu\ + (A+p)|div u| )dxds

1 2 p’;’,O ¢
S/ —po|uo|” + —— dx+/ /pf-udxds, (8)
Q\2 v—1 0/

ce qui donne
p € L®(0,T;L(R)), v/pu € L=(0,T; L*(N))%, u € L*(0,T; Hy ()4, (9)

dés que 0 < ppo € L7(Q), Img|?/po € LY(Q) et £ € LY(0,T; L4(Q))* pour
tout 7' > 0.
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Nous sommes maintenant en mesure d’introduire une notion de solution
faible. Pour cela, nous définissons I’espace des fonctions test

Vo={¢ € H'((0,T) x Q)*/ don =0, (0 D)(t,x) =0, 1<i<k}, (10)

qui pour tout ¢ contient toutes les fonctions de vitesse de Hj(Q) qui cor-
respondent & des mouvements rigides dans les ouverts €);(t). L’espace V
dépend alors de la solution (p,u), ce qui crée une non-linéarité qui s’ajoute a
celle que I’on trouve dans les équations de Navier-Stokes (5), et qui complique
I’analyse par rapport aux modeles multifluides. Dans le cas incompressible,
nous demandons aux éléments de V, de satisfaire également div ¢ = 0 dans
Q.

Nous dirons que (p, u) satisfaisant (7) (resp. (9)) est solution faible du
probleme incompressible (resp. compressible) si u,, =0, p;D(u) = 0 dans
D'((0,T) x Q) pour tout 1 < ¢ <k, dyp+div (pu) = 0 dans D'((0,T) x Q),
Pi_o = Po, €t pour tout ¢ € V, et p.p. t € (0,T), on a

[ [ (ou-0:6+ pu©u:D(@) + pf - ) dxds + [ pouo - 6(0) dx
0 JQ Q

- /ﬂ pu(t) - ¢(t) dx + L(), (11)

@)= [ [ 2uD(w):D(g) dxds,

(resp. L(P) = /OT/Q (2uD(u):D(¢) + (Adiv u — p”) div ¢) dxds).

Remarquons que dans la définition ci-dessus n’apparait aucun des multi-
plicateurs de Lagrange du probléme : ni les tenseurs de contraintes de Cauchy
des solides, ¥;, ni la pression p dans le cas incompressible. Cette propriété
est due au choix des fonctions test.

Afin d’énoncer notre résultat d’existence de solutions faibles pour les
probléemes compressible et incompressible, nous devons faire des hypothéses
sur I’absence de collisions entre solides ou entre les solides et la paroi extérieure
0f). En effet, nous ne savons pas traiter le cas des collisions, sans savoir s’il
s’agit d’un obstacle technique ou d'une propritété intrinseque au modele.
Le probleme des collisions est fortement corrélé a celui de la régularité des
solutions, un flot suffisamment régulier interdisant les collisions. Nous sup-
posons donc par la suite que la distance minimale solide-solide et solide-bord
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extérieur initiale 0(0) est strictement positive et 6(¢) désigne cette méme
distance a I'instant ¢. Notons que 6(¢) > 6(0) — Ct, la dynamique des solides
étant a priori Lipschitz en temps, ce qui garantit que 6(¢) > 0 en temps petit.
Nous prouvons alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 (voir [4]) Sous les hypothéses énoncées ci-dessus, il eriste
un temps mazimal T* € (0,4+o00] (T* = inf{t > 0/0(t) = 0}) et une solution
faible (p,u) du systéme incompressible (resp. du systéme compressible) telle
que l’inégalité d’énergie (6) (resp. (8)) a lieu pour presque tout t € (0,T*).

La preuve détaillée se trouve dans [4] et se décompose suivant les étapes
suivantes :

Tout d’abord nous démontrons un résultat de stabilité par rapport aux
petites variations des données. Ceci est équivalent a I’obtention d’un résultat
de compacité. Rappelons que ce genre de méthode a été tres largement utilisé
pour la résolution de problemes aux dérivées partielles non-linéaires. Voir par
exemple [17, 6].

Ensuite, nous montrons I'existence de solutions faibles pour des données
initiales et des forces extérieures régularisées. Ceci est un travail plus clas-
sique, qui se fait par une méthode de Galerkin associée a I'utilisation d’argu-
ments de type point-fixe.

Les procédures qui sont nécessaires pour mener a bien ces deux étapes
reposent sur la démonstration d’un lemme de représentation qui permet
d’identifier toute vitesse u du type de celle que nous recherchons, rigide
dans €;(t) et incompressible dans €2 pour tout ¢ dans le cas incompressible,
par les vitesses w; d'un coté et par une vitesse (incompressible dans le cas in-
compressible) définie dans I'ouvert fluide initial Qz(0). Cette représentation
nous permet de travailler dans des espaces de fonctions qui sont définies dans
des ouverts fixes, ce qui facilite 'utilisation d’arguments de point-fixe.

Pour prouver le théoreme a partir des deux étapes précédentes, nous
devons enfin montrer que toute fonction test correspondant & une limite de
solutions approchées peut étre approchée dans des topologies fortes adéquates
par des fonctions-test associées aux solutions approchées correspondantes.
Plus précisément, si pour des données régularisées f°, ugj, nous construisons
des solutions approchées (p°, u®) qui vont appartenir a des espaces approchés
V,e, et que, par la premiere étape, nous pouvons extraire des sous-suites qui
convergent vers une paire densité-vitesse (p,u), alors pour toute fonction-
test ® dans I'espace V,, nous construisons des fonctions-test ®° telles que

®° — @ dans H'((0,T) x Q).
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Avant de passer a la section suivante, remarquons que des travaux en
cours (en collaboration avec C. Grandmont et P. Le Tallec, [5]) permettent
de traiter certains cas ou les solides sont “légerement” déformables, au sens
ou nous considérons pour les solides les équations de 1’élasticité linéarisée
avec un nombre fini de modes de déformation.

2 Lignes générales du résultat de stabilité et
de sa démonstration.

Soit (pf, u®).>o une suite de solutions du probléme compressible ou incom-
pressible correspondant a des données f°, p§, uj qui convergent dans des
topologies adéquates (par exemple dans L?(2)) vers les données f, py, ug.
Dans le cas incompressible, la compacité de la suite (p°).~¢ découle simple-
ment d’un résultat de Di Perna-Lions (voir [6]). Dans le cas compressible,
on utilise d’abord la condition de rigidité pour déduire la compacité de la
densité dans les zones solides. Cela permet d’avoir de la compacité sur le
mouvement des solides et par conséquence, sur le mouvement de la frontiere
libre et du domaine fluide. Une fois ce résultat acquis, on obtient la com-
pacité de la densité dans le domaine fluide par des arguments tres proches
de ceux utilisés par P.-L. Lions dans [12] pour montrer un résultat équivalent
dans le cas d'un fluide inhomogene dans un domaine fixe. On passe alors a
I'étude de la suite des vitesses (u®).so. Il est clair que si I’on disposait d’une
estimation a priori, méme tres faible, de la dérivée en temps des vitesses dans
un espace de Sobolev, les estimations d’énergie permettraient d’obtenir un
résultat de compacité pour les vitesses. Ce type d’estimation étant appa-
ramment inaccessible, nous montrons un résultat qui donne une estimation
a priori sur la dérivée discrete des vitesses. Ce résultat est basé sur une idée
de Galdi et al dans le cas de 1’étude de fluides évoluant dans des domaines
dépendant du temps (voir [8]. Voir aussi [2]).

Lemme 2.1 Soit T > 0 tel que §(t) > 09 > 0 dans Uintervalle (0,T). Alors,
pour tout h > 0 sufisamment petit, nous avons

T
sup/ / p"(t, z)|u"(t + h,x) — u"(t, z)[Pdt dx < Cs, 1 h°, (12)
0 /o

nelN

ot a = 2/(d+ 2) dans le cas incompressible (resp. o = (27 — d)/(2vd) dans
le cas compressible).
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3 Représentation des vitesses.

A toute vitesse v qui est rigide dans les ouverts ;(t) a l'instant ¢ (et
eventuellement incompressible dans le cas incompressible) on peut associer
une vitesse v, définie dans Qr(0), incompressible dans Qr(0) dans le cas
incompressible, et qui a la méme régularité que la vitesse v, c’est-a-dire,
v e L*0,T; HY(Qr(0)) N L®(0,T; L*(Q£(0)). Plus précisément, pour tout
flot Lagrangien préservant le volume, X — par exemple, le flot généralisé de Di
Perna-Lions ([6]) associé & une vitesse incompressible u € L>(0,7; L?(Q2))?
N L*(0,T; Hj(2))* — tel que X correspond & un mouvement rigide dans
2;(0) on définit le flot X par

j\(J(tvx) = (Xg)il(t’X(tax)% (13)

ou X§g est un flot “rigide” qui pour tout 7 = 1,...,k, étend Xlnz—(O) et
qui est égal & I'identité & I'extérieur d'un v-voisinage de €2;(0). On peut
facilement vérifier que X est égal & lidentité sur 9Q et dans UY_,Q;(0), de
telle maniere que le support de la vitesse Eulérienne associée a X soit inclus
dans Qz(0).

L’intérét de cette représentation est de remplacer une vitesse fluide dans
un domaine dépendant du temps par une vitesse pseudo-fluide v et des
vitesses rigides définies respectivement dans Qp(0) et dans les domaines
solides de référence. Ceci permet de travailler dans des espaces de fonctions
définies dans des ouverts fixes. La définition de v a partir de v s’effectue via
la flot Lagrangien correspondant & un mouvement nul sur 02 et sur ;(0),
1 = 1,..., k. Précisément, on utilise le flot Lagrangien de v et I'inverse du
flot Lagrangien d’un mouvement rigide qui étend les mouvements solides con-
tenus dans v et dont le support est inclus dans un petit voisinage des ouverts
2;(0). Remarquons en particulier que cette extension requiert I’hypothése
de non collision : §(¢) > 0.

4 Construction de solutions approchées.
Les problemes approchés correspondent alors au modele d’origine, avec des
données régularisées et des vitesses de convection régularisées. De plus,

nous considérons un mouvement rigide défini dans les ouverts ;(0) par
le champ Lagrangien Xg, et une vitesse, compressible ou incompressible, a
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support dans Qg(0), w. Nous régularisons égalément Xg et w, de maniére
a obtenir des fonctions X§ et w® suffisamment régulieres. Par le lemme de
représentation décrit dans la section précédente nous pouvons définir une
vitesse globale w*. Ensuite, nous résolvons un probléme linéaire, obtenu
a partir du probleme initial dans lequel les vitesses de convection dans les
équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement sont
remplacées par w°. Cette opération est égalément réalisée au niveau des fonc-
tions test. Ce probleme linéaire est alors résolu par une méthode de Galerkin.
Finalement, un argument de point-fixe permet de résoudre le probleme non-
linéaire, les estimations a priori nécessaires étant obtenues de maniere rela-
tivement classique.
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