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Optique non linéaire et ondes sur critiques

Gilles Lebeau
Centre de Mathématiques

École Polytechnique
U.M.R. 7640 du C.N.R.S.
F - 91128 Palaiseau cedex

1 Introduction et résultat

On s’intéresse à décrire un résultat d’instabilité pour les solutions radiales
et à valeurs réelles de l’équation des ondes surcritique dans R3

(1.1) (∂2
t −∆x)u+ up = 0 , u0 = u|t=0, u1 = ∂tu|t=0

où p est un entier impair supérieur ou égal à 7, avec des données de Cauchy
appartenant à l’espace d’énergie

(1.2) u = (u0, u1) ∈ (Ḣ1 ∩ Lp+1)⊕ L2 = E

L’énergie conservée pour les solutions régulières de ce problème de Cauchy
est

(1.3)
Z
R3

1

2
|∂tu|2 +

1

2
|∇xu|2 +

|u|p+1

p+ 1
dx = E(u)

Rappelons que pour le problème (1.1), (1.2), seul est connu un résultat d’exis-
tence de solutions au sens des distributions. L’existence de solutions fortes
((u, ∂tu) ∈ C(R, E)) et l’unicité sont des problèmes ouverts.

(pour l’étude du problème critique, on consultera [1],[2],[5],[8])

Pour les solutions radiales de (1.1), en posant

(1.4) g(t, .) = ρu(t, .) , ρ = |x|

on se ramène au problème de Cauchy à une variable d’espace, à coefficient
singulier en ρ = 0

(1.5)

8><
>:

(∂2
t − ∂2

ρ)g + gp

ρp−1 = 0

g|t=0 = g0 ∈ H1
0 ∩ ρ

p−1
p+1Lp+1 , ∂tg|t=0 = g1 ∈ L2
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En particulier, le problème (1.1), (1.2) à données radiales possède une unique
solution radiale C(Rt, H

1
loc(|t| < |x|)) dans le domaine 0 ≤ |t| < |x|.

Le théorème qui suit montre que l’application qui associe aux données de
Cauchy la solution uniquement déterminée dans 0 ≤ |t| < |x| de (1.5), est
instable, et en particulier, n’est pas Lipschitzienne , vue comme application
d’un quelconque espace de Sobolev dans l’espace d’énergie.

En dimension d’espace supérieur ou égal à 4, un résultat analogue pour
des jeux d’espaces différents a été obtenu par P.Brenner et P.Kumlin [3].

Dans le cas critique,il résulte des travaux de H.Bahouri et P.Gérard [1]
que le groupe d’évolution est Lipschitzien sur les bornés de l’espace d’énergie
(voir aussi I.Gallagher [4] pour le cas des équations de Navier-Stokes)

Théorème 1 Il existe deux suites un, vn de données de Cauchy radiales, et
deux suites tn, σn de réels positifs tels que

(1.6)

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

support (un, vn) ⊂ {0 < |x| ≤ σn}

E(un) ≤ 1 , E(vn) ≤ 1

lim
n→∞

‖|x|−k(un − vn) ; Hs ×Hs−1‖ = 0 ∀k, s

lim
n→∞

tn
σn

= 0 , lim
n→∞

σn = 0 .

et tels que les solutions un, vn de (1.1), (1.2) dans 0 ≤ |t| < |x| vérifient

(1.7) lim inf
n→∞

Z
tn<|x|

|un − vn|p+1dx > 0 .

La preuve de ce résultat s’obtient en étudiant les solutions du problème de
Cauchy (1.5) à données C∞ dans {ρ > 0} et possédant des développements
asymptotiques en ρ = 0

(1.8)

8>><
>>:

g(0, ρ) = g0 ' ργ
P
k≥0

ckρ
kβ

∂tg(0, ρ) = g1 ' ργ−1−β P
k≥0

dkρ
kβ

où γ et β sont tels que

(1.9)
p− 2

p+ 1
< γ <

p− 3

p− 1

(1.10) β =
p− 3

2
− (

p− 1

2
)γ ∈] 0,

p− 5

2(p+ 1)
[
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La borne inférieure γ > p−2
p+1

assure l’appartenance des données de Cauchy

à l’espace d’énergie près de ρ = 0, la borne supérieure γ < p−3
p−1

signifie que

les données sont surcritiques ; le cas limite γ = p−3
p−1

correspond aux solutions
autosimilaires, l’équation étant invariante par le changement d’échelle

(1.11) gε(t, ρ) = ε−αg(εt, ερ) α =
p− 3

p− 1

Le résultat suivant montre que l’asymptotique dans 0 < |t| < ρ de la solution
de (1.5), n’est pas déterminée par les coefficients (ck, dk)k≥0 de (1.8).

Théorème 2 Soient h0 = ργ
∞P
0
ckρ

kβ , h1 = ργ−1−β
∞P
0
dkρ

kβ deux séries for-

melles avec (c0, d0) 6= (0, 0). Il existe deux couples de données de Cauchy C∞

dans ρ > 0, vérifiant

(1.12) g = (g0, g1) ∼ (h0, h1) ; g′ = (g′
0
, g′

1
) ∼ (h0, h1)

des constantes ε0 ∈]0, 1/2], ε1, η0, δ0, et une fonction δ ∈]0, δ0]→ µ(δ) vérifiant

(1.13) M | log δ| � µ(δ)� δ−ν ∀M, ν

tels que les solutions g, g′ du problème (1.5) à données de Cauchy g, g′ vérifient
pour tout δ = δn = 2−n, n grand,

(1.14)

8><
>:
|(g − g′)(tδ, ρ)| ≥ ργε1

h
| cos( η0

ρβ
)| − ε0

i
∀ρ ∈ Iδ

tδ = δ1+βµ(δ) ; Iδ =
h
δ − c0δ

µ(δ)
, δ + c0δ

µ(δ)

i
.

On obtient le théorème 1 comme conséquence du théorème 2 en introduisant
les solutions gδ, g

′
δ de (1.5) de données de Cauchy χ(ρ−δ|Iδ | )g, χ(ρ−δ|Iδ | )g

′, où χ ∈
C∞0 (] − 1/2, 1/2[) vaut 1 sur [−1/4, 1/4]. Par vitesse finie de propagation
on a gδ = g , g′δ = g′ dans {|ρ − δ| ≤ 1/4|Iδ| − |t|} et E(gδ) ' E(g′δ) '
|Iδ|δγ(p+1)−(p−1). On définit alors uδ, u

′
δ solution de (1.5) en posant, avec ε = εδ

(1.15) uδ(t, ρ) = ε−αgδ(εt, ερ) ; u′δ = ε−αg′δ(εt, ερ)

On a E(uδ) = ε1−2αE(gδ), et on choisit εδ tel que ε1−2α
δ |Iδ|δγ(p+1)−(p−1) ≈ 1.

On a δ � εδ et lim
δ→0

εδ = 0. Les données de Cauchy de uδ, u
′
δ sont à support

dans {ρ ≤ ε−1
δ (δ + |Iδ|) ' ε−1

δ δ}, et leur différence est O(ρ∞δ∞). De plus, on
a, avec Jδ = {|ρ− δ| ≤ 1

4
|Iδ| − |t|} en utilisant (1.14), pour un c > 0

(1.16)

R
tδ
εδ
<ρ

|uδ−u′δ |
p+1

ρp−1 dρ ≥ ε1−2α
δ

R
Jδ
|g−g′|p+1(tδ ,ρ)

ρp−1 dρ

≥ 2cε1−2α
δ |Jδ|δγ(p+1)−(p−1) ≥ c
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Il suffit alors de choisir δ = δn pour obtenir le théorème 1. �

Pour vérifier le théorème 2, on se ramène d’abord à un problème semi-
classique en posant

(1.17)

8><
>:
t = ~s , ρ = ~x h = ~β h ∈]0, 1]

g(~s, ~x) = ~γfh(s, x)

La fonction f = fh associée à g vérifie alors

(1.18)

8>>>><
>>>>:

h2(∂2
s − ∂2

x)f + fp

xp−1 = 0

fh(0, x) = ~−γg0(~x) ∼ xγΣck(~x)kβ

h∂sfh(0, x) = ~−γ+1+βg1(~x) ∼ xγ−1−βΣdk(~x)kβ

Comme on ne s’intéresse qu’aux valeurs de g(t, ρ) dans un voisinage effilé de
t = 0 de la forme |t| ≤ ρ1+βµ(ρ), où ρ→ µ(ρ) vérifie (1.13), il suffit d’étudier
le problème de Cauchy (1.18) près de x = 1, pour des valeurs de s vérifiant

(1.19) |s| ≤ hµ(h) ; M | log h| � µ(h)� h−ν ∀M, ν

Dans une première étape, en utilisant l’ansatz d’optique non linéaire de Whi-
tham [9], on construit une solution approchée modulo 0((~)∞) de (1.18) de
la forme

(1.20) f opth = xγF ((~x)β,
s

x
,
ϕ(s, x)

h
+ A(s/x))

où F (ε, u, θ) est 2π périodique en θ, est définie pour ε ∈ [0, 1], u près de 0,
et est C∞ en ses arguments ; La phase ϕ est homogène de degré −β

(1.21) ϕ(s, x) = x−βψ(
s

x
) , ψ(0) = 0 , ψ′(0) > 0 , ψ impaire ;

les fonctions ψ et A sont C∞.

La fonction F0 = F |ε=0 vérifie

(1.22) F0 = x1−γ(ϕ′2s − ϕ′2x )
1
p−1G(θ)

où G est l’unique solution 2π-périodique de l’équation différentielle

(1.23) G′′ +Gp = 0 , G′(0) = 0 , G(0) > 0
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Dans la deuxième étape, on choisit comme nouvelle variable temporelle dans
(1.18) la phase ϕ(s, x), en effectuant le changement de variable homogène de
degré −β

(1.24)

8><
>:
s′ = ϕ(s, x) , x′ = a(s, x)

ϕ′s
∂a
∂s
− ϕ′x ∂a∂x = 0 , a(0, x) = x−β

En posant σ = (ϕ′2s − ϕ′2x )1/2 , q = (a′2x − a′2s )1/2, b = −1
2

log(σ/q) on a

e−b(∂2
s − ∂2

x)e
b = σ2

�
∂2
s′ −

q2

σ2
∂2
x′ + q1(s′, x′)∂x′ + q2(s′, x′)

�

Si f est solution de (1.18) avec données de Cauchy gj(~x) + pj(~x), pj(ρ)
plats en ρ = 0, alors w = e−b[f − f opth ] vérifie le problème de Cauchy, avec
Q = hq1h∂x′ + h2q2

(1.25)

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

h
h2(∂2

s′ − g2

σ2∂
2
x′) + pGp−1( s

′

h
+B(s′/x′))

i
w

+Q(w) +N(w) = −~−γR(h/x′, s′/x′)

w(0, x′) = ~−γ[w0(h/x′)− r0(h/x′)]

h∂s′w(0, x′) = ~−γ[w1(h/x′)− r1(h/x′)]

où les wj sont déduits des pj par le changement de variable (1.24), et où les
restes R, rj, plats en h/x′, sont les termes d’erreurs produits par f opth .

Le terme de perturbation N est défini par N(w) = e−b

σe
N (e2w) avec

(1.26) N (u) =
pu

xp−1

�
(f opth )p−1 − (xγF0)p−1

�
+

pX
k=2

uk

xp−1

�
k
p

�
(f opth )p−k

Pour |s′| ≤ hµ(h), l’équation (1.25) est proche de l’équation linéaire, avec

α0 = g2

σ2 |s′=0, b0 = B(0)

(1.27) h2(∂2
s′ − α0∂

2
x′)w + pGp−1(s′/h+ b0)w = 0

Le théorème 2 est alors conséquence de l’existence d’un intervalle d’instabilité
dans λ > 0 pour l’équation de Hill

(1.28) d2
y + pGp−1(y + b0) + λ
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2 Optique non linéaire

L’ansatz d’optique non linéaire de Whitam [9] permet de construire des
solutions modulo 0(h∞)

(2.1) uh(t, x) '
∞X
k=0

hkUk(t, x,
ϕ(t, x)

h
+ Θ(t, x))

où les profils Uk(t, x, θ) sont 2π-périodiques en θ, pour le problème de Cauchy,
près de t = 0 , x = x0 dans Rt × Rnx

(2.2)

8>><
>>:

h2(∂2
t −∆x)u+ ∂F

∂u
(x, u) = 0

uh(0, x) '
∞P
0
hkak(x) ; h∂tuh(0, x) '

∞P
0
hkbk(x)

On adopte ici la technique de résolution asymptotique formelle de (2.2)
consistant à identifier les coefficients des puissances de h .(Voir aussi J.C.Luke
[7] ; on consultera le livre de Whitham [9] pour une approche variationnelle
à l’étude de (2.2))

On suppose que la phase ϕ vérifie ϕ(0, x) ≡ 0 et ∂ϕ
∂t

(0, x0) > 0. La fonction
θ 7→ U0(t, x, θ) doit satisfaire

(2.3) σ2∂2
θU0 +

∂F

∂u
(x, U0) = 0 σ = (ϕ′2t − |∇xϕ|2)1/2

Pour pouvoir construire la phase ϕ, le déphasage Θ et les profils Uk, on fait
les deux hypothèses (H.1), (H.2)

(H.1)

8>>>>>><
>>>>>>:

La composante connexe de a0(x0) dans{F (x0, u) ≤ E0},

E0 = 1
2
(b0(x0))2 + F (x0, a0(x0)), est un intervalle

[u0
−, u

0
+], avec± ∂F

∂u
(x0, u

0
±) > 0 .

Sous cette hypothèse, la solution de l’équation différentielle d2
yf+∂F

∂u
(x, f(y)) =

0, avec (f(0), f ′(0)) proche de (a0(x0), b0(x0)) et x près de x0 est périodique,
de période

8><
>:

Π(x,E) =
√

2
R u+
u−

du
(E−F (x,u))1/2 E = 1

2
(f ′(0))2 + F (x, f(0))

F (x, u±(x,E)) = E , u±(x0, E0) = u0
±
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(H.2)
∂

∂E
Π(x0, E0) < 0

(Ces deux hypothèses sont satisfaites pour l’équation (1.18) pour (c0, d0) 6=
(0, 0)).

Soit σ0 = (2π)Π(x0, E0)−1. Pour (σ, x) voisin de (σ0, x0), on noteK(σ, x, θ)
la solution 2π périodique de σ2∂2

θK + ∂F
∂u

(x,K) = 0 vérifiant K(σ, x, 0) =
u+(x,E(σ, x)) (où E(σ, x) vérifie σΠ(x,E(σ, x)) = 2π), ∂K

∂θ
(σ, x, 0) = 0.

Soient Qn(x, u0, . . . , un) les fonctions définis par

∂F

∂u
(x,

∞X
0

hkuk) =
∞X
0

hnQn(x, u0, . . . , un)

On a Q0 = ∂F
∂u

(x, u0), Q1 = ∂2F
∂u2 (x, u0)u1 et pour n ≥ 2,

Qn = ∂2F
∂u2 (x, u0)un +Rn(x, u0, . . . , un−1).

Soit Z le champs 2ϕ′t∂t − 2∇xϕ∇ et TΘ,�Θ les opérateurs

TΘ = Z +�ϕ+ Z(Θ)∂θ

�Θ = (∂t + Θ′t∂θ)
2 − Σ

j
(∂xj + Θ′xj∂θ)

2

Soit enfin L = σ2∂2
θ + ∂2F

∂u2 (x,K)
Si on pose

(2.4) U0(t, x, θ) = K(σ, x, θ) σ = (ϕ′2t − |∇xϕ|2)1/2

le problème de Cauchy (2.2) modulo 0(h∞) se réécrit sous la forme de la
hierarchie d’équation

(2.5) (Eq)1 L(U1) + TΘ∂θU0 = 0

(2.6) (Eq)k≥2 L(Uk) +Rk(x, U0, . . . , Uk−1) + TΘ∂θUk−1 +�ΘUk−2 = 0

(2.7) (Tr)0 (U0, ϕ
′
t∂θU0)(0, x,Θ(0, x)) = (a0(x), b0(x))

(2.8)

(Tr)k≥1

8><
>:

Uk(0, x,Θ(0, x)) = ak(x)

(ϕ′t(0, x)(∂θUk) + ∂tUk−1 + Θ′t(0, x)∂θUk−1)(0, x,Θ(0, x)) = bk(x)

IV–7



La trace ϕ′t(0, x) = σ|t=0 est donnée par

E(σ|t=0, x) =
b0(x)2

2
+ F (x, a0(x))

On en déduit la trace Θ(0, x) par (2.4) et (2.7).

L’hypothèse (H.2) implique que le noyau de L agissant sur les fonctions
2π périodiques est de dimension 1, engendré par ∂K

∂θ
(σ, x, θ). Pour k ≥ 1, on

décompose les profils Uk en

(2.9) Uk = λk(t, x)∂θK + Vk(t, x, θ) ,
I
Vk∂θKdθ = 0

La condition d’intégrabilité pour (2.5),
H
TΘ(∂θK)∂θK = 0 s’écrit avec J =

1
2

H
(∂θK)2

(2.10)

8><
>:
ϕ′t∂tJ −∇xϕ∇J +�ϕJ = 0

J = J(σ, x), σ = (ϕ′2t − |∇xϕ|2)1/2

C’est à ce stade qu’on utilise la condition de signe ∂
∂E

Π < 0, qui entraine J+
σ ∂J
∂σ
> 0, ce qui prouve que (2.10) est une équation quasi linéaire hyperbolique

du second ordre pour la phase ϕ (près de t = 0).

La résolution de (Eq)1 et (Tr)1 détermine alors la phase ϕ, la composante
V1 de U1 en fonction de Θ, et les données λ1|t=0 et ∂tΘ|t=0.

La condition d’intégrabilité pour (Eq)2 est indépendante de λ1, et fournit
l’équation hyperbolique linéaire pour le déphasage Θ

(2.11) (�Θ)J − 1

2
Z2(Θ)

I
∂θW∂θK = 0 , W = L−1(∂2

θK)

La résolution de (Eq)2 et (Tr)2 détermine Θ, la composante V2 de U2 en
fonction de λ1, et les données ∂tλ1|t=0, λ2|t=0.

Pour k ≥ 3, la condition d’intégrabilité pour (Eq)k fournit une équation
hyperbolique linéaire pour λk−2, la résolution de (Eq)k détermine Vk en fonc-
tion de λk−1, et (Tr)k détermine ∂tλk−1/t=0 et λk|t = 0.

3 Instabilité

Soit M(λ) l’opérateur de translation

f(y) 7→ f(y + 2π)

IV–8



défini sur les solutions de l’équation de Hill (1.28). Comme G vérifie (1.23),
λ = 0 appartient au spectre périodique de (1.28) et on vérifie par un argument
de deformation sur la famille G′′+uG+ (1−u)Gp = 0 que l’équation de Hill
(1.28) possède exactement un intervalle ouvert d’instabilité dans λ ≤ 0.Le
théorème 2 va être conséquence de l’existence d’un deuxième intervalle ouvert
d’instabilité.
On sait (voir H.P.Mac-kean, P.van Moerbeke [6]) que pour que l’équation de
Hill G′′ + qG associée à un potentiel périodique q ne possède au plus qu’un
intervalle ouvert d’instabilité, le potentiel q doit satisfaire une équation de
Weierstrass

q′′ = aq2 + bq + c ; a, b, c Ctes

Pour notre problème d’optique non-linéaire

h2(∂2
t −∆x)u+

∂F

∂u
(x, u) = 0

le potentiel q associé est

q = F ′′uu(., f), d2f + F ′u(., f) = 0

i.e q = pGp−1, où G vérifie (1.23), de sorte que q ne vérifie pas l’équation
de Weierstrass (on a p 6= 3).On notera que si on part du cas totalement
intégrable corespondant à l’équation de Sin-Gordon F ′u = sin(u), le potentiel
q = cos(f) = 1/2f ′2 + Cte vérifie une équation de Weierstrass puisqu’on
a q′′ = sin2(f) − cos(f)f ′2 !, de sorte que le cas totalement intégrable ap-
parait comme tout a fait exceptionnel pour la compréhension de l’optique
géométrique.(Je remercie P.Gérard pour avoir attiré mon attention sur ce
fait).

On note alors µ0 > 0 le taux de croissance maximum pour les solutions
de (1.28) pour λ ≥ 0, c’est à dire

(3.1) e2πµ0 = sup
λ>0
{valeurs propres réelles de M(λ)}

Soit η0 et e =

�
e0

e1

�
∈ R2 \ 0 tels que

(3.2) M(α0η
2
0)e = e2πµ0e

On choisit une fonction h 7→ s(h) telle que

(3.3)

8>><
>>:
M | log h| � s(h)� h−ν , ∀M, ν , (h→ 0)

Les fonctions eµ0s(h){R, r0, r1} sont 0(h∞) dans

C∞(s′, x′) pour s′ ∼ 0 , x′ ∼ 1

IV–9



On définit α(h) ∈ 0(h∞) par

(3.4) α(h)eµ0s(h) = 1

et on note θ(s) la solution de l’équation différentielle

(∂2
s + pGp−1(s+ b0) + α0η

2
0)θ(s) = 0 , θ(0) = e0 , θ

′(0) = e1

On a alors le résultat d’instabilité suivant pour les solutions de (1.25) .

Proposition Il existe ε2 > 0, ρ0 > 0, C0, r(h) ∈ 0(h∞) tels que la solu-
tion wh(s

′, x′) du problème de Cauchy (1.25) avec données w0,1(h, h/x′) =
~
γaεα(h) cos(η0x

′/h)e0,1, où a ∈ [0, 1] et ε ∈ [0, ε2] vérifie, pour tout s′ ∈
[0, hs(h)] et tout x′ ∈]1− ρ0, 1 + ρ0[
(3.5)
|wh(s′, x′)− aεα(h) cos(η0x

′/h)θ(s′/h)| ≤ C0εα(h)[ε+ h1/2]eµ0s′/h + r(h)�

Pour construire les solutions g, g′ de (1.5) vérifiant le théorème 2, on note
fh(s, h) (resp. f ′h(s, x)) la solution du problème de Cauchy (1.18) correspon-
dant au choix a = 0, ε = ε2 (resp. a = 1, ε = ε2) dans la proposition
précédente.

Par homogénéité, il existe g(t, ρ) vérifiant (1.5), (1.12) telle que

(3.6) fh(s, x) = ~−γg(~s, ~x)

Pour construire g′(t, ρ), on pose

(3.7)

8><
>:
gopt(~s, ~x) = ~γf opth (s, x)

g̃(~, ~s, ~x) = ~γf ′h(s, x)

Soit g̃0,1(~, ρ) (resp. gopt0,1 (ρ)) les données de Cauchy de g̃ (resp. gopt) et ~n =
2−n. On choisit ψ(u) ∈ C∞0 (]−1/4, 1/4[) égal à 1 pour |u| ≤ 1/8, et on définit
g′(t, ρ) comme étant la solution de (1.5) dont les données de Cauchy sont

(3.8) g′0,1(ρ) = gopt0,1 (ρ) +
∞X
n=1

ψ(
ρ− ~n
~n

)[g̃0,1(~n, ρ)− gopt0,1 (ρ)]

Par vitesse finie de propagation, on a g′(t, ρ) = g̃(~n, t, ρ) dans |ρ − ~n| ≤
~n
8
−|t|. On a ∂βρ (g0,1−g′0,1) ∈ 0(ρ∞) (car ∂αx′r0,1 ∈ 0(h∞) et ∂αx′w0,1 ∈ 0(h∞)),

et les inégalités (1.14) résultent de (3.5).
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