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Ondelettes, espaces d’interpolation
et applications

Albert Cohen
Laboratoire d’Analyse Numérique
Université P. & M. Curie, Paris

Résumé

Nous établissons des résultats d’interpolation non-standards entre les es-
paces de Besov et les espaces L' et BV, avec des applications aux lemmes
de régularité en moyenne et aux inégalités de type Gagliardo-Nirenberg. La
preuve de ces résultats utilise les décompositions dans des bases d’ondelettes.

1. Introduction

De nombreux classes d’espaces fonctionels - Sobolev, Holder, Besov - peuvent
étre caractérisés par des methodes d’analyse harmonique: séries de Fourier,
bases d’ondelettes, décomposition de Littlewood-Paley, approximation par
des fonctions splines. De telles caractérisations sont utiles dans de multiples
contextes tels que 1'étude des opérateurs, ’analyse théorique et numérique
des équations aux dérivées partielles.

Les espaces L et Wb! sont “rebelles” 3 de telles caractérisations, au sens
ol ils n’admettent pas de base inconditionelle: pour toute base (e,)n>0, il
est possible de choisir une fonction f appartenant a un tel espace et dont la

décomposition

n>0
est “instable” au sens ou il existe une série Y°,~, gnen avec |g,| < |fa| pour
tout n, qui ne converge vers aucun élément du méme espace. Autrement dit
de tels espaces ne peuvent étre caractérisés par une propriété portant sur la
suite des modules (| f»|)n>0- Il en est bien sur de méme pour 'espace BV qui
n’est pas séparable.
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Il est néammoins possible d’établir des “presque-caractérisations” de ces
espaces en termes d’analyse harmonique. Un exemple frappant concerne
I’espace BV des fonctions a variation bornée. On considere la décomposition
d’une fonction f € L!([0,1]?) dans une base d’ondelettes

f=> fryr. (2)

IeD

Nous rappelons que de telles bases sont naturellement indexées par I’ensemble
D :={I:=279([0,1]"+k), >0, k € {0,---,27 —1}?} des cubes dyadiques
(11 est localisée autour de I), et renvoyons a [11] ou [7] pour une introduction
générale sur les ondelettes. On choisit ici de normaliser les fonctions de bases
dans BV, i.e. ||¢;||py = 1 indépendemment de I € D. On a alors le résultat
suivant dont la preuve se trouve dans [5] dans le cas du systéeme de Haar ou
dans [6] pour des ondelettes & support compact plus générales:

Théoreme 1.1 Pour tout f € BV, la suite des coefficients (fr)rep est dans
lespace faible wi*(D).

Plus précisément, il existe C' > 0 telle que pour tout f € BV et ¢ > 0

#L5 |f1l = e} < Cllfllve™. (3)

Comme d’autre part il est clair que (f;);ep € £(D) entraine f € BV, on
a obtenu l’encadrement suivant pour l'espace discret bv(D) des suites de
coefficients d’ondelettes des fonctions de BV':

(1(D) C bu(D) C wl*(D) (4)

De tels encadrements fournissent un acces simple a des résultats d’analyse,
ainsi l'inégalité de Sobolev “précisée” en dimension d = 2

I£1Z2 < 11l 5z If |- (5)

Nous renvoyons a [6] pour l'interprétation et la preuve détaillée de cette
inégalite dans sa version homogene sur IR®. La version ci-dessus s’obtient
simplement en remarquant que les espaces L? et l'espace de Besov Bgol’oo
sont respectivement caractérisés par l'appartenance & ¢% et ¢ des suites
(fr)rep, et en utilisant 'inégalité

IO < N el (o)l (6)
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ou ||(fi)llwe = sup.soe#{Il; |fi] > €}. Notons qu’il n'existe & ce jour
aucune autre preuve de ce résultat. L’encadrement (4), permet d’interpréter
cette inégalité comme une conséquence d’un résultat d’interpolation suivant
la méthode réelle de Lions-Peetre (voir [1]): on a en effet

= [0, 01725 C [€°,00]125 C [£°, w20 = £2, (7)
et par conséquent l’identité

L? = [BL oo, BV]1/22- (8)

Dans cet article nous allons tenter de cerner les possibilités d'une telle
approche afin d’obtenir des résultats d’interpolation plus généraux entre les
espaces de Sobolev-Besov et ’espace L! ot 'espace BV. La difficulté qui ap-
parait est que la caractérisation par ondelettes des espaces de Besov généraux
fait intervenir les normes ¢ des coefficients f; pénalisés par des poids mul-
tiplicatifs |I|* ou |I| := Vol(I), et les encadrements entre ¢* et wf* du type
ci-dessus sont alors mal adaptés. On est alors amené a généraliser les espaces
/P et 'espace wfP de la maniére suivante.

Définition 1.2 Soit v € R. L’espace (& est constitué des suites (fr)rep
telles que (|I|77fr)rep € P(D, |I]7), i.e.

2 M < oo (9)

1eD

L’espace wll est constitué des suites (f1)1ep telles que (|I|77f1)rep € wl (D, |1]7),
1.e. il existe C' > 0 telle que pour tout € > 0,

S| <Ce (10)

|[fr|>|1]7e
Dans le cas v = 0 cette définition redonne clairement les espaces P et w/?
classique. Notons d’autre part que £} coincide avec £* pour tout v, mais que
w}, differe de wl*. Nous serons amené & poser la question générale suivante:
Si les ondelettes 1y sont normalisées dans X = L' ou BV, pour quelles

valeurs de v a-t-on la propriété f € X = (fr)rep € we(D) ?
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Nous étudions tout d’abord ’espace L' dans §2 et établissons des résultats
d’appartenance a wﬂ% pour certaines valeurs de . Une application de ces
résultats concerne les lemmes de régularité en moyenne. Nous revenons en-
suite sur ’espace BV dans §3 et annoncons des résultats analogues dont la
preuve sera détaillée dans [4] et qui permettent d’aboutir & une généralisation
de l'inégalité (5) en toute dimension. Pour simplifier la présentation, nous
travaillerons sur le cube unité Q@ = [0, 1]¢ et avec les ondelettes de Haar, dont
nous rappelons ici la définition précise: partant de la fonctions ¢° = X[o,1] et
Pt = X[o,1/2] — X[1/2,1], On construit 29 — 1 ondelettes multidimensionelles

Y& = Y% (1) - - - Y% (z4), €= (e1,---,eq) € E:={0,1}*—(0,---,0).

La base de Haar multidimensionelle est alors constituée de la fonction X et
des fonctions ¢¢(27 - —k), e € E, 5 > 0, k € {0,---,2/ — 1}%. Ces fonctions
peuvent étre réindexées suivant (¢¢)rep ecr ol I = 277(Q+k) est exactement
le support de 9¢. Afin d’alleger les notations nous posons fr = (f§)ecp et
Y1 = (¥§)Xp de sorte que 'on peut écrire

f=> fryr,

IeD

en incluant la fonction X¢ dans v¢; lorsque I = (). Tous nos résultats peu-
vent étre étendus a des ondelettes a support compact plus générales par un
argument du a Y. Meyer que le lecteur pourra trouver dans [6]. Rappelons
que pour des ondelettes de régularité C”, r > s, on a la caractérisation

S B;,p = Z:J'20[2Sj|| E\I\:z—jd fribr|| e P < oo
& 2rep |I|_ps/d‘f1‘p||¢1”gp < 00 (11)
& (17 frl || ||zv) € €.

avec les modifications usuelles si p = oo (voir [11] ou [3]).

2. Résultats autour de ’espace L!

Dans cette section, on normalise les ondelettes v/; dans L', si bien que 1'on
a la propriété

(fr)ell = f:=) frore L. (12)

IeD
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Cela signifie aussi que les coefficients f; sont donnés par f; = (f, %) ou les
ondelettes duales 17 sont normalisées dans L*°. On a alors le résultat suivant

Théoreme 2.1 Soit v tel que v > 1 ou v < 0. On a alors la propriété
f e L' = (f1) € wt. Plus précisément, il existe une constante C = C()
telle que pour tout f € L' et ¢ > 0,

> < Cllfllzee™. (13)

f1|zelI|

Preuve: on remarque tout d’abord que

fil = (9D < Cay (14)

olt a := [, |f|. Nous allons en fait montrer que la suite (a;) est dans wf} si
v>1ouvy<0. Pour f e L'et &> 0 on définit

A.:={I€D;ar>ell|l}, (15)

et on va estimer >, |I]7.

Dans le cas v > 1, on définit A7** I’ensemble des cubes maximaux de A,,
i.e. les cubes I € A, tels que pour tout J € A., I C J entraine I = J. On a
clairement

Yrea [T < Xreamex Xyer ||
= EIeA;nax ijo EJCI,|J\:2—J'd\I\ |J|7
= EIeA?aX |]‘7 Ejzo 9(1—7)dj
<C 2 IeAmax 1|
< Ce ! Y repms ar.

On remarque alors que les cubes de A7*** sont nécessairement disjoints si bien
que Y reamax ar < || f||zt ce qui prouve (13).

Dans le cas 7y < 0, on définit A™™ I’ensemble des cubes minimaux de A.,
i.e. les cubes I € A, tels que pour tout J € A., J C I entraine I = J. On
remarque d’autre part que pour |I| < C(f,e) on a toujours ay < €|I]7, si
bien que A, est nécessairement un ensemble fini. On a donc

EIeAE |I‘7 < EIeAgﬂin EJ t.q ICJ ‘JP
=Y repmin |7 350 279
<C EIEA‘;““ |I|7

-1
< Ce EleAgnin ar.
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On conclut de méme en remarquant que les cubes de A™™ sont nécessairement
disjoints. O

Remarque 2.2 Il est possible de construire des contre-exemples qui mon-
trent que le résultat du théoréme 2.1 est faux si 0 < v < 1 (voir [4]). En
particulier, la propriété wé! (i.e. v = 0) n’est pas vérifiée.

Nous allons utiliser ce résultat pour déduire des propriétés d’interpolation
entre les espaces de Besov et ’espace L'. Sous les hypothéses de normalisa-
tion L' des ondelettes, on a |[¢7]|z» ~ |I|'/P7! et les espaces de Besov B:
sont alors caractérisés par la propriété (|I|=*/+1/P=1|f;|) € 7, i.e. pourp > 1

feB,, < (fr)el, y=1+sp*/d (16)
Le théoreme 2.1 nous permet alors d’obtenir aisément le résultat suivant.

Théoréme 2.3 Soit vy tel que v > 1 ou v < 0, (s,p) et (t,q) tels que
l<g<petsp*/d=tq*/d=~—1. On a alors

(B}, LYo =B, 1/qa=0+(1—0)/p. (17)

4,9’

Preuve: Il suffit d’utiliser I'identité

O = [0, Clog = 165, wh]og, (18)
et 'encadrement fourni par les propriétés (24) et (13). O

Remarque 2.4 Ces résultats restent valables en remplacant I’espace L' par
I’espace M des mesures. Il faut bien entendu utiliser des ondelettes continues
pour donner un sens aux produits (f, 7).

Une application du théoréme 2.3, proposée dans [8], concerne les lemmes
de régularité en moyenne introduits dans [10]. Rappelons tout d’abord la
version la plus simple de ces lemmes dont la démonstration se fait aisément
en utilisant la transformée de Fourier.
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Théoréme 2.4 ([10]) Soit Q un domaine borné de R?, f(z,y) € L*(RYx Q)
telle que y.V,f € L*(R® x Q). Alors la fonction g définie par

9(@) = [ fla.y)dy. (19)
appartient a Uespace HY/?(IRY).

La généralisation de ce résultat au cadre LP, p # 2, i.e. sous 'hypothese
f(z,y) € LP(R? x Q) telle que 4.V, f € LP(R? x Q), a été étudiée dans [9]
puis dans [2] qui fournit la régularité optimale: si 1 < p < oo, alors

g€ B,,, s=min{l/p,1/p"}. (20)

Notons que dans le cas p = 0o et p = 1 on a seulement la propriété évidente
g € LP  i.e. on ne gagne pas de régularité en moyennant. Pour 1 < p < 2 ou
2 < p < 00, I'idée est de se ramener a un résultat d’interpolation par ’astuce
suivante: on considére 1’équation linéaire

f+yVef=h, (21)

et I'opérateur T" qui a la donnée h associe g(z) = [, f(z,y)dy, et on remarque
que le résultat de régularité en moyenne est équivalent au fait que 7' opére
continuement de L?(R® x Q) dans B;yp(]Rd).

Le cas 2 < p < oo se traite facilement en remarquant que 7" opere con-
tinuement de L? dans H'/? et de L*° dans lui méme et par conséquent dans
BY, ., qui le contient. On utilise alors le résultat d’interpolation classique

0 1/2
B;,/géo = [Boo,oo’H / ]2/17,;0' (22)
Dans le cas 1 < p < 2, on remarque que 7" opére continuement de L? dans

H'Y2 et de L' dans L', et on peut conclure par le théoréme 2.3 qui nous
fournit le résultat d’interpolation

B;,/zgj* = [Ll’H1/2]2/p*,p- (23)

Remarque 2.5 Ce résultat de régularité est optimal au sens suivant: Pour
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tout ¢ < p, il existe une fonction f(z,y) € LP(R® x Q) telle que 4.V, f €
LP(RY x Q) et g ¢ B, (voir [8]).

Remarque 2.6 La preuve proposée dans [2| pour aboutir au méme résultat
de régularité pour 1 < p < 2 utilisait I'espace de Hardy H! faute de résultat
d’interpolation disponible entre L' et les Besov.

3. Résultats autour de I’espace BV

Dans cette section on normalise les ondelettes dans BV, si bien que 'on a la
propriété
(fi) el = f:=> frs € BV. (24)
IeD
Les ondelettes duales 9% sont alors normalisées suivant |[¢%|| g ~ [I|7Y/4. A
I’exception du cas I = (), toutes les ondelettes 17 sont d’intégrale nulle. En

notant mz(f) := |I|7! [; f la moyenne de f sur I on a alors si f est réguliere
I’estimation pour tout I # @,
il = [{f,97)]
= |(f =mi(f),¥7)|
< 1PV = ma (e (25)
S I|7AM4 [ [ (@) = fy)|dady
<C[IVFl,

et par conséquent pour tout f € BV
|f1l < Cvz (26)

ol vy représente la variation de f sur I. Cette estimation nous permet
d’aboutir & un premier résultat similaire au théoreme 2.1

Théoreme 3.1 Soit v tel que v > 1 ou v < 0. On a alors la propriété
f € BV = (f1) € wl}. Plus précisément, il existe une constante C' = C(y)
telle que pour tout f € BV et e > 0,

> 1< Cllfllsve (27)

|fr|=elI]Y
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Preuve: On procede exactement comme dans la preuve du théoréme 2.1
en remplacant les a; par les vy et en utilisant le fait que pour un ensemble
E de cubes disjoints on a Y ;cpvr < |f|py. Ceci nous donne la propriété

> [I|" < C|flsve™, (28)
1| el I I#Q
qui entraine (27) en remarquant simplement que |fo| < C|| f||z:- O

Notons que ce résultat n’inclut pas le théoreme 1.1 qui correspond au cas
v = 0. On a en fait le résultat suivant dont la preuve, nettement plus
délicate que les précédentes, est détaillée dans [4].

Théoréme 3.2 Le résultat du théoréme 3.1 reste vrai pour 0 <y <1—1/d.

L’estimation (26) est insuffisante pour prouver le théoréme 3.2 au sens ol
la suite (v;) n’appartient pas en général a wéi si 0 <~ < 1. Pour s’en con-
vaincre dans le cas v = 0, il suffit de considérer les fonctions f, = 2’“(‘7l_1))(Q,c
olt Qr = [0,2*]%. Ces fonctions vérifient | fx|py < C(d) indépendemment de
k, et puisqu’il y a k cubes dyadiques de D contenant Q);, on a

#{L; vr 2 C(d)} > k> | flBv- (29)

k
C(d)
Ceci contredit (27) dans le cas y = 0, puisque k peut étre choisi arbitraire-
ment grand. On a en fait recours a ’estimation plus fine

<P 1) = ()l dedy = w, (30
et on prouve alors que la suite (wy) appartient a wﬁ# pour y < 1—1/d.

Remarque 3.3 Il est possible de construire des contre-exemples qui mon-
trent que (27) est faux si 1 —1/d <~y <1 (voir [4]).

Remarque 3.4 Il est interessant d’observer le cas d’'une fonction indica-
trice f = Xq ou () est un ensemble de périmetre fini. Dans ce cas, on

remarque qu’a Péchelle 277, il y a au plus C2¢4 " VIHTL(9Q) ~ C2(8Vi|f| gy,
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cubes I pour lesquels f; est non nul (ce sont tout simplement les cubes qui
interceptent 9€2) et que I'on a alors I'estimation |f;| < C277. On peut ainsi
montrer “4 la main” que la propriété (27) est vérifiée pour de telles fonctions
si et seulement siy # 1 —1/d. 1l serait alors tentant d’invoquer la formule de
la co-aire pour en déduire le résultat pour une fonction de BV quelconque.
Rappelons que cette formule identifie la variation totale a l'intégrale des
périmeétres des ensembles de niveaux Q2 := {z ; f(x) > A} suivant

/ Vf| = /]R%d—l(am)dA ~ /]R\xm\wdx. (31)

Comme pour f bornée inférieurement, on peut écrire

F@) = [ Xa(2)dr+ min(/), (52)

le résultat prouvé sur les fonctions indicatrices parait alors s’étendre a toute
fonction de BV réguliére (donc bornée inférieurement) et par conséquent a
toute fonction de BV. Une telle approche échoue car la quasi-norme

I(F)llwey == supe  >°  [I[7, (33)

>0 pr>el 1]y

ne vérifie pas I'inégalité triangulaire et on ne peut pas utiliser (31) et (32)
pour “intégrer” (27) sur les Xo,.

Remarque 3.5 La différence entre la condition v ¢ [0,1] pour L' ou M
et v ¢ [1 —1/d,1] apparait en dimension d > 1. Elle reflete le fait qu’en
plusieurs dimensions, le gradient d’une fonction de BV n’est pas un vecteur
de mesures arbitraires puisqu’elles satisfont les relations de Schwarz au sens
des distributions. En ce sens I'espace BV est plus “contraint” que l’espace

M-

Nous terminons par les résultats d’interpolation et les inégalités de type
Gagliardo-Nirenberg qui se déduisent de ’encadrement ¢! C bv C wﬁ}r
Sous les hypothéses de normalisation L! des ondelettes, on a ||9;]|z» ~
|I|}/P=1=1/d et les espaces de Besov B?  sont alors caractérisés par la pro-

PP
priété (|I|-(HD/AH1/p=1£1]) € . ie. pour p > 1

fFeEB, & (f)el, y=1+(s+1)p/d (34)
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On obtient ainsi de fagon similaire au cas L! le résultat suivant.

Théoréme 3.6 Soit v tel que v > 1 ouy < 1 —1/d, (s,p) et (t,q) tels
quel <g<pet(s+1)p*/d=(t+1)g*/d=~v—1. On a alors
By BV]ey = Byys 1/a=0+(1-0)/p. (35)

p,p? 4,9

Remarque 3.7 Ce résultat reste valable en remplacant BV par Whi. 11
faut alors utiliser des ondelettes contenue dans W' afin d’avoir la propriété

(fr) et = fewhl

On peut tirer de ces résultats de nombreuses inégalités généralisant (5). Par
exemple

1£12s < ClIf Nl gzl fll sy, (36)

valable en toute dimension pour s < 1/2 et qui montre en particulier que (5)
est vérifiée en toute dimension. On notera que s = 1/2 est la valeur critique
au dessus de laquelle les fonctions indicatrices Xq ne sont plus contenues
dans H*.
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