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1 Introduction

La dynamique semi-classique d’électrons dans un cristal a fait I'objet de plusieurs travaux
récents (voir par exemple [4], [6], [15], [17]). Dans le cas d’un cristal multidimensionnel,
I’analyse de ce probléme se heurte au fait désormais bien connu que le hamiltonien classique
posséde des valeurs propres de multiplicité variable (voir par exemple [3]), de sorte que les
modes peuvent éventuellement interagir. C’est ce type de difficulté que nous nous proposons
de résoudre ici dans un cas simple.

Fixons d’abord les notations. Pour tout & = (&1, &) € IR?, la matrice

wo-(8 %)

a, pour tout & # 0, deux valeurs propres distinctes, qui dégénérent en une valeur propre
double pour ¢ = 0. Soit V : IR? — IR une fonction de classe C*®. Alors, pour tout réel
h > 0, l'opérateur différentiel

H" = A(hD,) + V() (2)

est essentiellement autoadjoint sur espace H = L?(IR?, C?). Pour toute famille (y{) bornée
dans H quand h tend vers 0, on se propose d’étudier le comportement, quand h tend vers
0, de la solution 1" € C(IR,H) du systéme

ihdpph = HM'M, h(0) = o, (3)

Dans le cas particulier ol 9{(x) a une expression explicite de type état cohérent, une
formule approchée pour " a été établie en détail dans les travaux de Hagedorn [7] et
Hagedorn-Joye [8]. Ici, nous souhaitons obtenir des informations pour des familles (1f)
générales, satisfaisant seulement & la condition suivante, dite de h-oscillation dans [5],

_
JREGIR (@

qui correspond intuitivement au fait que les fréquences de Fourier de ng ne dépassent pas
Vordre de 1/h.

Dans ce contexte, il est naturel de chercher & déterminer 1’évolution des mesures semi-
classiques p = u(t,z,7,€) de la famille (¢"), définies comme les valeurs d’adhérence dans
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S'(IR; x IR2 x IR, x R?), quand h tend vers 0, des transformées de Wigner de 1",

. _ dyd
el (1 h%, z— h%) QP (t + h%, z+ h%) ()

h,h —
W T)b (t7$77-7§) _/ (27‘(’)3 ’

RxIR?

qui sont des mesures positives & valeurs dans les matrices 2 X 2 hermitiennes (voir par
exemple [5], [6], [12]), et décrivent, dans I’espace des phases, la localisation et la polarisation
des particules classiques.

En dehors de {¢ = 0}, le systéme (3) est & caractéristiques simples, et les résultats de
[6] permettent d’obtenir la formule

po=p I 47T (6)

ot les IT* sont les projecteurs associés & A(&),

sy =L (14409
) = 5 (12 7 g

tandis que p* sont des mesures positives scalaires satisfaisant aux équations de transport

ot + é—|.kui — VV(z).Veu™ =0, (8)

et aux conditions initiales
pE(0,2,7,8) = tr(TFpo) 6(r+ | € | +V (2)) (9)

po désignant une mesure semi-classique de la famille (1f).

Ainsi, si la mesure 1 ne charge pas le lieu singulier {¢ = 0}, la mesure p est entiérement
déterminée par g tant que les courbes caractéristiques des équations (8) — c’est-a-dire les
trajectoires classiques — issues du support de pg n’atteignent pas {¢£ = 0}. L’objectif de ce
travail est de décrire p prés de {£ = 0} sans cette derniére restriction.

1.1 Un premier résultat.

Le résultat suivant montre que les particules atteignant le lieu singulier {£ = 0} en un point
x non critique pour le potentiel V', ne peuvent rester sur ce lieu singulier.

Proposition 1 Soit i une mesure semi-classique d’une famille de solutions (") du systéme
(3), alors

pn({€ =0, VV(z)#0}) =0. (10)

Corollaire 1 Avec les notations de la proposition (1), la formule (6) a liew dans tout le
domaine Q = {{ =0, VV(z) # 0}.

La proposition 1 repose sur une équation sur y que 1’on établit en introduisant ’opérateur
I' défini par

I' = (29,4 V(z) — A(hDy)) o (20, + V() + A(hD,))
= (L0, + V(2))> + B2A + [V(z) , A(hD,)].
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Le fait que T'y" = 0 entraine que p vérifie au sens des distributions
1
(T+V(@)p = (1 + V(@) VV(2) - Vep = EVapu = S(AVV(2))p + pA(VV (2)).  (11)

En utilisant que u est supportée dans ’ensemble caractéristique {7+ V (z) = £ | £ |*} ainsi
que I’équation (11), on obtient (10).

Dans la suite de ce travail, on se contentera de décrire y dans I'ouvert €2, laissant les
autres cas a d’éventuels développements ultérieurs.

1.2 Structure des trajectoires classiques

La proposition suivante décrit plus précisément la géométrie du croisement de modes dans
le cas particulier étudié.

Proposition 2 Soit € IR? tel que VV(z) # 0, il existe deuz courbes s +— (zF,¢F)
uniques, continues pour s dans un voisinage de 0 et de classe C pour s # 0, telles que

+
.+ gs
T, ==+
’ & |
avec les conditions initiales mac =z, féﬁ = 0. De plus, (:L‘;t,f;t) dépendent de facon C° de

(s,z) pour s # 0.

, EF = -VV(a}), (12)

Notons que (12) implique en particulier ia‘:;t:w = $:‘c;t:0_ = —% .

En d’autres termes, une particule classique atteignant {£ = 0} a le choix entre se réfléchir
sur la trajectoire brisée associée au méme mode, ou suivre la trajectoire associée a I'autre
mode, qui —c’est une particularité du modele étudié ici— est un prolongement régulier de la
trajectoire incidente (cf. proposition 6 ci-aprés). Nous allons voir que cette situation induit
un branchement de la mesure semi—classique u, que nous allons décrire & 1'aide d’objets
plus précis. L’examen du cas particulier d’un potentiel linéaire va suggérer la nature de ces
objets.

2 Le cas particulier d’un potentiel linéaire

On suppose dans cette section V() = 1, et, pour fixer les idées, nous nous plagons dans le
cas ou les particules classiques atteignent le lieu singulier {{ = 0} au méme instant ¢ = .
Les trajectoires classiques passant par (zg,0) & ¢t = ¢y sont

o =30+ (F | to—t],0),

Les projecteurs spectraux le long de ces courbes vérifient
10 00
+ _ - _
I (t)—(o 0) et II (t)—(O 1) pour t < ty,

0 0 _ 1 0
(O 1) et II (t)—(o O) pour t > ty.
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Par ailleurs le systéme (3) s’écrit apres transformation de Fourier dans la variable d’espace
ihO" = A(hE)Y" + g, "
t

I est alors naturel d’effectuer le changement d’échelle s = T et n = &Vh qui per-
met d’éliminer le parametre h de I'équation et de se ramener au systéme d’équations
différentielles ordinaires

%6511:(_22 —_”;)u, (13)
en posant
i u(s,m) = =3 (Vi + ), ==, 2) (14)
7 \/E T ,\/E,\/E.

Prés des trajectoires classiques, on a & ~ (tg —t)/v/h donc s ~ (t —tq) /v/h, de sorte que le
passage de t < tg & t > to pour le systéme (3) correspond & un probléme de scattering pour
(13) paramétré par 7. Il se trouve que la matrice de scattering pour ce systéme peut étre
calculée explicitement en fonction de 7,, comme l'avaient déja remarqué Landau [11] et Zener
[19] (voir aussi Joye [9] pour un résultat général dans le cadre de la théorie adiabatique).
Indiquons comment le résultat de ce calcul nous permet de décrire le branchement de la
mesure semi—classique. Observons tout d’abord que, une fois effectué le changement de
variable & — £/h permettant de passer de la variable de Fourier & la variable impulsion de
Wigner, la quantité ne = &2/ V'h décrit la concentration & Péchelle v/h de la transformée de
Wigner sur hypersurface I = {& = 0}. Notons M = IR; x IR2 x R, x Rg lespace des
phases et désignons par A 'espace des fonctions de classe C* a = a(t,z,7,&,n) sur M x IR,
a valeurs dans les matrices 2 X 2, et vérifiant les propriétés suivantes

supp(a) C K x R (15)
ou K est une partie compacte de M, et il existe R > 0 tel que, pour tout m € M,
Vn > R, a(m,+n) = a(m,+o0) . (16)
On utilise alors le résultat suivant, di a Miller [13] dans un contexte différent.

Proposition 3 1l existe une suite (hy) de réels positifs tendant vers 0 et une mesure positive
v sur I x IR,, a valeurs dans les matrices hermitiennes 2 X 2, telles que, pour tout a € A,
on ait

&
N

| twlatmnvidm,dn) + [ ts(a(t,a. 7€ Eao0)n(dt, da, dr, dE))
IXIR, M\I

/tr(thph(t,x,T,f)a(t,w,T,f, ))dtdwdef —
M h

—0,h=h,

Remarques: La proposition ci-dessus vaut pour toute suite (") bornée dans L? (ou
seulement L?oc, quitte & tronquer ).
La connaissance de v détermine la mesure semi—classique usuelle g par la formule

Linfta, 7€) = [ vlta, 7€ dn) = pa(t o, 8) (17)
ol p: M x IR~ M désigne la premiére projection.

Dans le cas particulier V(z) = z1, notre résultat principal s’énonce alors de la fagon
suivante.
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Théoréme 1 On suppose que () est solution de (3), et que, pour t < tg, la mesure u™
est portée par l'ensemble {1 = tg — t, & = 0}, tandis que u— = 0. Alors

supp(p) C {&2 = 0} (18)

et la mesure v est donnée par
v(t,,7,6,n) = v (t,z,7,&mIIT () + v (¢, 2,7, 6T (€) (19)
ot vt sont des fonctions continues pour t # to  valeurs dans les mesures positives scalaires,

et vérifiant les équations

Ot + Oy vt — Bt =0, v =0, si t < to, (20)
3tv+—3wlu+—3,glv+=0, atV_+a.r1V__6§1V_ :07 Sit>t0’ (21)

avec les conditions de raccord

V;:té" = (1 — e_7”72) V;:tg ; V\;:té = e_”nzl/'_::ta. (22)
Remarques: L’hypothése concernant le temps ¢y a été ajoutée par souci de simplification.
Bien entendu, en général, les trajectoires classiques atteindront le lieu singulier {{ = 0}
en des temps différents. Nous en tiendrons compte dans 1’énoncé intrinseque que nous
donnerons plus loin dans le cas d’un potentiel général (cf. le théoréeme 2).

Les formules (18), (19), (20), (21), (22), permettent de déterminer y via I'identité (17).
On constate que, pour t > tg, une partie de la mesure v™ est transmise instantanément sur
I'autre mode selon la formule

poa ) = [t g g dn)

tandis que la partie complémentaire est réfléchie sur le méme mode. Notons en particulier
que la composante de la mesure v portée par n = +oo est totalement réfléchie (elle est
intuitivement “ trop loin” de la variété critique {{2 = 0}). Les formules (22) peuvent étre
vues comme des versions deux—microlocales des formules de Landau-Zener (voir [3],[8]).

0, vr=(1-exp(-n nZ)v* t>0, v_=exp(-n n2)v+
+ x=0 -
= >
-~ Tt b
t<0, v t<0, v'=0
Figure 1

L’hypothese selon laquelle 'une des deux mesures incidentes v* (ici v~) est nulle évite
les interférences entre les deux modes, qui rendraient le probléme mal posé en les inconnues
vE. Un phénomeéne analogue a été mis en évidence par Nier [16] puis Miller [14] dans
les problemes d’interface. Cependant, on peut assouplir cette hypothése, voir ’énoncé du

théoréme 3.
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3 Mesures semi-classiques a deux échelles associées a une
hypersurface quelconque.

La deuxiéme partie de notre travail consiste a généraliser le théoréme 1 au cas d’un potentiel
quelconque V' = V(z). Dans ce but, nous devons étendre la notion de mesure & deux échelles
au cas d’une hypersurface quelconque.

Soit donc (u”) une famille bornée de L?(IR?), notons

la transformée de Wigner de u”, et u la mesure semi—classique de (u”).

Soit g : M = T*IR* — IR une fonction de classe C* telle que dg # 0 sur I = {g = 0}.
on désigne & nouveau par A I'espace des fonctions a = a(z,&,n) de classe C*° sur M x IR,),
a support dans K x IR,, ou K est une partie compacte de M, et vérifiant a(z,{,+n) =
a(z,€,+00) sin > R.

Proposition 4 Il existe une suite (hy) tendant vers 0 et une mesure positive vy sur I x IR
telles que, pour tout a € A, on ait

[t ga (o6 22D wie [t g dn(egn
+/ al,€,9(z,€)00) sz, €

Remarques. Dans un souci de simplicité, nous nous sommes limités ici au cas d’une
suite de fonctions & valeurs scalaires, de sorte que v, est une mesure & valeurs scalaires.
La proposition (4) s’étend bien siir au cas d’une suite de fonctions & valeurs vectorielles,
comme & la proposition (3).

Il est commode de représenter la mesure v, de facon plus géométrique, en termes de
Ihypersurface I = {g = 0} seulement. Lorsque m varie dans I, les droites

Nm(I) = Tm(M)/Tm(I)

s’organisent en un fibré au—dessus de I, appelé fibré normal & I. En compactifiant chaque
droite par deux points a l'infini, on obtient un fibré en segments au—dessus de I, que nous
noterons N (I). Alors I'isomorphisme

Ng: (m,[v]) € N(I) = (m,dg(m).v) €I x IR

se prolonge par continuité en un isomorphisme de N(I) sur I x IR, que nous noterons Ng.
On vérifie aisément que I'image réciproque vy de vy par Ny dépend seulement de I, et non
de ’équation g. De plus, on peut montrer 'invariance de vy par transformation canonique
en un sens convenable.

Venons-en aux propriétés de vy lorsque (u®) est solution d’une équation aux dérivées
partielles. Soit ¢ : M — IR une fonction de classe C™, et soit (Q") la famille d’opérateurs
pseudodifférentiels semi-classiques associée a ¢ par la quantification de Weyl,

i =omtani= [ [ (5 50)
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La formule ci-dessus a un sens au moins si ¢ a une croissance polynomiale & I'infini en £,
ce que l'on peut toujours supposer car les propriétés étudiées sont locales en les variables
(z,€). Soit mg € M tel que g(mg) = 0, dg(mg) # 0, et soit ¥ I’hypersurface d’équation
g = 0 prés de mg. Soit I = {g = 0} une autre hypersurface coupant transversalement 3 en
my, ie.

Trmo2X + Trngl = Ty M.

On suppose que X N I est involutive, c’est—a—dire

{¢,9} =0 sur g=¢g=0

ce que l'on peut encore écrire

{4,9} = cg + &g, (23)

ou ¢, ¢ sont des fonctions C'*° pres de my.

Proposition 5 Soit (u?) une suite bornée de L?*(IR?) telle que, pour toute fonction x €
C'OO(Rd X IRd) a support dans un voisinage donné de mg, on ait

op, (x) Q"u" = o(h) (24)

dans L2(IR"). Alors, dans un voisinage de {mo} x IR dans M x IR, la mesure v, associée
a (u) par la proposition (4) est portée par (XN I) x IR et vérifie I’équation de transport

{g, vy} + cOy(nvg) =0, (25)
ot ¢ est défini par (23).

Notons que ’équation (25) doit se comprendre dans le dual de I'espace A, en tenant
compte de ce que, pour tout a € A, nd,a = 0 au voisinage de | n |= +o0.

Terminons ce paragraphe par une remarque d’invariance. En utilisant 1'isomorphisme
N, défini plus haut, 1'équation (25) prend la forme *L,(v;) = 0, ou L, est un champ de
vecteurs sur N (I). Bien plus, en transportant v; & I'aide de I'isomorphisme naturel

T(%)

9271 H Ng(ZﬂI) == m

= N(I)|snr

au—dessus de XN 1, on obtient une mesure qui ne dépend que de I'intersection ¥ N1, solution
d’une équation de transport sur Ny (X N7) donnée par la premiere variation dans ¥ du flot
hamiltonien de ¢ (en particulier cette équation ne dépend que de ¥ N I).

4 Une formule de Landau-Zener pour un potentiel quelconque.

Revenons au systéme (3). Fixons un point mg = (g, 2o, 70, &) € M = T*(IR; x IR2), tel que
=0, 704+ V(zg) =0, VV(xg) # 0. Avec les notations de la proposition 2, on désigne par
JEP (resp. JHS) ensemble des points du type (¢ + s, 2, 7,65) ot m = (¢, z,7,0) décrit
un voisinage © de mg dans I'ensemble S = {¢ =0, 7+ V(z) = 0}, et s €] —¢,0] (resp.
s € [0,€[), ol € est assez petit. Le fait que VV (z) # 0 assure que J*P et J&/ sont des
sous-variétés de codimension 2 dont le bord commun est {{ = 0}.
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Proposition 6 Les sous-variétés JTP, J=F d'une part et J=P, JHI d’autre part se recol-
lent en des sous-variétés C*° sans bord que nous noterons J, J', et qui se coupent transver-
salement en S.

En outre, il existe une fonction ¢ de classe C*° dans un wvoisinage de (xg,79) telle que

J={=Vo(z,7)}, J ={&=—-Ve¢(z,7)}. De plus
| 7+ V(z) |=[ Vé(z,7) |- (26)

Figure 2

Preuve: Soit J = JHP U Jf. Soit A, la projection de J N {7 = 1} sur l'espace T*(IR2).
On a alors (t,z,79,&) € J si et seulement si (z,) € Ay,.

L’ensemble A, construit par le flot hamiltonien de 70+ V (z)+ | £ |, est une sous variété
lagrangienne de T*(IR2) que nous noterons A,,. De plus, on peut décrire A,, de la fagon
suivante:

ATO = {(X3($),Es($)), Elt € R’ (t + 3,.’E,T0,0) S Qﬂ S},

ou X, (x) et Z4(x) sont solutions du systeme

X, = —sgn(s)

—_
—
—

En remarquant qu’une solution de (27) doit vérifier

1 X
2, = _3/ VV (X )dt, =z +/ Jo YV (Xor) dt ,
0 ‘ fO VV Xat)dt |

on voit que 'hypothése VV'(z) # 0 nous assure que le systéme (27) admet des solutions.
De méme (t,,79,) € J' si et seulement si (z,§) € A} avec

A ={(Xi(2),E(z)); HER, (t+s,2,70,0)€QNS},

et X! (x) et E(z) solutions du systéme

(1]

W~

X! = sgn(s) Xo ==, Zy=-VV(X]), E=0, (28)

(1]

W~

| E5 1

lequel admet des solutions lorsque VV (z) # 0.

Ceci permet de construire les courbes (a:ff, f;t) de la proposition 2 et d’obtenir la premiere
partie de la proposition 6. Attachons-nous maintenant & décrire A, et Al .

On vérifie aisément que X_,(z) = Xi(z) et E_4(xz) = Eq(x), ce qui entraine que si
(z,€) € Ay alors (x,—€) € A’ . De plus, la premiere projection restreinte & A, est de
rang maximal, A, admet donc un systéme d’équations locales de la forme £ = V,¢(zx, 79)
ou la fonction ¢ peut étre choisie de sorte qu’elle dépende régulierement du parameétre 7.
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Notons enfin que la formule (26) traduit le fait que JUJ' C X = {| 7o + V(z) |=| £ |} et
nous aurons terminé la preuve de la proposition 6. <

On définit alors w = w(x, 7) par la formule
Vé(z,7) = (T + V(z))w(z,7),

et on note

I={m=(t,z,7,§)/ {Nw(z,7)=0}
On vérifie que I est une hypersurface coupant transversalement
ST={r+V(@)+|£]=0, E£0 et T = {7+ V(z)— | £ |=0, £ #0}.

De plus Z* N T = (J5? U JHF)\ S sont des sous-variétés involutives de M. En utilisant la
proposition 5, on a hors du lieu singulier le théoréme de propagation suivant:

Théoréme 2 On suppose que (Y") est solution de (3). On désigne par v la mesure semi-
classique a deuz échelles associée a I munie de I"équation {£ Nw(z,7) = 0}. Alors

V(t7 ‘/L'7 T? 57 lr}) = V+(t7 .’L" T? 57 TI)H+ (5) + Vﬁ (t7 x? 7—7 57 77)1_‘[7 (5)7

ot vt sont des mesures positives sur I x IR, portées respectivement par S+ NI et vérifiant

les équations

ot + |§—| Vvt — YV () - Vert — (V-w) 8y () = 0, (29)
au-dessus de J*P\S, et
ot + é—| VarE — YV (@) - Vert + (V - w) 3y () =0, (30)

au-dessus de J5\S.

Venons-en aux conditions de raccord au-dessus du lieu singulier S. Puisque VV (z) # 0,
les champs de vecteurs apparaissant dans les équations (29) et (30) sont transverses & la
sous-variété N (I) l{¢=0}- En conséquence, les mesures vt au-dessus de JP (resp. au-dessus
de J*¥) ont, au sens des distributions, des traces v=? (resp. v*7) sur N(I) |s qui sont
des mesures positives. Notre résultat principal est alors

Théoréme 3 On suppose que vHP et v=P sont étrangéres sur l’ensemble {| n |< co}. Alors

vHf _ pp
(V_’f):<1TT 1TT><1/_4’> (31)

ou T(t,z,n) = e~ ™"/ VV@)I,
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5 Etapes de la démonstration du théoréeme 3

La démonstration comprend trois étapes. Par transformation canonique, nous ramenons
d’abord le systéeme 3 au systeme suivant

aly o—3s

opy(Q)ul = o(h) avee Q(s,2,0,¢) = ( ots al ) (32)

ou a = a(o,z) est une fonction C* ne s’annulant pas. L’hypersurface correspondant & I
est alors {(2 = 0}.

La deuxiéme étape consiste & établir la formule (31) sur le domaine {| 7 |= oo}, grace a
une estimation hyperbolique satisfaite par le systeme (32).

Dans la troisiéme étape, on montre dans U'esprit de [1], [10] et [18] que le systéme (32)
admet sur {| n |< oo} la forme normale 2-microlocale corespondant & o = Cte, ce qui
ramene au cas du potentiel linéaire décrit dans la section 2 ci-dessus.

5.1 Réduction a un probléme modéele

Nous allons commencer par faire un changement de fonctions inconnues. Soit Ry la matrice
de rotation d’angle 6,
cosf —sind
Ry = ( sinf  cosd )
ol 0 est défini par (cos(20), —sin(20)) = w(z, 7). Soit R = opy(Ry(y,r)) alors ¢" = Ryt
vérifie

Oph(Q(t,l',T,f))(ﬁh =0 (33)

~ _ . . w(xz,7)- & wlz,T)ANE
Qt,z, 7 8) = +V()+<w(w,7)/\§ —w(w,7)-§>'

On voit apparaitre explicitement 1’équation de I dans Q et la transformation canonique
suivante va ramener le systéme (33) au systeéme (32).

Proposition 7 Il existe une transformation canonique locale v sur T*IR3, k(t,z,7,£) =
(s,2,0,(), telle que

o =Nz, 7)1+ V(z), s=-AMz,T)w(z,7)-& =Mz, )z, T)w(z,7) AL (34)
les fonctions X et p ne s’annulant pas.

La proposition 7 nous conduit & étudier la concentration sur (o = 0 pres de s = 0 =
(s = 0, & I'échelle vh d’une famille uniformément bornée dans L? satisfaisant & (32) ou
a= ;l; est une fonction réguliére ne s’annulant pas.
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5.2 Une estimation d’énergie hyperbolique pour le probleme modele

Soit u” une famille satisfaisant & (32), on a I'estimation suivante qui permet de montrer la
réflexion de la partie v(%00).

Proposition 8 Soit x € C§°(IR) telle que x(0) = 1, alors il existe € > 0 et hg > 0 tel que
(X(hD‘)uh)h<h0 soit bornée dans L (IRs, L?(IR,)).

€

Soit y et ¢ donnés comme ci-dessus et v"(z) = x(222)uh(z), la suite (v") vérifie
opp(A)v"™ = oc(h),

A ( ots  Ualea
X(¢)elo, 2)¢ o—s
xx = 1.
On met alors en oeuvre la méthode d’énergie en variable s en tenant compte du caractére
auto-adjoint de A.. La dépendance en o de (o, z) fait apparaitre un terme en || v" || Leo(L2)

) , ou Y est une fonction de troncature vérifiant

que la présence de la troncature )2(%) devant ¢ permet d’absorber.

5.3 Une forme normale a distance finie

Il reste & établir les formules de Landau-Zener pour la partie v(n), | n |[< +00. Commencons
par analyser les différents roles des variables o et z dans (32) : la variable z; est un simple
parameétre, la variable zo n’est pas trés génante car le cas a@ = a(z2) se raméne a I'étude du
systéme (13) par un simple changement de variables en z;. L’unique difficulté est introduite
par la variable o. Il nous suffit donc de montrer que le systéme (32) admet une forme normale
avec a = «a(z). Nous travaillons & 1’échelle 2-microlocale (c’est-a dire aprés changement de
la variable (3 en v/hn) dans des domaines ot1 la variable 7 est bornée.

Proposition 9 II eziste deuz matrices Cy(0,2,1) et Ch(o, z,1),

Cn(a,2,1) = Co(0, 2,1) + VhCi(o,2,m) + hCa(0, 2, 1),
éh(avzan) = C’O(Uazan) + \/Eél(aazan) + hé2(072,77),

telles que pour tout a € CSO(R%S,U) X R‘(lz,g) x IRy),

|| opp(a(s, 0,2, ¢, %))[Oph(Q)OPh(Ch) — op(Ch)op,(Qo)] Il £(z2)= O(hVh) (35)

avec Cy, Cy unitaires et

Q0(87Z7U7 C) = ( a?o;;c2 ag-)’_z?f2 ) .

On est ainsi ramené aux formules de Landau-Zener pour un potentiel linéaire, qui sont
I'objet du paragraphe 2.
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