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0 Introduction

On s’intéresse dans cet exposé aux proriétés de régularité des solutions du
probleme de Cauchy pour ’équation de Schrodinger a coefficients variables,

0.1) { %t iAgu=0,t>0

Ult=0 = U0 ,

ou A, désigne le Laplacien relatif a une métrique g sur R".

Une des caractéristiques de cette équation, connue sous le nom de “vitesse
infinie de propagation”, réside dans le fait que la régularité de la solution de
(0.1) pour des temps ¢ > 0 dépend du comportement a 'infini de la donnée :
oscillation, décroissance... De nombreux travaux ont décrit ce phénomene en
termes microlocaux (voir [D1], [D2], [Sh], [CKS] dans le cas C*°, [RZ 1] [RZ 2]
dans le cas analytique). Dans tous ces travaux les énoncés étaient du type
“telle propriété de uy a I'infini” implique “telle régularité de v pour t > 07 ; ils
mettaient donc en jeu deux informations distinctes. Dans un article paru en
1999 au Duke Math-Journal, J. Wunsch [W], en s’appuyant sur les travaux
de R. Melrose, proposait de réunir ces deux types d’information dans un
objet, le “front d’onde gsc C*”, ou les théoremes précédents apparaitraient
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comme des résultats de propagation de ce front d’onde. La définition de cet
objet utilisait une théorie d’opérateurs pseudo-différentiels dans des variétés
a coins due a R. Melrose [M2]. Ce que nous proposons dans cet exposé c’est
une autre approche, basée sur une théorie de transformation Fourier-Bros-
Iagoniltzer “a la Sjostrand” [Sj] mais a deux échelles; cette théorie nous
permet de définir également le front d’onde analytique et de démontrer des
théoremes de propagation de cet objet : on retrouve ainsi les résultats de
[RZ 1] [RZ 2]

1 Le cadre géométrique

On reprend ici le formalisme de Melrose [M1] et de Wunsh [W]. Tous les
objets seront ici analytiques. Soit M une variété compacte a bord OM. Une
fonction p qui définit le bord est une fonction réguliere, positive sur M telle

que OM = {x € M ,p(x) = 0} avec dp # 0 sur M.

a) Métriques de scattering
Une métrique de scattering sur M est une métrique Riemannienne sur M
qui, pour un certain choix de fonction qui définit le bord, s’écrit
dp* h
(1.1) g= p + e
dans un voisinage de M ot1 h est telle que hjpys soit une métrique Rieman-
nienne.

Ce cadre géométrique contient, via la compactification stéréographique
de R", les métriques asymptotiquement plates. En effet prenons M = St =
{(to,t) € RxR™ : ¢, >0, 3+ |t/|* = 1}. Une fonction qui définit le
bord OM = {ty = 0,|t'| = 1} est donnée pres de to = 0 par p(to,t') =
O—EW (que T'on prolonge a M entier). On obtient ainsi une application

S\ (1,0) — [0, +oo[xS™ 1 (to, ') — (p(to,t) ,W) D’autre part R"
0

est difféomorphe a §1 par Papplication z 25> (<71>, é) ot (z) = (1 + |z2)V/?

(projection steréographique). On a donc, par composition, une application
R\ 0 — [0,+o00[xS" 1 | 2 (é,é) = (p,w). Comme z = * on voit

facilement que I'image de la métrique Euclidienne dz? est la métrique g =
dp® | dw?
o p?

Dans le cas général on notera (p,y) des coordonnées locales au voisinage
du bord. Dans ces coordonnées on a

{ b= hoolp.y)dp* +2hos(p, y)dpdy’ + his(p,y)dy'dy’
(1.2)
L (hij(oa y))lgi,jgn_l >0
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b) Le fibré cotangent gsc (“quadratic scattering” suivant Melrose).

On notera vy les champs de vecteurs sur M qui sont, pres du bord,
combinaisons linéaires de p*dp , p?0,, , 1 < j < n — 1. Soit “TM les
sections analytiques de v et ¥*“I"M son dual. La 1-forme canonique sur

cet espace est

d d

(1.3) a= L4 2

P P

de sorte que le point courant de °°T™M sera repéré par ses coordonnées
(P, Y, A, ). On posera

(1.4) e M = {m € ®T*M : p=0}

D’autre part, lorsque |A| + |p| est grand il sera plus commode “d’éclater” la
variable de fibre en posant
(15) o= ' A—oA, f—ov, R4|p=1

| (e AT |
Il sera alors plus commode de repérer un point m de “*“T*M par ses co-
ordonnées m = (p,y,o, (A, i)). On notera 4*“T*M le compactifié radial de
2¢T*M (i.e. on prend les coordonnées ci-dessus avec o > 0) puis

(1.6) $S*M = {m € *T*M : o =0}

Alors °¢T* M est une variété a coins, a deux faces définies par les équations
p=0et 0 =0. On posera enfin

(1.7) C =TT}, UTS* M .

2 Le front d’onde analytique ¢sc ou front d’onde
a Pinfini.

Cet objet sera un sous ensemble de C défini en (1.7). Dans le cas de R™ il
tiendra compte simultanément des informations de régularité (o = 0) et de
comportement a l'infini (p = 0). Il sera défini a I'aide d’une transformation
de FBI (cf. [Sj]) a deux parametres h et k; k servant a tester la régularité
microlocale et h le comportement a l'infini; on testera pour cette derniere
information, la distribution dans une zone de taille h pres de p = 0; la
variable pertinente sera donc s = £ qui évoluera dans un voisinage dun
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point s > 0. On introduit donc s > 0; un point mg de C a pour coordonnées
moy = (hoSo,yo, ap, ()\07/_10)) avec h()O'o =0. On pose
(2.1)

{ . _ —

i XO_(807y0) s =0— (5_80 ) g )a

X=(s59), Xo=(Ly), a=(ax,az),ax = (as, qy)a= = (-, ay) .

=
o

[=] ¥

a) les phases admissibles
Soit ap = (a%,al) € R® x R™. On dira que ¢ est une phase de FBI en

(Xo,Eo,Oé(]) si
(2.2) v =@a(X,az) + ps(a) +ihp (X, o), X € C",a e C" x C"

ot les ¢; sont holomorphes dans un voisinage de (X, ap), sont réelles lorsque
X et a sont réels et vérifient

0

(23) 5y (Xo.al) ==

0 0?
(2.4) ¢1(Xo, o) = a—f;(Xo,Oéo) =0, 87(%()(0,040) >0

2 2
(2.5) 8?(;;024 (Xo,02) et 8;9(50014 (Xo, ap) sont inversibles.
= X

Par exemple
(2.6) ¢ = (X —ax)a= +ih(X — ax)?

est une phase de FBI en (X, =0, ag) ou ag = (Xo, =0)-

b) Les symboles analytiques
Un symbole analytique est une expression de la forme

(2.7) a(X,a,h, k) =3 (WkYa;(X, o, h, k)

Jj=0

ou les a; sont des fonctions holomorphes dans un méme voisinage complexe
de (Xo, o), analytiques réel en (h,k) dans un méme voisinage de (hg,op)
dans [0, +00[x [0, +-00] et qui satisfont

(2.8) |a; (X, o, h, k)| < CIH59/2 05 >0.
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En fait les symboles que nous prendrons seront des somme finies de a;. Un
symbole a sera dit elliptique en (Xy, o, ho, 0¢) si

(29) CL()(X(),O[(],]'L(),O'()) 7& 0.

c) Le front d’onde analytique a l’infini.

Soit moy = (h()S(),y(),O'o, (j\o,ﬂo)) € Cie. ho.O‘o =0 s 5\(2) + |,[L0|2 = 1. Soit
u € D'(M). On dira que mo € W F,(u) si il existe ay € R?", une phase de
FBI ¢ en (Xy, =0, ap), un symbole analytique a, elliptique en (X, ag, ho, 00),
une troncature y € C'* égale a 1 pres de X, des voisinages V,, de oy dans
C*, Vi, Vo de hg, 0g dans [0, +oo], des constantes C' > 0,gq9 > 0 telles que
(2.10)

Tu(a,h, k)] = | [[ 40N a(X, 0, b, k)(Xn)ulp, y)dpdy| < Ce™it
(ot Xp, = (£,y)) pour tous a € Vo, , h € Vi, \ {0}, k €V, \ {0}

d) Le front d’onde analytique uniforme a I’infini.

Soit I un intervalle de R, (u(t;.));es une famille de distributions sur M
et to € 1. Soit mg € C. On dira que mq & W F,(u(to, .)) (front d’onde ana-
lytique uniforme) si il existe § > 0 tel que u(t; p, y) vérifie une estimation du
type (2.10) pour |t —to| < § avec (s, 2o, @, @, Vag, Vi Vios C, €0) indépendants
de t.

Théoréme 2.1 Les définitions de W E,(U) et qscﬁ/\f’a(u(t; )) sont indépen-
dantes de sg, g, p,a,x qui satisfont les conditions requises.

Il s’agit évidemment d’un résultat crucial de la théorie dont la démonstration
est délicate et tres technique.

Remarque 2.2 :

(1) Comme on le voit, deux parametres h et k interviennent dans la
définition du front d’onde a I'infini. Cependant si le point mg est de la forme
mo = (0,40, 00, (Ao, flo)) avec oo > 0 (resp. mo = (po, Yo, 0, (Ao, fio)) avec
po > 0) on peut tout simplement ignorer le parametre k (resp. h) et le fixer a
la valeur k = 1 (resp. h = 1). Il en résulte, en particulier que dans (9%¢S*M)°
le front d’onde a l'infini coincide avec le front d’onde analytique usuel (cf.
[SiD)

(2) Soit u € L2(R") tel que e’*lu € L?(R™). Alors en utilisant les iden-
tifications décrites dans I'introduction i.e. en posant z = % pour |z| > 1, on
voit que “W F,(u) N (¥T 5, M)° = (.

(3) Soit u(x) = e"<A%¥> olt A est une matrice réelle n x n symétrique.

On a
BWEF(u) = {(0,w,\ = —Aw.w , i = Aw — (Aw.w)w),w € S" 1} .
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3 Le Laplacien et son flot

Le Laplacien A, relatif a la métrique g s’écrit

(3.1) A, = f Z D;(VGg* Dy)

ou Dj = 132 G = det(g;r) » (%) = (gje) "

Comme ¢ est une métrique de scattering, il est plus commode, au voisi-
nage du bord, d’utiliser les coordonnées locales (p,y). Dans ces coordonnées
on a

(A= p%[(p D 02+ p* Ao+ ¢(n)p° D, + pR(p,y, p° Dy, 0> D,y)]
32) ) o= S D(VARADY) . H = det(h(0.9))

U (r7*(y)) = (h (0.9)~"
Le symbole principal de A, s’écrit alors

(3.3)
[ a2(Dg)(p,y,7.m) = (P, y, p°7, p*0) = plp, y, P°7, p1)
{ p(p,y, A i) = A2+ [lpll® + p7(p, y, A, 1)

n—1 _ . .
L ob lull? = 3 PRy, et v = pa®(p,y)N* + a” (p,y) My + a* (p, y) s

Ji:k=1
La 2-forme symplectique w = da sur T M s’écrit

:d)\/\d,o_i_du/\dy_de/\du‘

3.4
(34) P’ p? P’

Le hamiltonien Ha du symbole A/ est alors défini par

(3.5) d(=p)() = w(Ha,")
On montre alors que

(( Hy=Xo+X
(3.6) | Xo = 2X\pdp + 2(N° — [|ul*)On + 2, 9y) + 410, — (9, || 1l*)
' { ott (a,b) = Sh*(y)a;by. , |lal* = (a,a) .
U X = p?p10, + pp20, + q1p0x + G290,
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3.1 Le flot dans (#“T%,,M)"

Dans cet ensemble le flot de Ay sera celui de X.

Soit mg = (0, 5o, Ao, o) € (9T 5, M)°. Le flot de X issu de my est décrit
par les équations

([ 5() = 2A(1)p(1) p(0) =0
37) {0 =2 S B GO0 0=

LA =202 — [ A0) = o

U alt) = DOut) — 8,lu®))? 1(0) = o

Ce systeme a une unique solution maximale définie sur [0, 7%[.

Cas 1 : pp=0,

On a u(t) =0, p(t) =0, y(t) = yo pour ¢t € [0,7*. D’autre part
}\()—ZA?()desortequeT*—ﬁsi/\0>0etT*:+oosi)\o<O. De
plus si A\g > 0 on a hm A(t) = 4o00. Ceci montre que, dans ce cas toute

t— 330 2/\0

courbe intégrale issue de my atteint le coin i.e. p = 0 = 0 en un temps fini
T= ﬁ tandis que si A\g < 0 cette courbe reste pour tout temps a l'intérieur
de #*T5,, M. On a bien sir une discussion analogue sur |7, 0]. Ceci incite a
poser

(" ={m=(pyAn : p=p=0}
(3.8) {H:F ={meH : xS0}

LHS ={m:p=p=0=0, \=F1}
Cas 2 : pg # 0.

On montre que dans ce cas la courbe intégrale issue de m, est définie
pour tout temps et reste enticrement dans (25T, M)°.

3.2 Le flot dans #¢S*M

On travaille dans les coordonnées (p,y, o, (A, fi)). Le champ de vecteur
oHa est alors bien défini (jusqu'en o = 0) et son flot constituera celui du
Laplacien.

3.3 Comportement en grand temps du flot

Définition 3.1 Une courbe intégrale maximale de c Ha sur ¥°¢S*M sera dite
non captée dans le passé (resp. dans le futur) si elle est définie pour tout
t € (—o00,0] (resp. [0,400)) et si thfn p(t) =0 (resp. tli+m p(t) =0).

XVII-7



Définition 3.2 i) Soitm € ST M, m & H. On dira que m n’est pas capté
dans le passé (resp. dans le futur) si la courbe intégrale de cHa issue de m
est non captée dans le passé (resp. dans le futur).

it) Soit m € H , m = (0,y0,00 , (£1,0)). On dira que m est non
capté dans le passé (resp. dans le futur) si toutes les courbes intégrales de
oHa dans ¥S*M arrivant pour t — +oo (resp. t — —00) au point m =
(0,0; 0, (£1,0)) sont non captées dans le passé (resp. futur).

On notera T_ (resp. T'y) I'ensemble des points captés dans le passé (resp.
dans le futur).

Proposition 3.3 Soit m € ©*¢S*M \ (H-UT-). Alors N_s(m) = lim

t——o00

exp toHa(m) € HS (idem si on échange — et ).

4 Propagation du front d’onde a ’infini.

On considere dans ce paragraphe pour ug € L?*(R") (on pourrait prendre
S’) une solution u € C°([0, +o00o[, L*(R™)) du probéme

ou . _
5% T iAgu =0
Ujt=0 = Uo

(4.1) {

et on essaye de répondre a la question suivante. Etant donnés un point mqy € C
et un temps 7' > 0 a quelle condition sur ug a-t-on mgy & W F,(u(T,.))?

Le point myq sera décrit par ses coordonnées

(4) mo = (po, Yo, 0, (Mo, i) avec AG + |fiol* = 1 siog =0,

(44) mo = (0, yo, Ao, ft0) si gg > 0

Premier cas : py = 0,00 > 0 et

(1.9) to # 0, T > 0 quelconque

ou

(1.79) o =0, Ao >0, T >0 quelconque
ou

(1.431) uon,A0<O,O<T<—21\O.
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Théoréme 4.1 On amgy & “WEF,(u(T,.)) si et seulement si exp(—TXy)(mo) &
W, (up).

Deuxiéme cas : pp =0, 0y >0 et

1
2.1 =0, <0, T=—-.
( Z) Ho » A0 ) Mo
Posons m; = exp(ﬁXo)(mo). Il résulte du §3 que m; € HE ie. my; =

(0,130, (—1,0)). Notons N7 L (my) = NL(my)\ {m;} I'ensemble des points
différents de m, arrivant pour ¢t — 400 en m; par le flot de o Ha.

Théoreme 4.2 Supposons qu’il existe un voisinage U du point m, = eXp(ﬁXo)(mo)
tel que N7L (my)NU ne rencontre pas qsc/v?ﬁa(u(o, ). Alorsm & W F,(u —ﬁ, ).
Troisiéeme cas : po =0, 09 > 0 et

1
3.1 =0, AM<0etT >——r
(Z) Ho ) 0 (S 2)\0

Posons encore m; = exp(ﬁXo)(mg) € H°. Si my n'est pas capté dans le
passé, tous les points de N1 (m1) sont non captés dans le passé; ensemble
N_o(N;L(my)) est alors bien défini. On posera

scat(my) = N_oo(Nia (m)) C HS

Théoréme 4.3 Soit m, = eXp(Q—/l\OXo(mg). Supposons my non capté dans le
passé et que exp[—(T + ﬁ)Xo] (scat(my)) N W EF,(ug) = (0. Alors mg &
YW E, (u(T,.)).

Quatrieme cas : 05 = 0 et

(4.4) po>0,T>0

(4.4i) po=0,mggH , T>0

Théoréme 4.4 Supposons mg non capté dans le passé (alors N_..(mg) €
H<). Supposons exp(—TXo)(N_oc(mo)) € W F,(ug). Alors mg & ©*W Fq(u(T,.)).

Cinquiéme cas : gy =0
(5.4) po=0, mgeH , T>0

Théoréme 4.5 Supposons exp(—TXg)(mo) & W Fy(ug). Alorsmg & qsc/W\fa(u(T, )
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5 Quelques éléments de preuve

Les résultats décrits au paragraphe 4 sont obtenus en combinant les in-
formations de quatre situations modeles.

A. Propagation du front d’onde dans (9T, M)°.

B. Propagation du front d’onde uniforme dans (%°¢S* M) ou dans le coin.

C. Propagation de l'intérieur vers le coin.

D. Propagation du bord vers le coin.

Voici ce que 'on démontre dans chacun de ces cas.

Théoreme A
Soit m € (T, M)° et supposons que exp(—TX)(m) € (T, M)°.
Alors m & W E,(u(T,.)) <= exp(—=TXy)(m) & W E,(up).

Théoréme B

Soit ty > 0 fixé. Soit m € (?*¢S*M)° (resp. m € T M N 9¢S*M).
Supposons que exp(foHa)(m) € (9°¢S*M)° (vesp. € 95T, M N 9*¢S* M)
pour un certain 6 > 0. Alors

m & W F,(ulty, ) <= exp(0oHa)(m) & “WF (u(ty,.)) .

Théoréme C

Soient m € H® et ty > 0. Si il existe un voisinage U de m dans 9°¢S* M tel
que N1 (m) ne rencontre pas ©*“W F, (u(t, .)) dans U alors m € ©WF,(u(to, .))

Théoreme D

Soit m € HS. Supposons que exp(—T'Xy)(m) & W F,(ug). Alors m ¢
=W, (u(T, ).

Notons que les théoréemes A et B sont de nature locale (i.e. il suffit de les
prouver pour 7' ou 6 petit) alors que les théoremes C et D sont de nature
globale car tout point, aussi proche du coin soit-il, met un temps infini pour
arriver au coin.

Dans tous les cas la preuve consiste a trouver une famille continue de
transformations de FBI qui microlocalise a l'instant initial au point m et
a l'instant final au point décrit par le théoreme ; ces transformations étant
construites de telle maniere qu’il y ait un lien entre les deux.

Ces transformations sont de la forme
(5.1)

Tu(0;t, o, h, k) = // RO X ) g/(9: Xy o, iy )X (0; X )ult; p, y)dpdy
ot X, = (£,¥),a(f,.) est un symbole analytique et x(f;.) une troncature.

Décrivons maintenant la maniere avec laquelle on choisit la phase et le sym-
bole; cela dépend bien entendu de la nature du résultat que ’on veut obtenir.
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Cas du théoreme A
Comme tout se passe a l'intérieur de 9°°T’ ZMM on peut supposer k =1
et m = (0, yo, Ao, to). On cherchera ¢ et a de telle maniere que 'on ait

(% +iAD)(€"Pa) = O(e /M) e > 0,

ou A} désigne 'adjoint de A,. On cherchera ¢ et a sous la forme

(5.2)

(53) Y= 902(9a %7 Y, Oé) + Zh901(9a %7 Y, Oé)

ol ¢y et ¢ sont holomorphes dans un voisinage complexe de (0; sg, 4o, ) et
réelles sur le réel.

(5.4) a=3 Wa,(: 7 y.a) .
Jj=0
On a
(5.5) (% FiA) (e Pa) = M T (T I+ TIT+1V)
[ Op2 <3902> 2 = gy 0P Oy
5.6 I=i| 22 == Rk () =222
(56) Z<ae T s +SM§1 W) 5y, aye )€

II =—h (51901 +iFo(s, y, % ' %_w;)) “

ds 0Os =i

1% Jpa

(
: n—1 _ .

(5.7) { L, = %+284M2+282 D h]k(y)%%a%j
[ ot Fp est un polynome en D2, Hr réel sur le réel

(5.8) [T = h*(Lia + Fi(s,y, (0% ¢;)jal<2,j=12)0)
2 .
(5.9) IV =3 ¥ X(sh,s,y,(0%) , 0s,0y)a
j=1

ou F est polynomiale en (0%p;) et analytique en (s,y); X; est un opérateur
différentiel homogene d’ordre j a coefficients du méme type.
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1) résolution de la premiére équation de phase :
On cherche ¢, solution du probleme de Cauchy

o) 0 0
(824 () 4 42 =0
(5.10) {
U $alpmy = (5 — @s)ar + (y — o)y
ol @ = (a, 0y, a7, ay) € C" est un parametre proche de ag et [af* =
Zhjkajak.

Remarquons que si on pose
(511) 902(6); 5 Y, Oé) = @2(9; S, Y, 0r, an) — QO — Qg Oy

le probleme (5.10) est équivalent au probleme

(02 + s (%2)2 + 52152 =0
(5.12) {
(

Paloo = SQr + Yoy,

On résout cette équation de phase par I'utilisation classique de la géométrie
symplectique.
On introduit pour cela le symbole

(5.13) 0(s,y,7,m,0%) = 0" + q(s,y,7,n) , q=s"7>+s*||]n||” .

L’équation de (5.13) est équivalente a E(s,y,%,%, gﬁf) = 0. La bica-

ractéristique de ¢ U'issue de (6, 3,7, o, o)) est décrite par les équations

0(t) =1 0(0)=0

L s(t) = 22(s(0), y(t), (1), n(t)) s(0) =3

L) = 2 ) y(0) =7
(5.14)

L 0%() = 0 0%(0) = —q(5, 9, 7,7)

P () = —22(s(), y(1), 7(), (1)) 7(0) = a,

L) = — 2 ) n(0) = a,

Ce systéme a, pour [t| petit, une solution unique s,y, 7,7 qui sont des fonc-
tions de (t; 8,7, ar, o).
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L’ensemble (pour a,, o, fixés)

A= {<t78(t; 571770577%7)79(‘ : )79*(0)77—( )77]( : ) : (tv 5737) proche de (975073/0)}

est une variété Lagrangienne sur laquelle ¢ s’annule.

La projection 7 sur la base de A est un difféomorphisme local et dr est
injective.

Il existe donc ¢ telle que

890 8(10 890 . (t, S,y) pI‘OChe de (07 507y0)}

A = {(7257‘%%,&7@) .

ce qui résout 1'équation de (5.12).

2) résolution de la deuxiéme équation de phase :
On prend alors ¢, solution du probleme de Cauchy

{ £1§01 = _iFO(S7y7%7aT?)

(5.15) Pl = (5 — as)? + (y — a)?

C’est un probleme linéaire non caractéristique qui admet une solution pour
0| petit.
3) Lien entre les bicaractéristiques de p et le flot de Xj.

Proposition 5.1 Soitmg = (0,0, Ao, tto) € (P*Ty, M)° et g = (0, o, 29, 49).
0 0

Soit (s(0; ), y(0; ), 7(0; a0), (05 g)) la bicaractéristique de q définie en
(5.13) issue de . Posons

A(O) = [s(6; 0)]*7(0; ), p(0) = [5(6 5 0)]*n(0 ; o)

Alors (0,y(0; ) , A(0), 1(0)) = exp(0Xo)(my).

On montre ensuite que la phase ¢(#;...) ainsi obtenue microlocalise au point
NG 9
(5(60; 00), (65 ), sapps » 2as)

4) Résolution des équations de transport

On cherche un symbole a qui annule les termes 111 et IV de (5.8), (5.9). En
travaillant dans les coordonnées (6, §, 7) au lieu de (6, s, y) on voit facilement
que L s’écrit %. On est ramenés en posant ¢ = a — 1 a résoudre, dans les
symboles analytiques, le probleme de Cauchy

(5.16) { [% +c(0;s,y,a)]la+h (WX, + h'X5)a =D

Qig=0 = 0
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ou les X sont des opérateurs différentiels d’ordre j a coefficients réguliers en
(5,7,0,a, h) pres de (so, o, 0, ap,0) et b est un symbole.
On utilise pour cela la méthode des ouverts emboités décrite dans [Sj].

5) idée de la fin de la preuve du théoréeme A
Les constructions précédentes permettent d’aboutir a la formule (5.2). On
a alors le

Lemme 5.2 [| existe deux fonctions régulieres U et V, ey > 0, C; > 0,
Cy >0, Cy > 0, un voisinage V,, tels que

Tu(f;t,a,h) =U(0 —t;a,h) + V(0;t,c, h)

|V(9;t,04, h>| < 06_% ) V(Q,t,a,h) E] - Cl,Cl[X[O,T] X vaox]0702[ :

En effet, on utilise le fait que 7u(6;t, a, h) vérifie (5.2) puis que u(t,.) est
solution de I’équation de Schrodinger % + 1A u = 0 pour montrer que (% +
9)Tu(0;t, o, h) est & décroissance exponentielle en 1/h.

Il résulte du Lemme 5.2 que, modulo un terme exponentiellement décrois-
sant on a Tu(—6;0,a, h) = Tu(0;0, a, h) ; ceci prouve que d’une information
sur ug au point exp(—0Xy)(mg) on déduit une information sur u(6;.) au point
mo et le théoreme A en découle.

Cas des théoremes B, C, D :

Le schéma général de la preuve est le méme qu’au théoreme A avec cepen-
dant des différences que nous allons préciser. Tout d’abord il faut dans ces
trois cas garder les deux parametres h et k£ dans la famille de transformations
de FBI; il faut ensuite remplacer % + 1A} par %% + 1A} ce qui conduit a
I’équation de phase

0
(5.17) 20 + p(sh,y,s"=—,s—) =0

Cette équation de phase est encore résolue par la géométrie symplectique
complexe; cependant elle est a résoudre localement en 6 dans le cas du
Th.B globalement sur |7}, 0] dans le Th.C et globalement sur [0, +oo[ dans le
Théoreme D. Dans chaque cas il faut une étude précise du systeme décrivant
les bicaractéristiques de p : estimations, forme des solutions etc... Une fois
I’équation de phase résolue, la preuve n’en est pas pour autant terminée.
En effet contrairement aux cas classiques ou les équations de transport se
résolvent aisément, on est ici aux prises avec des équations de transport dont
les coefficients explosent (au voisinage de T'x) ou tendent vers zéro (en +00)
ce qui introduit des difficultés non négligeables dans leur résolution par la
méthode des ouverts emboités. On renvoie a [RZ 3] pour les détails tech-
niques.
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