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Redressement Optique

David Lannes
MAB, Université Bordeaux I
351 Cours de la Libération,
33405 Talence Cedex
lannes@math.u-bordeaux.fr

Le redressement optique est en gros la création et 1’évolution d’un mode
moyen par interaction non linéaire des modes oscillants dans des problemes
hyperboliques. La mise en évidence de tels phénomenes dans le cadre de 1’op-
tique diffractive se heurte & plusieurs problémes, le principal d’entre eux étant
un phénomene appelé transparence qui fait disparaitre les non linéarités des
équations asymptotiques. En fait, la description du redressement optique nécessite
I'introduction d’une quatriéme échelle de variables, au lieu des trois utilisées
généralement en optique diffractive.

1 Introduction a l’optique diffractive linéaire
1.1 L’ansatz

On cherche des solutions approchées quand € — 0 de

Lf(0;)u® =0, z=(ty),

avec L5(0;) = O + E;l:l A;0; + %Lo, avec les A; symétriques et Lo anti-
symétrique.

On veut prendre en compte des phénomenes qui font intervenir 3 échelles
différentes: celle en O(1/¢) des oscillations, celle en O(1) de l'optique géométrique,

et celle en O(e) de la diffraction de type Fresnel.
On cherche donc une solution approchée

u®(x) = U (et,x,B - x/e),
avec U (Y,z,0) périodique en € qui s’exprime sous la forme
U = Uy + elhy + 2Us,
et on veut choisir les profils Uy, Uy et Us de maniere & minimiser

Lf(8;)u® = e “L(BDg)lUo
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+ 60iL(ﬁD0)L{1 + I (6;0)1/{0

+ e“iL(BDg)Us + L1 (9, )l + Orlhy
+ °R°

B=,

€

‘T:st,w,&:

ot D = /i, et Ly (3x) 1= 0 + 3.7, A;0j, et

d
1
L(B)=Lzy) =1l + Y Ajn,; + 5 Lo.

=1

1.2 Minimisation du reste

1 €Y et ! du développement précédent.

On veut annuler les termes en £~
1. Annulation du terme en €1

En cherchant Uy sous la forme Uy (T,x,0) = Up1 (T,z)e? + c.c., la condition
iL(BDg)Uo = 0 se lit alors

L(B)Upr =0, (1)

ce qui ne peut avoir de solution non triviale que si L() n’est pas inversible.

Définition 1 La variété caractéristique est ’ensemble

Cr = {6 = (Tvn)vdet L(ﬁ) = 0}

On définit aussi le projecteur m(3) sur ker L(B) et L(B3)~! linverse partiel de
L(B).
On a alors la propriété suivante.
Lemme 1 Les deux assertions suivantes sont équivalentes
i) L(B)a=10b
i) m(B)b =0 et (I —7(B))a = L(B)'b.

La condition (1) est donc équivalente &

m(B)Uor = Uox- (2)

2. Annulation du terme en £°

En cherchant U sous la forme Uy (T,x,0) = Un(T,w)eie + c.c., la condition
iL(BDg)Uy + L1(0,)Uo = 0 se lit alors

iL(B)Ur1 + L1(0)Uo1 = 0,

ou encore, grice au Lemme 1 et & (2),

{ 7(B) L1 (Oz)m(B)Uor =0

(I —7(B)) U1y = iL(B) ™" L1 (85 )Uo1 -

3. Annulation du terme en &'
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En cherchant Uy sous la forme Us(T,x,0) = Usy (T,x)e? + c.c., la condition
iL(BDg)Us + L1(05)Ur + 01Uy = 0 se lit alors

iL(/B)Z/{21 + Ly (&U)ull + Orldpy = 0.

Cette équation projetée sur 'image de w(3) se lit

7T(é)Ll(az)Z/{ll + 8T7T(B)U()1 =0.

On décompose alors U1 sous la forme Uy = w(B)U1 + (I — w(B))Ui1, et on
remplace (I — w(f3))U11 par son expression pour trouver

ortor + 7(B)L1(0:)m(B)Ur1

+ 4L(B)L1(8:)L(B) " L1(8,)7m(B)Uoy = 0.

Comme on n’a pour le moment aucune condition sur 7(5)U11, on peut imposer

7(B) L1 (0z)m(B) U1 = 0, (3)

et on obtient donc

drlUoy + iL(B)L1(82) L(B) ' L1(8:)w(B)Uor = 0.

La proposition suivante permet de simplifier 1’écriture de ces équations.
Proposition 1 [DJMR] Si 3 = (z,n) est un point lisse de Cr, et si 7(n) est un
paramétrage local de Cr au voisinage de 3, alors

i) (B)A;m(B) = —9;T(m)m(B),

i) m(B)A; L(B) " Awm(B) = 305, 7(m)7(B).

On trouve donc U1 = w(B)Uo1 en résolvant

{ (8,5 — T'(Q) . 8y)Z/I01 =0
Orlor + %T" (Q) (ay,ay)z/{(n =0,

autrement dit, la propagation selon les rayons est corrigées en grand temps par
une diffraction due & ’équation de Schrodinger.

2 Optique diffractive non linéaire
2.1 L’ansatz
On cherche maintenant des solutions approchées de
LF(9,)u® = f(u®,u%).

Trois problemes nouveaux se posent par rapport au cas linéaire, Tout d’abord
le temps d’existence, qui est lié & la taille des solutions considérées. On doit
également prendre en compte la génération d’harmoniques: les harmoniques
supérieures 23, 303, --- sont peu génantes car ces nombres d’onde ne sont en
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pratique pas sur la variété caractéristique et ne peuvent donc pas étre propagés;
par contre le mode moyen est beaucoup plus délicat a traiter puisque 0 est sur
cette variété et n’en est pas un point lisse.

Définition 2 On appelle redressement optique !’interaction qui a lieu en grand
temps entre la propagation du mode moyen et celle des modes oscillants.

Le troisiéme probleéme qui se pose est le controle des correcteurs. Il faut en effet
s’assurer que elf; + €2Us reste négligeable devant Up.

Pour faire face & ces difficultés nouvelles, on cherche désormais une solution
approchée

-
u®(z) = eug(st,x,ﬁ?),
avec U (T,x,0) périodique en 6 et s’exprimant sous la forme
U = Uy + elhy + £Uo.

Pour étre siir que les correcteurs restent négligeables sur des temps O(1/¢), on
impose la condition de croissance sous-linéaire [JMR1]

1
lim —
t—oo t

Uit )L =0, j=1.2.

T,y,0

2.2 Détermination des profils

On cherche
ut = E(Z/{O + EZ/{l + €2u2)|T:5t,w,0=gl’

de maniére & annuler les premieres puissances de € du reste L (9, )u® — f(u®,u®).
En cherchant U;(T,z,0) = Uj1 (T,x)e + c.c. +Ujo(T,x), pour j = 0,1, et Us avec
également les harmoniques +23, on obtient en utilisant la méme méthode que
précédemment les conditions de polarisation

F(ﬂ)lx{m = Uo1, et W(O)uoo = Uopo,

I’équation de transport du premier mode oscillant
(0 — 7'(n) - Oy)m(B)Uon,

ainsi qu'une équation de propagation du premier mode moyen
7(0)L1(95)m(0)Uoo = O,

qui n’est PAS une équation de transport car 0 € C n’est pas lisse. On trouve
également les équations d’évolution lente sur Uy et Uoo,

Orthn + (0 =7 (1) - 0)w(B)lrr + 57" (1)(9y0)w(B)lon
= 2R[x(B)f (w(0)Uoo,m(8)Uo1)], (4)
et
drlhoo  +  w(0)L1(8)m(0)Uso + im(0) L1 (9x) L(0) " L1 () m(0)Uoo

= 2m(0) f(7(B)Uor,m(B)Uo1) + 7(0) f (7 (0)Uoo,m(0)Uoo)- (5)
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2.3 Projecteurs moyenne

Nous introduisons cet outil (cf. [L]), qui nous permettra de comprendre com-
ment résoudre simultanément les équations d’évolution lente et les équations
d’évolution selon les variables de 'optique géométrique.

Posons T'(9,) = 0¢ + v - 0y, et définissons

1 rh
Ghw(ty) = E/ w(t + s,y + sv)ds.
0
Quand la limite existe, on définit
Grw = lim Ghw.
h—oc0

On généralise cette définition au cas ou T(9,) = 0¢ + iA(D,) en posant

I ;
Ghw(ty) = E/ (/e’(y'"“)‘("))@(t + s,n)dn)ds.
0

On a alors les propriétés suivantes ([L])
Proposition 2 4) Si T(0;)w = 0 alors on a Grw = w.
i) Si T(0z) = 0y +iA(Dy) et T1(0z) = Or + i (Dy), et que A # A p.p., alors,

st T1(0z)w = 0,0n a Grw = 0.

i11) Si w est & croissance sous-linéaire, alors on a GrT(0;)w = 0.
w) St T1(0z)w1 =0 et To(0,)ws = 0, alors on a

Gr(wiws) =0,

sauf si T est un opérateur de transport et si Ty =To =T.

2.4 Comportement du mode moyen

En vue d’utiliser ces projecteurs moyenne, on réalise la décomposition spec-
trale de
7(0)L1(9z)m(0)Uoo = 0.

On écrit

To(92) = m(0)L1(:)m(0) = Y (8e + ira(Dy))Ea(Dy),

«

et donc
Upo = m(0)Uoo = Zuoo,a,
oll Ugo,a 1= Ea(Dy)Uoo vérifie
(0 + iAa(Dy))Uoo,a = 0.

Par ailleurs, on a
Proposition 3 [L] La variété caractéristique de l'opérateur To(0,) est le cone
tangent a Cr, en (0,0).
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2.5 Obtention des équations asymptotiques

CAS I: Aucune des composantes de Uyg,o n’est transportée a la vitesse de
groupe —7'(n).

Compte tenu de la Prop. 2, Papplication du projecteur moyenne associé au
transport selon la vitesse de groupe sur 'Eq. (4) donne

i
Orlhor + 57" (1) 0y 0y)m(B)Uor = 0
et par différence, on obtient donc aussi

0y — T'(Q) - Oy)m(B) U1y = 29%[”(@)10(“0072’{01)]’

(et donc, si f =0, i.e. dans le cas linéaire, on retrouve, sous forme de condition
nécessaire, la condition (3) que nous avions imposée plus haut).

En appliquant les projecteurs moyenne associés aux composantes T o(0y)
de Ty(9;) on trouve de méme, pour tout «,

Orloo,a + iR, (0y,0y)Uoo,a = Ea(Dy)f(Uoo,aUoo,a)

Le mode moyen est le mode oscillant vérifient donc le systeme
{ Orldor + ;—'T"(Q)(ay,ay)w(g)um =0

OrlUoo,a + i Ro,a(0y,0y)Uoo,a = Ea(Dy)f(Uoo,aUoo,a)

qui est découplé et ne permet donc pas ’apparition de redressement optique.

CAS IT 11 existe une composante Upp1 transportée a la vitesse de groupe.
L’application du projecteur moyenne associé & la vitesse de groupe sur la
premiere équation d’évolution lente donne alors

Ortdor + 57" (1) 8y, m(Dlhor = 2R[x(B)  (x(0)oo, 7(DVlo)]

On applique le méme projecteur a la deuxiéme équation pour trouver

Orlp1 + %T"(Q)(%ﬁy)ﬂﬁ)%l = 2R [ () f (m(0)Uoo,1,7(B)Uo1)]
Orloo,1 + 1Ro1(0y,0y ) Uoo,1 = E1(Dy) f(Uoo,1.Uoo,1) + 2E1(Dy) f (Uor,Uor ).

Ce systeme est couplé, et 'apparition de redressement optique est donc a
priori possible.

On peut donc formuler une condition nécessaire d’apparition de redressement
optique
Cond. de redressement. Le céne tangent Co 6 Cr, en (0,0) contient le plan P a
Cp en (.

Sur les exemples physiques, elle n’est en pratique vérifiée qu’en dimension
1. Méme lorsqu’elle est vérifiée, le terme souligné dans le systeéme ci-dessus doit
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étre non nul pour que le redressement ait effectivement lieu. Or, la plupart des
systeémes physiques vérifient la condition de transparence ([JMR2]):

Vabe CV, (0)f(n(B)am(B)d) =

et donc, en pratique, on n’observe pas de redressement optique, et ’approxi-
mation de 'optique diffractive non linéaire est la méme que celle de 'optique
linéaire!

3 Grandes solutions

La taille des solutions était choisie de maniére & avoir les effets non-linéaires
en méme temps que les effets diffractifs, mais & cause de la transparence, ils
arrivent plus tard. L’idée est donc de chercher des solutions plus grandes, afin
d’accélérer la venue des effets non linéaires. On cherche ainsi

u(z) = U + elhy + 522’{2)'(51:@,9;)‘

La partie précédente justifie le choix de chercher la présence du mode moyen
uniquement 3 partir du premier correcteur, c’est-a-dire Uy = Upre® + c.c. et
U1 = Z/{Hew + c.c. + le.

Gréce a la transparence, l’étude est possible. On montre que Up; = 7(3)Uo1
est transporté a la vitesse de groupe, et on se rameéne au cas ou Uyg = ﬂ(ﬁ)bﬁo
lest aussi. La dépendance de ces profils en (¢,y) est donc une dépendance en
& =y + 7'(n)t. On trouve alors Uy et Ui par la résolution d’un systéme de
type Davey-Stewartson ([C]),

6’1"1/{01 + Z7'”(Q_)( y)Z/{ = 271'( ) (U01,L101) L
+27(B) f (Uon, (ﬂ) fUo1,Uor) + 27 (B) f (Uo1,L(0) ™ f (Uo,Uor))
m(0) L1 (7' (n) - O, 5&)7T(
g (1) - O f(

0)Ur0 = 2m(0) L1 (7' (1) - O¢,0¢) L(0)~* f (Uo1,Uox )
TI( ) V 7TU01,Z/{01)

On obtient ainsi un couplage entre le mode moyen et les modes oscillants, mais
ce n’est pas du redressement optique, puisque 1’équation sur le mode moyen
n’est pas une équation d’évolution lente. En fait, on peut méme montrer que la
validité de ’approximation Davey-Stewartson est incompatible avec la présence
de redressement.

Pour résoudre le systeme de Davey-Stewartson, il faut en effet “inverser” I'opé-
rateur w(0)L1(7'(n) - O¢,0¢)w(0), ce qui n’est pas possible dans deux cas ([C]):
-1- Si Co contient le plan P tangent & Cr, en f3, i.e., si la condition de redressement
est satisfaite. Ainsi, quand il y a redressement, il y a trop d’effets non-linéaires
pour espérer des grandes solutions de taille O(1).

-2- Si Cy est tangent & P. Nous appellerons cette condition condition de résonance
ondes longues/ondes courtes(CROLOC). Une question naturelle est donc: la
CROLOC rend-elle le modele de DS singulier & cause d’effets de redressement
optique?
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4 Résonance ondes longues/ondes courtes

On a vu que la condition de redressement n’est en pratique vérifiée qu’en
dim 1, et comme elle est alors confondue avec la CROLOC, on ne regardera
donc que cette derniére.

On a vu & la Section 2 que les solutions de taille O(e) sont trop petites
au sens ou les effets de redressement arrivent trop tard pour étre vus dans
une étude diffractive. Inversement, on a vu & la Section 3 que des solutions de
taille O(1) sont trop grosses au sens ou elles sont incompatibles avec les effets
de redressement. On regarde donc ici des solutions de taille intermédiaire, en

O(Ve).

4.1 Dimension 1

Dans ce cas, la CROLOC est confondue avec la condition de redressement, et

létude ressemble 4 celle faite & la Section 2. On cherche u® (z) = /eU* (st,x,%—w),
avec = (t,y1) et

U =Uy + Uy + elhs + £3%Us + Uy,

et comme précédemment on ne fait intervenir le mode moyen que dans le premier
correcteur. On trouve un systéme couplé entre le premier mode oscillant Uy et
le premier mode moyen U;o ([CL]),

Orlor + %T"(ﬂ)(@g,@g)lx[gl = QW(ﬁ)f(Um,Um)

6TL{10 = 2i857r(0)f(817r(ﬁ)u01 ,W(ﬁ)Ual)

+2i7T(O)A1L(0)716§f(Uo1,uOl).

et on peut donc observer des effets de redressement optique mono-dimensionnels.

4.2 Dimension d > 2

Dans ce cas, la CROLOC n’est plus confondue avec la condition de redres-
sement, et méme avec des solutions de taille O(y/¢) au lieu de O(g), on constate
comme 3 la Section 2 qu’il n’y a pas de redressement optique. Il faut donc trou-
ver un nouveau type de profils pour les solutions approchées.

Jusqu’a présent la dépendance des profils considérés en les variables de 'optique
géométrique était en (t,y1, - -,yq)- En considérant une dépendance en (¢,y;) uni-
quement, ou y; désigne la direction de tangence entre Cp et P, on se rameéne au
cas de la dimension 1 et on observe ainsi des effets de redressement. Cependant,
aucun effet de redressement transverse ne peut étre mis en évidence.

La mise en évidence de ces effets transverses nécessite donc l'introduction d’une
quatriéme échelle de variables, en O(+/2). On cherche ainsi des solutions ap-

prochées sous la forme u®(z) = /eU* (s—:tﬂ/gynjt,yl,%)7 avec

U =Uy + Uy + elhs + £3%Us + 2Us.
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et on trouve alors le systeme suivant, qui couple le premier mode oscillant Uy
avec le premier mode moyen Uy,

6TZ/{01 + %T” (ﬂ) (6{,65)2/{01 = 27r(ﬁ)f(2101,l/{10)
Orlyo + 5(8511,8{1)1/{10 = 2i8§7r(0)f(617r(§)2/{01,w(ﬁ)ugl)
+2i7T(O)A1L(O)_lagf(Z/{()l,uOl).

Gréce a la présence de I'opérateur S (651178,;7 1) de type Kadomtsev-Petviashvili,
on peut alors observer des effets de redressement transverses.
Un systéme analogue a été obtenu par C. et P.-L. Sulem ([SS]) dans le cadre
des ondes hydrodynamiques de surface.
Certaines propriétés de ce systéme sont décrites dans ([CL]). Enfin, on pourra

trouver des théoremes de stabilité pour les approximations présentées dans ces
4 sections dans [DJMR], [JMRI1], [L], [C] et [CL].
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