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Remarques sur les algorithmes de décomposition de domaines

F .Nier?
CPT Case 907,
Campus de Luminy,
13288 Marseille Cedex 09

1 Introduction

Ce texte présente une approche des algorithmes de décomposition de domaines qui s’est
développée autour de Frédéric Nataf et a déja fait 'objet de nombreux travaux. Rappelons
qu’il s’agit de mettre au point des algorithmes performants pour résoudre numériquement des
équations elliptiques linéaires. L’objectif que nous nous proposons ici est de faire le point sur des
choses plus ou moins connues et d’illustrer celles-ci par I’analyse de quelques situations modeles.
Nous terminerons sur le cas des probléemes & coins pour lesquels, malgré quelques pistes, nous
n’avons pas & ce jour d’approche systématique.

On veut résoudre ’équation

Pu=f dans M

ou P est un opérateur différentiel elliptique et M est une variété éventuellement & bord. Le prin-
cipe de la décomposition de domaines est de résoudre 1'équation ci-dessus de fagon itérative en
s’appuyant sur le recouvrement M = U, M; ot les M; sont des ouverts ”suffisament réguliers”
de M. Ainsi la méthode de Schwarz additive, & laquelle nous nous restreindrons, s’écrit

Pu?+1 = f dans M; (1.1)
Bijviju?+1 = Bij%jug sur OM; N ﬁj, )

avec des conditions d’interface données par des opérateurs différentiels ou pseudo-différentiels
B;; appliqués aux vecteurs traces v;j, ¢,7 = 1...N. Le cas le plus classique est P = —Ap,
le Laplacien avec conditions de Dirichlet sur un ouvert régulier M de R?, avec des conditions
d’interface de type Dirichlet ou de Neumann et au niveau du schéma itératif la méthode de
Schwarz alternée qui differe peu de celle présentée ci-dessus. Avec les notations précédentes les
conditions d’interface de type Dirichlet ou Neumann correspondent au choix

%qu - u‘aM-mf-
Bi; = (Id,0) ou B;; = (0,Id) et ~;u= ) ou |l
’Yiju = ong; 3Miﬂﬁj
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Sur ce cas tres classique, on pourra consulter [3] pour un exposé rapide. Une analyse plus
générale, pour plusieurs types d’équations et par diverses méthodes (méthode de projection,
principe du maximum, calcul stochastique) est donnée dans la série d’articles de P.L. Lions [14,
15, 16] ou l'on trouvera également un historique complet du probléme. Dans le troisieme article
est évoqué lintérét possible de conditions d’interface plus générales éventuellement pseudo-
différentielles. Cette remarque a pris corps avec les travaux de T. Hagstrom, A. Jazcilevich et
R. Tewarson [10] et de B. Despres [6] qui ont proposé des conditions d’interface conduisant a
des algorithmes tres efficaces.

Avant d’aller plus loin et puisque les motivations de ce travail sont d’ordre numérique,
précisons que les qualités attendues d’un algorithme sont outre la rapidité, la robustesse et la
simplicité de mise en ceuvre. Le dernier critere conduit & exclure des méthodes "non linéaires” o
les opérateurs B;; dépendent de l'itérée u" et auxquelles on peut penser pour des recouvrements
de squelette multidimensionnel. Il implique aussi que 'analyse ait pour finalité le traitement
de conditions d’interface locales, i.e. pour lesquelles les B;; sont différentiels. Nous verrons que
la situation théorique optimale correspond a des opérateurs B;; pseudo-différentiels qu’il faut
ensuite "approcher” par des opérateurs différentiels. La robustesse évite en pratique d’avoir &
ajuster différents parametres et donne de la souplesse pour envisager des raffinements numériques
échappant & une analyse complete au niveau théorique. Dans le cas présent, la robustesse fait
référence & au moins trois aspects : a) 'hypothése d’ellipticité, b) la convergence avec ou sans che-
vauchement des sous-domaines, c¢) I'indépendance de cette convergence par rapport au schéma de
lalgorithme (alterné, additif, simple ou double balayage ... ). Le dernier aspect ¢) peut étre mis
en correspondance avec la classe des algorithmes matriciels itératifs. Nous ne développons pas ce
point ici nous limitant & la méthode additive et renvoyons pour plus de détails a [19][22]. Pour
Pellipticité, nous nous placerons dans un contexte d’ellipticité forte ou 'opérateur P est exac-
tement inversible. Cela couvre le cas d’équation d’advection-diffusion intervenant par exemple
dans la résolution d’équations de type Navier-Stokes par des schémas implicites mais ne prend
pas en compte l'application pourtant efficace de ces méthodes a des équations de type Helm-

holtz. Pour le point b), il est connu que le taux de convergence est amélioré par le chevauchement
. . . _Gs . o g N
(overlapping en anglais) des sous-domaines d’un facteur e~ pour un opérateur elliptique & pe-

tit parametre P(z,hD,) et une épaisseur caractéristique de chevauchement de taille §. L’idée
d’avoir un algorithme robuste conduit donc a considérer le cas extréme ol les sous-domaines
sont simplement adjacents, § = 0. Dans ce cas on note dM; N M; = OM; N M; =: My; jy et nous
verrons qu’il est plus commode de choisir une fois pour toute une orientation du fibré normal
indépendament de 'ordre 45 ou j¢ pour la définition du vecteur trace. Ainsi le vecteur trace sera
indexé par la paire {i,j} tandis que I'on gardera 'indexation par le couple (7, j), ou ij, pour les
opérateurs B;; voire pour les interfaces M;; si I'on veut prendre en compte I'orientation. Nous
écrirons donc la méthode additive de Schwarz (1.1) sous la forme

n+1l __ :
{ Pul™ = f dans M; (1.2)

Bijyigpui Tt = Bijyggyu) sur My .

L’approche présentée ici part de deux constatations : 1) Pour des recouvrements en bandes
et des conditions d’interface données par les projecteurs de Calderon-Seeley (ou exprimées de
facon plus concrétes avec les opérateurs Dirichlet-Neumann pour des opérateurs P d’ordre 2),



lalgorithme (1.2) donne la solution exacte apres N (le nombre de sous-domaines) itérations
(cf [10][22]); 2) les conditions aux limites absorbantes introduites dans [6][21] qui donnent en
pratique de tres bons taux de convergence peuvent étre vues comme des développements basses
fréquences ou conormaux de ces conditions d’interfaces optimales. Aprés avoir fait une analyse
complete dans le cas du découpage en bandes pour des opérateurs d’ordre 2 dans [19][20], nous
avons cherché & étendre cette approche reposant sur la propriété 1) de nilpotence & des recou-
vrements plus généraux faisant éventuellement intervenir des problemes & coins. Une difficulté
de cette approche s’apparente & celle d’'un probléme inverse : il s’agit de trouver des conditions
d’interface conduisant & la propriété de nilpotence 1). Nous verrons qu’il y a des obstacles to-
pologiques liés au m; du squelette du recouvrement mais que ces obstructions ne sont pas trop
génantes en fin de compte.

Cette présentation comporte trois parties. Dans un premier temps nous allons étudier la ques-
tion des conditions d’interface optimales et mettre en évidence dans un cadre abstrait les aspects
topologiques. Ensuite nous rappellerons les résultats d’approximation locale et les compléterons
par le traitement explicite d’un exemple avec m; = Z. Enfin nous évoquerons la question des
problémes & coins.

2 A propos de la nilpotence

Avant de commencer signalons quelques références pour les problémes elliptiques sur les-
quelles nous nous appuyons : Particle de L. Boutet de Monvel [5] ot est exposée la notion de
condition de transmission et surtout pour notre objet rappelée la technique de réduction au
bord, le livre de G. Grubb [9] pour la présentation des probléemes elliptiques & petit paramétre
et larticle de M.A. Shubin [26] pour lellipticité uniforme sur des variétés non compactes a
géométrie bornée.

2.1 Hypotheéses géométriques et construction du revétement M

Pour fixer les idées, nous nous placerons sur une variété riemanienne (M, g) sans bord. Plus
précisément, nous considérons deux fibrés g : £ — M et g : F' — M sur M a géométrie
bornée. Cela signifie en suivant [26] que

a) La variété riemanienne (M, g) est compléte.

b) Il existe un rayon r > 0 tel que, en tout point x € M, 'application exp,, : T, M — M définit
un difféomorphisme de la boule de rayon r, B, (0,r) sur un voisinage U, , de z et les
fibrés E et F' admettent des trivialisation sur U, ;. Les cartes dites canoniques sont données
par un repere orthonormé de 7, M aprés composition avec exp ! : Upyr = Br,m(0,7).

c) Les changements de cartes poury : U = U, — Riety : U = Upr p — R? avec UNU' # () et,
pour les fibrés E et F', les fonctions de transition gy vérifient uniformément par rapport
Ax,x'eM

837 (yl o y_l) (Q)‘ < Ca,r
<

et |ogouey)| < Cap  VyeyUNU),



Ces conditions permettent de bien définir les espaces fonctionnels de facon globale sur M (de
type Sobolev par exemple H*(M), H*(M; E), W*P(M), W5P(M; E), etc ... ). Elles assurent
par exemple que les opérateurs différentiels uniformes,

P=Y au(y)dy avec ‘3£aa(g)‘ < Cap, (2.1)

laj<m -

sont continus de H*(M; E) dans H*~"(M; F'). Elles permettent aussi de définir proprement une
notion d’ellipticité uniforme. Un autre intérét de cette notion de géométrie bornée est qu’elle
s’exprime avec des quantités locales et passe aux revétements. Ainsi, si 7 : M — M est un
revétement C*° de M, les fibrés 7" E et n#*F sont a géométrie bornée et 'opérateur 7* P, bien
défini car P est local, est encore un opérateur différentiel uniforme. Nous renvoyons pour plus
de détails & [26] et aux références citées dans cet article.

Nous précisons maintenant la nature du recouvrement M = UZ-]\LIM que nous considérons
dans ce paragraphe et construisons a partir de la un revétement M de M utile pour la suite.
Nous nous limitons ici au recouvrements unidimensionnels.

Hypotheése 2.1. Le squelette du recouvrement est supposé étre un graphe :
(#{i,J,k} = 3) = (M; N M; N M = 0).
Les domaines ne se chevauchent pas :
(i #7) = (M; " M; =0).

Les ouverts M; sont supposés connexes et réguliers : Les frontieres My; jy = EHE non vides
sont des sous-variétés C*° de codimension 1, propres, & fibré normal TM{M}M trivial.

De plus ces interfaces My; ;1 satisfont la propriété d’uniformité suivante : Pour tout x €
My; 5y il emiste des coordonnées canoniques y = (¥, yn) dans Uy, pour lesquelles My; 5y est
donnée par

Yn = fﬂﬁ(y_l)u |y_l| < Cilra a;_’f:c

avec des constantes C' et Cy, indépendantes de x € My; jy.

< Ca,

La derniére assertion nous assure que les interfaces My; ;3 # () munies de la métrique induite
par g sont a géométrie bornée et que l'opérateur trace d’ordre m

t
m m—1
Vi = <u‘ NN ,...,8ni_u‘ ) , (2.2)
ti} Mgy U3 Mg g kMg gy

est bien défini, continu et surjectif de H*(M) dans @kmzfole*%*k(M{i,j}) =: ygj}Hs(M{ivj})
pour s > m — % Le vecteur unitaire normal noté ici ny; ;} est orienté une fois pour toutes
indépendamment de ’ordre entre ¢ et j. Nous supposons également dans le cas non compact

que 'épaisseur des domaines M; ne dégénere pas. On note selon l'usage H™(M;), 'espace des
restrictions & M; des éléments de H™(M).

Hypothese 2.2. On se place dans le cadre de Uidentité H™(M;) = H™(M;) et on suppose que

lopérateur de restriction : u — u admet un inverse a droite continu.

i



Cette hypothese qui pose 'existence d’un opérateur de prolongement global de M; vers M
est vérifiée avec la construction locale si les frontiéres de M; ne se rapprochent pas trop a 'infini.
Elle entraine immédiatement la propriété suivante

Lemme 2.3. Pour My; jy # 0, opérateur trace W?Zj} est bien défini, continu et surjectif de
H™(M;) sur WEVj}Hm(M{i,j})-

Nous allons maintenant construire le revétement M de M qui nous est utile pour exprimer
les conditions d’interfaces quasi-optimales. On notera 3 le squelette du recouvrement, ¥y =
{1,... , N}, Pensemble de ses sommets et ¥; = {{z ity My # (0} l'ensemble de ses arétes.

On demgne par S le revétement universel de 3, EO I’ensemble de ses sommets et 3y I'ensemble
de ses arétes.

Sans risque de confusion avec l'ordre de dérivation partielle on utilise les symboles «, f3,...
pour désigner des éléments génériques de X1, il, en précisant bien sir I'ensemble en question
si besoin est. .

La projection naturelle de S sur ¥ est notée o et on définit au niveau ensembliste M comme
I'union disjointe

ou ]\/4\Z et ]\/Za sont respectivement diffomorphes a M, ;) et My(,). La relation d’adjacence de

ces morceaux de M est donnée par S et donc localement par X. Les structures différentielle et
riemanienne sont localement celles de M, d’ou les propriétés de géométrie bornée.

Le graphe S est simplement connexe et donc chacune de ses arétes le sépare en deux com-
posantes (simplement) connexes. Cela se traduit sur M par le

Lemme 2.4. Pour chaque hypersurface ]\/Za, a € f]l, ]\/4\\ ]\/Za a exactement deux composantes
connezxes.

Exemple 2.1. a) Le cas de R? découpé en bandes qui a été traité dans [19, 20] correspond au
cas ou Y est un segment.

b) Les deuz exemples ci-dessous ot respectivement M = S x R et M = T? correspondent au
cas le plus simple avec un w1 non trivial.

\
1
1
I
-
|
I
!
I
I
1
1

/

\

-----N

\
\
1
-
I
I
|
3
I
\-l
!
/

Le revétement M est alors respectivement R? et S* x R.

c) Dans le cas ci-dessous, le squelette ¥ présente un mp 4 deux générateurs.



Le revétement M peut alors se décrire en “vue de dessus” a partir du revétement universel
de la sphére moins trois points dans le demi-plan de Poincaré (cf [25] Chap 1.).

1
M2
’ \ 1
i M4, Ml \ M3
f 1 \ ' M2
1 ’ \ ]
1 ’ v ]
1 ! 1
1 / k 1
I o eemm=a - \
" 1 . M2 ~e !
R4 e T Tl A ! i
- LR 1
A3
N
N

2.2 Hypotheses sur 'opérateur P et rappels sur le projecteur de Calderon-

Seeley
Nous considérons un opérateur différentiel P de degré m uniformément elliptique sur M.

Pour simplifier I’exposé nous supposerons P scalaire, mais les raisonnements s’appliquent aux
systemes. Comme opérateur local, P se releve naturellement au revétement M et est uni-
formément elliptique sur M. On rappelle le résultat de régularité uniforme donné dans [26]

pour s,t € R :
ull s < C(1Pullgrsm +llullge) - Vu € C5°(M) ou C5°(M).

Nous supposerons de plus :
Hypothése 2.5. Pour s € R (un s¢ suffit), l'opérateur différentiel P définit une bijection de

H¥(M) sur H*=™(M).
Remarque 2.6. Une telle hypothése ne conduit pas nécessairement a ['inversibilité de H*(M)
sur HST™(M). Cela vaut en particulier quand le volume des boules dans M croit exponentiel-
lement par rapport & la distance, les estimations de décroissance exponentielle de la fonction
de Green de P pouvant ne pas suffir. Pour une discussion similaire et plus détaillée pour des

questions de théorie spectrale, nous renvoyons encore a [26]. Un cas de croissance exponentielle



du volume peut étre obtenu avec ’exemple c). Cependant la condition de convergence de l’al-
gorithme (1.2) avec conditions d’interface quasi-optimales est comme nous allons le voir une
condition suffisante d’inversibilité sur M assez précise.

Exemple 2.2. Un exemple trivial qui satisfait ’hypothése 2.5 dans tous les cas est l'opérateur
1—A, ou A est lopérateur de Laplace-Beltrami sur M ou M. On peut aussi considérer la version
a petit paramétre 1 — h®2A. Nous discuterons un autre exzemple intéressant pour les applications
dans la section suivante.

Nous considérons une hypersurface X de M ayant toutes les propriétés des M\a. Nous rap-
pelons la définition des projecteurs de Calderon-Seeley associés & (X, P). Avec nos hypotheses
de géométrie et le caractere local de P, ce projecteur peut étre défini ici de facon exacte. Ce
n’est plus le cas si P est un opérateur pseudo-différentiel non local satisfaisant la condition de
transmission. Il faut alors se contenter de développements asymptotiques (cf [5]).

On notera Q_ et Q. les deux composantes connexes de M \ X (cf lemme 2.4). 11 s’agit
de deux ouverts réguliers tels que le vecteur trace d'ordre m v : H¥(Q%) — ymH™(X) est
continu et surjectif (14 encore l'orientation du fibré normal est fixée et importe peu). On note
Ty HS(M\) — H’(Q4) Popérateur de restriction et ex : H*(Qy) — L2(]T4\) Popérateur de
prolongement par 0 bien défini pour s > 0.

On construit alors 'opérateur de Poisson K4 : y"H™(X) — H™({24) en posant

Ki(yRf)=f —reP esPf, Vfe H™Qq). (2.3)

L’identité ci-dessus définit bien K.v indépendament du choix de f avec v = vx f. En effet si f
est de trace nulle alors e Pf = PeL f, car P est différentiel et d’ordre m, et le second membre
ci-dessus est nul.

Le projecteur de Calderon-Seeley est alors donné comme un endomorphisme de v H™(X) par

(YR f) = (V8 o Ku) (VR f) =18 — 1% reP es Pf. (2.4)
On vérifie aisément les propriétés classiques :
Proposition 2.7. L'opérateur my est un projecteur continu sur "™ H™(X).

Preuve : On écrit tout simplement
(M4 oITy) (VR f) = M (VR f) = vRr P~ ey Pf +4Rr P~ ley PryP le, Pf.
Dans le dernier terme Pr P le, = Id parce que P est différentiel. U

Un probléme aux limites suppose en plus de P la donnée d’un opérateur 7' de y"H™(X) sur
un espace fonctionnel E de sections d’un fibré sur X. On cherche alors a inverser

(roye )= (757,

On rappelle les résultats suivants qui ici ont une forme exacte.

Proposition 2.8. a) Si T est surjectif de ImIl; sur E alors le probléme auz limites

Pu=feL*Qy) (2.5)
ToyYu=g€eFkE '

admet une solution uw € H™(Q).



b) Si T est injectif de ImIly dans E, alors (2.5) admet au plus une solution w dans H™(£24).
c) Pour T =11, :y"H™(X) — ImIl,, alors on a

-1
(n,0) =erenro. (26)
I} oy

Preuve : a) On utilise encore le fait que P est local pour écrire

P 1 _ Id 0
< T o~ ) (T+P “+ K+) - < To*y}?r+P_1e+ Toll, )

et la conclusion est immédiate.
b) et ¢) Si T est injectif de ImTT, dans E alors I'opérateur KT ! est bien défini sur Im 7. On
obtient alors

P

(ry Pl K4 T7Y) < T ong ) =r Pl P+ Ky}

=r P le,P+Id—r . P e, P=1d, (2.7)
d’ou le résultat. [l

Corollaire 2.9. L’opérateur de Poisson K, définit un isomorphisme de Il (v""H™(X)) sur
{ue H™(Q4), Pu=0} et |Kyylgmq,) est une norme sur ImIIL,.

Bien siir les deux résultats ci-dessus se transposent en changeant de signe. On a de plus la

Proposition 2.10. Dans y""H™(X), les deuz projecteurs 11, et II_ sont supplémentaires :

I, @I = Id.

Preuve : Cela vient de la relation ey ry @ e_r_ = Id dans L2(M).
ImIT, NImII_ = {0} : En effet si v € y"H"(X) est dans 'intersection alors u; = K v et
u_ = K_« vérifient Puy = 0 respectivement dans 4 avec y{u4 = <. Comme les traces

coincident sur X et comme P est local, v = e;uy + e_u_ résout Pu = 0 dans M. Donc u =0
et v =0. e

KerIly C ImTII_ : Supposons que v € y"H"(X) vérifie [T,y = 0. On prend u € H™(M) tel
que y¥u = 7 et on pose Pu =: f dans LZ(]\/I\) et up € H™(Qy). Comme P est local uy résout

{ P’UJ+ = f dans Q+
Iy (Y¥uy) =Ty =0

et vaut donc d’apreés la Proposition 2.8 ¢) uy = ry P e r, f. On écrit I'équation pour u_ =
r_u

{ Pu_ = f dans Q_
- (ryg(lu*) =71,



d’ou l'on tireu_ =r P~ le r f+ K 7.0Orona
PHer f)=P '(Id—ewry)f=P 'f =P legryf
et on en déduit

v=9Ku- = R (P ler f) +9REK - m
= WP ) =R (P rerrif)+m
= Yyu—7xr+uty =mn=I11.

0

Corollaire 2.11. La quantité [|[K 1Ly gm o F I K| gmq_) définit une norme sury™H™(X)
que l'on notera simplement ||| m grm -

On termine ces rappels par la
Proposition 2.12. Pour X' C Q+/yne hypersurface vérifiant les mémes propriétés que X, on
note ', la composante connexe de M\ X' incluse dans Q4 (Q_ Dautre), v, Uopérateur trace et
IT', les projecteurs de Calderon-Seeley correspondants. Alors avec les normes définies plus haut

Vopérateur v, o K est une contraction de ImII dans ImII', que ’on notera Tx:.x. De plus
siy™: H™(Q NQy) = y"H™(X) est continu alors Tx1._x est une contraction stricte :

T xVm gy < 5 llmam - 97 € ImTL, avee s < 1.

Preuve : Siy € Imll, alors u := K v vérifie Pu = 0 dans 4 avec y"u = «. En particulier, la

restriction u' := U‘Q, vérifie Pu’ = 0 dans Q' et y,u’ =+, ce dont on tire u' = K' %, K.
+

On obtient pour v € Im 11,

PR Ky = [0,
+ Hm(Q;)

= 1K) = Kty |
H™ (N )

QN0

Wlmien) = [ K9] A
D’ou la propriété de contraction. Si on a de plus
u > C7 Iyl
’ - ymH™(X)
H Q00 |l gm N ) )
on obtient la derniére estimation avec Kk =1 — C~1. O



2.3 Sous-structuration

Ce qui est appelée sous-structuration dans le cadre de la décomposition de domaine est en
fait une réduction aux bords, simultanée dans tous les sous-domaines. L’inversion de P se raméne
alors a l'inversion d’une matrice & coefficients opérateurs agissant sur les traces et 'algorithme
(1.2) s’interpréte comme une méthode itérative de résolution de systéme (Jacobi dans ce cas).
Comme notre objet est dans ce chapitre la nilpotence, nous allons nous limiter au cas que nous
avons déja appelé quasi-optimal ol les opérateur B;; ne sont rien d’autre que des projecteurs
de Calderon-Seeley construits sur le revétement M. De la méme facon que précédemment, nous
avions des projecteurs II, et II_ sur I’hypersurface X, nous prenons en compte 'orientation
de M;;. Plus précisément, au passage de M; a M; est associée une orientation du revétement
universel & de ¥ et donc si X désigne une antnmage de My; ;3 pour la projection de M sur

M les signes pour les deux composantes connexes de M \ X sont déterminés. L'ouvert Q2 sera
la, composante contenant I'antiimage de M; adjacente & X et on note II;; le projecteur défini
comme Il plus haut, II;; étant alors associé a II . La contravariance au niveau de la notation
IT;; est commode pour écrire les équations. En accord avec les notations précédentes, on introduit
I'ensemble 3 := {(j,i), My # @}. Sur ¥ on construit alors le graphe dirigé (ou groupoide)
I' en mettant une fleche de source ij € Yi et debut kl € Sy sil =ietk # j. Ce graphe
dirigé correspond localement & un sens de parcours du recouvrement ou de son squelette 3.
L’orientation des hypersurfaces M;; ne peut pas étre défini en général de facon globale. On peut
arbitrairement mettre un signe et écrire au niveau ensembliste S =31 X {—,+} mais alors il
faut garder a ’esprit que le déplacement suivant les fleches de I'" peut permutter les signes.

De la méme facon que l'on a défini II;;, on sait ce qu’est I'opérateur de Poisson Kjj. On
notera encore «, 3... les éléments génériques de ¥ et pour une fleche de I' de source «a et de
but 3, on peut définir de facon analogue au T, x introduit plus haut, la contraction T, ,
et poser Tg. o = 0 si @ — 3 n’est pas une fleche de I'. On notera I'; I'ensemble des fleches
de T', 'ensemble des points étant déja désigné par Y. Nous donnons ci-dessous les graphes I
correspondant aux Exemples 2.1 b) et c).

Exemple 2.3. a) Le graphe T' associé au tore découpé en trois (ou N > 3) sous-domaines
présente deuxr composantes connexes et l'orientation des interfaces peut-étre faite de facon glo-

bale.
@\ d2>
@/

a3 2

\@/

b) Le cas avec deuzx générateurs de l'exemple 2.1 ¢) conduit & un graphe I’ un peu plus compliqué
avec une seule composante connexe.
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En prenant les projecteurs de Calderon-Seeley définis dans M comme conditions d’inter-
face, B;j; = Il;;, la Proposition 2.10 rend pertinent l'algorithme (1.2). En effet elle donne
immédiatement, pour f € L?(M), I’équivalence entre 1’équation Pu = f et le systéme

Pu; = f dans M;
{ ui = f dans M; i€, {ij) ey, (2.8)

Wi gy = Wiy yvs sur My gy
Le fait que l'algorithme est bien posé repose sur le résultat suivant ot on identifie M; C M
et une de ses antiimage M;.

Proposition 2.13. Pouri € X, f € L?>(M;) et une famille donnée (95)ijres,s 95 € Im1l;;, le
probléeme aux limites
{ Pv=f dans M;
Hij’}/?;,j}v =gj; sur M{i,j}v {27]} €3

admet comme solution unique dans H™(M;)
—1 -
v=| > Kyjg+Pf i (2.9)
{ivj}ezl
en posant f = Iy, f € Lz(M\).
Preuve : Le fait que f est nulle en dehors de M; entraine que les traces de w = P~! f vérifient

Vi 3w € Im Hji = Ker Hij-

On se raméne donc par linéarité, en soustrayant P! f ,au cas ou f =0.
On note que l'expression (2.9) donne une solution. En effet chaque terme de la somme
vérifie Pv = 0 avec v € H™(M;), par définition de I'opérateur de Poisson K;;. De plus pour

{27]}7{7/7j’} S 21 on a

ijg; = gj sij =
o Kias = ij9] J . .
Wi} 1395 { € ImIl;; = KerIL;; si j' # j.

Pour obtenir I'unicité, on remarque que la nullité de tous les g;, {i,j} € X1, signifie que les
traces de y; jyv appartiennent aux images ImII;; et que v peut donc se prolonger en utilisant

11



—

les opérateurs de Poisson Kj; en une fonction o € H™(M) telle que P9 = 0. Cela entraine
nécessairement v = 0 et donc v = 0. g

Nous choisissons le cas de la figure ci-dessous pour illustrer la construction de la solution v pour
f =0 dans M;.

M3

Elle s’obtient en superposant les solutions données par les opérateurs de Poisson pour les trois
domaines M \ M;, j =1,2,3.

On en arrive a la sous-structuration proprement dite. En fait c’est I’étape qui prend en
compte le principe méme des méthodes de décomposition de domaines : on suppose que 'on
sait résoudre I'équation Pu = f dans les sous-domaines M; (pour des conditions aux bords
arbitraires). Soient donc des w; € H™(M;) tels que Pw; = f dans M;, i € y. En posant
v; = u; — w;, le systéme (2.8) devient équivalent

{ P’Ui =0 dans Mi
Tjv4igyvi = Wigvgagyos + Wijyga gy (wy — w;) sur My jy.

On pose h;j := Tl 530 et wi; = iy (w; — w;) et on introduit la notation vectorielle
H := (ha) e, W = (Wa), 5 - Et le systéme précédent s'écrit tout simplement H = TH + W
avec T := (Tﬂ“a)a,ﬁeil‘ La question de linversibilité de Id — T se déduit de l'estimation
de || 7| pour une norme d’algebre ||[|. En prenant par exemple [T := sup, Y 5 [|Tac sl ou

| TN == supgy Y5 [|Ts+-all et en notant
Kp := sup {#{f a1}, #{a+ peT1}} (2.10)

aEY]
et pi= sup ||Tgeal (£1), (2.11)

o,BEX]

on obtient le résultat suivant.

Théoréme 2.14. Si Krp < 1, alors l'équation Pu = f, pour f € L?*(M), admet une unique
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solution w € H™(M). Les w;, i € X, étant choisis comme ci-dessus, elle est donnée par

U M = w; + Z Kijhij
{ivj}ezl
avec H=(Id—T)"'W.

Remarque 2.15. On peut se demander, comment la condition suffisante Krp < 1 dépend de
lopérateur P. En fait ¢’est dans le choiz de la norme sur y"H™(M,), o € 1. Il n’y a donc pas
de miracle et on retombe a peu de chose preés sur les conditions évoquées dans [26]. La majoration
Krp < 1 peut néanmoins s’obtenir assez facilement dans des cas particuliers intéressants.

2.4 Convergence et nilpotence de 1’algorithme

La nature matricielle de 1'algorithme (1.2) se comprend dans le cadre du théoréme précédent
en posant par exemple w; = u? la donnée initiale pour 'algorithme et v’ = ) — u? pour n > 1.
En construisant & partir de 14 les vecteurs W et H"™, n > 0, l'algorithme (1.2) devient équivalent
a
H'""W =TH"+W, n>0.
On a alors facilement

Théoréme 2.16. La méthode de décomposition de domaines (1.2) converge dans ®;ex, H™(M;)
dés que les quantités Kr et p défines en (2.10) et (2.11) vérifient Krp < 1. Plus précisément, il
existe une constante C > 0 telle que

sup [[u; — ug' || gpm(pr,) < C(Krp)".
1€

Le résultat suivant donne une condition suffisante, facile a vérifier sur le graphe dirigé I' et
probablement optimale pour que 7 soit une matrice nilpotente et que 'algorithme (1.2) donne
la solution en nombre fini d’itérations. Un chemin de I' est une suite éventuellement finie de
fleches qui s’enchainent et sa longueur sera par définition le nombre de points.

Théoréme 2.17. Sile graphe I' ne présente pas de cycle et si Lt désigne dans ce cas la longueur
mazimale des chemins de T, alors T =0 ou encore

ult =y Vi € . (2.12)
M,

Remarque 2.18. La convergence (2.12) est valable si on peut utiliser la matrice T dés l'itération
n =1, c’est a dire si les uY, i € Sy, vérifient déja Pud = f dans M;. Il est donc plus correct de
considérer (2.12) comme un résultat de convergence en Ly + 1 itérations.

Preuve : La démonstration est triviale. Si I’ n’a pas de cycle, tous ses chemins sont finis et en
nombre fini. Le nombre Lr est donc un entier bien défini et on peut de plus parler des racines
et des feuilles de I". Chaque itération de 7 annule les composantes indexées par les racines et
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fait monter les 0 d’un cran vers les feuilles. O

Il est clair que si I' n’a pas de cycle, alors le squelette 3 est simplement connexe (par 'absurde,
il est facile de construire un cycle de I" & partir d'un lacet non contractile de ¥). On a également
la réciproque.

Corollaire 2.19. Si le squelette ¥ est simplement connexe m1(X) = {e} alors la matrice T est
nilpotente et ’algorithme (1.2) donne la solution exacte en un nombre fini d’itérations.

Preuve : Un cycle de I' §’il existe définit aussi un lacet non contractile de X.. O

Exemple 2.4. a) Dans [19] et [20], nous avons traité le cas de R" découpé en bandes et de
P opérateur elliptique d’ordre 2. A noter que dans ce cas, voire méme pour un opérateur
d’ordre quelconque et des interfaces proches d’hyperplans orthogonauzr o la direction x,
(pour simplifier), on peut remplacer I’hypothése d’ellipticité forte de P par celle de e**» Pe™ =™
avec € # 0. En prenant en compte, l’étape 0 d’initialisation de [’algorithme qui demande
effectivement une résolution dans chaque sous-domaine, on retrouve le résultat de conver-
gence en N itérations.

b) Plus généralement si la variété M est simplement connexe, le squelette 3 ['est aussi et tout
algorithme de décomposition de domaine avec les projecteurs de Calderon-Seeley comme
conditions d’interface a la propriété de nilpotence.

c) L’exzemple suivant bien que simple, montre que la structure de I' peut étre assez compliquée
et ne présenter aucun cycle.

N SIS
e D
5/ @%@

//1\;\ Les interfaces orientées sont simplement indiquées

par leur indice

d) Un exemple classique, ot l'on a plus vraiment d’ellipticité forte mais ot l'on peut faire une
construction similaire avec d’autres espaces fonctionnels (espaces de Hardy modulo les
constantes) est le cas de lopérateur O sur la sphére de Riemann C U {o0} découpée en 2
calottes et un nombre fini de couronnes centrées sur {0,00}. Les analogues des projecteurs
de Calderon-Seeley sont alors les projecteurs Ty et T_ qui annulent les coefficients de
Fourier négatifs ou positifs.

e) Dans [22] est décrit le cas ot M est une variété a bord découpée en bandes.

D’apres ce qui précede, la nilpotence semble donc fortement liée au fait que le groupe fon-
damental de X est trivial. Notons au passage que cela signifie aussi M = M. Nous allons voir
dans un cas particulier ou 71 (X) = Z que la situation n’est pas désespérée, au moins sur le plan
théorique, si 'on accepte de modifier un peu l'algorithme. La modification consiste a utiliser
un préconditionneur D (injectif) pour l'inversion itérative de (Id — 7), la matrice dont on doit
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vérifier la nilpotence étant alors I'd — D(Id — 7). En revanche si on veut rester dans I'esprit des
méthodes de décomposition de domaine, I'algorithme doit conserver sa nature locale sur 3, ce
qui conduit & supposer D diagonale.

2.5 Algorithme préconditionné dans le cas m(X) =Z

Nous considérons le cas ou ¥ = Z/NZ. Alors I' a deux composantes connexes orientées en
sens opposées et dont ’ensemble des points est encore Z/NZ. La matrice 7 est une somme
directe 71 @ T_ est on se limite & I’étude de 7. en oubliant le signe dans la notation. Il s’agit
donc pour une matrice

o - 0 0 Tien
T Tz‘H 0 0 ’
0 TNH]‘V,l 0 0
de trouver D diagonale telle que
[Id — D(Id —T)] = 0. (2.13)

On note

B
T/B%a = 7:1;[+1 T’y(—’y—l
ou l'addition des indices ci-dessus est faite dans Z/NZ mais ou l'on prendra soin de distinguer
Tn.n de l'identité.
On identifie les espaces ImIl, sur lesquels agissent les opérateurs T, o1 et on définit la
matrice diagonale
S = diag (TN(fla PN 7TNeN717 Id) .

Pour le résulat suivant, nous ferons les hypothéses : a) Les contractions strictes Tp. o—1 (€t
donc S) sont injectives et d’image dense; b) (pour simplifier) I'opérateur T,y est compact
et diagonalisable. Notons que dans le cadre de la définition des opérateurs Ty 1, 'injectivité
supposée en a) peut étre obtenue dans le cadre analytique par le théoreme de Holmgren ou
plus généralement par des méthodes de type Carleman. La compacité evoquée en b) est une
conséquence de la régularité elliptique si les interfaces M, sont compactes. Plus concrétement,
un exemple ou les hypotheses sont facilement vérifiées est donné par un opérateur P & coefficients
constants sur un tore R? /Z¢ avec un recouvrement selon une direction z;.
Un calcul simple donne ST = ©S avec

0 -+ 0 0 Tyen
o — Id 0 - 0
0 Id 0 0
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De plus on remarque que comme S est diagonale, 'identité SD = AS a un sens pour deux
matrices diagonales D et A pourvu que les produits d’opérateurs soient bien définis. L’équation
(2.13) devient sous les hypotheses a) et b) équivalente a

[Id — A(Id - ©))N = 0. (2.14)

Il est alors naturel de chercher une matrice A qui se diagonalise sur une méme base que T N.

Proposition 2.20. Une matrice diagonale A dont les coefficients opérateurs se diagonalisent
sur la méme base que Ty N, est solution de (2.14) si et seulement si elle est de la forme

A = diag(w“Q, a=1...N)

on () est une racine Nieme go Tnen(Id— TN<_N)*1 et w € C est un choiz d’une racine N€me
de l'unité.

Preuve : En fait 'hypotheése de diagonalisation permet de se ramener au cas de matrices
N x N a coefficients complexes. L’écriture du polynéme caractéristique donne alors N équations
algébriques sur les coefficients de A qui se résolvent explicitement. L’hypothese de compacité de
Tn.n permet de définir sans ambiguité 1'opérateur Q. O

En vérifiant dans les cas particuliers que ’expression a un sens, le résultat précédent donne le
préconditionneur

D = diag (w*Qq, a=1...N), (2.15)

N . . . , . N -1
ou la suite des @, correspond & un choix cohérent de racines N'**™¢ des T o (1 — Tora) ™ -
Pour terminer ce paragraphe, indiquons que 1’algorithme préconditionné peut s’écrire direc-
tement en décomposition de domaines. Cela donne

Pu?'H =f
Wijygigyu; ™ = Wijvgagyuf — Dij (Hiﬂ{z’,j}“? — ijvigyus ) )

ou les opérateurs D;; sont en fait les coefficients des matrices Dy et D_.

2.6 Commentaires

L’expression algébrique (2.15) du préconditionneur repose en fait sur la résolution par radi-
caux dans le cas scalaire du systeme de #I' equations algébriques sur D := diag(di, ... ,dur)
données par

det ((z — 1)Id + D(Id —T)) = T,

La théorie de Galois s’y oppose en toute généralité, & moins que le graphe I' ait des propriétés
bien particulieres. On peut également penser & utiliser plutdét une méthode perturbative pour
exprimer le préconditionneur D & l'aide d’une série utilisant les coefficients de 7 qui sont des
contractions strictes. Dans le cas encore élémentaire ou les coefficients de 7 sont des matrices
finies, ce n’est pas complétement évident. On pourra consulter [27] sur la question du nombre
d’équations minimal de I’ensemble des matrices nilpotentes de classe de conjugaison donnée.
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En fait, ce préconditionnement ne semble pas nécessaire dans la plupart des cas et le résultat
de convergence donné en toute généralité par le théoreme 2.16 est déja bien satisfaisant. Cela
justifie le nom de quasi-optimal pour les conditions d’interface données par les projecteurs de
Calderon-Seeley. Par exemple si P = P(x, hD,) est un opérateur h-uniformément elliptique et si
la distance entre deux interfaces et de 'odre L, le taux de convergence Krp est de 'ordre e CF .
Ceci est vrai sans chevauchement des sous-domaines. Il faut comparer ce taux a ce que donne les
estimations pour des conditions d’interfaces de type Dirichlet ou Neuman avec chevauchement.
Si ce chevauchement est de taille d, alors le taux de convergence est de 'ordre de e=Ch. Cela
veut dire que le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une précision donnée varie d’un
facteur % qui en pratique vaut 10, 100 voire plus.

Le néophyte peut s’interroger sur la pertinence de la décomposition de domaines dans la
mesure ou les conditions d’interfaces quasi-optimales : 1) demandent de fagon théorique une
résolution du probléme elliptique sur tout M ou M (c’est vrai aussi pour le préconditionneur) 2)
sont dans la plupart des cas des opérateurs non locaux impropres a la discrétisation numérique 3)
ne sont pas explicites. Comme nous ’avons indiqué précédemment, on n’utilise pas ces conditions
d’interface en pratique. Elles servent plutot de référence. Elles permettent de justifier la bonne
convergence pour certains choix de B;; et méme de donner une procédure de calcul de B;; locaux
tres efficaces. Ces B;; obtenus a partir de développement microlocaux ne font que déformer
légerement, dans le cas d’un 71 (%) trivial, la propriété de nilpotence.

3 Approximation locale

Dans cette section, nous allons rappeler quelques résultats obtenus dans le cadre de I'ap-
proche décrite dans 'introduction et évoquer certaines variantes mises en ceuvre en pratique.
Sans prétendre & I'exhaustivité, nous nous contenterons de citer et d’expliquer quelques tra-
vaux réalisés autour de F. Nataf. Ensuite nous calculerons précisément un taux de convergence
pour un probléme modele avec 71(3) = Z de fagon & illustrer les commentaires précédents et a
introduire le phénomene de perte d’ellipticité qui devient crucial en présence de coins.

3.1 Rappels de résultats

Dans [19], nous avons traité le cas d’équations d’advection-diffusion scalaires & coefficients
constants, P(hD)u = f, dans R"*! découpé en N bandes droites. On peut alors déterminer
explicitement :

a) les projecteurs de Calderon-Seeley par une méthode de factorisation.

b) les conditions d’interface locales données par les conditions aux limites absorbantes. Elles
sont obtenues dans ce cas précis par des développement basse fréquence et donne jusqu’a
I'ordre 2 un algorithme bien posé.

c) Le taux de convergence pour les conditions locales. Quand il n'y a pas de chevauchement,
le comportement de ce taux p(n) par rapport a la fréquence tangentielle vérifie : p(0) = 0
et lim, o p(n) = 17. Avec un chevauchement de taille J, il est uniformément majoré par

)
e~C% et décroit exponentiellement avec la fréquence tangentielle.
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5=0

Dans [17], F. Nataf a appliqué la méme technique pour le systéme d’Osen. Comme il s’agit
d’un systeme, la factorisation s’appuie sur la décomposition classique (cf [7][11]) des matrices
d x d & coefficients dans un anneau A principal euclidien

PGCD Pj 4
PGCD P,

ou 'on désigne par P; la famille des déterminants mineurs d’ordre j de la matrice P. L’anneau
A est en fait 'anneau des polynoémes en D,, ol x; est une direction transverse aux bandes.

Dans [20]!, nous avons traité un cas un peu plus général que dans [19] avec des coefficients
variables et une asymptotique de type semiclassique P = P(z,hD,). Au niveau de Panalyse
la technique de type Fourier dans le cas & coefficients constants se transpose avec les outils
microlocaux. Au niveau de l'algebre, on perd la commutativité avec des coefficients variables ce
qui conduit a des termes correctifs dans le calcul des conditions d’interface locales. Dans le cadre
semiclassique, on sait calculer les développements asymptotiques qui ne font intervenir que des
quantités locales. Grace & ce dernier point et & l’ellipticité forte, ces calculs restent valides en
pratique pour des interfaces réguliéres quelconques (et h assez petit).

Le taux de convergence peut étre calculé tres précisément dans le cas a coeflicients constants
comme fonction de la fréquence tangentielle. Les coefficients des conditions d’interface d’ordre
fixé étant pris comme parametres, une variante consiste a optimiser ce taux de convergence en
intégrant le fait que numériquement les fréquences sont bornées. On améliore ainsi encore le
taux de convergence par rapport aux conditions obtenues simplement avec un développement
basse fréquence. En revanche cela demande un ajustement sous forme de calculs préliminaires
en fonction du domaine de fréquences utiles. Nous renvoyons aux travaux de Y. Achdou et F.
Nataf [1], de C. Japhet [12] et de P. Chevalier et F. Nataf [2].

P = F diag < ) G, avec F,G € SL(d,A),

3.2 Un exemple avec m; =7

Nous considérons le cas d’un opérateur advection-diffusion a petit parametre ¢,

a Lo 2
PE:1+ZED~T+6_2DTC+DZI

11 y a une petite erreur de frappe dans ’énoncé de la proposition 4.5 de cet article. La bonne estimation est
celle donnée en fin de démonstration.
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sur le tore R? /Z2. Le petit parametre vient de I'équation Plu = f posée sur R?/(¢Z @ Z) apreés

changement de variable. Le tore est décomposé en N sous-domaines M; := ((ijvl), %) avec

i € Z/NZ. En utilisant 'indice i € Z/NZ pour les sous-domaines et l'indice j € {0,1,2,00}
pour désigner l'ordre du développement de Taylor, la méthode de décomposition de domaines
s’écrit

Pyttt = f
K3
Dy — AT uf ™t = (D — AT ) uly, w=(i—1)/N,

)

Dy — A Juftt = (Do = A7 ) ully,  w=(i+1)/N,

)

avec (D, Dy) = %(am, dy) et A;’i = /\i’j (Dy, €). Les conditions transparentes exactes correspon-
dant au projecteur de Calderon-Seeley et indexées ici par j = oo, sont données par

2 = % (m + v/(ea)? +4(1 + 772)> .

Les développements de Taylor en 7 = 0 donnent

=2 = % <6a ++/(ea)® + 4) (3.1)

1 2
AE(n) = 56 <5a ++/(ea)? +4+ mrf) . (3.2)

Pour chaque sous-domaine, les calculs sont les mémes que ceux présentés dans [19]. Ils conduisent
ici & une matrice T (n) = M(n) + R(n), fonction de la variable fréquentielle n duale de y, de la
forme

0 0 (n) ]
m™*(n) 0
0 ' diag(ry (1), ... , 75 (n))
0 0 mT(n) 0
0 m~(n) 0 0
diag(ry (1), .. ;75 (1)) 0
0 m~(n)
i ri(m 0 0]
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Les coefficients ri(n) viennent ici du cycle du graphe I' tandis que les coefficients ro(n) sont liés
a approximation locale. On a plus précisément

AZ ()
S (1 p2m))

mE () = _
(n) =1y (n) (1 B (pj(n)ei%%io (n)>2>
i) (14 eti=m)
0 (1 - (Pj(n)ei%%io(n)y) ’
S vy R Ei L)

%) —igfa+ A7 ()
La nilpotence M(n)"Y = 0 conduit comme dans [19] & I’estimation

1T ()" || < Cnpln)™

ou Cy est une constante fixée par N et le taux de convergence vaut

N-1
p(n) = [[R(n)]l (Z IIM(n)||k> -
k=0

En prenant la méme norme d’algebre que dans (2.11), on obtient

1 RY=1C)) _Asa(m)
IR < s (75 )+ e 5
Moo (1)
(1 - (pj(n)e ' ) >
Ao (1)
eV N
MG < -
_Z'A(;o(ﬂ>
1—(pj(me™~
Il est commode de poser §:= y/(ea)?2 + 1, z := %’ et v:=+vV1+22+1¢€[2 400). On a alors

pr=1-2 py=(1- %)2 =p3, A% = —£[B(v —2) + 8 — ca] et on vérifie aisément

ple_i% < (1 — g) e~ F(=2) < i
2e

>
g1

. AT
En utilisant 0 < p; <1,0<e "~ <e '2v <1, on aboutit &

A
pi(n) + Cne "2V

<1 _ i) | Cyem i B-c0)o= i (0-2)
20

IN

p(n)

IN
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Ainsi on a convergence, p(n) < 1,Vn € R, si ¢ n’est pas trop petit et a n’est pas trop grand. En
revanche pour ¢ petit ou pour € fixé et ¢ grand puisque 1’'on a

B—ca=/(ca)2+4—ca"="0

on peut avoir des probléemes de convergence aux basses fréquences  ~ 0 ou v ~ 2. Ce point
est observé numériquement et déja compris comme étant di & une perte ou dégénérescence
de lellipticité forte. Il intervient notamment dans les découpages en secteurs en présence d’un
champ de convection tournant. Les calculs précédents mesurent précisément ce phénomeéne dans
la situation modele du tore.

4 Problemes a coins

Jusqu’d maintenant, nous avons considéré le cas de variété sans bord avec un recouvrement
unidimensionnel (le squelette est un graphe). Les choses se compliquent si I'on envisage les deux
extensions suivantes :

1) les problémes & bord : L’incidende des interfaces sur le bord fait apparaitre des coins. On peut
toujours développer les arguments abstraits de la Section 2 si les conditions aux limites
sont locales. Mais c’est ’approximation locale de la Section 3 qui pose probleme.

2) les recouvrements multidimensionnels : Dans le cas d’intersection triple (avec chevauche-
ment), on ne sait méme pas écrire les algorithmes ou les conditions d’interface qui donne-
raient des propriétés de nilpotence analogue & celle de la Section 2. Cela est en partie liée
a la nature non-locale des projecteurs de Calderon-Seeley. Le cas extréme ou il n'y a pas
de chevauchement mais ou trois sous-domaines peuvent se toucher conduit & nouveau aux
problémes a coins.

Jusqu’a maintenant aucune étude systématique comparable & celle décrite dans les para-
graphes précédents ne s’est dégagée. A défaut de traiter ce probléme, nous terminons par
quelques remarques sur le sujet qui s’appuient sur la littérature existante [8][4][13] [23, 24] et
quelques observations numériques de F. Nataf et C. Japhet. Pour fixer les idées nous considérons
une équation du type

(1+ia(z)Dy + D3 + D)u = f (4.1)

dans R? découpé en N secteurs rectilignes de sommet 0.
Les difficultés qui se posent en présence de coins sont de diverse nature :

1) Perte d”ellipticité” : Le phénomeéne décrit plus haut dans le cas du tore se manifeste aussi
au niveau des coins. On le comprend en rappelant que c’est la partie homogene de degré
le plus élevé (en 7 ou la moins élevée en x) qui compte au coin. On 'étudie ensuite
apres transformation de Mellin ou de manieére équivalente en Fourier apres changement
de variable r = ef, ol (r,6) sont les coordonnées polaires. Pour I'équation (4.1), il faut
considérer

(0F — 22 )Mu(9,2) = Mf(0,2), 0eS', 2ciy+R,
d

olt v — 5 indique en dimension d I'espace de Sobolev & poids olt I'on cherche u (modulo
les types asymptotiques). En aucun cas, on ne peut espérer une factorisation réguliére
(09 — A1 (2))(99 — A(2)) avec des conditions de signe sur AT et A\~.
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2) Types asymptotiques : Quand on considére 'équation (4.1) avec un second membre dans
HO(R?) on sait que la solution u doit étre cherchée dans H2t¢(R), c’est & dire dans
un espace a poids donné par v = 2 + ¢ augmenté du type asymptotique (Cy, Crz, Coy)
correspondant aux poles de la résolvante de 83 — 2% pour Tmz > g — 7. Dans un secteur
d’angle «, le type asymptotique complet est donné par une suite de poles de la forme
zp + i%ﬂZ, distincte de iZ_. La décomposition de domaine en secteurs peut donc générer
des types asymptotiques parasites qui peuvent freiner la convergence au niveau du sommet.

3) Conditions de compatibilité : Suivant les conditions aux limites adoptées et la régularité
souhaitée, on aboutit & un probleme mal posé sans conditions de compatibilité sur le
second membre (conoyau de l'opérateur aux limites non nul). Il faut éviter d’avoir des
conditions de compatibilité qui ne seraient pas propagées par l'algorithme.

En dépit de ces difficultés, F. Nataf a obtenu dans [18] par un autre biais, i.e. des estimations
d’énergie, un résultat de convergence pour un opérateur différentiel d’ordre 2 et des conditions
d’interface d’ordre 2 dans un carré décomposé en quadrillage. Il n’y a alors pas de condition de
compatibilité pour une résolution dans H? mais il faut rajouter une condition au coin sur le saut
des dérivées tangentes (noyau non nul sinon). On pourra consulter [12] pour une expression de
cette condition dans la situation plus générale d’ouverts polygonaux.

L’idée générale n’est plus alors de développer un algorithme nilpotent global puis de 1'ap-
procher par des conditions locales. Mais plutot d’utiliser les conditions d’interface qui marchent
bien sans coin et de les adapter au niveau du coin de fagon & avoir une bonne convergence. En
dépit du résultat théorique satisfaisant de [18] et de résultats numériques de C. Japhet [12] qui
valident I’analyse théorique, du travail reste a faire. Notamment, des expériences numériques,
avec des conditions d’interface d’ordre 2, ont montré que la différence entre l'itérée et la solu-
tion "exacte” présente des pics trés marqués au niveau des coins. L’essentiel de l'erreur H? se
concentre donc sur les coins.

Une fagon d’améliorer la convergence serait probablement d’annuler au coin au premier ordre
le terme avec dérivée tangentielle d’ordre 2. Sans cela en effet les dérivée normales (homogeénes
en x de degré -1) deviennent négligeables au coin par rapport au dérivées tangentielles d’ordre 2.
Apres simplification la partie prinicipale homogéne du probléme aux limites dans un secteur se
comporte comme un probleme de Dirichlet pour lequel I'information ne passe pas d’un domaine &
lautre sans chevauchement. En mettant un coefficient qui s’annule devant la dérivée tangentielle
d’ordre 2, la dérivée normale reste dans le terme principal. Ceci est & I’étude au niveau numérique
et nécessite une analyse plus approfondie.

L’idéal serait bien entendu d’avoir une aussi bonne compréhension du cas avec coin ou du
cas avec un recouvrement multidimensionnel que ce que nous avons présenté dans les Sections
2 et 3 afin de développer une approche systématique.
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