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1 Introduction

Des résultats de controlabilité sur I'équation d’Euler des fluides parfaits
incompressibles (probleme soulevé par J.-L. Lions dans [19]) ont été obte-
nus récemment ; voir [6] & [12]. Grosso modo, cette équation sur un domaine
borné est exactement controlable en temps arbitraire si on agit de facon
adéquate sur une partie ouverte arbitrairement petite du bord du domaine
qui rencontre chaque composante connexe de ce bord. On sait donc, dans
ce cas, passer d'un profil de vitesses donné a un autre profil de vitesses
donné en un temps fixé. Ce passage est en “boucle ouverte” : la facon de
procéder dépend des deux profils de vitesses (et du temps fixé). Dans la pra-
tique la boucle ouverte est souvent peu robuste aux perturbations (erreurs
de modele, erreur sur le profil initial,...). Pour s’en convaincre on peut se
rappeler I'expérience de la régle (ou, plus facile, du balai) que 1'on essaie de
faire tenir en équilibre sur un doigt : on voit assez facilement qu’en bougeant
le doigt d'une facon convenable on peut amener la regle a la verticale avec
une vitesse nulle ; théoriquement il suffirait donc ensuite de rester dans cette
position, qui est un point d’équilibre. Malheureusement, comme on le sait
bien, cela ne marche pas pratiquement et, pour éviter que la régle ne tombe,
on continue a bouger le doigt pour ’empécher de tomber. Cette facon de
bouger le doigt dépend d’informations que ’on a sur ’état du systéeme (posi-
tion de la régle, vitesse de la régle -essayer I’expérience en fermant les yeux-).
C’est de la “boucle fermée” : le controle ne dépend plus de 1’état initial mais
de I’état du systeme au moment ou on applique le controle. D'un point de
vue plus mathématique le controle que I'on cherche est une fonction (appelée
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retour d’état) de I’état du systéme qui stabilise asymptotiquement le point
d’équilibre. On a alors une certaine robustesse aux perturbations; cela peut se
voir facilement en utilisant la réciproque du second théoreme de Liapounov :
la stabilité asymptotique implique 1’existence d’une fonction de Liapounov
(stricte), qui donne cette robustesse.

Une question se pose alors naturellement : si un systeme de controle est
controlable, peut-on stabiliser asymptotiquement ses points d’équilibre ? On
sait, depuis longtemps, que la réponse est oui pour les sytemes de controle
linéaire de dimension finie. Elle est aussi oui pour de tres nombreux systémes
linéaires de dimension infinie ; voir, par exemple, les travaux de Slemrod [23],
J-L. Lions [18], Lasiecka-Triggiani [17] et Komornick [13]. Mais la réponse
est négative pour les systemes non linéaires, méme de dimension finie. Les
premiers contre-exemples sont dus & Sussmann [25] et Sontag-Sussmann [24]
et, dans [1], Brockett a donné une élégante et puissante condition nécessaire
de stabilisabilité asymptotique, que nous rappelons dans la section suivante,
qui n’est pas satisfaite pour de nombreux systémes non linéaires.

Il est alors naturel de regarder le cas de I'équation d’Euler des fluides
incompressibles. On examine 1’équilibre le plus simple possible, a savoir la
vitesse nulle. Notons, qu’en I’absence de controle ce point d’équilibre est
stable, mais pas asymptotiquement stable. On verra, que pour des domaines
bidimensionnels bornés simplement connexes, on peut stabiliser asymptoti-
quement ce point d’équilibre avec des controles explicites.

2 Obstructions a la stabilisabilité asympto-
tique.

Dans cette section, on se limite a des systemes de controle de dimension
finie. Mais, comme on peut le voir en analysant les preuves, une partie des
résultats donnés reste vraie pour certains systemes non linéaires de dimension
infinie.

On considere donc des systemes de controle de la forme

&= f(x,u),
ol I’état du systeme est x € R" et le controle est u € R™. Pour simplifier

on suppose que f est défini sur tout R” x R™ et de classe C* sur tout cet
ensemble. On suppose aussi que

f(0,0)=0,

et on cherche a stabiliser asymptotiquement l'origine de R™. On adopte la
définition suivante
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Définition 2.1 On dit que 0 (€ R") est asymptotiquement stabilisable pour
le systéme de controle & = f(x,u) s’il existe un retour d’état u, c’est-a-dire
une application u : R* — R™, continu, s’annulant en 0 et tel que 0 est
asymptotiquement stable pour le systeme bouclé, c’est-a-dire pour le systeme
& = f(z,u(x)). De plus s’il existe un tel u tel que 0 est, en fait, globalement
asymptotiquement stable pour & = f(x,u(zx)), on dit que 0 (€ R™) est globale-
ment asymptotiquement stabilisable pour le systéme de controle & = f(x,u).

Comme le retour d’état u est seulement continu on n’a pas unicité des
solutions du probleme de Cauchy

(2.1) T = f(z,u(x)),z(ty) = x.

Mais
(i) On a existence de solutions (théoréeme de Péano),

(ii) Méme pour un champ de vecteurs seulement continu, on a équivalence
entre la stabilité asymptotique et 1'existence d’une fonction de Lia-
pounov. Ce théoréme est diu a Kurzweil [16]; pour une démonstration
récente plus simple, voir Clarke et al. [3]. Donc, de nouveau, la stabilité
asymptotique donne une certaine robustesse.

Il est important de considérer des retours d’état qui ne soient pas locale-
ment lipschitziens (pour de tels retours d’état on aurait unicité des solutions
du probleme de Cauchy (2.1)). En effet le systéeme

t=z—u®, reRueR,

est évidemment contrdlable (c’est-a-dire que 1'on peut aller, avec un ¢ — w(t)
bien choisi, de n’importe quel point a n’importe quel autre en un temps stric-
tement positif arbitraire), mais 0 n’est pas asymptotiquement stabilisable,
pour ce systeme de controle, si on se limite a des retours d’état localement
lipschitzien ; pourtant 0 est asymptotiquement stabilisable pour ce systéme
de controle avec notre définition : prendre, par exemple,

u(z) = 2|z|*? signe (z).

Avec cette définition on a l'obstruction suivante, due a Brockett [1], & la
stabilisation asymptotique

Théoreme 2.2 Si0(€ R") est asymptotiquement stabilisable pour le systéme
de controle © = f(x,u), alors l'image par f de tout voisinage de ['origine
(dans R* x R™ ) est un voisinage de ['origine (dans R™ ).
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Ce théoreme est un corollaire du théoreme suivant du & Krasnosel'skii [14]
(voir aussi [15 ; Theorem 52.1]) - mais la démonstration de [1] est indépendante
de [14].

Théoréme 2.3 Soit X € C°(R";R") s’annulant en 0. Si 0 est asymptoti-
quement stable pour & = X (x), alors, pour € > 0 assez petit,
(2.2) degré(X, B-,0) = (—1)"
o1l
B.={z eR"|z| <e} .

Pour déduire le théoréme 2.2 du théoreme 2.3, il suffit de considérer X (z) =
f(z,u(z)) et de rappeler que (2.2) implique que I'image par X de tout voi-
sinage de 0 est un voisinage de 0.
Donnons la démonstration du théoréeme 2.3. On traite d’abord le cas ou
X est de classe C. On peut alors considérer le flot ¢ : R* x R — R" associé
a X ¢ 9
8_f = X(p,t), p(z,0) =z .

Le domaine de définition de ¢ est un voisinage de R" x {0}. Soit, pour £ > 0,
H : B. x [0,1] — R" la fonction définie par

_ W(xvﬁ)fx :
H(x,t) = —"—sit#0ett#1,
H(z,0) = X(z),
H(z,1) =-x.

En utilisant le fait que 0 est asymptotiquement stable pour & = X (z), on
vérifie assez facilement que, pour € > 0 assez petit, H est bien définie, conti-
nue et ne s’annule pas sur (0B.) x [0, 1]. On a donc

degré (H(-,0), B.,0) = degré (H(-,1), B.,0)
ou encore
degré (X, B.,0) = degré (r — —z,B.,0) = (=1)".

Si X est seulement continu, on ne peut plus parler du flot associé a X. Mais
d’apres le théoreme de Kurzweil [16] il existe une fonction V' € C*(R"; R)
de classe C'"™ et ¢ > 0 tel que

(2.3) VV(z).X(xz) <0,Vx € R" avec 0 < |z| < e,
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(2.4) V(0) < V(z), Vr € R" avec |z| <e.
On considere alors H; : B. x [0,1] — R" défini par
(2.5) Hi(z,t) = (1 —t)X(z) —tVV(x) .
De (2.3) et (2.5) il vient
Hi(z,t)-VV(z) <0, Vz € 0B. , Vt € [0,1] ,

et donc Hj ne s’annule pas sur 0B, x [0, 1]. L’invariance par homotopie du
degré implique alors que

(2.6) degré (X, B.,0) = degré (—=VV, B.,0).

Mais 0 est asymptotiquement stable pour & = —VV (x) (V est une fonction
de Liapounov pour cette équation différentielle) et, comme VV € C*(R"),
il résulte alors du théoreme 2.3 dans le cas régulier que pour 7 €]0, e[ assez
petit

(2.7) degré (—VV, B,,0) = (—1)"

Comme, d’apreés (2.3), VV et X ne s’annulent pas sur B. \ {0}, on obtient
de (2.6) et (2.7)

degré (X, B,,0)=(=1)", Vv €]0,¢|
[ |

Pour les systemes de controle linéaires, c’est-a-dire les systemes de controle
& = Ar + Bu avec A € L(R";R") et B € L(R™;R"), la controlabilité im-
plique bien que, pour tout € > 0,

(2.8)
{Az + Bu;z € R",u € R", |z| + |u| < ¢} est un voisinage de 0(€ R").

En effet, d’apres le critere de Kalman, la controlabilité de & = Ax + Bu est
équivalente a

(2.9) ev{A'Bu ; u € R",i € [0,n—1]} = R",

ou evM désigne 'espace vectoriel engendré par M, et (2.9) implique (2.8).
Par contre il existe des systemes non linéaires controlables @ = f(z,u) tel
que f(R™ x R™) n’est pas un voisinage de l'origine. Par exemple, le systéme

(210) .’tl = U, I"Q = Uz , I"g = T1U2
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est controlable (cela résulte du théoreme de Rashevski [21] - Chow [2]). Pour
ce systeme f(R* xR*)N({(0,0)} xR) = (0,0,0) et donc f(R? x R?*) n’est pas
un voisinage de (0,0, 0). Le théoreme 2.2 nous dit alors que, pour le systeme
controlable (2.10), 0 (€ R3) n’est pas asymptotiquement stabilisable.

Remarque 2.4 La situation s’améliore si on autorise le retour d’état a
dépendre aussi du temps : Samson a montré dans [22] que, pour le systéme
(2.10), 0 est globalement asymptotiquement stabilisable d l'aide de retours
d’état dépendant du temps. De plus ce phénomene est assez général : pour
de nombreuz systémes controlables les points d’équilibre sont asymptotique-
ment stabilisables a l'aide de retours d’état dépendant du temps; voir [24]

[4] et [5]

3 Le cas des fluides parfaits incompressibles
bidimensionnels.
Soit © un ouvert borné connexe non vide de classe C>® de R? et soit I,

un ouvert non vide de I' := 0€). Le systeme de controle de I'équation d’Euler
des fluides parfaits incompressibles que nous considérons est

9,
(3.1) a—i +(y.V)y+Vp=0,
(3.2) divy =0,
(3.3) yn=0sur '\ Ty,

ot n désigne la normale extérieure a €2 sur I'. Notons que, pour l'instant
nous ne précisons pas ce qu’'est le contrdle (ni d’ailleurs 1’état) : on utilise
une formulation implicite ou un systéme de controle est vu comme un systeme
sous-déterminé. Par exemple une formulation implicite du systéme (2.4) est

(34) i‘g = Z‘l.’t'g .

Pour le probleme de la controlabilité la formulation implicite est suffisante
et on a le théoreme suivant [8] (voir les travaux de Glass [10] [11] [12] pour
la dimension 3) de controlabilité

Théoréme 3.1 On suppose que Ty rencontre chaque composante conneze
de T'. Soit T > 0, soient yo et yy dans C®(Q; R?) satisfaisant (3.2) sur Q0 et
(3.8). Il existe alorsy € C=(Qx[0,T] ;R2) et p € C°(Q x [0, T|;R) tels que
(3.1) et (3.2) soient satisfaits sur Q x [0,T] et tels que

y(z, t)n(z) =0, V(z,t) € (I'\Ty) x [0,7] .
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On s’intéresse maintenant au point d’équilibre y = 0 et on regarde le probleme
de la stabilisabilité asymptotique. Il est maintenant important de préciser
ce qu’est le controle et ce qu’est 1’état. On suppose que 2 est simplement
connexe. Il est alors naturel de prendre pour 1’état du systeme le tourbillon

w:=rot y .

Pour le controle plusieurs choix naturels sont alors possibles, comme par
exemple les deux choix suivants

(a) y.n sur Ty et dw/0t aux points de 'y ou y.n < 0, c'est-a-dire aux
points de I'y ou le fluide entre dans le domaine §2,

(b) y.n sur Iy et w aux points de I’y ou y.n < 0.
Ici on se limite au cas (a); voir [9] pour le cas (b).

Construisons maintenant un retour d’état globalement asymptotiquement
stabilisant pour l'origine, i.e. pour 'état w = 0. Soit g € C°(9Q; R) tel que

support g C [y ,

¥4+ :={g > 0} et v_ = {g < 0} sont connexes et non vides,

TN =0,

(3.5) nggzO.

Pour w € C°(€%; R), on pose
|lw|o = max{|w(x)|;z € Q} .

Notre retour d’état est
yn = Mwlog sur v ,
ow .
i —M|w|ow sur y_ si |w|p # 0,
ot M > 0 est assez grand. Avec ce retour d’état une fonction w : Q x I — R,
ou I est un intervalle de R est une solution du systeme bouclé, que nous

noterons X, si

Ow

BT + div(wy) = 0 dans Q x I :

(3.6)

(3.7) div y = 0 dans Q x [
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(3.8) rot y = 0 dans Q X i ,
(3.9) y(t).n = M|w(t)|og sur 0Q,Vt € I ,

(3.10) 88—(; = —M|w(t)|ow sur {t;w(t) # 0} x v,

oti, pour t € I,w(t) : @ — R et y(t) : Q — R? sont définis par

w(t)(z) =w(z,t), Ve E@,
y(t)(z) =vy(x,t),Yr e .

Plus précisément, la définition d’une solution de I est

Définition 3.2 Soit I un intervalle de R. Une fonction w : I — C°(Q) est
une solution du systéme ¥ si

(i) w € CO(I; C°(Q)) (= C°(Q x 1)),
(ii) Pour y € C°(Q x I;R?) défini en demandant (3.7) et (3.8) au sens des
distributions et (3.9), on a (3.6) au sens des distributions,

(iii) Au sens des distributions,

Ow/0t = —M|w(t)|ow

sur la variété ouverte de dimension 2 {t € I;w(t) # 0} x y_.

Notre premier théoréeme assure que, pour M assez grand, le probleme de
Cauchy pour le systéme ¥ a au moins une solution définie sur [0, +oo[ pour
toute donnée initiale dans C°(€2). Plus précisément on a le

Théoreme 3.3 Il existe My > 0 tel que, pour tout M > My, on a les deux
propriétés suivantes

(i) Pour tout wy dans C°(), il existe une solution de ¥ définie sur [0, +oo]
telle que w(0) = wo,

(ii) Toute solution mazximale de X définie au temps 0 est définie sur [0, 400|
au moins.

Remarque 3.4 a. Dans ce théoréme, (ii) implique en fait (i) —utiliser le
lemme de Zorn pour démontrer, comme d’habitude, ['existence d’une solution
mazimale valant wy au temps 0— b. On ne sait pas si la solution du probléeme
de Cauchy est unique pour les temps croissants. (Pour les temps décroissants
on n'a pas unicité en général : il y a des solutions de ¥ définies sur [0, 4o00|
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telles que w(0) # 0 et w(T) = 0 pour T > 0 assez grand.) Notons toutefois
que, déja pour les systemes de dimension finie, on considére des retours d’état
seulement continus; pour de tels retours d’état le probléeme de Cauchy pour
le systéeme bouclé peut avoir plusieurs solutions, méme en temps croissants.
Ceci dit il semble raisonnable de conjecturer que, dans la situation présente,
le probleme de Cauchy pour les temps croissants a une solution unique.

On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette section, qui
montre que pour M assez grand, le retour d’état proposé rend 0(€ C°(2))
globalement asymptotiquement stable pour le systeme bouclé.

Théoreme 3.5 Il existe une constante My > My telle que, pour tout ¢ €
10, 1], pour tout M > M /e et pour toute solution mazimale du systéme ¥
définie au temps 0,

(3.11) lw(t)]o < min{|w(0)]o, %} . V>0,

Remarque 3.6 A cause du terme |w(t)|o apparaissant dans (3.9) et dans
(3.10) notre retour d’état ne dépend pas que de w sur T’y (ou méme sur 0S2).
En fait il n’existe pas de retour d’état ne dépendant que de w sur 052 tel que
0 € C°(Q) soit asymptotiquement stable pour le systéme bouclé. Ceci est dil
auz tourbillons “fantomes” : soit g un ouvert non vide tel que Qy C Q, il
existe des solutions y : Q@ — R? de l’équation d’Euler stationnaire de support
C Qq et telles que @ = rot § # 0; voir, par exemple, [20]. Alors w(t) = @
est une solution du systéme bouclé si le retour d’état, qui doit s’annuler en
0, ne dépend que des valeurs de w sur 02 (ou méme ne dépend pas des
valeurs de w sur Qq). c. La décroissance donnée dans (3.11) est lente pour
t — +oo; mais il est important de noter que (3.11) assure, que, par exemple,
lw(1)] < e quelque soit la condition initiale w(0), propriété que l'on n'a pas
pour les systémes linéaires si on utilise des retours d’état linéaires méme
exponentiellement stabilisants.

Pour les démonstrations des théoréemes 3.3 et 3.5 nous renvoyons a [9].
Mentionnons juste que I’'on a une fonction de Liapounov explicite qui permet

en particulier d’obtenir (3.11). Cette fonction est la suivante. Soit h € C*°(£2)
définie par

(3.12) Ah =0,
Oh
1 =
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L’existence de h est assurée par (3.5). (De plus h est unique & une constante
additive pres.) Soit, alors, V : C°(Q) — [0, +oo[ définie par

V(w) = lwexp(=h)lo -

On a la proposition suivante, qui implique le théoreme 3.5,

Proposition 3.7 Il existe My > Mo_et w >0 tel que pour tout M > My et
pour toute solution w : [0, +oo[— C°(Q) du systéme ¥ on a, pour tout temps
t € [0, 400,

00,003 V() : L V(w(t) < —uMV2(w(t)

L dtt
o d V() - Viw®)
dt—+V(w(t)) = ,}HSL p :

Terminons par quelques commentaires dans le cas ou 'ouvert n’est pas sim-
plement connexe. Pour avoir la controlabilité on suppose que I'y rencontre
chaque composante connexe du bord. On peut continuer a considérer les choix

(a) ou (b) pour le controle. Pour I'état on ajoute & w les réels Ay, - - - , A, définis
par
Ai = /?J -V

ot, si on désigne par Cp,Cy,- - ,Cy les composantes connexes du bord de €2,
les fonctions 7; € C*°(Q),i € {1,---, g} sont définies par

ATZ' =0 s

7, =0sur 00\ C;,

T =1 sur C;,

et ou V*7; désigne V7; tourné de /2. On est alors conduit au probléme
ouvert suivant

Probléme ouvert 3.8 Dans le cas g > 1, existe-t-il toujours un retour
d’état qui rend 0 € C°(Q) x RY globalement asymptotiquement stable pour
le systéme bouclé ?

L’obstruction a la stabilisabilité asymptotique donnée dans le théoreme
2.2 n’est pas trivialement applicable aux équations d'Euler, qui sont en di-
mension infinie. Toutefois elle conduit a poser le probleme ouvert suivant

Probléme ouvert 3.9 Soit f € C®(Q). Eriste-t-il y € C°(Q;R?) et p €

C>(Q) tels que
(3.14) (y.V)y+ Vp = f dans Q ,
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(3.15) div y =0 dans Q0 ,

(3.16) yn =0 sur '\ Ty?

Notons que, contrairement au cas général, on peut ne pas supposer f « petit ».
En effet, par changement d’échelle, si on a une solution (y, p) pour f « petit »,
on a une solution pour tout f (voir ci-dessous).

De plus si 2 est simplement connexe on a effectivement toujours une
solution (y,p). En effet, on a le théoréme

Théoréme 3.10 Si ) est simplement conneze, alors, pour tout f € C>((2),
il eziste y € C™(;R?) et p € C™(Q) solution de (3.14), (3.15) et (3.16).

Ce théoreme ne semble pas se déduire directement du résultat de stabi-
lisabilité donné dans [9]. Mais la démonstration que nous allons en donner
utilise effectivement des ingrédients déja donnés dans [9] corroborant ainsi le
lien entre la stabilisabilité asymptotique et le probleme ouvert 3.9. En fait,
comme le théoreme 3.10 a été énoncé dans le cadre C™ (et non dans le cas
continu), il est préférable d'utiliser les ingrédients de [6] (qui sont reliés a
ceux de [9]). On utilise donc les notations de [6] et en particulier la définition
de Q ©, Ty, T et 0. Soit P : C1(Q) — C*(Qy) une application linéaire telle
que

(3.17) P(g)(x) = g(x),Yz € Q,¥g € C'(Q),
3C > 0 tel que [P(y)|cr,) < Clgleray: Vo € CH(Q),

(P(g) € C™(Q),Yg € C™(Q)),Vm € N* .

On suppose en outre qu’il existe un voisinage W de I'y UT'_; dans R? tel que
Support P(g) C Q1 \ W , Vg € C1(Q) .
Pour w € C1(Q), on définit ¢, € C?(Q) par
A, = w dans Q; ,

az

= 0 sur (Fl U Ffl) \ (aFl U arfl)v
8n1

Y, =0 sur X .

ou n est la normale extérieure a €2;. On pose

Yo = de)w + Vo .
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Par construction,

(3.18) div y, = 0 dans €y,
(3.19) rot y, = w dans Qy,
(3.20) Yo =0 sur ¥\ 0%.

De plus y, — V6 dans C1(Q;R?) quand w — 0 dans C*(Q). Comme, voir

[6], VO ne s’annule pas sur €); et que, pour un 7 > 0,

o0 00
—>npsury et — < —psur ' 4,
Om om

on voit facilement que, pour w proche de 0 dans C*! (ﬁ)_et pour g dans C*(Q),
il existe une fonction et une seule K = K(w, g) € C*(Q;) telle que

(3.21) (4.-V)K = P(g).

(3.22) K=0sur' ;.
Finalement, on définit ' : C1(Q) x C1(Q) — C1(Q) par
(323) F(wvg) :w—K(w,g)|§.

La fonction F est bien définie et de classe C' sur un voisinage ouvert de (0,0)
dans C1(Q) x C'(Q) et on a

OF .
%(0, 0w =a.

Le théoreme des fonctions implicites nous donne alors I'existence de ¢ > 0 et
d’une application G de B. := {g € C*(Q); |glc1@) < €} dans C*(Q) de classe
C*! telle que

(3.24) F(G(g).9) =0 ,Vg € B..
Soit f € C*(2;R?) tel que |rot f|oi g < e. Posons

(3.25) g=rotf,

(3.26) w=G(g)



De (3.18) et (3.27), il vient
(3.28) div y = 0 dans Q .
De (3.17), (3.21), (3.23), (3.24), (3.25), (3.26) et (3.27) il vient
(3.29) (y.V)w =rot f dans Q .
De (3.19) et (3.27), il vient
(3.30) rot y = w dans 0 .
De (3.20) et (3.27), il vient
yn=0sur '\ Ty .
De (3.28), (3.29) et (3.30), il vient
rot ((y.V)y) = rot f dans Q
et donc il existe p (€ C1(2)) tel que
(yV)y+Vp=f.
Par ailleurs, on vérifie facilement que si, pour un entier m > 1, f est de classe
C™*L sur Q alors y et p sont de classe C" sur €2. On a donc bien une solution
a notre probleme si f € C°(Q) vérifie [rotf|oi gy <. Si f € CF(QR?) est
tel que
ot floim) ==a>¢€,
il suffit de considérer
f=cl
2a
En effet on a alors [rot f|oi ) < € et donc il existe
§jeC(QR?) et peC™()
tels que
(9.V)y+ Vp = €2f_a dans Q ,
div = 0 dans Q ,
gn=0sur '\ Ty .

y =1/%27,
p =2ap,
vérifient bien (3.14), (3.15) et (3.16). |

Remarque 3.11 Le probléeme ouvert 3.9 est ouvert aussi en dimension 3,
meme si §) est contractile.

Il est alors clair que
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